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Lineare rekurrente Folgen auf elliptischen Kurven

von ATTiLA PETHO und HorsT G. ZIMMER

1. Einleitung

Sei R ein kommutativer Ring und M ein Linksmodul iber R. Seien
mo,...,Mk—1 € M, 71,...,7x € R mit rx # 0 gegeben und

(1) Mptk = M Mptk-1+ -+ 7em, fir n € Ny

gesetzt, wobei Ng die Menge der nicht-negativen ganzen Zahlen bezeichnet.
Die Folge {m,}neN, Wird lineare rekurrente Folge genannt. Die Eigen-
schaften solcher Folgen sind sehr intensiv untersucht worden, insbesondere
fir M = R = C oder M = R = K, wobei K ein algebraischer Zahlkérper
ist (siehe Shorey und Tijdeman [7] ; Evertse, Gyory, Stewart und Tijdeman
[1)).

Eines der Grundprobleme besteht darin, das Wachstum der Elemente
m, € M nach unten abzuschitzen. Sei also {my}reN, speziell eine lineare
rekurrente Folge in K C C. Wir bezeichnen mit ay,...,a; € C die ver-
schiedenen Wurzeln des charakteristischen Polynoms X* —r X*-1—...—p,
von {Mmn}neN,- Zudem setzen wir noch |a;| > -+ > |ay| voraus. Fiir k = 2
hat Mahler [5] und im allgemeinen haben van der Poorten und Schlickewei
[6] fiir beliebiges € > 0 die Ungleichung

|ma] > Jen "1

bewiesen - unter der Annahme, dal {mx,}neN, nicht ausgeartet ist.

Sei nun K ein Kérper, F eine elliptische Kurve iiber K und bezeichne
E(K) die K-rationale Punktgruppe von E. Nach dem Mordell-Weilschen
Satz ist E(K) eine endlich-erzeugte abelsche Gruppe. Fiir die Grundeigen-
schaften der elliptischen Kurven verweisen wir z.B. auf Lang [3] und Zim-
mer [10]. Die Gruppe E(K) kann man als linken Z-Modul betrachten und
somit in E(K) durch (1) lineare rekurrente Folgen definieren. In dieser Note
wollen wir zundchst eine “analytische” Formel fiir {my}neNn, beweisen.
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Wenn K ein algebraischer Zahlkérper ist, dann kann man auf E(K) die
absolute Néron-Tate Hohe h : E(K) — R definieren. Diese erweist sich als
ein natiirliches MaB fiir das Wachstum rekurrenter Folgen in E(K). Wir
beweisen eine Formel fiir h(m,), aus der im Falle |oy| > |e;|,2 < j < ¢,
das genaue Wachstum von h(my) abgelesen werden kann.

Bemerkung. Wir sind hier nur an der Betrachtung elliptischer Kurven E
iiber einem Zahlkérper K interessiert. Die Resultate dieses Artikels gelten
jedoch ohne Anderung ganz allgemein fiir abelsche Varietaten A iiber K,
wenn zur Bildung der Néron-Tate Hohe auf A(K) die zu einer geraden
Divisorklasse ¢ € Pic (A) gehorige Weil Hohe k. genommen wird (s. [4],
Ch. 5, §3, Th. 3.6) ; denn nach dem Mordell-Weilschen Satz ist auch die
Gruppe A(K) der rationalen Punkte von A iiber K endlich-erzeugt (s. [4],
Ch. 6), und genau fiir Torsionspunkte T' € A(K) gilt ebenfalls ~(T) = 0 (s.
[4], Ch. 5, §3).

2. Lineare rekurrente Folgen in abelschen Gruppen

Sei G eine abelsche Gruppe. Fiir gegebene Elemente my,...,my_1 € G
und 71,...,7%x € Z sei my, € G fir n > 0 durch (1) definiert. Offen-
sichtlich gilt m,, €< mo,...,mr_1 >, wobei die Klammern die durch
mo,...,mk_1 erzeugte Untergruppe von G bezeichnen. Wir kénnen des-
halb 0.B.d.A.< mg,...,mi_; >= G annehmen. Nach dem Struktursatz
fiir endlich-erzeugte abelsche Gruppen haben wir

G=<G1>X%X:Xx<Gy>x<T1 >%x---xX<Ty >,
wobei T; die endliche Ordnung 7;(1 < j < t) hat und die G; (1 < j < s)
von unendlicher Ordnung sind. Dabei gilt auch £ > s+ t. Mit diesen

Bezeichnungen erhalten wir

SATz 1. Seik > s+t. Dann gibt es eindeutig bestimmte Folgen {Z jn}neNo,
1 < 7 < s, welche jeweils unendlich viele von Null verschiedene Glieder
enthalten, und mod n; eindeutig bestimmte Folgen {Zs4jn}neNy,1 < J < t,
aus ganzen Zahlen, die der Differenzengleichung

(2) Xn+k = TIXn+k—1 +--- 4 TkX'n.

geniigen, und dabei gilt

s t
(3) Mp= 2nGj+ Y TopjnTj firalle n=0,1,....
Jj=1 Jj=1
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Beweis. Wir haben nach (3) und (1) unter Benutzung der Z-Modul-
Eigenschaft von G

k k
TiMpgk—i = Y Ti() Tjntk-iGj+ Y Totjntk—ilj)
> > Z 5
i=1 i=1 i=1 ]—l
=EG Zrtmgn+k—-:+ZT z"'zzs+1n+k i
j=1 j=1 =1
s
= EG Tin+k + ET Tstjm+k = Motk -
j=1 i=1

Somit geniigt die durch (3) definierte Folge der Beziehung (1).
Das Gleichungssystem

-ZXJ,,G +ZX,+J, fir u=0,...,k—1

i=1

ist in ganzen Zahlen z;,, j =0,...,s+t; u=0,...,k — 1, l6sbar, und
zwar sind die Losungen in den z;,,1 < j < s, 0 < u < k — 1, eindeutig
sowie in den Z,;4j4,1 < j <10 < u < k-1, mod n; eindeutig. Die
Anfangswerte bewirken die Eindeutigkeit bzw. Eindeutigkeit mod n; der
Losungen von (2). Nehmen wir nun an, da es ein jin 1 < j < s und ein
ng € No gibt, derart da — x5, # 0, aber z;, = 0 fiir alle n > ng gilt. Sei
0.B.d.A. j = 1 vorausgesetzt. Nach (1) gilt dann

G1E<Gy > X+ X<Gsg>X<TT1 >%x---x<Tt >

im Widerspruch zur Voraussetzung. Daher enthilt also in der Tat jede der
Folgen

{Zjn}neNo»1 < j < s, unendlich viele von Null verschiedene Glieder.
Damit ist Satz 1 bewiesen.

Beispiel. Sei die elliptische Kurve E iiber Q durch die Gleichung
y? = 23-388.800 gegeben. Ihre rationale Punktgruppe E(Q) hat den Rang
2 mit den erzeugenden Punkten Py=(76,224), P;=(124,1232) (siche H.M.
Tschope und H.G. Zimmer [8]).

Wir bilden die Folge P, € E(Q) durch die Rekursion

(4) Pn+1=Pn+Pn—1-
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Es gibt nach Satzl zwei Folgen f], und f, ganzer Zahlen, welche die Rekur-
renz (4) erfiillen mit
P, = f:rPO +fnP1-

Die Anfangswerte erhalten wir durch Losung des Gleichungssystems
Po= foPo + fobPr,
P = fiPy+ fiP1.

Setzt man f_; =1, so ist
P, = fn—1P0+fnP1
bewiesen, wobei f, die Fibonacci-Folge bezeichnet und f] = fn_1 ist.

Seien a,...,a, die verschiedenen Wurzeln mit Multiplizitaten kq,...,k,
des Polynoms

Xk Xkl = H(X—a,-)k‘,

i=1

und sei L = Q(ay,...,0,) der durch diese Wurzeln erzeugte Zahlkorper.
Die Kombination von Satz 1 mit einem klassischen Resultat (Theorem C.1
in Shorey und Tijdeman [7]) fiilhrt unmittelbar auf den

SATZ 2. Es gibt Polynome P;i(X) € L[X] vom Grade kleiner als k;, so daB

s u t
My = ZG’j ZP,-;(n)a? + ZT]-:L‘,H,,, fir allen =0,1,...

j=1 i=1 j=1

gilt.

3. Die Hohe der Elemente rekurrenter Folgen auf elliptischen
Kurven

Sei K ein algebraischer Zahlkorper und E wie vorher eine elliptische
Kurve iiber K. Es bezeichne wieder E(K) die additive abelsche Gruppe der
K-rationalen Punkte von E. Nach dem Mordell-Weilschen Satz (vgl. [3],
[10]) ist diese Gruppe wie gesagt endlich-erzeugt.

Im weiteren wollen wir als abelsche Gruppe G = E(K) wihlen, aber die
iibrigen Voraussetzungen und Bezeichnungen von §2 beibehalten.
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Auf FE(K) existiert eine positiv-semidefinite quadratische Form
h : E(K) — R, ndmlich die globale Néron-Tate Hohe. Die Definition und
Grundeigenschaften der Néron-Tate Hohe findet man in Lang [3] oder Zim-
mer [10]. Wir wollen hier nur die folgenden Eigenschaften hervorheben. Es
gilt fiir alle P,Q € E(K)

(5) h(~P) = h(P),

(6) h(P + Q) + (P — Q) = 2h(P) + 2h(Q).
Genau fiir die Torsionspunkte T' € E(K) ist
(M) h(T) = 0.

Sei E(K) =< Py > XX < Py >x <Ty > x---x < Ty >, wobei
Py,..., P;unendliche und T3,...,T; endliche Ordnung haben und 0 < ¢ < 2
gilt (s.[3]). Sei weiter k > s+t ;seien my,...,mr-1 € E(K), r1,..., 7 € Z
gegeben und m,,n > k, durch (1) definiert. Unser Ziel ist es in diesem
Abschnitt, den folgenden Satz 3 zu beweisen.

SATZ 3. Seien ay,...,0y und Pji(X),j =1,...,s, i =1,...,u, die in §2
definierten GroBen, und sei {my}neN, die oben definierte Folge. Dann gilt

(8)  h(mn)=

YD afa} <Zh(P )Pia(n)Piv(n) + Z E h(P;, P; )Pu(n)Pav(n))

=1 v=1 =1 j=i+1
wobei h(P;, P;) = h(P; + P;) — h(P;) — h(P;) gesetzt wurde.
Um diesen Satz zu beweisen, bendtigen wir das folgende bekannte Lemma.
LEMMA 1. Seien Q1,...,Q, € E(K) und ny,...,n, € Z. Dann gilt
9  h (Znic)i) Z hQ)+Y Y minsh(@1Qy),
i=1 i=1 j=i+1

wobei wieder h(Q:,Q;) = h(Qi + Q;) — h(Q:) — h(Q;) ist.

Beweis. Eine Beweisskizze findet sich z.B. in Cassels [2]. Zur Erleichterung
fiir den Leser geben wir jedoch einen kurzen Beweis.
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Seien P,Q, R € E(K). Wir wollen zunichst die Identitit

(10) A(P+Q+R) = h(P+Q)+h(P+R)+h(Q+R)—h(P)—h(Q)—h(R)

verifizieren. Nach (6) ergeben sich die Relationen

(11) h(P+Q+ R)+h(P+Q— R)=2h(P+ Q)+ 2h(R),
(12) R(P+Q+ R)+h(R+Q — P)=2h(R+ Q) + 2h(P),
(13) MP-R+Q)+h(P-R-Q)=2h(P - R)+ 2h(Q).

Aus (13) folgt mittels (5) und (6)

(13") h(P—R+Q)+h(R+Q - P) = —2h(P+ R)+4h(P)+4h(R)+2h(Q).

Wir erhalten (10), indem wir (11)4(12)-(13’) durch 2 dividieren.

Fir v = 1 folgt (9) aus (6) durch Induktion. Nehmen wir an, da8
die Relation (9) fiir alle w < v mit beliebigen ny,...,n, € Z gilt. Fiir
ng=---= n,, = 1 erhalten wir (9), wenn wir diese Beziehung auf die zwei

Punkte E @i und @, anwenden. Wegen (5) koénnen wir also

|na], ..., |nn 1| > 1 mit n, > 1 voraussetzen. Die Identitit (10), die Rela-
tion (9) fiir ny = .-+ = n, = 1 und die Induktionsvoraussetzung implizieren
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nun

v-1
h (Z niQi + (nv - I)Qv + Q‘u)

i=1

v—1 v-1
=h (Z n;iQi + (ny — 1)Qv) + h (Z n;Q: + Qv) + h(n,Qv)
i=1 i=1

v—1
—h (Z niQ.') = h((nv = 1)Qv) — h(Qv)

v—1 v-1
—anh(cz )+ (o = DPh(Qu) +) Y ninih(Q:,Q5)
=1 i=1 j=i41
v—-1 v-1
+Zn'(nv - l)h(QH U)+Zn2h(Q )+h(Qv)+Z Z nzn]h(QnQ])
=1 i=1 j=i+1

+ z_: n:h(Qi, Quv) + n2h(Qy) — h (Z niQ.‘) — (nv = 1)’h(Qv) — A(Q)
i=1 i=1

= anh(Q )+ E Z nin;h(Q:,Q;),
=1 i=1 j=i+l

und damit ist (9) bewiesen.

LEMMA 2. Seien T € E(K) ein Torsionspunkt und P € E(K) ein beliebiger
Punkt. Dann gilt
h(P +T) = h(P).

Beweis. (Vgl. [9]; S. 7 oben.) Sei n die Ordnung von T. Dann haben
gemaB (7) und (9)

h(P) = h(P 4 nT) = h(P) + n*h(T) + n(h(P + T) — h(P) — h(T))
= h(P) + n(h(P + T) — h(P)).

Nun sind wir in der Lage, Satz 3 zu beweisen.
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Beweis von Satz 3. Sei {my}neN, die durch (1) definierte Folge in E(K).
Nach Satz 1 gilt

s t
Mp =Y TjnPi+ Y 2opjnT;firallen=0,1,....

j=1 J=1

Daraus folgt nach den Lemmata 2 und 1

h(my,)=h (i iEjnPj)
(14) =t
= SR+ S wnash(Pr),

i=1 j=i+1

Nach Theorem C.1 in Shorey und Tijdeman ([7] gibt es Polynome
P;,(X) € L(X) vom Grade kleiner als k, mit

(15) jn =Y Pju(n)aj.
v=1

Setzt man diese in (14) ein, so liefert das unmittelbar den Beweis von (8).

Beispiel (Fortsetzung). Wir hatten in dem Beispiel die Folge P, =
frn-1Po+ fr P1 bestimmt. In der zitierten Arbeit [8] findet man die Angaben
h(Po) = 1.737652, h(P;) ~ 1.889072 und h(Fy + P1) = 2.834031. Durch
Anwendung von Satz 3 ergibt sich nach einfacher Rechnung

5h(P,) = 2.062885 a®™ — 1.095533(—1)" + 7.7209083™

1+\/' 1—\/5.

mit a = , B= 3

Nach Satz 3 ist h(my) eine lineare rekurrente Folge bzw. eine Potenz-
summe. Wenn die Folge h(m,,) einen algebraischen Zahlkorper angehort, so
haben van der Poorten und Schlickewei [6] ihr Wachstum genau beschrieben.
Nach einer Vermutung gehort in unserem Falle die Folge h(m,) im allge-
meinen aber zu einer transzendenten Erweiterung von @, und ihr Wachs-
tum ist sehr schwer zu beschreiben. In einem Spezialfall gelingt dies jedoch.
Unser Hauptresultat lautet ndmlich folgendermafien :
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SATZ 4. Seien die Bezeichnungen die gleichen wie in Satz 3. Wenn dann
s > 1 ist und die Ungleichungen

lai| > |oj| firj=2,...,u
erfiillt sind, so gilt
h(mn) = d(n)a?"(l +0(1))

(16) it d(n) = ZPl(n)h(P)+Z Z h(P;, P;)Pi(n)Pj1(n) € R,

i=1 j=i+1

und es gibt ein ng = no(mo,...,Mk_1,71...,Tk), so daB d(n) > 0 fiir alle
n > ng gilt.

Beweis. Nach (15) ist zj, = Z 1 Piv(n)al € Z fir j = 1,...5. Da
a1 dominant ist, mufl a; reell sein, und somit gilt P;;(X) € R[X] fiir

j=1,...,s. Da weiter die z fur j = 2,...,u keine Einheitswurzeln

sind, sind die Folgen {$jn}neNo, 1<j<s, mcht -ausgeartet. Nach dem
zitierten Satz von van der Poorten und Schlickewei [6] besteht dann jeweils
fiir beliebiges € > 0 und alle n > ny die Ungleichung

[2jn] > en["179, 1< j <.
Daher folgt, dal
Pa(X)#0,1<j <5,
gilt. Die Beziehung (16) erhalten wir unmittelbar aus (8). Zum Beweis von

(16) bleibt nur noch, d(n) > 0 fiir alle n > no zu zeigen.

Dazu bilden wir das Tensorprodukt V = R ®z E(K). Dieses Produkt V
ist ein Vektorraum der Dimension s iiber R. Seien z;,...,z, € R, dann
definiert

(17) h(z1(1QPy)+---+z5(10 P;)) = Z:ﬁh(PHE Z ziz;h(P;, P;)

=1 j=1i+1

nach Lemma 1 die Fortsetzung der Néron-Tate Hohe auf V. Sie ist eine
positiv-definite quadratische Form auf V (vgl. Lang [3], Theorem 4.3 und
Zimmer [9], § 2).

Mit dieser Definition erhilt man

d(n) = h(Pu(n)(1® A1)+ -+ + Pa(n)(1® F;)).
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Die Beziehung d(n) = 0 ist also genau dann erfiillt, wenn
Pii(n) = -+ = Psi(n) = 0 gilt. Dieses Gleichungssystem hat aber nur
endlich viele Losungen, und damit ist Satz 4 bewiesen.

Bemerkung. Ein anderer, mehr begrifflicher Beweis der Lemmata 1 und
2, des Satzes 3 und der nachfolgenden Proposition ergibt sich mittels Ein-
bettung der rationalen Punktgruppe E(K) in den s-dimensionalen reellen
Vektorraum V = R®z E(K) durch Ausnutzung der Grundeigenschaften der
zu einer positiv-definiten quadratischen Form auf V fortgesetzten Néron-
Tate Hohe h und des zugehorigen Skalarprodukts auf V. Wir haben hier
jedoch den direkteren und expliziteren Zugang iiber die Gruppe E(K) selbst
und die positiv-semidefinite quadratische Form h auf E(K) bevorzugt.

4. Eine Ungleichung fir die Hoéhe

Beim Beweis von Satz 4 haben wir als Nebenprodukt folgende Ungleichung
wiederentdeckt (vgl. [9], § 2, Kor. 2).

PROPOSITION. Seien P und () unabhingige Punkte auf E(K). Dann gilt

(VA(P) = vVh(Q) )* < h(P +Q) < (vVA(P) + VR(Q) )*.

Beweis. Seien z,y € R. Wegen der im Beweis von Satz 4 festgestellten
positiven Definitheit von h haben wir

zy(h(P + Q) — h(P) - h(Q)) + 2*h(P) + y*h(Q) > 0.
Diese Ungleichung impliziert fiir zy > 0
h(P+Q)2 (1= ) (P + (1~ 2) h(Q)
und fiir zy < 0

AP +Q) < (1= 1) h(P)+ (1= 2) H@):

Mit der Wahl z = \/A(Q),y = \/h(P) bzw. z = \/A(Q), y = —+/h(P)

ergibt sich aus den letzen beiden Ungleichungen der Beweis der Proposition.

Wir danken dem Referenten fiir wichtige Korrekturen und erginzende
Hinweise.
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