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Domaines de Voronoi et algorithme de réduction
des formes quadratiques définies positives.

par DAviD-OLiviEr JAQUET

Résumé — Jillustre la situation générale par un exemple simple, qui
permet de mieux comprendre la géométrie de I’espace des domaines de
Voronoi. Ensuite, je donne des résultats généraux sur les arétes d’un do-
maine de Voronoi. Finalement, pour les représentants des 15 classes connues
de formes parfaites a 7 variables, non équivalentes a EF7 et qui possédent
plus de 28 vecteurs minimaux, je fournis une description détaillée de leurs
orbites de voisines.

Abstract — I illustrate the general situation by a simple example in order
to understand better the geometry of the space of Voronoi’s domains. Then
I give general results about the edges of a Voronoi’s domain. Finally, for
the representatives of the 15 known classes of perfect forms in 7 variables
which are non equivalent to E7 and have more than 28 minimal vectors, I
provide a detailed description of their orbits of neighbours.

1. Introduction

Soit @ une forme quadratique réelle 3 n variables, définie positive. On
peut exprimer cette forme de la maniére suivante :

Q(z) = Az oi A est une matrice symétrique réelle définie positive.

Remarquons tout d’abord que A peut étre considérée comme la matrice
des produits scalaires d’une base de R™. Restreindre Q(z) & z € Z™ revient
a ne considérer que les combinaisons linéaires entiéres des vecteurs de cette
base, c’est- a-dire les points du réseau engendré par les vecteurs de cette
base. @(z) nous donne alors le carré de la distance euclidienne entre le
point z du réseau et 1’origine.

On appelle minimum de A, noté min A, le minimum sur Z"\ {0} de Q(z).
C’est donc le carré de la distance euclidienne a 1’origine, du point du réseau
le plus proche de 0.

Les vecteurs minimaux de A sont les paires de vecteurs +v; € Z"
(k=1,...,s), qui vérifient v} Avy = min A.

Une forme est dite parfaite si la connaissance des coordonnées entieres
de ses vecteurs minimaux dans une base du réseau permet de retrouver la
matrice des produits scalaires de cette base, c’est- a-dire A.

Manuscrit regu le 5 mars 1990
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Placons-nous maintenant dans I’espace des matrices symétriques réelles
n X n, qui est de dimension N = ﬂ%—_ll : on identifie cet espace & RN qu’on
rend euclidien via le produit scalaire A - B = trace AB.

J’appellerai cet espace I’espace des domaines de Voronoi ou plus simple-
ment ’espace de Voronoi.

A chaque vecteur minimal v, on peut faire correspondre un point aj
dans cet espace : on pose ax = vxvi. (On remarque, au passage, que
ar+-A=min A.)

A chaque ag, on associe alors la demi-droite qui part de l’origine et
contient a;. L’enveloppe convexe de ces demi-droites est appelée domaine
associé a A.

On montre facilement que A est parfaite si et seulement si son domaine
est de dimension maximale.

On appelle faces de dimension N — 1 du domaine, les intersections de ce
domaine avec ses hyperplans d’appui.

On appelle face de dimension d (d < N — 1) toute variété de dimension
d obtenue en intersectant des faces de dimension N — 1.

Une aréte du domaine est une face de dimension 1.

Définissons, maintenant, une action de GL,(Z) sur I’ensemble des formes
quadratiques, en considérant tout élément de GL,(Z) comme une ma-
trice de changement de base. On dira que deux formes quadratiques sont
équivalentes si elles sont positivement proportionnelles a des formes ap-
partenant a une méme orbite. L’action définie ci-dessus induit une action
de GLn(Z) sur ’ensemble des domaines de Voronoi. On dira que deux
domaines sont équivalents s’ils appartiennent & la méme orbite.

On montre facilement que deux domaines sont équivalents si et seulement
si les formes parfaites correspondantes sont équivalentes.

Voronoi démontre plusieurs résultats. En particulier :

(i) Soit une face F' de dimension N —1 appartenant & un domaine. Alors
F appartient également 3 un autre domaine. Géométriquement, ces
deux domaines se situent de part et d’autre de F. Ces deux domaines
sont dits voisins ou contigus.

(ii) Toute forme quadratique définie positive appartient au moins & un
domaine.

(iii) Soient deux domaines quelconques. Il existe un chemin reliant ces
deux domaines qui, a chaque pas, ne fait que passer d’un domaine &
un domaine voisin.
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(iv) A équivalence pres, il n’existe qu'un nombre fini de formes parfaites
en dimension n, donc qu’un nombre fini de domaines inéquivalents.

2. Etude d’une situation particuliére :

J’aimerais reprendre les notions de formes parfaites et de domaines as-
sociés aux formes parfaites dans le cas des formes & 2 variables, c’est-a-dire
n = 2. L’espace des domaines de Voronoi est difficilement visualisable dans
le cas général; seul le cas » = 2, N = 3 s’y préte bien. C’est pourquoi il
est intéressant d’approfondir cette situation particuliére dans ’optique de
Voronoi, afin de mieux saisir la géométrie de ’espace de Voronoi.

Prenons, pour commencer, la matrice identité. Elle est associée a la
forme 2% + y2.

Son minimum vaut 1. Ses vecteurs minimaux sont :t(‘l)), :I:((l)).

Cette forme n’est pas parfaite. En effet, il existe une infinité de formes
quadratiques définies positives qui possédent ces vecteurs comme vecteurs
minimaux.

Une forme quadratique a deux variables est donnée par :

s ) ()

Si :i:((l)) est un vecteur minimal, alors a = 1.

Si :!:((1]) est un vecteur minimal, alors ¢ = 1.

Mais b n’est pas déterminé. On montre facilement que pour tout b
inférieur en valeur absolue a -;—, la forme correspondante posséde exacte-
ment ces vecteurs comme vecteurs minimaux. Par contre, lorsque b vaut %,
on obtient une forme qui posséde un vecteur minimal supplémentaire. Cette

? ;) Elle est parfaite. En effet, le

vecteur minimal supplémentaire :i:(_ll) introduit la condition 1-2b+1 =1,
condition qui détermine b.

forme est proportionnelle & Ay, = (

Le réseau correspondant a cette matrice est engendré par deux vecteurs
de méme longueur et formant un angle de 60°.

C’est le réseau, bien connu, d’empilement de sphéres le plus dense dans
le plan.
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Dans R3, le domaine associé a (? ;) posséde exactement 3 arétes :

a1=(‘1))(10)==((1) g),a2:(g ‘1’) eta3=(__11 “11).

Comme s = N = 3, on calcule les faces du domaine en enlevant & tour
de réle chacune des arétes; celles qui restent déterminent une face. Par
exemple, on obtient Fj en retirant a; comme suit :

Posons F; = (f 1 f ) , un vecteur normal a la face cherchée. Donc Fy

fo fs

est normal & a; et 3 a3. Ces conditions s’expriment a 1’aide du produit
scalaire donné par la trace.

(i) F; - a; = trace(Fiaz) =0,

(ii) F; -a3 = tracetFlag) =0.

La condition (i) nous donne f3 = 0 ; la condition (ii) implique que
fi—2fs + f3 = 0. Ces équations définissent F; a un facteur prés. On peut

choisir Fj de telle maniére que ses composantes soient entiéres et premiéres
entre elles, et fixer le sens de F; en demandant que trace(Fja;) > 0. On
obtient alors F; = (% (1)) .

De maniére analogue, on détermine F, = ((1) ;) et Fy = ( 0 —1) .
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\

Etudions la voisine de 2 1 relativement a la face (

-1
1 2

-1 0
. . - 2 1 0 -1 .
voisine peut s’écrire +p -1 , pour un certain p > 0. La

) . Cette

1 2 0
voisine étant unique par Voronoi, il n’existe qu’une seule valeur de p positive
qui donne une forme parfaite de minimum 2. On devine que pour p = 2, la

forme correspondante est parfaite. C’est la voisine cherchée.

-1
-1 2
La figure ci-dessous (fig. 2) visualise, dans R3, les domaines associés & ces
deux formes voisines. Les domaines correspondants sont voisins. Leur face
0 -1
-1 0
j’ai indiqué en petits caractéres les arétes des domaines et en caractéres
gras les formes correspondant a chacun de ces domaines. On prolongera
par D’esprit les faces dont je n’ai dessiné qu’une portion.

commune admet comme vecteur normal . Pour plus de clarté,

fig. 2

t
2 1 1 0 2 -1 1 0
En contemplant (1 2) = (0 _1) (_1 9 ) (0 _1),on con-

clut que ces deux formes sont équivalentes.

On peut de méme calculer les voisines correspondant aux deux autres

faces. La voisine correspondant a F; est donnée par (g g), celle cor-
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respondant & F, par Il est facile de voir que ces formes sont

2 3)
3 6
équivalentes & A, soit en explicitant la matrice de changement de base, soit
en constatant que le groupe des automorphismes de A, est transitif sur les
faces du domaine associé & A,. Il faut comprendre automorphisme dans le
sens d’isométrie de la forme a coefficients entiers. Voronoi démontre que,
de maniére générale, le groupe des automorphismes de A, (A est la forme
parfaite donnée par z? + 23 + ... + 22 + (21 + 23 + ... + T»)?) est transitif
sur les faces du domaine associé a A,,.

Dans les cas n = 2 et n = 3, les voisines de A,, sont équivalentes 3 A,,. Il
n’existe donc, d’aprés Voronoi, qu’une seule classe de formes parfaites dans
ces dimensions.

Revenons au cas n = 2. Aprés avoir calculé les voisines de A,, on peut
déterminer les voisines des voisines de A,, etc.

La figure ci-dessous prolonge la figure 2. Les arétes de tout domaine sont

2
de la forme (j)(a b) = (Zb Zg

R3 par (a?,/2ab,b?). Ce sont ses coordonnées dans la base orthonormée

1 0) 4, (0 1) (00
0 0/)°vZ\1 0)°\0 1)

) . Une telle aréte sera représentée dans

we
ow

(n=2 N=3) /

R | | /
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En remarquant que (v/2ab)? = 2a%b%, on conclut que toutes les arétes
appartiennent 3 la surface d’équation y?> = 2zz. Il s’agit d’un cone de
révolution dont le sommet est a 1’origine. La section de ce cone par le plan
d’équation z + z = 2 est un cercle de rayon /2 centré en (1,0,1). On
remarquera au passage que (1,0,1) correspond a la matrice identité. Ce
tableau met en évidence ’aspect fractal des domaines de Voronoi. Autre
propriété intéressante : dans ce cas particulier, le chemin reliant deux do-
maines est essentiellement unique. En effet, associons & chaque domaine
un point intérieur et relions les points qui appartiennent a deux domaines
voisins. Le graphe ainsi obtenu est en fait un arbre.

fig. 4

Coupe selon le plan d'équation x +z=2.

Le sens d’un vecteur normal 3 une face d’un domaine est fixé par la
condition que toutes les arétes de ce domaine ont un produit scalaire positif
ou nul avec ce vecteur. Pour qu’une forme B soit intérieure a un domaine,
il faut et il suffit que F'- B > 0 pour tout F, vecteur normal 3 une face
du domaine. On voit aisément que A n’est pas intérieure a son domaine.

En effet, tra,ce(_o1 _01) (? ;) < 0. Par contre, en additionnant les
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arétes d’un domaine, on obtient toujours une forme intérieure a ce domaine.
Ici, dans chaque cas, on trouve la forme adjointe. Par exemple, la forme

. . 2 1 2 -1\ .
adjointe de (1 2) est (_1 9 ) :
2 -1 10 1 -1 00
(—1 2)—(0 0)+(-—1 1>+(0 1)'

On dit que A, est eutactique. (Sa forme adjointe est intérieure & son
domaine.) Je rappellerai ici le critére, maintenant classique, démontré par

Voronoi : une forme est extréme si et seulement si elle est parfaite et
eutactique.

fig. 5

Coupe selon le plan d'équation x +z=2.

Lorsqu’on a une forme parfaite, on peut représenter son domaine dans
’espace de Voronoi; mais on peut aussi la considérer comme un point dans
cet espace. On vient de voir qu’en général ce point n’appartient pas au
domaine dela forme. Quel est alors le lien géométrique entre deux domaines
voisins et les deux formes parfaites voisines correspondantes ?

J’aimerais répondre a cette question par un exemple. Partons du domaine
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associé a A, et considérons la face de ce domaine, donnée par ((1) ;)
Cette face appartient également & un autre domaine : le domaine associé
a (§ 2) . Ces deux domaines sont donc voisins et les formes parfaites
correspondantes sont voisines. Voronoi nous dit que (g 2) doit s’obtenir

en additionnant a (? ;) un multiple positif du vecteur normal a la face,

(1) ;) Numériquement, on obtient :

(38)=(12)(0 )

La figure suivante illustre cette relation.

c’est-a-dire un multiple positif de (

[\

fig. 6

'Y S
°d

je V. =
(n=2 N=3).

Essayons maintenant de comprendre le procédé de réduction des formes
quadratiques définies positives, donné par Voronoi.

Le procédé se base sur la propriété suivante :

(%) Soit f une forme quadratique définie positive. Pour tout nombre
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fixé, il n’existe qu’un nombre fini de formes parfaites A de minimum
1 satisfaisant f- A < S.

Soit f une forme quadratique définie positive. On sait que f appartient
au moins a un domaine de Voronoi. On peut méme donner un procédé
qui permet d’exhiber un tel domaine. En effet, partons d’un domaine quel-
conque de-Voronoi. Si f appartient 3 ce domaine, on a terminé 1’opération.
Sinon, f est du mauvais c6té d’une face au moins de ce domaine. Appelons
F la normale a cette face, B la forme parfaite de minimum 1 associée a ce
domaine et C la voisine de B relativement a F. Le minimum de C est égal
au minimum de B et vaut par conséquent 1. Si f ést du mauvais coté de
la face correspondant a F, alors F'- f < 0. On en déduit facilement que
f-C < f- B. En répétant I’opération, on voit que le produit scalaire de f
avec la forme associée au domaine testé ne fait que décroitre. La propriété
(%) garantit qu’aprés un nombre fini d’itérations on arrive dans un domaine
contenant f.

Prenons par exemple pour f la forme qui a pour matrice

(7 2)=(2)( i)”(i )

-3
2

. s (21 :
domaine associé a (1 2). Puisque la trace de (7 12) (

. Partons du

5%
(-"1 ‘J)’

(Voir fig. 4.) Notre forme de départ

Cette forme est intérieure au domaine associé a

est négative, on passe dans le domaine voisin relativement a

. N 2 -1
domaine associé a 1 9

n’appartient pas a ce nouveau domaine. En effet, elle est du mauvais c6té

1 2 ) avec le domaine associé

de la face qui relie le domaine associé a (

. f 6 - . .
al _3 23 - En traversant cette face, on atteint le domaine contenant

la forme de départ.
L’idée de Voronoi est la suivante :

Apres la premiére opération, on est placé dans le domaine associé a

2 -1 2 -1 P (2 1 .
(_1 9 ).Comme(_1 9 )esteqmva,lenteab(1 2),lesdomames

associés a ces deux formes sont équivalents. Si S donne 1’équivalence

entre (31 —21> et (? ;), (S~1)* transforme le domaine associé 2
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(_21 _21) en le domaine associé a (f ;) En appliquant ($~1)¢ &

tous les domaines, on rameéne le probléme qui consistait 3 réduire f 3 par-

1 9 ), au probleme qui consiste & réduire

tir du domaine associé 3 (

3 ; . En répétant ce proces-
sus, on obtient aprés un nombre fini d’itérations une forme f' équivalente

S~1f(8571)! & partir du domaine associé 3

1 2

Notre exemple est illustré par la figure 7.

R s . o (21
a f et intérieure au domaine associé a .

fig. 7

7 Vi
(n=2 N=3)

Forme de départ: Forme réduite:

@
Coupe selon le plan d'équation x+z=2.
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Lorsqu’on se trouve, aprés la premiére opération, dans le domaine associé
3 (__21 —21 ) , on peut prendre S = ((1) _01 ) . En appliquant (§~1)* aux
domaines de Voronoi, le domaine associé a __21 _2 ) est alors transformé

6 -3

3 9 est envoyeé

. L (21 . PN
en le domaine associé a YL celui associé a

. .., (6 3 . , 5 7
sur le domaine associé a (3 2), etc. ; la forme f donnée par (7 12)

. 5 =7
devient <_7 9

), intérieure au domaine associé a (g g) Ensuite,

nous fait passer du domaine

la, réduction de la nouvelle forme _57 12

6 3 que I’on raméne sur le do-

1 2 3 2)’
maine associé a (2 1) grace a 1’équivalence entre (6 3) et (2 L
1 2 3 2 1 2

donnée, par exemple, par § = ((1) _11) En effet, St (g g) S =

(? ;) Pour calculer f’, on utilisera donc (S~1)* = (i (1)) Cfa

pour matrice

1 1\'/5 -7\(1 1\_(3 -2

10 -7 12 10/ \-2 5)°

Dans le cas général, pour appliquer cet algorithme de réduction, il suffit

de connaitre une liste exhaustive de formes parfaites non équivalentes, les
faces et les voisines de toutes ces formes ainsi que les matrices de change-
ment de base permettant d’identifier chacune de ces voisines a une des
formes de la liste. L’intérét de cet algorithme réside dans le fait qu’il ne

demande pas de connaitre explicitement le domaine (ou un domaine) qui
contient la forme de départ.

a2 1 . a2
associé a dans celui associé a

Dans le cas n = 2, on peut améliorer la réduction en pavant le domaine

1 2
automorphismes de la forme agit transitivement.

associé 3 (2 1) avec six régions (fig. 8) sur lesquelles le groupe des

En choisissant une région R, on peut alors affiner le procédé de réduction :

toute forme quadratique appartenant au domaine associé a ( ? ;) posséde



Domaines de Voronoi 175

une forme équivalente dans R. Donc, toute forme quadratique définie po-
sitive f, posséde une forme f’ équivalente dans R.

A un signe prés et pour un bon choix de R, la forme réduite satisfait
alors les célebres inégalités de Lagrange.

On peut généraliser ce procédé pour n = 3.

fig. 8

3. Sur les arétes d’un domaine de Voronoi :

On montre aisément que le domaine d’une forme parfaite est de dimension
maximale, mais on peut préciser certaines propriétés géométriques d’un tel
domaine.

A priori, ’enveloppe convexe de demi-droites issues de l’origine peut
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définir plusieurs types de domaines :

(1) un domaine sans face, c’est-a-dire tout I’espace,

(2) un domaine pour lequel 'intersection de toutes les faces donne une
variété de dimension > 1,

(3) un domaine “pyramidal”, c’est-a-dire pour lequel I’intersection de
toutes les faces se réduit a un point : 1’origine.

Remarque : Un domaine de type (1) ou de type (2) pour lequel inter-
section de toutes les faces donne une variété de dimension > 1, ne posséde
pas d’arétes.

Par le biais de la notion, judicieusement introduite, de domaines corré-
latifs, Voronoi , dans [4], démontre que ses domaines possédent des faces
et que seule Dorigine appartient a toutes les faces d’un domaine. Par
conséquent, tout domaine associé a une forme parfaite posséde des arétes.

Géométriquement, les demi-droites associées aux ar = viv et dont on
’ k
prend D’enveloppe convexe sont donc suffisamment resserrées.

Voronoi montre que toute aréte d’un domaine associé a une forme parfaite
A, est une des demi-droites dont on a pris I’enveloppe convexe. J’affirme
que la réciproque est vraie. Chaque demi-droite associée & ax = vixvk (ol
vi est un vecteur minimal de A) est une aréte du domaine associé a A.

Contrairement aux apparences, Voronoi ne démontre pas cette deuxiéme
partie : il admet, sans le démontrer, qu’aucun des a; ne peut s’exprimer
comme combinaison linéaire 3 coefficients positifs ou nuls des autres ax.
Voici ’esquisse d’une démonstration :

Remarquons, d’abord, que tout a, fait un angle constant avec la matrice
identité. Mieux, tout a = vv' avec v € R™ fait un angle constant avec la
matrice identité. On considére, bien entendu, la métrique induite par la
trace. Cet angle satisfait cos® = 71;; En particulier, ® €]0, Z[.

Cette remarque généralise la propriété constatée dans ’exemple n = 2,
exemple ou toutes les arétes des domaines de Voronoi se situaient sur la
surface d’un cone de révolution dont ’axe passait par la matrice identité.

Considérons C, I’ensemble des matrices réelles symétriques formant avec
la matrice identité un angle < ®. On montrera facilement que C est un céne
convexe et qu’une matrice symétrique est intérieure a C si et seulement si
I’angle qu’elle forme avec la matrice identité est strictement inférieur a ®.

On en déduira que la somme de deux éléments de C, non proportionnels,
fournit toujours un point intérieur de C. -

Finalement, on conclura aisément en remarquant que vv'(v € R™) appar-
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tient au bord de C et qu’une combinaison linéaire a coefficients positifs de
v;v} (v; € R™), donne un point intérieur de C, dés que cette combinaison
linéaire contient plus d’un terme !

Un domaine de Voronoi a été défini comme ’enveloppe convexe d’un en-
semble bien déterminé de demi-droites. Par ce qui précede, on constate que
cet ensemble de demi-droites posséde une propriété géométrique de mini-
malité, a savoir : si I’on retire une demi-droite de cet ensemble, 1’enveloppe
convexe de celles qui restent est toujours modifiée.

4. Résultats actuels en dimension n =7 (N = 28) :
L’intérét tout particulier porté a cette dimension peut s’expliquer ainsi :

n = 3 Le probléme a été résolu par Gauss en 1831. Gauss a montré que
A3 représente la seule forme parfaite a équivalence pres.

n=4,

n = 5 Ces deux dimensions on été traitées en 1877 par Korbine et Zolota-
reff.

n =6 Il a fallu attendre 1957 pour que Barnes donne la liste exhaustive
des formes parfaites & 6 variables, toujours a équivalence pres.

n = 7 Jusqu’en 1971, on ne connaissait que 22 formes parfaites non équiva-
lentes en dimension n = 7. Stacey ramena cette liste a 33 en em-
ployant des méthodes dues a Watson.

Dans le cadre de la thése de doctorat effectuée sous la direction du Pro-
fesseur Francois Sigrist, je cherche & montrer que cette liste de 33 formes
en dimension n = 7 est exhaustive. I suffit pour cela, d’apres Voronoi ,
de montrer que chacune des formes contigués a 1’'une de ces 33 formes, est
équivalente justement a une de ces 33 formes.

On trouverala description détaillée des orbites de voisines pour les formes
qui possédent exactement 28 vecteurs minimaux dans [1] & quelques cor-
rections mineures signalées dans [2].

Je remercie Conway et Sloane pour le précieux recensement qu’ils ont
effectué dans [1] des formes parfaites connues en dimension » < 7. La
description compléte qu’ils nous donnent des groupes d’automorphismes de
chacune de ces formes m’a également été d’une grande utilité.

Les résultats qui suivent concernent donc toutes les formes parfaites con-
nues a 7 variables, qui ont plus de 28 vecteurs minimaux, excepté E7 pour
laquelle les calculs sont encore en cours. On trouvera, pour chaque orbite
de voisines, sa cardinalité et 1’identification de ses éléments avec une des 33
formes de la liste donnée par Conway et Sloane [1].

Pour les formes qui ont 34 ou 36 vecteurs minimaux, je donne explicite-
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ment, pour chaque orbite de voisines, un représentant de l’orbite et la
matrice dans GL,(Z) qui permet l’identification de ce représentant avec
une des 33 formes de la liste de Conway et Sloane.

Ces résultats sont reproduits directement a partir d’un listing d’ordi-
nateur afin d’éviter les erreurs de transcription.
" Pour D7, qui posséde 42 vecteurs minimaux, les résultats sont expliqués
dans [2].
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Domaines de Voronoi
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Forme parfaite P(7,1).
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Déterminant (minimum normalisé & 2) :
Ordre du groupe des automorphismes

Nombre de vecteurs minimaux
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Calcul des orbites des voisines en cours.
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Forme parfaite P(7,3).
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P(7,1)
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54 X

11 -

[=EoleXeNoYoNo)
HOOOOoOOoO
00.!..0000
cCoo~000

cCooco~00

HHOOOAO

S =

NOONANNM <
N <
A -
o™ o™ oM

AL

PRSI

-
aNaN SN
NON
- < [so)
NN M o
q¥qQ
< T
NONT MY N
NN
=T T O
TANNNMNMOM
NN
(o) KQ <
< NANONOM NN
Q
o~ [se)

Voisine =

P(7,6)

162 X

coo~A00O0
oooo.l_‘oo

0401000

.I_.OOIOOO

00001_.10

00001—._01

]
w

@ < -
@® < <«
[ AN
$SS§
NN o™
STRSS
oM o™
RSO
- @ -
- NN
7S

Voisine =

P(7,6)

216 X

13 =

00001_.00

cCoOoO~00O0

10001—.00

000101_..0

0001004

]
1%}

segegoe
segegeg
~3887g
grgTgan
1g258es
gegrgae
=gggnnn

Voisine =

P(7,7)

108 X

14 ->

0000001_..

oooo.l_.oo

000001_.0

01_.00000

001_.0000

]

w
ANANANNN AT
NAANNT
NHOAITNN
NNATANN
NN AO AN

ATANAIN A AN

TANANNANN

Voisine =

P(7,7)

324 X

15 =

~OOOOCOOo
1000040

101_.0000

01%00000

OJ.O.I.OOO

0.0_.00001

(]
w

HANANNNAT

NANANNT A

NANAATANN

A NATANN

NATAANN

OTHANNAHN

FONINNA

Voisine =

?(7,7)

324 X

16 —>

0000001&

1&000000

001_.0000

-l_..l_..oogl.oo

01_.00000

Ooo.l_-ooo

OO-I—..I—.-I—..l_l

]
(7]

NN NMmMN T

aNNANANMmM N

NN HNOMM

S NOIMNNN

NATOANN

OTHNMNN

TONANNN

Voisine =



D.O. JAQUET

182

P(7,8)
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Voisine =
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Forme parfaite P(7,4).
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Domaines de Voronoi
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Liste des orbites des voisines de la forme P(7,4) :
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Forme parfaite P{(7,5).
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Domaines de Voronoi
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P(7,5)
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Domaines de Voronoi

P(7,7)

32 X

18 —>

0100004
OO0 O0OO0OO
1

1._\.000010

.I_‘o.l.oooo

OO O0OO0OQCO

0101_.000

]

w
NANANNN A
NAANNAT A
ANANANNT AN
TN AEHTANNN
NATANANN

OTAHNNNAN

ONANNN

Voisine =

P(7,7)

64 X

19 =

0100001_.

.l_.oooooo

.I_.000100

1_‘010000

OO0 OOO

0101.‘000

]

[%2]
NANANANAHNT
NANNNAITAN
NANNT A~
AN ATNNAN
NATANNN

OT—HNAMNN

TONANANN

Voisine =

P(7,7)

128 X

20 -

0104000

010001..0

001-.0001

CooOoO0COoOOoO~

]
(%]

NANNA~ANT

NANNNAITN

=HANANN<T A A

ON—HITANNA

NATHANANNN

OoOTAANANMNN

FONOAMNN

Voisine =

P(7,7)

128 X

21 =>

qn_.o.l_.o.l.lo

001—.0100

001_.0001

0100040

.l_.oooooo

lllllll
[ I |

]

(2]
HANNNNAT
NNNAO T
NAdNAHTON
OCHOTAHAN
NHITONNN

AT A AANN

TANOANNA

Voisine =

P(7,7)

128 X

22 =

1001040

0040100

0000104

OO O0OO0OO0OOoO

100001_.0

Ottt

]

(7}
HOAN AN -
NN
NNNAT AN
CHOT AN
NrvTOoNNN

AT A ANANN

TANOANNA

Voisine =

P(7,7)

128 X

23 =

NN <

NANANNATON

NANN<T AN

AN ONNN

HAT AN

O<rA NN

LOAANNNN

Voisine =



D.-O. JAQUET

188

P(7,7)

128 X

24 -

NANNAN~A<T

NANANN AT

NONANT AN

A NO<TNNA

A OANN

AL ANNANN

et A NN

Voisine =

P(7,8)

32X

25 -

1000001-.

0004001

0400010

1..0.!..0000

1100001_..

]
(%]

NANANNNAT

HANANAO T ~

NedeNTON

OoONO<TN~N

NATOANN

OTHNAHNN

FONONAN

Voisine =

P(7,8)

32 X

26 ->

0000101_.

O-HOOOOO

0001001_._

0010001_..

[]

%]
NANANANN AT
HAANONN AT A
NANANNT AN
AN ATAANN
AN AN

oTAaNNANN

FOrAANAN

Voisine =

P(7,10)

64 X

27 =>

..ﬂoo.l_.loo

0001%000

.I_¢001...110

rioicicielale

00041..00

]
1]

-TANN~HNO <
NN <TO
ANANANANL AN
OoONO<TN
NeITONNN
OoOT—HNNAN

ONOANMN

Voisine =

P(7,10)

64 X

28 -

N

(= K]

O i

-

Ot

O

-1 0-1-1 0-1

O

-1 0 0-1 0-1-1
-1 0-1-1 0-1-1
-1-1-1-1-1-1-1

S =

NNNNNAT

AANANNO T

NArdiANSTON

N ATANANNN

AT A NN

OTHN~ANN

TSOAANAN

Voisine =

P(7,11)

32 X

29 -

4400001
1_41.*00010
QO HAA—HO

1-.1_‘0011.0

coo~O0OCO
CO~H000O0

0.0_.01000

]
(0]

2222%42
SSTUTSRS
mzm&.zzz
2%4%27.2

oM (o No\]
NN

Voisine =



189

Domaines de Voronoi
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P(7,14)
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39 ->
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1
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0000410
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00001_.01

[}
(%]

NN S
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Voisine

43 ->

Voisine

44 ->

Voisine

45 ->

Voisine

46 ->

Voisine

64 X
4 43
43 4
2 43
0 4/3
2 2
2 2
43 2
32X
4 273
2/3 4
2 2/3
23 2
2 2
2 2
2 2
32X
4 273
23 4
2 273
23 2
2 43
2 2
22
128 x
4 23
23 4
2 43
0 473
2 2
43 2
43 2
128 X
4 2.3
23 4
43 43
23 2
2 2
2 2
2 2

Domaines de Voronoi

P(7,20)

P(7,21)

2 2/3
2/3 2
4 2/3
2/3 4
2 2
2

2
43 43

P(7,23)

2 2/3
2/3 2
4 2/3
2/3 4
2 2
2 43
4/3 2

P(7,24)

2 0
43 473
4 273
23 4
2 43
22
2 43

P(7,24)

43 2/3
4/3 2

4 273
2/3 4

2 2
2 2
2 43

Nombre total de voisines : 2688
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Forme parfaite P(7,6).

wWwwh NN oy

WwwhNoV

2

wWwwwivovn

WwwoaNnNNn

WO WWwWww

FPoOoNbDwWwwww

O WwWwwww

Nombre de vecteurs minimaux

Minimum

8 o~

oS
bbANNNN

4

ANNbN

2/3

(3 oS

oS
NbbNNNN

Déterminant

Déterminant (minimum normalisé 3 2)

-
bNNN

2/3
2/3

oo
Daduvon

oo
bNNN

2/3
4/3

(3 oo

2/3

oS
Daduvon

-1
-1
-1

LR
HHOOOKK

coooOoOKrooo

-1
-1

-1

U
ooOorrooo
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Liste des orbites des voisines de la forme P(7,6) :

YU B W)

O o~

10

11
12

13
14

15
16
17
18
19

->
->
->
->
4
->
->
->
->
->

->
->

->
->

->

->

->

->

->

o 00 00 &

L - - B o R

12
16

4
12
16

3

1
16

12
24

24
4
24

>

24 X
48 X

P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,3)
P(7,3)
P(7,3)
P(7,5)

P(7,6)
P(7,6)

P(7,7)
P(7,7)

P(7,8)
P(7,9)
P(7,14)
P(7,16)
P(7,17)

Nombre total de voisines : 268
% % % % Y % % % 9 % ¥ % % ok 9 % 7 % e 9 d v 5 5 sk 5 5% %k 9k sk ke 9 3k vk 3k vk ok %k 3k % 2k Jk ok e s % 9k ok 3k 3 ok %k vk 9k ok e e % 3k vk vk e %k 9 3k ke sk ok ok

Forme parfaite P(7,7).
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Liste des orbites

1
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Voisine =

Voisine =

O

oNvOoOOoOOoOt N
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des voisines de la forme P(7,7) :

2 X

g
[SE SR SE NN SN N
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[SASE-N SE SR N

Nombre de vecteurs minimaux

D.-O. JAQUET

Minimum

Déterminant
Déterminant (minimum normalisé a 2)

: 34
4

: 540
: 135/32

Ordre du groupe des autcmorphismes : 48
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Domaines de Voronoi

P(7,1)

6 X

1011111
-1-1-2-1-1-1-1
00 0-1-1-1-1
11111 21
-1-1-1-10-10
-1-1-1-1-2-2-1
2 2 22 2 21
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P(7,1)
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9 >

1112 2 2 2
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NTFANNN

aNANAaNNNT A

NANANNTANN

N ITITANNA
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Domaines de Voronoi

P(7,1)

24 X

15 =

1112121
-1-1-1-1-1-2-1
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P(7,3)
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Domaines de Voronoi

P(7,5)
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P(7,7)

6 X

33 -

N<FTMANM<T O

NMeHMMNOT

A NTNM

ONHITANMAN

NMN T A A M

MOMAN M

TONOANMN
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Domaines de Voronoi

P(7,7)

12 X

39 ->

AMANANN T

NANHANNSTN

e ANTAAN

ANNTANNA
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MOMANANM

FONAAN

Voisine =
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40 ->

0010011—.
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OO0 O0OO0OO
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]

(7]
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—aNoOoOaNNSTN
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NANTA~~ON
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FANANO A~
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P(7,7)

12 X

41 ->

00001_.01
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]
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AMANANNT

—“NoAaNNTN

OCHONTNN
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NMNMITA00N

MOMANANM

TONOO A
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P(7,7)
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42 ->
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oOMeOM N
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43 ->
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44 ->

00011—.00
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011_.0000
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P(7,7)

24 X

45 ->
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46 ->
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—HOoOONNT~A
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FOMAAAA
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48 ->
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0000014

1041000
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]
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AMANANN T

AN NT AN

COoOdNITANN
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MOMAO M
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Voisine =
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49 ->

e
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CO-ANTNM

oNNTANNN

MMONAON

NTMNOAN

TNMOOOO

Voisine =
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Domaines de Voronoi

P(7,7)

24 X

51 -

COO0O0OO0OO
101_.0001

—OOoOoOO0OOoCOoO
000001_.1

00001__01

aiokcielnirly

]
(%]

“HMNOANNN S

oNOMNT N

Ot <raNN

oOMANOMMmMN

MIFON—HOM

MOTMNANM

TOMOOO

Voisine =

P(7,7)

24 X

52 ->

0010001_..

0001040

000001_.0

000011_.0

01_‘10000

co~00O0O0

]
(%]

NANNANN

NAANT NN

AN AN A

NN AAON

N NN AN

TANNANNN

Voisine =

P(7,7)

24 X

53 -

NONANM <

NN—=HMMmOM

oo NTMAN

Ot <TNM~

NI AO AN

MOUMAHON™M

TONOANN

Voisine =

P(7,8)

6 X

54 >

0004000

il

101_.0000

0004100

.I_.IOqu_.ooo

0000040

01.*00001

]
(%]

N T T NM Mo

NN ™M

A NN NM

oNANTANNN

MTOANN <

MOUITNANT

TOMNO AN

Voisine =

P(7,8)

24 X

0400000

GRS

001-‘0000

11%00000

000011_.0

]
w0

“HANNNM <O

NNEHMMO

O ANITMM

FHAANNTNM N

NNTNAAN

NITANNONM

LN AN

Voisine =

P(7,10)

6 X

56 ~>

001..0000

0000410

00.-...01_*01

lo..ﬂ—.I.q.m.o.l.

oo.l_.ooo.l.

]
(2]

A NON <

0042241

0402422

1_..004220

224001_‘2

NITNOAO

TNNAHOO

Voisine =
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P(7,10)

12 X

57 -

000101_41
oO~4000CO0OO0O
COH1O0OO0OO0CO
00011..01

4010000

COO0OO0CO0O~

]
(%}

-aNoaNNw

o NNTAN

A ANTANN

OtO<TANNO

NAN<TO~HON

NLNAAAN

TENNO A~

Voisine =

P(7,10)

12 X

58 ->

oo0ooOoO~H000

0000011_.

coococo~0O

4010011—‘

0001401

]
(2]

-TaNNoOoOANN

“HHOoONNTN

~HOANTANN

ooco<TANMNO

aNTOoO~AO0ON

NTNOO~N

TANNOAAA

Voisine =

P(7,10)

24 X

59 -

.|_.10.I_.010

.I_.ooooo.l.

.ﬂlo.l_.ooo

4011_.010

4101%100

OO0 O0COO—

]
(%}

NOOMeANN <

HOoOANNSTAN

HeANTAMN

ONAHAITANN A

MO A~~OM

MOITNAAM

MMO AN

Voisine =

P(7,11)

16/3 8/3 873
8/3 4
8/3 2
0 2/3

12X

60 >

0000101_.

4100101_.

00011_.00

0140000

oOooOoO~A00O0O

2 43
2
2
S =
2
2
4

0 473
0

2 83 2
2

0 473
0 273
4 8/3

4
2

2 2/3
4
0
0 273
2 473 0 8/3 873 16/3
2 2 273 2
P(7,11)

4/3
4/3

Voisine =

24 X

4 8/3

61 ->

000101_.0

1_..010000

Soiieloih

0400001

OcooOoOO0O0OO—H

S =

0 43 2/3
0 43 8/3

0

8/3 16/3 8/3 43

4
2
2
43

2
2

0 43 473
0 273

0

43 473 2/3

2 8/3
2/3 8/3

Voisine =

P(7,11)

24 X
4 8/3
8/3 16/3 8/3

62 ->

"0 23 23
0 4.3
0

0
2
4 43 2/3
4
2
2

1400000

11...01000

101_..0000

00001..10

S =

2
2
2 473
2 873
4 8/3

2 4/3 8/3 8/3 16/3

2
4
2

2
2 43

0 273
0

0

0
2/3 4/3
23

2

2 8/3

Voisine =
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63 -> 24 X P(7,11)
4 8/3 2 0 2/3 473 43 1011010
8/3 16/3 8/3 2 2/3 2 873 00 00 0-10
2 873 4 23 0 0 2 -1-1-1-1 0 00
Voisine = 0 2 273 4 2 8/3 4/3 S= 000 1-1 10
2/3 2/3 0 2 4 8/3 2 0000101
4/3 2 0 8/3 8/316/3 8/3 -1 0 0-1 0-1-1
4/3 8/3 2 4/3 2 873 4 1101010
64 > 24 X P(7,11)
4 8/3 2 0 273 43 43 11110 0-1
8/3 16/3 8/3 4/3 0 43 873 0-1 00 0 0 1
2 8/3 4 273 0 0 2 -1-1-1-10 0 0
Voisine = 0 473 2/3 4 2 2 2/3 S§S= 01 01-1 0-1
2/3 0 0 2 4 2 43 00001001
4/3 4/3 0 2 2 4 2 -1-1 0-1 0 0 O
4/3 8/3 2 2/3 43 2 4 1101010
65 -> 6 X P(7,14)
4 2 2 -2/3 0-2/3 0 01-1 0001
2 4 2 2/3-2/3 0 473 00001 0-1
2 2 4 4/3 2/3 -2/3 4/3 1110000
Voisine = ~2/3 2/3 4/3 4 2 2 43 s=-1101001
0-273 2/3 2 4 2 2 00000 1-1
-2/3 0 -2/3 2 2 4 2 1 00-1000
0 4/3 43 473 2 2 4 00 0O0O0O0 1
66 -> 12 x P(7,14)
4 8/3 2 2/3 43 2 43 0 0100O0O
8/3 16/3 8/3 2 2/3 2 873 -1 001000
2 83 4 43 273 273 2 0 0-1 0 0-1 0
Voisine = 2/3 2 473 4 2 8/3 473 S= 00 0-1 0 0-1
4/3 2/3 2/3 2 4 8/3 2 0001100
2 2 2/3 8/3 8/316/3 8/3 0 1-1 00 01
4/3 8/3 2 473 2 8/3 4 1-11-1 000
67 > 24 X P(7,14)
16/3 8/3 83 0 2 2 2 0 000O0-10
8/3 4 2 273 2/3 43 2 0-1 0 0 0 0-1
8/3 2 4 0 473 0 2 0011011
Voisine = 0 2/3 0 4 8/3 83 2/3 S§=-1 0 0 0-1-1 0
2 2/3 4/3 8/3 16/3 10/3 8/3 00000 1-1
2 4/3 0 8/310/3 16/3 8/3 1000011
2 2 2 2/3 8/3 8/3 4 00 0-10-10
68 > 24 X P(7,14)
4 2 2 0 473 43 473 1-1100 00
2 4 2 273 0 273 2 -1 0 00 0 0-1
2 2 4 0 2/3-2/3 2 -1 1-10-1 0 0
Voisine = 0 273 0 4 2 2 0 S=1 010011
43" 0 273 2 4 2 473 0 0-1-1 0 0-1
473 2/3 -2/3 2 2 4 4/3 -1 1-1 0 0-1 0
4/3 2 2 0 43 43 4 1-11000 1
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69 ->

Voisine

70 —>

Voisine

71 -

Voisine

72 ->

Voisine

73 =>

Voisine

74 >

Voisine

2/3
43

43

372

P(7,14)

2 2/3
8/3 4/3
4 273
2/3 4
0 2
0 873
2 23

P(7,15)

2 12
5/2 3/2
4 1
1 4
0 2

0 572
32 1

P(7,16)

2 =2/3
2 0
4 2/3
2/3 4
0 2
-2/3 2
4/3 2/3

P(7,16)

8/3 0
8/3 4/3
16/3 4/3
4/3 16/3
4/3 8/3
0 823
8/3 4/3

P(7,17)

P(7,17)

2 273
2 2
4 473
4/3 4
2/3 2
0 2
2 43

D.-0. JAQUET

4/3

SNvoo

8/3
43

w
bbbwoob—-

2
4/3

8/3
8/3
16/3

o

oo

-1
-1

-1
-1

HoOoooooo

HooOoOoOrROK

HoOoookro

[oJoNoNal ol ol )

OooOoOrOoOOO

OCOOOO0OOK

OCOO0OOH+HHO

OoOrHrrHOOOO

PHROHOR

OO0OO0OOrHOO

OCOoOrHrOOOCO

| |
COoOO0O0OrOO OO0 OrHHO HPORrROOKK

oOOoOMrHOOOO

|

ORI

oCoOroocoo

U I
oOrFOoOrFO

|
[Ty

o

COO0OOH+HOK

U
OO HFHOOO

1
OOHOOOO OOFHRFRFKIFO

OOO0OOKrHOO
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Domaines de Voronoi

P(7,18)

24 X

4 52

75 =

~HOOOOOO

soklab il

00001_.01

S =

2

1

4 512 2
5 57

5/2 4

2

1 32 372
12 372 5
0
2 512

0

4 12 12
4
2
05/% 5/2

1 12 12
32 32
32 52

2

2
5/2 5 52 372
2 572
0 372 12

Voisine =

P(7,20)

12 x

76 >

000001-..0

CO~NO0OO00O0
O-HOO0OOOO
-4 OO0O0O0O0O

01_.00001

S =

19357Se
qgeny
gegrTen
eggTang
negreg
mengegs
MRRLT IS
Mm

P(7,21)

4 8/3 8/3 273 2/3 2/3 2/3
2

8/3 16/3 10/3
8/3 10/3 16/3
2
0
2

12 X

77 ->

0001..001

000001_.1

okl il

00001-.01

o000 O0OH

]
w

2
2
4
2
2
4

oNNTN

0 273
2 2/3

NN

TN
$

2
2,

0

2

2/3
2/3
2/3 2
2/3

Voisine =

P(7,22)

12X

78 ->

0000001_..

ekl

11m.01.|_.00

101-.0000

1400000

]
(%}

HOMANNN S

A NAMANTAN

A NMT AN

-HMmmMmwoumnmmna

M<TFTOMNAM

MOITMeANM

TN AAAA

Voisine =

P(7,22)

12 x

79 ->

COO0O~HOO0O

]
0

OMNNONMMO

oHOoOMNNTM

COdNITNM

el A TNNN

NN A~HON

NITNAHOAAN

TANN~HOOO

Voisine =

P(7,22)

24 X

80 -

0000014

OCOO0OO0OO
o.l_.l_.oooo

00001_.10

00011...01

]
1]

NANN- MM

aNNOoOMmMITOmM

NeteiMmO< M

Or-HOITMMA

MANTOAO0ON

MITNAANN

WMMOANNAN

Voisine =
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81 ->

Voisine

82 >

Voisine

83 -

Voisine

84 ->

Voisine

85 ->

Voisine

86 —>

Voisine

12 X

12 X

4 8/3
8/3 16/3
8/3 1073
2/3 4/3
4/3 0
4/3 2/3
4/3 8/3

P(7,23)
2-2/3

2 0

4 0
0 4
0 2
~-2/3 2
2 2/3

P(7,23)

2 2/3
8/3 4/3
4 473
4/3 4
2/3 2
0 2
2 273

P(7,24)
8/3
10/3
16/3 4
43
2/3

0
8/3 ¢
P(7,24)

wabwo

o

2 0
2 473
4 473
4/3 4
4/3 8/3
0

2 473
P(7,24)

2 0
8/3 4/3
4 2/3
2/3 4
2/3 2
0 2
2 2/3

P(7,25)

8/3 2/3
103 473
16/3 43
43 4
23 2

0 2
83 2/3

D.-O. JAQUET

273 2.3
-2/3 2/3
0 -2/3
2 2
4 2
2 4

4/3 473

2/3 4/3
0 273
0

2 2
4 2
2 4
2 43

2/3 2/3
4/3 0
/3
16/3 8/3
193 8/3

2/3
2

2/3

4/3
103

16/3

COrHOOOO

HPoOooookro

HHOOOOO

1
OCOO0Oror oo rHrOOO

HOoOoOoOOKrOO

U
OO0O0COrOoOK PROFHFOK OO0 OrHO

ocooocoOror

OCO0OO0O0OO+O

-1

-1
-1

[=RoNoNoRoXa ) o

oOrFrOrHrOOO

! !
oOrrOrOOO HHOoORFRFOO

HOoOoOOoOOrO

oo EroOooOO

(=3 ol ~NeNoRoNa)

-1

[

HoOrFRrOOOO

(XNl o NoleNa)

! 1
OO0O0OO0OOKrOoO rHroOoOOOOO oOrOrOOO COrRHOK

HHPOOOOO

HOOOOOK
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Domaines de Voronoi

P(7,25)

16/3 8/3 10/3

24 X

87 ->

HO OO
A AO A -~
R R R R R R
L L
AHO A O~
OCOoOO0oHA~OO

OCA+1O0O~—O

cCocoo~O~

S =

2
2
0 873

2 273
8/3

2

4

2 4.3
8/3

4

2

2/3 2/3
2
4 8/3
2 8/316/3

0

8/3 2/3 8/3

P(7,25)

0

2 873

4 83 213
8/3 16/3 2/3

0 273 23
2 2/3

43 2/3
2 2

8/3
1073

Voisine =

24 X
4 8/3
8/316/3 8/3 4/3

88 ->

.I..lO.l-.Olo

oo ococoo

0001_.010

ocCoocococoH

]
wu

2
2
4

0 43 8,3
2 8/3 43
4 8/3
8/3 16/3 8/3
83

2/3 2/3
2

2/3 4/3 43

0

43

4 43
4
2

0 473 4.3
2/3

2
2

0 2/3

2 873
/3 4/3 2/3 8/3

43 8/3

Voisine =

P(7,27)

12 x

89 ->

OCOO0COCO~
O OO~
COoOO0OoHOH
OO0~

okl

NNMAHM N

O NMT N

N—tANMOMmmMm

Ol <TMN~

TMOANOM

MM AAAN

VWMNMITONAAN

Voisine =

P(7,28)

2 X

90 ->

4000000

cCoooq0O
001_.0000
coco~qH00O
01_.00000
Coococo~HO

Voisine =

P(7,28)

12 x

91 >

OO0 O0O0OCQCOoO
co~00O0CO0O

[ ]
[2]

ANNANN

1O MmO~

—AO MmN

Ot OMm<

NANTA—HON

NTNAO AN

FTANNO A

Voisine =

P(7,28)

12 x

92 ->

NMMANN <

—NOoONNTN

el AN NN

ONHTNN

TTOA~OM

TOTNANM

VITTO N

Voisine =
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93 ->

Voisine =

94 ->

Voisine =

12 X

HFPRrEOoONDWNS
WHEFEFRPRPRWOW

12 X

Lol ol ol S B NN
SRS Rl SH S I N

D.-O. JAQUET

P(7,28)

NOF P& WN
PSP RO
DN N
NBNNO R
BN W
©n
]
[N R

P(7,31)
2

NOH AN
NB SO NO
Wa oS
wonsonE
SWWN NN

1]

L

—

Nombre total de voisines : 1482

% e 7 % 9 ¢ % % k3 5k g % e 9 K T 3 e 3k ok sk 3 9k k0 K 9k 3K ok ok ok ok ok ok ok ok 3k 9k 9k vk sk 3k ok ik 9k ok ok o ok sk o ok ok ok ok ok vk ok ok ke ok ok ke ok ok

Forme parfaite P(7,8).

1 -
-1 4
-1 1

2 0
-1 0
2 0
0 2

NOOO I

2 -1

VORS00
vVOM~MHOO

OoOBhOOOON

X =2 SA SESESNa)

Nombre de vecteurs minimaux
Minimum
Déterminant

: 32
: 4
: 576

Déterminant (minimum normalisé & 2) : 9/2

Ordre du groupe des automorphismes

Liste des orbites des voisines de la forme P(7,8) :

1->
2 =>
3=
4 ->
5 ->
6 —>
7>
8->
9 ->
10 =

11 -
12 =

13 -

14 ->
15 -

16 ->

17 =
18 ->

19 -
20 =>
21 =>

W
N N D N D™ S

[

=
R I I S R B

=
o o
>

o
& o
bl

16 X
4 X

16 X

P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
©(7,1)

P(7,3)
P(7,3)

P(7,4)
P(7,5)

P(7,5)
P(7,6)

B(7,7)
P(7,7)

P(7,8)
P(7,9)
P(7,10)

: 128

=N Oo -

-1
-2



22
23
24
25
26
27

Nombre total de voisines :

32 X
2 X
4 X
32X
32 X

16 X

Domaines de Voronoi

P(7,17)
P(7,19)
P(7,22)
P(7,24)
P(7,28)
P(7,29)
444

209

AR KRR KT AIKAKI KK KA AR KRKKRARKAR KRR IR KA A KRR KKK KA AR RA KRR AR A kA kA kkkkk

Forme parfaite P(7,10).

LS SEoN SR SN N
NONNNE &

Liste des orbites

OOV WL

]
10
11
12
13
14
15

16
17

18
19

20
21
22
23
24

NNV LN

->
->
->
->
-2
->
-2
->

->
->

->
->
-2
->
->

->
->

->
->

->

->

->

->

->

[ (SN SRl SN N)

(SR - ol SR SN )

NSFPNNDON

S NN DN

Nombre de vecteurs minimaux
Minimum

Déterminant

Déterminant (minimum normalisé a 2)
Ordre Gu groupe des automorphismes

des voisines de la forme P(7,10) :

R
-
>

N OOy O oy O N OV Oy Or O 0

W
L A R

-
o
bl

16 X

16 X
16 X

8 X
16 X
32X
8 X
16 X

P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)

P(7,5)
P(7,5)

P(7,7)
P(7,7)
P(7,7)
P(7,7)
P(7,8)

P(7,10)
P(7,10)

P(7,11)
P(7,11)

P(7,18)
P(7,23)
P(7,24)
P(7,28)
P(7,30)

Nombre total de voisines : 361

: 32

: 4

: 588

: 147/32
: 64
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D.-O. JAQUET

% 3 3 3k ok vk 3k i v %k 3k ok 2 3k 3k ok 2k Jr 9k 3k vk 3k vk 3 I 3k 9k 3k 9k 9k 5k o 3k 3k e 3k 3k ke 3k 3k e 3k o 3k 3k o 3k ok Tk e ok 9k ok ok ok sk ok o ok ok ok ok vk sk ok e sk ke ko ok

Forme parfaite P(7,11).

2 -1
2 -1

Liste des orbites

WOJOAULD W

10
11
12
13
14
15
16
17
18

19
20

21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

31

2

2
2
-1
-1

->
->
->
->
->
->
->
->
->
->
->
->
->
->
->
->
->
->

->
=>

->
->
=>
->
-
->
->
->
->
->

->

RPwWwooaMbdbWw

3 2 2
2 -1 -1
2-1-1

0
6
1
3

wo - W

1
3
3
6

Nombre de vecteurs minimaux
Minimum

Déterminant :
Déterminant (minimum normalisé & 2) :
Ordre du groupe des automorphismes

des voisines de la forme P(7,11) :

N

[ (SN N B D DN Eo N o SN

o N [ 38 -3 N BB N

P -

b

L B B A R e R e R e N o T

P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)

P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,5)
P(7,5)
P(7,5)
P(7,5)
P(7,7)
P(7,7)
P(7,7)
P(7,7)
P(7,7)

P(7,10)
P(7,10)

P(7,11)
P(7,11)
P(7,11)
P(7,11)
P(7,13)
P(7,14)
P(7,15)
P(7,17)
P(7,18)
P(7,23)

P(7,24)

Nombre total de voisines : 82

: 30
)
: 10080

1120243

: 8
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% e e vk v vk 3k e 3k 3k vk 3k s v sk 5k 3 %k vk 3k ok vk e e 3k o ke 9k s 3 3k 2k 3 ok vk ok 3k e sk ok 3k ok 3k vl sk ok sk ok sk sk 3k ok gk vk ok ke vk o ok ok vk 3k ok vk Ik ok ke ok ok

Forme parfaite P(7,14).

6-1 0-3

-1 6
0 -3
-3 0
2 1
1 2
2 2

Liste des orbites

-
- o w o™ ~NOoOUT D W N)

s

NONONN R e B
W N B O VW D N OUBWN

24

-3

HHEHOWOO

-2
>
->
->
->
->
->

-
->
->

=>

=>
->
->
->
->

->

HOPFRrOANWO

2

o O

1

HoORrROKN

OV = s N

Nombre de vecteurs minimaux
Minimum

Déterminant

Déterminant (minimum normalisé & 2)
Ordre du groupe des automorphismes

des voisines de la forme P(7,14) :

LS SH SR SR SR NY N

[ [SHN3

N Y N
MM X M XM X X MMMMM M MMM XXMM NX

o

[N) [ [N - [ o>

2 X

P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)

P(7,5)
P(7,5)
P(7,5)
P(7,6)
P(7,7)
P(7,7)
P(7,7)
P(7,7)
P(7,7)
P(7,11)
P(7,14)
P(7,15)
P(7,16)
P(7,18)
P(7,21)
P(7,22)

P(7,25)

Nombre total de voisines : 53

o 7 7 I v 3k v vk 9k 3k %k v v gk g sk gk 3k vk 3k ok ks 3k 1k v vk ok v 3k ke vk e %k 3k sk 9k 3k vk %k 3k 3k sk 3k o ok e v vk v vk 9k sk de vk vk vk sk ok 3k 9k 3k % ok vk ok v sk ok e ok

Forme parfaite P(7,16).

B WWN o
B WO

BN O 1

B OV N

SRV W

SRR FDWW

CO > D DD D

Nombre de vecteurs minimaux
Minimum

Déterminant

Déterminant (minimum normalisé a 2)
Ordre du groupe des automorphismes

Liste des orbites des voisines de la forme P(7,16) :

1
2
3

->
->
-2

6 X
6 X

12 X

P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)

.

: 29
)
+ 10336

103362187

: 8

30

6
10368
128,27
48
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4 - 6 X P(7,5)
5 -> 6 X P(7,6)
6 -> 2X PpP(7,7)
7= 12x Pp(7,7)
8 -> 6 X P(7,14)
9 -> 6 X P(7,18)
10 -> 6 X P(7,22)
11 -> 12x Pp(7,25)
12 => 2 X P(7,27)

Nombre total de voisines : 82

¥ 3 3k sk 9k 7 ok 3k s 3k ok i 3k 9k 3k s 3 ke 3k o 3 9 3k o 3k 3k 3k sk ok 3k 9 Sk o 3k o 3k 9 ok ok ok 9 ok ke ok ok 3k 3 ke ok ok o ok ok o ok 3 9k 3k ok ok ok o ok ok ok ke ok ok ok ke ok

Forme parfaite P(7,22).

4 2 2112 0 Nombre de vecteurs minimaux : 30

2 412 2 0 2 Minimum : 4
21 4 2-1 20 Déterminant : 630
122 410 2 Déterminant (minimum normalisé a 2) : 315/64
1 2-11 4 0 2 Ordre du groupe des automorphismes : 32

2 02 00 4-1

0 2 0 2 2-1 4

Liste des orbites des voisines de la forme P(7,22) :

1 - 1x P7,1)
2 = 4xX P(7,1)
3 = 4 X P(7,1)
4 => 4x P(7,1)
5> 8 X P(7,1)
6 -> 8 X P(7,1)
7 -> 8 X P(7,1)
8 -> 2X P(7,3)
9 -> 2X P(7,4)
10 => 8xXx P7,7)
11 => 8 X P7,7)
12 - 16 X P(7,7)
13 - 1x P(7,8)
14 -> 8 X P(7,14)
15 -> 4x P(7,16)
16 ~> 8 X P(7,22)
17 - 4 X P(7,25)
18 -> 1x P(7,27)
19 - 2X P(7,29)
20 -> 8x P(7,31)

Nombre total de voisines : 109
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Forme parfaite P(7,26).

LS NESH SE Y N
[N SASESENENY N

2
2
1
1 .
4
2
2

LN SENE SR SRS N
[SENN Y SN SR
[SE SR Y NN N
L SE SIS TS NN N

Nombre de vecteurs minimaux : 30
Minimum 4
Déterminant : 648

Déterminant (minimm normalisé & 2) : 81/16
Ordre du groupe des automorphismes : 864

Liste des orbites des voisines de la forme P(7,26) :

1-> 9 X
2 = 12 X
3= 36 X
4 - 3X
5> 6 X
6 > 27 X

Nombre total de voisines :

¥ % 9 % % 3 9 9 3 5 9 s 3 % 3 3% vk I ok i ok i o ok

Forme parfaite P(7,27).

4 1.2 2 2 2 3
1 4 2 2 2 2 3
2 2 41 2 2 3
2 21 4 2 2 3
2 2 2 2 41 3
2 2 2 21 4 3
3 3333 3$¢6

P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,3)
P(7,4)
P(7,29)

93

7 7 9 3¢ % ¢ 9 9k 9 ik 3 3% 3k v 3k ke 3k ok 3 3 9 e ok 9 3 9k 3k 9% ke ok I ok vk ok ok ok vk ok ok s e sk vk ke ok

Nombre de vecteurs minimaux : 30
Minimam H!
Déterminant ’ : 648

Diterminant (minimum normalisé & 2) : 8116
Ordre du groupe des automorphismes : 768

Liste des orbites des voisines de la forme P(7,27) :

1= 24 X
2 => 32 X
3 - 96 X
4 => 4 X
S - 12 X
6 -> 32 X
7 => 24 x
8-> 96 X
9 -> 64 X
10 = 4 X

Nombre total de voisines :

?(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,4)
?(7,7)
P(7,16)
P(7,22)
P(7,25)
»(7,28)
P(7,32)
568
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e e 9 e e 3 T T3 KK ek ok o e Tk Sk W e o sk e e e AR R KRR KRR AR KA ARk w ko k R Rk ko kwk ek wsk

Forme parfaite P(7,28).

4 1 2 2 215 Nombre de vecteurs minimaux : 30

1 412 2 25 Minimum : 4
21 412 25 Déterminant - : 648
2 2141 25 péterminant (minimum normalisé & 2) : 81/16
2221 415 Ordre du groupe des automorphismes : 24

1 2 2 21 45 ’

5 55 5 5 514

Liste ées orbites des voisines de la forme P(7,28) :

1-> 1x P(7,1)
2 => 3x P(7,1)
3= 6 x P(7,1)
4 -> 6 X P(7,1)
5> 12 X P(7,1)
7= 6 X P7,7)
8 => 6 x P(7,7)
9 -> 6 x P(7,7)
10 -> 6 x P(7,8)
11 -> 3 X P(7,10)
12 -> 6 X P(7,24)
13 => 6 X P(7,25)
14 -> 2 X 27,27)
i5 = 6 X P(7,28)
6 -> 6 X P(7,29)

Nombre total de voisines : 82
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Forme parfaite P(7,29).

LSALS N SN SRR SN
LSRN SN N NNy
NN O N

Liste des orbites

1
2 =>
->
->
-
->

->

->

\ted [o ] ~ LA R ¥ VY )

->
10 -
11 -
12 -
13 -

14 -

Nombre total de vcisines :

2

LS R SR N SN X)

LSS N NN N ) N}

Lt S A S Y NN N Y N

Ll SESENESY N)

Nombre de vecteurs minimaux
Minimam

Déterminant

Déterminant (minimum normalisé & 2)
Ordre du groupe des automorphismes

des voisines de la forme P(7,29) :

[
»

N 2 oasosn
MR MMM

o~
L

[ 84
b

8 X

2 X

P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,1)
P(7,3)
P(7,4)
P(7,8)
P(7,22)
P(7,26)
P(7,28)
P(7,31)
P(7,32)

53
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