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Bordeaux, 1, 67-79 (1989)

Sur certains ensembles normaux

par J-P. BOREL

Résumé — A étant une suite de nombres réels, soit B(A) I’ensemble normal
associé. Pour A C R, nous étudions la question : existe-t-il une suite A a
valeurs dans un intervalle borné I telle que A = B(A)? Dans Paffirmative,
nous cherchons alors a minimiser la longueur de l’intervalle I. Dans les cas
les plus simples, ot A C Z, ce probléme se raméne & minimiser le degré de
Q € R[X], avec la contrainte “PQ a tous ses coefficients positifs”, pour des
polynémes P de type trés particulier associés aux ensembles A.

Abstract — Let A be a sequence of real numbers and B(A) the associated
normal set, i.e. the set of all real numbers £ such that zA is uniformely
distributed modulo one. Our main problem is the following : for a given
A C R, does there exist a bounded sequence A such that A = B(A) ? In
some particular cases, when A C Z, we give an estimate of the minimal
length of a bounded subinterval I of R in which A can be taken. We prove
that to obtain such an estimate, we have to study the following problem
on polynomials : for a given polynomial P with no positive root, find the
minimal degree §Q of those polynomials Q such that the product P.Q has
only positive coefficients.

1. Le probléme considéré

1.1. Une suite A est équirépartie modulo 1 lorsque les propriétés st
vantes équivalentes sont satisfaites (A; désigne la probabilité uniforme s
Iintervalle [0,1]) :

Va:E[O,l[]}i_l;noo-J-b—.A(N,z;A)=x ol A(N,z;\) = E 1

n<N
{An )<z
. 1 2rit{An} _ 3 efmit —1
VieR }\}I_I’I‘lxﬁng—l [ =A1(—t)= __2__7[:”_

ou, si p € P, a(t) = /6'2"“” du(z)

N
* 1 1 E : 2mikAn _ 3} _

n=1

Manuscrit recu le 22 décembre 1988.
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qui sont trois fagcons de traduire la convergence étroite vers A; de la suite
N
de mesures & 21 an)-
n=

1.2. Mendés France a introduit en 1968 la notion d’ensemble normal
associé a la suite A, donné par :

B(A) := {z € R / zA équirépartie modulo 1}

Exemples
An =7 B(A)=R*-Q
An =n2+\/§n B(A):R*
An =logn B(A) =10

suite de van der Corput B(A)=17"

1.3. A C R est appelé ensemble normal s’il existe une suite A telle que
A = B(A). Ces ensembles ont été caractérisés par Rauzy (1970, [12]) :

THEOREME (RAUZY). A C R est ensemble normal si et seulement si :

(i)o¢gA
(i) Vk € Z*, kAC A

(iii) A est élémentaire.

1.4. De fagon similaire, A C R est appelé ensemble b-normal s’il existe
une suite A bornée telle que A = B(A). On pose alors :

M(A):=inf{M >0/ 3JA, A= B(A) et A a valeurs dans [0, M]}

Deux problémes :
qualitatif A b-normal 7?7 (<= M(A) < 400)
quantitatif évaluer (encadrer 7) M(A)

que ’on peut affiner :
est-ce que M(A) est atteinte ?

est-ce que toute suite A a valeurs dans [0, M(A)], telle que A = B(A), a
une mesure de répartition (qui est alors déterminée par A...) ?

2. Les résultats obtenus

2.1. Quelques résultats sont déja connus :
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Dress, Mendés France (1970, [8])

Ac7

M(A)<1
A vérifie (ii)} = MA)s

Liardet, Rauzy (non publié, 1977)

k ou oo
M(A)< oo = dA)<o0 = A= | wT"

i=1

ot ’on note :

1 -
A(z) = 5 Z 1 et d(A):= lgl»ﬂg A(z)
la|<z
a€A

qui conduit a la conjecture :

(version faible) A b-normal <= A vérifie (i) et (ii) et d(4) < o0

(version forte) A vérifie (i) et (i) = M(A) < Cd(A) avec une
constante absolue C.

2.2. 1l ressort des travaux effectués sur les ensembles normaux que 1’on
a:

oo
Dress (1970, [7]) Ay, A2,+- ,Aqn,--+ b-normaux == () A, b-normal ;

n=1

c’est le principe du “mixage de Dress”, qui conduit a :

M (ﬁ An) < SupM(An)
n=1 "

Mendés France (1970, [10]) A;, A2 b-normaux = A; U Az b-normal ; il
montre que si la série des inverses 4! converge :

A= U viZ* est b-normal

i=1

2.3. Parmi la famille des parties de R satisfaisant (i) et (ii),la sous-famille
des ensembles b-normaux est aussi stable par inclusion. Le théoréme et ses
corollaires sont montrés dans (3] :
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THEOREME 1. Si A' C A vérifient (i) et (ii), on a : M(A") < 2M(A).

La constante 2 peut étre enlevée dans certains “bons” cas, que l’on
précisera. Question ouverte : M est-elle une fonction croissante ?

COROLLAIRE 1. M(A; U Ap) < 2(M(A1) + M(Az))

o0 n
COROLLAIRE 2. Soit A := |J viZ* et A, := |J viZ*. Alors :
=1

=1
(1) tous les A, sont b-normaux ;
(2) A est b-normal si et seulement si M(A,,) est borné ;
(3) alors :
% sup M(A,) L M(A) < 21i’{ninf M(Ay).

Résoudre le probléme qualitatif pour A revient a résoudre le probléme
quantitatif pour les A,,.

COROLLAIRE 3. A vérifiant (i) et (ii) est b-normal si et seulement si il
existe une probabilité u a support borné telle que [ s’annule en tout point
de A.

2.4. Le second type de résultats concerne la comparaison de M (A) avec
les quantités d, d, d, s (respectivement lim sup, lim inf, lim, sup de A(z))
associées & A. Il est & noter que d(A) existe dés que la série des inverses 7,
converge, mais que ce n’est pas le cas en général, méme lorsque A C Z*
(Besicovitch, 1935, [1]). 1l existe donc des ensembles b-normaux n’ayant
pas de densité asymptotique d(A).

THEOREME 2. Soit A vérifiant (i) et (ii). Alors :

(iv) d(A) < M(A)

(v) ()< 1,8 M(4)
et la constante dans (v) ne peut étre inférieure a 1,1594...=80/69.
COROLLAIRE. La conjecture forte est fausse.

Cela provient de ce que I’on sait construire des ensembles de multiples
2T
Ar:= |J tZ* tels que on ait 4 la fois :
t=T+1 ,

s(Ar) > % (en fait, > log2)
lim d(Ar)=0  (Erd6s, 1935, [9])
T—o0
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(en fait, d(Ar) = (logT)~%+°)) avec § = 0,0860..., Tenenbaum, 1987,
[13)).

2.5. L’hypothése M(A; U A2) = M(A1) + M(Az) lorsque A; et Az sont
disjoints et vérifient (i) et (ii) permettrait alors de construire un contre
exemple & la conjecture faible. Cependant, cette hypothése est fausse.

2.6. Soient 43 < v2 < -+ < i des entiers, et posons :

m:=ppem(y;) ;  (:=e€Em/m
k
A:=U7iZ* ) A:=An{1’27""m_1}
=1
(vi) P:=[[(x-¢

a€A
P est donc un polynéme de degré d°P = md(A) — 1.
On notera :
P>0 lorsque tous les coefficients de P sont positifs ou nuls ;

P>0 lorsque tous les coefficients de X¢ dans P, 0< d < d°P,
sont strictement positifs ;

et on pose :
6P :=inf{d°Q / Q #0 et PQ > 0}
§tP:=inf{d°Q | PQ > 0}.
THEOREME. (Meissner, 1911, [11]) 6P < 6% P < +oo0 si et seulement si P

n’a pas de racine réelle positive ou nulle, et le polynéme @ peut étre choisi
a coefficients positifs ou nuls.

THEOREME 3. (voir [2]) Soit P associé & ’ensemble A (notations précéden-
tes). On a alors :

(1) si P >0, M(A) = d(A)

(2) dans le cas général,

sP §tP
— < < — <
d(A) + — < M(A) S d(A)+ — <1

(6% P peut &tre en fait remplacé par une quantité inférieure §* P, plus dif-
ficile & évaluer d’un point de vue numérique).

Cela donne le bon ordre de grandeur de M(A), puisque I’on a toujours :
d°P + 6P <d°P+étP < 2(d°P + §P).

La constante 2 qui apparait ici est de méme nature que celle du théoréme 1.
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COROLLAIRE. (voir [4]). Si les 7; sont deux & deux premiers entre eux, on
a:

d(A) < M(4) < 24(A)

' 2.7. D’un point de vue numérique, si les v; sont supposés premiers entre
eux dans leur ensemble, on a :

sik=1ou2, P>0;
si k =3, P > 0 et des coefficients nuls apparaissent ;
pour k > 4, des coefficients négatifs apparaissent (suivant les v;).

Par exemple, pour k =4, 71 =2, 72 =3, 73 =5, 74 = 7, le calcul montre
que ’on a :

d°P=161 ; 6P=6"P=6 ; 6tP=7;

M(A)=3 ; dA)=3 ; s(A)=1

2.8. Il est possible de donner des estimations quantitatives de 6 P et 6% P,
générales ou spécifiques aux polynémes de la forme (vi) qui interviennent
au théoréme 3.

THEOREME 4. (voir [4]). Soit P € R[X], et 6; €]0,x] P’argument positif
minimal des racines de P. On a alors :

T < d°P+6P <d°P+6*P < Sd°pX
b1 2* 1%,

Pour les polynémes (vi), il ya plusieurs facons d’estimer 6P et § P. Je ne
donnerai ici que des estimations he faisant intervenir que le degré d°P.

THEOREME 5. (voir [4]). Pour des polynémes P de la forme (vi) :
d°P + 6+ P < (d°P)*/*(logd°P)~1/?
et il existe des polynémes de degré aussi grand que l’on veut, tels que :

§* P > d°P(loglog d°P)**°() | 6 =0,0860...

3. Le lien avec les mesures
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3.1. On notera II(A) I’ensemble (non vide car A est bornée) des proba-
bilités adhérentes au sens de la convergence étroite a la suite des mesures :

1 N
F z:l 6)‘;‘ .
Si II(A) = {u}, on dit que A est u-répartie.

3.2. Toutes ces probabilités sont a support borné. Leur transformée de
Fourier fi est donc une fonction entiere. On notera :

Olu] := {=z € R, j(z) = 0};

Blu] = {z €R, Vk € " i(kz) = 0} = (] 2Ol
k=1

3.3. A l’aide du théoréme de Paul Lévy, il est facile de montrer que :

LEMME 1. Soit A une suite bornée. Alors B(A) = [\ B[yl
L€II(A)

Application 1. Soit A un ensemble b-normal. A C O[u] avec i entiére,
donc A est discret dans R. D’ou son écriture

oo k
A= U vil* ou A = U viZ* , v; croissant (vers + 0o)
=1 =1

Application 2. p € II(A) est a support dans [0, M], ce qui entraine :

|ﬂ(Rei0)| < e2HRM|sin 8|

En, utilisant le lemme de Jensen, on obtient alors :

5(A) < s(O[u)) < 2eM,
d’ot s(A) < 2eM(A). En centrant le support de p en 0, on peut supprimer
le facteur 2. Pour remplacer e par 1,8, il reste a tenir compte du fait que A
vérifie la propriété (ii). La majoration annoncée de d(A) s’obtient & partir
du lemme de Jensen, par une sommation a la Abel.

Application 3. Pour u probabilité donnée, & support borné, il existe une
suite A bornée et p-répartie : prendre par exemple \, := F~1({ny/2}), ot
F~l(z) = sup{y € R, p(] — o0,y[) < z}.

Alors B(A) = B[pu]. Le lemme 1 permet d’obtenir le corollaire 3 du
théoréme 1.

3.4.
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LEMME 2. Soit u une probabilité telle que a € B[u). Alors u est absolument
continue, et sa densité f vérifie 0 < f < a Lebesgue-presque siirement.

Si B(A) est non vide, les probabilités adhérentes & A sont donc absolu-
ment continues, de densités majorées par a = min(B(A) NR})

4. Stabilité par inclusion

4.1. L’ensemble b-normal A est donc dénombrable (si A # &...), donc
il en est de méme pour A — A’. L’idée générale de la démonstration du
théoréme 2 est donc de montrer que ’on peut légérement perturber une
mesure 4 adhérente a A, de fagon que le nouveau B[u] soit égal a I’ancien,
privé de {£t}. On recolle les B[u:] par un mixage de Dress, ¢t décrivant
I’ensemble B[u] — A’ qui est fini ou dénombrable.

4.2. Soit v une probabilité a support borné, et u := Ay *v (A, désignant la
probabilité uniforme sur l'intervalle [0,z]). Alors 1 € B[u]. La réciproque
de ce résultat est “presque vraie”, dans le sens suivant.

Posons, pour N € N* :

2

1

i ]

\g

Wy = 7"'7
n=0

PROPOSITION 1. Soit pu une probabilité a support borné, telle que 1 € B[pu].
Alors, pour tout N > 1, wy est facteur de convolution de p.

Si p est a support dans ’intervalle [0, M], on peut donc écrire 4 = wn*VnN,
ou vy est absolument continue, de densité bornée presque siirement, con-
. . 1 .
centrée dans 'intervalle [0, M-1+ TV—] . Deux remarques importantes :

e vy n’a pas de raison d’étre positive : cela interdit donc un passage a
la limite sur N ;

o la densité de vy est positive sur les intervalles

1 1]
o8] et [ar- 0014 2],

4.3. Lorsque g = Ay et t = 1, la perturbation de u indiquée au 4.1 est
facile a réaliser.

PRroOPOSITION 2. Soit C une partie discréte de R —Z, A := Z* — {£1}, et
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€ > 0. Il existe une probabilité p = g\, g continue sur [0,1], telle que :

Blp)j=A
11— gllo < e
Olp] = Au {£t'} avec% <t'<lett' ¢gC

Il suffit de prendre g(z) = 1+ 2a cos(27z), avec :

. [e 7T 1-¢?
a:= mm{§’1_9’_2—c2__} avec ¢ := max{CNJ0,1[}

4.4. Une probabilité p absolument continue sera dite vraiment positive
s’il existe My < M, tels que la densité f de u vérifie (Lebesgue-presque
siirement) :

{ f(a:) =0 siz ¢ [Ml,Mz]
Vn>0,3e>0, f(z)>e siz€[Mi+n,M;—n]

PrOPOSITION 3. Soit p une probabilité vraiment positive, concentrée sur
[0,M], telle que 1 € B[u]. Soit n > 0 quelconque. Alors il existe une
probabilité v vraiment positive telle que :

Byl = Blul- 1/I° et u([0,M +1))=1

(1/Z* désigne I’ensemble des inverses des entiers non nuls). La technique
de construction de v est la suivante :

e d’apres la proposition 1, p = wn * 1 (N fixé, N > %— ol K est ’ordre
du zéro 1 de la fonction entiére ) ;

® pig := Ap * fi1 = Ay/N * p est vraiment positive ;

® 43 := (gA1) * 1 ou g est définie dans la Proposition 2, associée au €

associé a i dans la définition de y vraiment positive.

La proposition provient de 1’étude des zéros de fi3. Le principal probléme
est de montrer que pug3 est vraiment positive. Si K = 1, on peut prendre
v = u3 ; sinon, on itére K fois ce mécanisme.

4.5. Soit A un ensemble b-normal, € > 0 quelconque. Il existe alors p
vraiment positive, & support dans [0,2M(A) + €], telle que A C B[u]. Si
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t € B[u] — A', il existe (proposition 3) u, vraiment positive, concentrée
dans [0,2M(A) + 2¢], telle que :

Blug] = Blu] - t/2*

Le principe du mixage de Dress, appliqué aux suites A* (¢ décrivant ’ensem-
ble fini ou dénombrable B[u]— A’, A* étant une suite arbitraire u;-répartie),
donne une suite A a valeurs dans [0,2M(A) + 2¢], telle que

B(A) = () Blud] = Blus] - (Blud] - 4) = A’

Cela montre le théoreme 1.
Les résultats annoncés dans ce paragraphe sont établis dans [3].
5. Lecas ACZ

5.1. En reprenant les notations introduites en 2.6, soit u la probabilité :
- _ ra
pi=AL *agé(éﬁ ¢%do)

Alors O[u] = A, et p est concentrée sur l'intervalle [0,d(A)]. Si p est po-
sitive (i.e.P > 0), on en déduit que M(A) < d(A). Sinon, il suffit de
convoler u avec une autre probabilité, pourvu qu’il n’apparaisse pas de
zéro supplémentaire “mal placé”. Cela est possible dés que PQ > 0, car
alors on peut placer les zéros de @ en dehors du cercle unité. D’ou la
majoration du théoréme 3.

5.2. La minoration provient du résultat suivant. Soit x4 une probabilité
concentrée sur ’intervalle [0,M]. On considére alors les probabilités :

Wlali= 3 w([n, (n + 1)e)ona
neN
plz) == p'[z] * Az

et le polynéme :

Qo= Y wllra,(n+ 1)eDX", d°Qs = [mM], Q. >0
neN

THEOREME 6. (voir [2]) Soit b|m deux entiers, A une suite & valeurs dans
[0,M] et p € TI(A). On a alors :

be B(A)= be B [u[%]] :
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Ce résultat provient essentiellement du fait que si X est une variable

aléatoire réelle de loi y, alors p [;1;] est la loi de la variable Y := %[mX ]-

En apppliquant ce théoréme avec b = v;(1 < ¢ < k) et m = ppem(y;), on
obtient donc :

s

= M > 2d°Q, > —(d°P + §P)
m m m

Cela donne (presque) la minoration du théoréme 3.
6. Evaluations des quantités § et 6+

6.1. Il est clair que si P a une racine dans R} (resp Ry ), alors 6P = 400
(resp. §tP = +o00). Les réciproques de ces résultats sont vraies. La
démonstration, ainsi que les majorations de 6P et 6t P connues, reposent
sur la factorisation :

P=2dX" [[(X + ) [[(X* + exX + fi) [[(X® — @i X +b3)
ol tous les coefficients sont positifs, et avec 4b; > a?. On a alors :

§tP<) 6Y(X*-a;X +b) (sin=0)

1l est alors possible de préciser exactement la plus petite valeur de n telle
que (1 + X)*(X% — aX +b) > 0 ; la meilleure majoration de §* que je
connaisse provient d’une autre méthode :

LEMME 3. (0< @< ,p>0)sin:= [Log%/Log2], et si on pose :

2n+l 2n+l

P,:=X —2p*" cos2"0 X¥" +p

alors P, > 0, et P, est multiple de X?> — 2pcos8X + p?.

On en déduit quesi0 < 6; < 03 < --- <0, < 7 est la suite des arguments
des racines de P dans le demi-plan £(z) > 0, 0n a :

1
d°P + 6P < 2rm —
; 16
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1

d°P +6TP < 3r —_—

- ; 16:]

6.2. Dans le cas étudié en 2.6, si on note Pj := P et Py, le polynéme
associé & ¥1,72,- - -, 7k, VTk+1, O0 a une relation (cf. [2]) :
$4(X)
— o4 . q
Penr(X) = PUX)6u(X) - Fi55
o én(X) := (X" -1)/(X — 1), P' est analogue au polynoéme P, et o
et ¢ sont définis par :
ME41 = ME.@ = Y414
C’est cette relation qui est a la base du corollaire du théoréme 3, des esti-
mations numériques citées en 2.7, et du théoréme 5.

Additif (décembre 88)

Le théoreme de Meissner cité en 2.6 permet de donner une forme plus
générale au corollaire 3 du théoréme 1. Une mesure u finie a support borné
sera dite “positive aux bords” s’il existe des réels M, M’ et > 0 tels que :

@ est concentrée sur l'intervalle [M, M'] ;
p est positive, non nulle, sur chacun des intervalles [M, M + 7] et
(M' = n,M').
CoOROLLAIRE 3’. A vérifiant (i) et (ii) est b-normal si et seulement si il
existe une mesure y finie, a support borné, positive aux bords, telle que :
fi s’annule en tout point de A
fi n’a pas de zéro imaginaire pur.
Il suffit en effet de trouver une mesure finie & support borné v telle que
W * v soit positive. On peut donc se ramener au cas ou u est absolument
continue, de densité f continue. Dans ce cas, la positivité aux bords est
alors équivalente (cf. [5]) a I’existence d’un polynéme P = }  a, X" et de
T > 0 tels que :
P n’a pas de racine sur )0, +o00[
la mesure u — (Z anbnT * AT) €st positive

Il existe donc un polynéme a coefficients positifs @ = > b, X" tels que
P@Q > 0, et donc la mesure suivante est positive :

p* (D babnr)
(I’existence de v peut aussi s’obtenir & partir d’un résultat de Diamond et
Essen, [6]).
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