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Résolution de certaines équations intégrales linéaires

de deuxieme espéce;

Par F. PoLLAczEK.

Dans ce qui suit, nous étudions deux types d’équations intégrales linéaires
de deuxiéme espéce qui offrent la parlicularité que pour des valeurs suffi-
samment pelites du module de leur paramétre, leurs solutions peuvent étre
représentées au moyen d’'un nombre fini d’intégrales définies. Pour exposer
notre méthode, nous supposons que le domaine d’intégration est une droite du
plan complexe; cependant, nos raisonnements s’appliquent aussi, avec des
modifications légéres, & des chemins d’intégration quelconques qui sont simple-
ment fermés sur la sphére de Riemann.

'lv. NoOYAU DE LA FORME
@) ke(E) e A
K(z, §)= L8508 3 k().

— Nous traitons d’abord 1’équation

W @ - [ fema=  Re—D>0RE—g)>0],

X% xr—gq

dont le domaine d’intégration est une paralléle C, (d’abscisse a) & I'axe imagi-
naire du plan des £, les points & et ¢ étant situés respectivement i droite et &

gauche de C, (voir la figure 1).
Fig. 1.

Chemin d’intégration C, des équations (1) et (41).

Supposons provisoirement que la fongtion analytique £(£) qui figure dansle
noyau K(z, £) = Q) e 1e o T chty lié e, a I’ i
yau K(z, &)= 7—¢ de 'équau 5§ 1) eSLéjgu lére et bornée, a I'exception
= 3
=

Ll : o
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de n poles simples, a,, ..., a, prés, dans le demi-plan R(E)<a+b et
qu’elle satisfait en outre & l’megallte

(2) - 1k@)I<elgi® pour a<R(E)<a+9,

ou ¢ et & sont des constantes positives arbitrairement petites. Pour |3| suffi
samment petit, 'équation (1) posséde alors une seule solution analytique _do"n;

le développement (a:)=2 a,(x)s* converge uniform-ément sur C.,, et nous' |

allons démontrer qu’avec nos hypothéses prov1501res sur k(E), p(z) est une
fonction rationnelle de x.

A ce dessein, montrons d’abord’ que les coefficients du développement formel -
de p(«) en une série de Taylor en 5 st

- Ty ST

: Ht'xlh .
(3) S (?(Jf):zav(m)zl; ao(m):xiq, av(x) :_;E :(_E)EGVFL(E.)dQ‘ ot

V=0
tv=1,2, ....; R(z) > a} e
C e .hz‘
sont majorés par lea termes d’une série géométrique constante, de sorie: que
pour |z| suffisamment petit et pour R(x)>xa, la série (3) converge. uniforr -

mément et représente une fonction holomorphe et bornée de z. En effet, ona

(4) aw(@) | = <cn  pour R(z)Xa;

—q|
ensuite, nous tirons de l’mtegrale (3) dont nous déformons préalablement le.
chemin d’intégration au voisinage du pomt =2 au moyen d’un demi-cercle
de rayon ¢ < 8 (voirla figure 2) :

) alo) =k a) + o [ TEra@h  [R@=ap

Fig. 2.

=9

Je,

_

Chemin d’intégration C/, | équation (3) .

el de la, grace aux inégalités (2) et (4),

[a,(x)i<cco([az|—€+ %ffl—-’l"—‘{c‘?—slﬂ‘ [R(z)=a]
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2

La derniére intégrale est évidemment convergente et tend vers zéro avec J—(‘x_)
de sorte qu’en posant

: L, 1 | % | ‘

¢ Max w—-+._‘f__——~— (,"

: n(r):a[‘ Pz, lz—§| |Ele]
on-obtient

b b lai(z)|<ed  [R(z)==a],
et de la méme facon '

| ‘?&JH Toeoo lay(z)| <epe™ [v=1 2 ...; R(z)=al

Mais comme chaque intégrale (3) tend uniformément vers zéro sur la péri-
phérie d’un demi-cercle suffisamment grand du demi-plan droit des x, les iné-
gahtés (6) subsistent pour R(z)> a, ce qui achéve notre démonstration.

~En prolongeant maintenant ¢(), & I'aide de 'équation (1), dans 'intérieur

dﬂ deml-plan R(z) < a, on oblient

B peskelee - [ SReod= 2ty Re-p<ol

~ En rajson de I'inégalité (2) et de ce que nous venons d’établir au sujel de

“@(@), 'intégrale qui figure dans I'équation (1) est, pour |3|< ¢/, holomorphe

et bornée dans le demi-plan R(w) < a et y tend vers zéro avec - - par consé-
quent, le méme vaul pour la fonction

8 h—aﬂwnww%~w_q

s pour R(x) < a.

Considérons maintenant, pour R(x) < a, la fonction
(@ 1— s k(x)

qui figure dans la derniére expression. Dans ce demi-plan, la fonction (9) a
les mémes pdles (simples)a,, ..., a, que k(m) et pour | 3| suffisamment petit,
elle ne peut évidemment s’annuler qu'au voisinage d'un de ces poles. D’autre
part, on reconnait aisément que pour | 3 | suffisamment petit, I'équation

(10) ) 1—szk(x)=o

possede unc seule solution «,(3) qui soit située daos le voisinage de
w_a.,(v-—l, coo, n).
(3

xr —da,

Par conséquent, les fonctions _'1 et (9) possédant dans le demi-

v=1

plan R(xz)<ales mémes poles et zéros, leur quotient

n

I—Ix—-av(:) 1
. z—a, 1—sk(x)
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En multipliant la fonction (8) par la derniére expression, on obtient la
fonction

n

. x—ay(z) 1 T &— av(z) 1
(1) [I x — ay (P(’p)_x—q.[] z—ay, 1—zk(z)
V=t

v=t

qui, pareillement a la fonction (8), est holomorphe et bornée dansle deml-plan
R(a)<aety tend vers zéro avec —

D’autre part, en raison de ce qui a été dit précédemment sur ¢(), la fonction

n

(12) || B i)

v=1

est holomorphe et bornée pour R(z)>x~a. Donc, cette fonction est réguliére
dans le plan complexe fermé, 4 'exception du point =g, ot elle a un péle
51mple, et elle s’annule pour = o. Par conséquent, la fonction (12) est

égale a qq, et puisque l’expresswn (11) est réguliére pour x =g, on a

const. ___]:[9—_“‘;(' 2 I-—zlk(q).

V=t

Ainsi, on obtient finalement,

x — 24(5) qg—a, 1—zk(q)

v=1

(130) 9(@) = g(z; )= = || 70 l]q_““ L. pour R(g)<a,

pour l'unique solution de I'équation (1) dont le développement qz(a:)=z a,(x)3
. o
converge uniformément sur C,.

. . . 19e . 1 .
Notons encore que la fonction (13) se comporte a I'infini comme 2 ce qui

nous permettrait d’atténuer dans le cas présent la condition (2) que nous
avions imposée a k(x) afin d’assurer la convergence uniforme de la série (3).

Nous allons représenter maintenant la fonction (13) sous une autre forme
qui nous permetira de restreindre encore les hypothéses faites auparavant sur
k(z). En prenant les logarithmes, définis de maniére appropriée, des deux
membres de (13), on a

n n

logo(z) =— log(x — q) +2‘ log ;“(—) —Zlog—;—m — log[l—zk(q)]

v=1

Pour R(x)< a, les termes qui figurent dans ces sommes, sont égaux aux
résidus de ’expression

logL—=d log[1 — 5 4 (¥)]
T —¢



RESOLUTION DE CERTAINES EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES. ol
dans le demi-plan R(§) < a, découpé a partlr du point £ = ¢, de sorie qu’on
obtient

(13) logg(2)=— log(z — ¢) + — f log ‘*dlogn—~k<e>]—log[r-zk(q>1,

2T

ol ,
logl1 — s k(g)] =% T cpog);

IR . 1

1é8 poinls z et ¢ et le chemin d’intégration C, sont représentés dans la figure 3.

Fig. 3.

=

9

Chemin d’intégration Cj, [équalién (13b) .

En intégrant ici partiellement et en remplacant ensuite le chemin C; par C,,
on a, compte tenu du résidu en § =g,

I 1 . 1 1 .
Tl b ‘°g"—"“<9>1(m+zfa)";
amj log[1—../c(&)]< ;+Iog[l~—vz/r(q)],
et paf conséquent
xr—q d&
logg(z) =— logw—q)——flog[n—zk(g)]m : [R(z)>a]
ou .
1
(14) ﬁ?( )=9¢(® ¢)=—— ( 2mflog [r— 5 k()] = c)(g_q)d,)
[R(z)>a].

Les conclusions précédentes, faites dans ’hypothése R(¢) < a, s’appliquent
aussi, avec des modifications insignifiantes, au cas R(¢g) > a, o I'on aboutit,
en particulier, & la méme formule (14) que pour R(¢) < a; cette formule est
donc valable pour R(z) > a et pour tous les ¢, pourvu que pour les g situés
sur C,, on déforme localement le chemin d'intégration.
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Il est facile de prolonger la fonction (14) dans l'intérieur :du- demi-plan
gauche, et 'on trouve que pour R(2) < a, le deuxiéme membre de (14) doit

R . qe, 1
étre multiplié par Ry Ty L

Admettons maintenant sculement que la fonction

an

w(z)=log[1 —z k(x)]

puisse étre représentée comme somme de deux fonctions w,(z)et w,(2) qui
sont respectivement holomorphes et bornées dans les points finis des, dc;mlr
plans R(z) < a et R(x)>xa, donc

(15) log(1 — s k(x)] = wi(2) + wa(z),

et démontrons que dans cette hypothése, la fonction (14) satisfait encore &
’équation ( 1). D’abord, on tire de la formule (14), pour R(¢) < a,’

o) = g ep| = 5 [ 1w) + @ (72 + 5=5) da]
(16) 1

—_ e gi—sf)
r—9q

[R(z)>«, R(g) <a],

(Suisque les deux intégrales —'—f wi(8)...dtet #ﬁf w,(E) . . .dEseréduisent
c,
respectivement aux résidus en =g et £ =ax.

La fonction ¢(z) étant, en vertu de (16), holomorphe et O > p0ur
R(x)>a,ona
e d:

?('r)_-znz firyss: [R(z)>a],
de sorte que I'équation (1) prend la forme
—zk
;%/W: xfg““d—miq [R(2) > a, R(g) <a].

On vérifie maintenant aisément que la fonction (16) satisfait a cette équation,
car grace a (15) et a(16), on a

_x_f exp[w; (£) 4+ w, () —W.(q)+Wz(£)].d,-= L
ami ), @—£)(E—9) Ta—g

ou

; u’,lz\—w‘{ )( 1 1 (— T ’
glﬂ_l.fc:'e 7 w_afa—_q di =1 [R(x)r>a, R(q)<a],

ce qui est une identité, puisque avec notre hypothése sur w, (), f devient égale

au résidu en £=g¢. On démontre de maniére analogue que la “fonation (!4)
salisfait aussi pour R(¢)> a & I'équation (1).
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. Remarquons que la décomposition de log| 1 — 34(2)] selon I'équation ( 15)
est certainement possible si la fonction ¥(z) est holomorphe dans une bande
arbitrairement mince

| (t}q}'—-. S aLR(z)La+3
et y satisfait a l'inégalité (2). Car pour |z | suffisamment petit, le méme vaut

alors pour w(z)=log[1— zk(x)], et en représentant cette fonction dans cette
bande aumoyen de la formule de Cauchy -

(i7b) w(a:)—_--—’—.f :f)g +#if:’f?d' [0 < R(z) < a+3].
Cord

2T

nous la décomposons en deux parties w,(x) et w,(x), qui sont respecti-
vement holomorphes pour R(z)«a et pour R(x)>xa; en procédant de la
- méme maniére que lors de la déduction des inégalités (6), on montre en outre
que w,(x) et w,(x) sont bornés dans leurs demi-plans respectifs. Notons ici
que pour R(g) < a < R(#) la fonction (14) satisfait aussi a 'équation

s k
q(w,q)——-—zri/ — (% )o(r,__)d = — 1 f]-’
e, b T —

BAREA
ee.qu’on vérifie par exemple a I'aide de I'équation (16).
, Nous passons maintenant & I’équation intégrale

M s@ o [ T8 etid=sa)  (R>a)

en supposant que la fonction donnée /() soit holomorphe danslabande (17 a)
et y satisfasse 4 I'inégalité (2), de sorte qu'on a

S(z)= zrtf inf S(q) dq M[(/<R(.r).<a+r')‘].

s X4

En effectuant maintenant dans I'é¢quation ( 1) opération — / f (g)-..dq,
on reconnait que la fonction

~

| o(@)= L K 9)dg
A

0 Casd
(19) 1 f(9) ! k() —%—9
_zﬂi£" c t‘«lr:-—-qe p( 21uf olog[l ﬁk(c’)](w—i)(i—'l)dg>

[R(z)>a]

satisfait & I'équation (18), puisque, avec nos hypothéses sur k(x) et f(x),

I'intégrale itérée
'.f ﬂwf ‘Duawﬁ@.

(ami)? C.
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converge absolument, de sorte qu’il est permis d’y intervertir 'ordre des inté-
grations. En effet, on tire de I’équation (14), compte tenu de (2),

s | etk (s + ) ] ) < g

tJe,
ou la constante C, ne dépend ni de J,, ni de J,, donc

1 k(5 o, d@dq G l flg) k(&) d|
Aneﬂlﬂq) A 4?"]] (z—E)(E— Q)J 7

T
< C:f f q 2 d; dq |’
‘Crh\r? Cato

@=HE—9
ia derniére intégrale double étant convergente.
L’équation intégrale

(20) (@) — 2;,f [J%:@:i) +Z'J'z(x)k:(£)]¢(ﬁ)d5=f(x)

|92, 4)] < 5= ex (

se raméne, au moyen de transformations évidentes, & une équation de la
forme (18) et peut étre traitée comme celle-ci pourvu que les fonctions
Jo(@)k:i(2), Jf((a;)) j’i':; (i=o,1,...,n) salisfassent a la condition (2); dans ce
0
cas, la solution de 'équation (20) peut éire représentée, pour | 3| suffisamment
petit, au moyen d’un nombre fini d’intégrations.
A titre d’exemple, prenons 'équation

ko(g) m . m-+m' kl(z) . - P
(21) - 9z )‘;Ef[ 2,11 ) ki(8) + 2 x_b!]Q(@)dé—;:—q

m+1

[B(m) >a, R(g)<a],

en admettant que les fonctions j;(«) sont holomorphes et bornées pour R(z)<a
et que les m' péles simples b; sont situés dans ce méme demi-plan. En supposant
en outre que k,(x) est holomorphe et borné pour R(x)<a, aux voisinages de
n poles a,, ..., a, prés, on obtient analoguement & la formul 13,)

(22 a) o(x)= 2 Kih(z)+9(2, q)
i=1
ou
ar— a,(z) ' — ay . ' .
(22 &) )‘I(x)_-h(w)—zﬂ(ak)n —au(%) ax @ (E=1, ..o m);

h(z) = ¢(z, bz) (t-—m+l, vy mA4m).
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Ici, les m+m' constantes K; sont délerminées par le systéme d’équations
linéaires
m+m'

(23) Kz—Qz2Kvﬁzjc.kt(};))\.,(i)d;t:;%lk,(g)ﬂi, Pdi =1, ..., m+m),
v=1 .8 hd

dont le déterminant ne s’annule pas pour | 3| suffisamment petit; de méme que
la fonction ¢(x, ¢) [équat. (13), (14)], les A;(x) peuvent étre représentées, a
’aide de signes d’intégrations, par des expressions ou les irrationnalités a,
et a,(3) ne figurent plus.

~ 2. -Erupk p’unE i:ouaTioN particuLiERE. — Nous traitons enfin 'équation

‘, . "i‘ Sitwmi
- ?(w)_ _z_n_ oo ei=»° ?(&o)dio'—-"én—t — I
T | (ami)*/e, CamiGov o obnt(Gr—C0) o - (G —En2) (2 — b)) 2—¢

(24) { - (2t1=t;tzéo, (=1, ....n—1);

=1

R(z —En1) >0, R(Grt—Gns) >0, ..o, R(Zt»"?)zf’),

ou les chemins d’intégration C,, ..., C,_, (voirla figure 4) sont des paralléles

Fig. 4.
‘é; oo
1% TCn-
t| ,

Domaine d’intégration de I'équation (24).

a I'axe imaginaire qui se suivent a droite de cet axe, de telle sorte que tous les

facteurs linéaires qui figurent dans le dénominateur de la fonction a intégrer

ont des parties réelles positives. Cette équation rentre aussi sous le type de
Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 2, 1945. 11
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I’équation ( 20), puisque son noyau satisfait a la relation

n—i ~ n—1 . E
E.(i— ¥ Ii) Y Gitas ’
(25) e 1 1 / f e diy ... diny
%o (ami)*' ., ‘,C"ﬂio.--Zn—i(zl_EO)'~'(En—i_gn—2)_(m—2.ﬂ'—i)

n—1

o (%) ' '
“E::(x—zn)f,z z S

Pk
=1

: eo gt
mais en raison de sa forme particuliére, elle peut éire traitée de maniére pluq
elmple

1

Pour vérifier laformule (25), remplacons-y d’abord l’mtegrale —_— f dt,_,

par la somme des résidus aux péles &,_,=E&,, et En_,—o le: premler de “ces
résidus est une intégrale (n— 2)-tuple pareille 4 (25) et qui ne contient la

variable @ que par 'intermédiaire du facteur -;-—lg—— » tandis que le résidu en
— Gn—2 . :
(Co)

E_,=—o a la forme £’. En continuant de la méme facon pour l’intégrale

(n— 2)—tuple mentlonnee, on aboutit finalement & la formule (25), ot le terme

,—,;(7——) est obtenu de maniére formelle en posant dans la fonction & intégrer
E; ,
. =E,a=...=£,, lout en écartant les facteurs &,_,—&,_,, ..., £, —&, du
dénominateur.

Gréce a la derniére formule, 'équation (24 ) prend la forme

n—1

o) L 1 a

(26) s“‘”“(zm‘)”[ A=,
| > v=1

[R(z —2)>0; R(Z) >0, R(E—1)>0):

En procédant de maniére analogue qu 'au début de cet article, nous en
concluons que les fonctions

et cp(z)(‘l—:-—;

(27) @) -

sont respectivement holomorphes et bornées dans les demi-plans droit et
gauche et qu’elles s’annulent a I'infini. Par conséquent, () est une fonction
rationnelle qui s’annule pour x =o0 et z =0, et qui a des poles simples aux
points & =g, we(3), ..., w,~,(5); ici, nous avons désigné par

(28 a) wy(z), v=o0, ..., R—I,
les n racines de I'équation
(28 &) " — sheX—o,

qui sont réguliéres pour 5 = o, donc qui tendent vers zéro avec 2.
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Done, o(2)a la forme suivante,
‘ n—1 ’
. _ L Ci .
(29) q’(x)—-crl-w__q 2_1.__“,[.(5)J’

et Péquation ¢( @ ) = o nous donne

n=1

(30) — Y o=r.

i—=0

‘Les fonctions (27) étant toutes deux réguliéres pour =g, on a en outre
A gt ‘

’
'
\ qn —gn (,r/

- pour R{g)<<o:
(31) c=
| ? 3

pour R(g) > o.

En introduisant 'expression (29) de ¢(x) dans I’équation (24), nous par-
viendrions a une identité en x [polynome du (n—1)*=° degré en é dont les
! 3 } el YRS . » . Y . o4 s 4
eoefficiéhts s’annulent] qui donne lieu & un systéme de n — 1 équations linéaires
en'e,” ..y ¢,. Mais comme les coefficients de ces équations sont des fonctions
qmpl,iqné'os des paramétres #;, nous établirons » — 1 relations linéaires entre
les ¢; en effectuant dans les deux membres de l’equatlon (24) 'opération

et

(31) V_r;”x“ .dr ar k= -
32 ani 21”f r, pour ._1,...,11 1,
ou C, est située 4 droite de I'axe imaginaire ct de tous les pédles de la fonc-
tion (29), tandis que K, désigne un petit cercle autour de origine des z;
provisoirement, nous supposons ici qu’en outre #, > o, mais pour des raisons de
continuité, nos formules finales seront encore valables pour 7, = o.

Désignons pour le moment I'intégrale n-tuple qui figure dans I’équation (24),
par J.(«) ou par J;(x) selon que R(x —&,_, > 0 ou < o; avant d’effectuer
les opérations (32), il faut remplacer J,(z), ou z est assUJettl ala condition de
rester & droite du chemin C,_,, par une autre expresslon analytique qui est en
particulier valable pour tous les x situés au voisinage de # = 0. En amenant
d’abord, dans l’mlégrale .y, le chemin C,_, dans une position a droite du
point z, on a

) e‘ul
— *
Jn—- J" '.‘1"‘ Ju~1;

et en procédant de maniére analogue pour J,_,, ..., J,, on obtient la formule

n—1 "‘21/
(33) Ju(x)_z (@) + L gla),
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ou les fonctions J;_,(x) sont holomorphes et bornées a gauche de la droxte C.
(ot R(z) > o).

Avec cette formule, I'équation (24 ) devient

n—1 :1:2!,-
I e+ ., ex .
= (3(0)— 315 ) =3 G (@) + T (a)
V=0

et en effectuant ici les opérations (32), on obtient
k
z—n

LI 1 Cor
(34) 2mi ), x,e : x*’(‘?(x)—'m—__q)d‘”

n—1

v &
i .14(21;——21,) .
:2;;[ e M1 v [ phmtvyn (z)dx L
v=0 Co—Ky ' . B :
&
1(1—21) »
mfc Ee(@ds (k=1 .on—)

cor syt
IRRRARS Y

Ici, le premier membre est nul parce que les fonctions ¢(z) [voir 'équ. (ag)]

I . 3 s : ) s
et o— sont réguliéres pour 2 = o et & droite de C... Dans le deuxiéme membre,

. . 4 1 -
les termes de 2 sont nuls & partir de v = £ parce que pour eux, — j; sejéthf;ti

v

. . . e . 1 T
au résidu en x=—o. c'est-a-dire a e f ; pour les termes aux indices
K.

. . . . 1 !
v=o0, ..., k—1, qui sont réguliers en z=o, PYT f est nul, et en calculant
K. :

I .
our ces termes — y ON obtlent
p ami
[N

&

t;
(35) — e v+ gti—vyL (x)dx
ami J,

1
- ( 2 1”')n—v+1

exP[Eo( "E" > ”g‘&t"‘_t—wz tt]w‘*’"’"?(’éo)d;o ‘Ln—~— dz

1 F=v+1
5.0 e -,n—V*i (¢1—co) - (En—v—i — En—v—!) (z— t’,u—-v—:)

Cr—y—sz

[R(z —bnv) <0, v=0,1, ..., k—1]
Dans cette intégrale multiple, f devient egal au résidu en z_E,,_,_., et

dans ce résidu |intégrale (n — v)-tuple] ona

» - 4 ph—t—y
I z Sn—v—1
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Donc, les expressions (35) s’annulent aussi, de sorte que les équations (34)
se réduisent &

LA

(36) m‘/c‘ K-e‘—‘in_—k-:r‘qa(x)dzzo (k=1, ..., n—1).

En introduisant ici pour (&) I'expression (29), nous obtenons les équations
 linéaires
n—

(37) 20, ,,4(1——21,,%) ,L_k<1—2t,, > (k=1, ..., n—1),

; >
ol nous avons posé pour ao

I et dx i ;
(38) hy(a; a)_—ﬂ; e = [o R(z—a)>o0]
" U..—l( )
e® 1 aa)’
:s(a);‘; +s(—a)&_11 o1 (r=1,2, ...).
v=0

La fonction s(a) qui figure ici est définie par les relations

1, pour a>o;
(39) s(a)= »;, » a=—o;
o, »  a<<o. .

- En portant maintenant dans la formule (29) les valeurs des ¢; qu’on obtient
en résolvant les n équations linéaires (37) et (30), on a finalement, sous forme
de déterminants :

| 1 1 1
i r—gq xr — w, X — Wy
1 1 T P I
( ) "—l n—1i n-—1
z)=cx
¢ (1—2&, ) h,(l—z ti; wo> hl<1—2 t,;w,l_1)
. . 1 1 /
o
(4o) 4 haa(1—t5 q) Rpy(L—1t; w0) oo o (T— 815 Way)
' 1 1 ~1
n—1 n—1
=< hl(l—215;€vo> h,(.I.—E t,;wn_,> }
1 N\ 1
hp (1 — 85 00) ... hp (1 — 845 Wny)

“c et les A, étant donnés par les formules (31) et (36). Notons encore que pour
3 — 0, les w,(3) [voir les équ. (28 a), (28 b)] se réduisent en premiére approxi.
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byl

mation &4 se ", et le dénominateur de la derniére formule [voir aussi

léqu. (38)], &

ﬂn(n—i) eaniv 2RIV
Il (=e—est@lne ||(e S e,

n—12v>v2o v,V

donc, ce dénominateur ne s’annule pas pour | | suffisamment petit.

3. LE NovAu " .
. 1 k(t). o .

K(z, £) = = .
(*2) p—z—t1—zk(p—t)

— Les méthodes que nous avons utilisées dans ce qui précéde nous permettent
aussi de traiter I'équation

s " kG . ‘ .
() Lo=e@) =55 [ —m s g@ e@lk=ra)  (Rp—a—D>o]

dont la forme canonique serait

O et Fo—p A E=h)
mais quil est préférable d’étudier sous la forme indiquée ci-dessus.

Ici, p est un paramétre complexe et les fonctions k(x) et f(«) sont holo-
morphes et O( |z |™) respectivement pour R(x)>a et pour R(z)La+-8.
Oa démontre alors de maniére analogue qu’au début de cet article que pour
| 5| suffisamment petit et pour

(42) 7 2¢+0>R(p)> 24,

cette équation possede une seule solution ¢(x) qui est holomorphe et
bornée pour R(z) < Min[R(p)—a, a+8]=R(p)— a, et dont le dévelop-

pement Z a,(x)z’ converge uniformément sur C,.
=0

Afin d’étre en mesure de prolonger ¢(x) dans le demi-plan droit, admettons
maintenant provisoirement que () est une fonction rationnelle qui s’annule
a I'infini et qui a dans le demi-plan gauche n péles simples

(!.35 Ay .., Qg [£(a:) =0, R(a)) < a, i=1., v, Rl

En traitant alors I'équation (41)de la méme facon qu’auparavant I'équa-
tion (1), et en utilisant la formule

ﬁ(c)
szp d‘ k(p—x),
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on obtient
(46) [1—sk(p—)|g(w) —sk(p—2)9(p —x) = f(@) =5 | e ;d
[R(p—z—%) <o, Riz)>R(p)—«a].
En posant ensuite
,(.-(:5,) 7 g ‘ I—zf'f(1!’~‘l')=1(' )y
(46) ?(w)— ,(x) =¢(z),

on a pour le premier membre de I'équation (43)

!(x) [q»(x) o (p—z)— J,—'{% —o(p— )

=lI(x) [¢(w)+¢(1)~m)+‘§%—f7_—_—-gj —e(p—a),

de sorte que cette équation prend la forme

(47) l<w>[¢(w) +§(p—a) +fz‘8; _x)J
=ep—x)+ 2rzf p'_(_él;f'(i)‘d [R(p —z—3)<o].

‘Les fonctions @), f(®), l(x) et Y(x) étant holomorphes el bornées pour
R(z) ZR(p) — a, il en est de méme (pourvu que | 5| soit suffisamment petit)

pour ¢(p — x), %i:_;j et o(p— ) dans le demi-plan R(«x)> a, donc, en

raison de (42), dans le domaine R(x)>~R(p)—a. Comme, en outre, le
deuxi¢éme membre de I'équation (47) est holomorphe et borné pour
R(z) > R(p)— a, on voit qu’il en est de méme dans ce demi-plan pour la fonction

(p—=)
A =l
et multipliée par la fonction rationnelle I(x). Nous en concluons que () est
une fonction rationnelle dont les seuls poles sont les zéros de I(x), tandis que
I'expression

¢(x), augmentée de la fonction holomorphe et bornée ¢(p —

Sfp—=
‘l‘(x)—*-ql(}'—z')—*"m

s’annule aux poles de {(ix), ¢’est-a-dive[vocrl’équ. (45)] aux polesp—a,....,p—a,
de k(p — x); on a donc, en remplacant x par p — x,
(48) b(z)+dlp —z)=— {((;')) pour x =y, ..., Uy,

En outre, $(x) s’anpule a l'infini, ce qu’on reconnait par exemple en intro-

duisant {(x), a 'aide de (46), dans l’equatlon (41) et en y faisant tendre x
vers l'infini du demi-plan gauche.
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En décomposant {(x) [vorr (43), (45)] en des facteurs linéaires, on a

(49) x)-[]”_x_“‘(“,

— T —

les «;(5) étant situés, pour |z | suffisamment petit, dans les voisinages des g;
correspondants.
D’aprés ce que nous venons de dire, () peut étre représenté sous la forme

sulvante
</ no

(50) o)=Y —F——,
et en introduisant ceci dans la formule (48 ), on obtient les équations

¢(x +n!/(p—x)—z (w_a +1,_;_11>

(91)

__Z ci(p—2a;) ___f(.z‘)
- pr—x—(pa—al) —  l(=x)

. (z=ay, ..., apn),

qui déterminent les n coefficients a; et par conséquent la fonction ¢( ).
En vue d’obtenir ¢(z) sous forme d’une intégrale définie, nous utilisons le fait
que Y(x)+ ¢(p—x)|voirl'équ. 51)] est une fonction rationnelle de la variable

(52) r=z(p—zx)=pxr—az
.qui a n péles simples af =pa;—a? et prend aux n points a’ _pai—a’ les
valeurs « données » — ‘M et qui, en outre, s’annule pour #*= w. Par consé-

lar)
quent, nous pourrons calculer la fonction H(x*— e Y@+ $(p— )]

i=r
(polynome en x* de degré n —1)au moyen de la formule de Lagrange que
nous appliquerons sous forme d’intégrale.

Posons pour le moment

n

(53) re=[fe-aw, ge)=]J—a,

et soit A*(2*) une fonction analytique de z*; 'unique fonction rationnelle de z*,
4 dénominateur g*(2*), qui prend les valeurs A*(a}) pour #*=aq} (i =1, ..., n)
et qui s’annule a l’inﬁni, est évidemment égale a

glanh@) _ fi(@) 1 FEVRE) 4
(54) 8 (w) 2( o fx

' —a) f"(a)) &) 2mi @—)fE)

les Ko désignant ici de petits cercles de centres £*= a}.
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Pour appliquer cette formule 4 notre probléme, il faut poser [voir les

équ. (b1) et (52)]

we=— 4, =gy,
donc .
(55) Y(@)+h(p—ay=— L2 L[ EEVEED)] _d:

£ 3ty JEILE)] 7—F

etici nous allons remplacer z*,£*, a}, a} respectivement par pr — a2, ..., pa;—a; .

On a [voir les équ. (53) et (49)]

Hw_a’ —Hﬁ"’ o —aitpu_pr@—a)p- — (@) l(p— =),

x*—af x*—pm—ai—i-pai - (x—a,)(p x-—a)

- &=
S

et avec ceci, I'équation (55) devient

I 1 ; . 1 1 -
Y@+ P — D) == 1= ;ﬁfm_f(g)l(p—g)(x_e+l,__x_£)dc.:

ou, en remplacant ar [ , ce qui est permis en raison de nos hypothéses
’ P - p . q p MY

sur k(x) et f(x) :

1 1 . _.,v I 1 .
(56) ¢($)+¢(P—x)—“mmﬁf(4)l(P (’)<x—£+p—x—'£,)d“'
[R(z—E) >0, R(p—2z—E)>o0]
On passe de 1a a (@) grace a la relation
@@= [ ESHO e —0lE [RE=2)>o,

que I'on démontre en éloignant C, respectivement vers 'infini des demi-plans
gauche et droit pour les intégrales qui se rapportent a ¢({)et a d(p —{).
Les équations (56) et (57) donnent

i 1 dg t ) 1 1
—— = (N p—i )| — + ———— | dE
o8 | VO =" Gy cMo(c—x)l(c)l(p—o/Cuf“) v =0(gg + =) %
[R(E—E&)>o0]

et en amenant ici C; a droite de C:, on obtient, compte tenu de Péquation (46),
( I . dz

(50) 3 VO =Gr ) Tkl =0,

[R(Z—%)>o0].

0ip—i)(— — — )
Y e ) L

En introduisant, d’autre part, cette expression dans le premier membre de
I’équation (41), et en supposant seulement, pour le moment, outre l'inéga-
lité (42), que k(x) et f(x) sont holomorphes et O(|x|—*) respectivement

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 2, 1945. 12
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pour R(&) >« et dans une bande arbitrairement étroite a ZZR(@)Za 4+ 3,
on obtient par un calcul simple

§ 1 I .
'»mfh, {m) (E—w —p—w-—i>d°"
el cette expression se réduit a f(x) si nous admettons qu’en outre, J(x) est
" holomorphe et O(|x|*) dans tout le demi-plan R(x)~La 4 8. Mais la for--
mule (59) est valable sans qu'il faille ajouter des hypothéses concernant le
comportement de k() dans le demi-plan R(z) < a, et en particulier, il n’est
pas nécessaire de supposer k(x) comme fonction rationnelle de «. Notons ici
encore la formule ’

(61) (xpu)+f‘ ) = fla)— JE) 4

l(z) z'm.,L l(g)p—-x—z

(60) Liv(z)|= (=)

ou ¢(x) esl donné par I'équation (58) et qui est valable au méme titre que la
formule (60).
Nous cherchons maintenant a résoudre I'équation

(62) L[wx)]:;c—i—q [R(g) < a].

Comme le deuxiéme membre de ceite équation a un point singulier dans le
demi-plan gauche, la formule (58) ne s’applique plus ici, mais en introduisant .
Pexpression

1 v I )
l(q)(w—f/ pP—q—x

dans le premier membre de (41), nous obtenons

][_1_( 1 1 )J__ 1 1 1

(g)\z—q p—g—=)| " 2—q Ug p— -
[R(p —g —x) >0, R(z—gq)>o0],

et d’autre parl, la formule (58) fournit comme solution de I’équation

1 1

L[‘O(a:)] = l_(% p-_—-q——._Z’

dont le deuxiéme membre est holomorphe pour R(x) < a, 'expression

1 1 I I
i), (c~x)l<:)l<p-c>(c—q+p—q—c>d§'

Par conséquent, 'opération L étant additive, la solution de I’équation (62)

est donnée par
1

3 o 1 ( 1 ,
O3 =773 x—q_p*q—x)

I 1 ( 1 + I )dC‘
Lo, =)L OUp—O)\E—9q p—g—%/"
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a laide de cette fonction, nous obtenons maintenant la solution de I'équa-
tion (40) pour des f(x) qui sont holomorphes et O(|x[™) pour R(#)>q,
par la formule
1
) ¢@)=5m [ Ao qdg
cn+o

2T

—_ f(x) 5 k(5) f(5) ( 1 I )d{
T lz)l(p—x) 2mi c“l(C)l(P—C) x—t p—x—¢

Enfin on obtient comme solution de cette équation pour des f(z) qui ne sont
holomorphes et O( |#|**) que dans une bande arbitrairement étroite (17 ) et
que I'on décomposera selon la formule (17 6)), la somme d’une expression (59)
et d'une expression (64).

Il est facile d’é¢tendre nos formules & des k() et f() particuliers qui ne
sont pas O(|z[=) & l'infini; par exemple, on déduit de (53), en formant
I'expression }ilil.(—'qqi(a&‘, q)), que 'équation

(65a) Llg(2)] =1

est résolue par la fonction
, : i ( s
(658) =5 ) T e =0

f désignant ici la valeur principale au sens de Cauchy.
Notons encore que I'équation intégrale

(66) ¢ (@) — == (ko(z) + ;—"'(i’—)w(w) +o(6) | dz=fla),

; _
2T Ca x ¢

ou nous supposerons [outre les hypothéses antérieures sur 4(x) et f(x)] que
fko(E)dE exisle et que ko(E)_—:O(é) sur C,, se réduit essentiellement, &
C.

’aide de transformations élémentaires, & une équation du type (41).

A. RESOLUTION D’UN SYSTEME DE 72 EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES SIMULTANEES. —
Finalement, nous donnons ici, sans démonstration, les formules de résolution
d’un certain systéme de ‘n équations intégrales linéaires non homogénes a
n variables complexes (=1, 2, ...) que nous avions établi jadis au cours de
nos recherches concernant un probléme du calcul des probabilités ('), sans
pouvoir le résoudre alors de maniére générale.

(1) Ueber das Warteproblem (Math. Zeitschr., t. 38, 1934, p. 552). Voir aussi : Sur

U’application de la théorie des fonctions au calcul de certaines probabilités (Ann. Inst.
H. Poincaré, Vol. X, fasc. 1, 1946).
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Ce systéme est donné par les équalions suivantes, ol nous avons modlﬁe
quelque peu les notations utilisées dans le Mémoire cité :

(@, . 1‘17717:‘)—-_“/ e(—&)

2T
1
x 'é""—_l——)\—' (P').—H(-Tiy-~-:Q;E;P;z)da=a?‘)

1

)~ .
I:R<p—i—zxi>> 0; oélén—l] ’
} 1

(67 1)) C?u(xh vy Ty Py *’)'—2(—1)"_1 qu’p(wn ~--:-73p';'P: Z).

G=0

Ici, C*= C_;est une paralléle & 'axe imaginaire, a gauche de cet axe et e(z)(?)
est supposé comme holomorphe et O(|z|=) pour — oo < R(x)L8; dans
I’équation (67 b), la somme 2 doit étre étendue a toutes les C? combinaisons
.6
¢ apdesnindices 1, ..., n.
Pour | 5| suffisamment petit, la solution de ces équations est fournie par les

formules

/ P X1y ooy 2v; Py 5)
ey (... 1
= (o ”anqll.Lﬂ@rwauwa—%mupngﬂ

n-—-1

1 1 I
Xl:[l(Cz) n—t T 14z dgy ... dip—
G2

68 et (.. L
( ) +( l) z (21‘;{')n~l ']C‘ L;_i (c,—-xy)...({v_i—x(v._iy)ty...c,,_i

1., (v—1) !
n—1 —
1 1 (_ 1)V gr—y

— dgy ... dipy+

I
<1 7 " Iz (t+or
i=t l<p —Z §i> i

~+ 0y

1

{R(Cl—x,»)>o, G =1,...,n—1); R(z)<<—0 (i==1, ..., o —1); R(p)>—n6},
V=0, 1, ..., R —1;

(*) Dans notre Mémoire, () est défini par une intégrale de Stieltjes
e(x):lfI extdf(t),
o

ou f(¢) est une fonction monotone au sens faible, avec f(0) = o, f(1) =1; en d’autres termes,
e(z) est la fonction caractéristique pour la fonction de répartition f(¢). :
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ou la somme 2 (=1, pour v=1; =0, pour v=o0) doit éire étendue a

1. fv—1)
toutes les v combinaisons v—1 & v—1 des indices 1, ..., v (*)et ou nous
avons posé
(69) ) =1+5—ze(=0)

Signalons que pour n = 2, le systéme (67 a), (67 b)se redmt essentiellement
a un cas particulier de I'équation (66).

(*) Les nr fonctions B, o(p1, . ... pv; P, ¢, 5) qui figurent dans (), contiennent encore un
paramétre supplémentaire ¢ et se déduisent des fonctions ¢, par les formules

1 / 5
By,o(p,,...,pv;p,q,z)zq_zq)v(p“ ...,pﬁp—q,-q—_—-;) (v=o0,1, ....0—1).



