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La rotation de l’ellipsoïde hétérogène
._ Jtùdiée au moyen des fonctions de Lainé,—

Pen MARCEL MENDES.

I. — Théorème de M. Hamy.

l. Considérons un fluide dont les éléments s’attirent suivant la loi de
Newton, formé de couches homogènes en nombre fini n de densités allant
en croissant de la surface vers l’intérieur, séparées par des ellipsoïdes ayant
même centre 0 et mêmes directions d’axes Ox, Oy, Oz, tournant autour de
l’axe des a:.

Nous désignerons par S., S,, . . S les surfaces de ces ellipsoïdes, S étant
l’ellipsoïde extérieur, par T,, le

volume
de l’ellipsoïde compris à l’intérieur

de S,… et soient '

8. , 82, . . ., 3,, les densités respectivesdes couches,
*q. , m, . . *. , va,. les différences, toutes positives par hypothèse,

P1—01
P2'—Ply "': Pn_Pn—1-'

Nous considérerons l’ellipsoïde S,, comme appartenant à la famille de qua-
driques homofocales

o _—_1o ,_.ï' .d

).=—a;-: + 1=_ b,“-j >.= ———(:Î,
 —— l=U,

la valeur de kfournissant l’ellipsoïde S,, étant p,,.-
Par chaque point (a:, y, z) de l’espace, il passe trois su1faces de cette

famille; nous désignerons selon l’habitude, par 9 la racine en 7\ de cette
équation qui fournit une ellipsoîde, par u la variable associée dans la théorie
des fonctions de Lamé.

. I «) —)
-1p-=pu + â

(a;,+ b;,+ 0,3);

11 clip varient en sens inverses dans leurs intervalles de variation.

2. Nous nous proposons de chercher les conditions d’équilibre de la sur-
face S… Écrivons nnnr cela "l‘IP. la régnllantp Ang attrantînng rpo rlivnrene
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couches sur l’unité de masse placée en un point quelconque P(æ, y, :) de S,,
et de la force centrifuge en ce point est normalea‘ la surface S,,. On sait,
d’après M. Hamy, que l’on peut remplacerl’attraction des couches de densitésopar celle d’ellipsoïdes de densités n.

Si r et q vérifient r <p <q, P sera intérieur à S,,et extérieur à Sq. Les
composantes suivant Ox de l’attraction en P d’un ellipsoïde S‘, et d’un ellip-
soîde S,, sont respectivement(‘)

__ _

'Sl,X._ —
n.—T,—<Ë)ræ,

, S.Xr/=_ ll/TI]<R—_î)qP
æ,

.

où les fonctions R et S' sont les fonctions de Lamé (notations de Poincaré}:
si

(1%), désigne la valeur sur l’ellipsoïde S,. de

fils
calculée au moyen des

. Svaleurs a,, b,, c,; (ft—[> désigne la valeur en P deâ—calculée au moyen des
1 q,?

valeurs a,,, b,,, c,,.
Les composantesde l’attraction totale en P sont donc

…————ËT(Êî),—TËTTT<%a..) »

!'=1 q=p+1

(0 étant la valeur de larotation en P, les conditions d’équilibre-sont

’X ., Y+œ‘-‘)'
Z+Fœzg(R1)f,= —y—(R2)ñ=

:_ 51 "’X Y._ ÊLT 235_œ_ R;) .Ë—ÿ—(Ra ,,x

L’égalité des deux valeurs de (» donne

,-..<.T—.):[;mT<—:>+_ËT«T<â—:>.]

=Ê,.[<.—;>,<>]z[<><>]
Nous supposerons dans la suite cette condition et toutes les conditions ana-
logues vérifiées.

 (R3 );)7

MN 
(’\ On nnnnnen la nnnffininnl d’afh—anlinn (:o—al à l’unité-
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Si, en particulier, tous les ellipsoïdes de séparation sont homofocaux, on
peut supposer tous les a,,, b,,, c,, égaux respectivement à a, b, c, et cette
équation où l’on fait 1) = 1 , se réduit, en vertu des égalités telles que

(à) _ (î)Hi, l/,l‘
_

B1 [l’

Rä— R.—’

<—————R:_,R3 R,S,1> =(RnSe—R‘zszi)v

ce qui—montre que l’ellipsai'de extérieur est un ellz‘psoidc de Mac-Laurin ou
de Jacobi.

5. La valeur de (» difïère en général d’un point à l’autre d’un même
ellipsoïde. Pour que tous les points d’un même ellipsoïde S,, soient animés
dela même rotation, il faut que la valeur de w“, c’est-à-dire

‘ p n , "

_ 5«
° 8« 8«

<R2)plznrTr<ñl>r+ 2
nl/T(I<R_1>0,PJr=l I]=p+1

”« 2+ z…T,. ê__)I+Ë…T(% ,

r=1 ,r/:p+1 (la?

ne dépende pas des coordonnées de P lorsque P se déplace sur Sp, donc qu’il
en soit de même de

"
R s s.: \2 “«7Tvl<n—È)Î (æ).,…— (m)…lq=p+l

ou de
'

(a) É1r1q'TT«z[(fm;-,(-S-ï>qI (R»>fî(S—_î)q,plq=p+l

_Faisonsp_— n—— 1, la quantité précédente se réduit alors à un terme. Si l’on
ne fait pas d’hypothèse particulière sur S,,_, et S… la racine p de l’équation

xe y! 52(3 + _ .—1=0’ 1=—a3 À*—b,—Ç+P—c,î ’

dépendrait des coordonnées x, y, z de P et il faudrait que la dérivée de (2)
par rapport à 9“ soit nulle, ce qui donnerait

(30% (Kg))".
(R1)Ï,P (Ra )i'i,r

:
(‘iY—P’““VR» ,._ o‘-’— b..

 
ou

:1— 
|:
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La valeur de 9, lorsque P se déplace sur S,,-,, serait alors constante : S,.
et S…-. sont donc homofocaux.

On peut alors supposer
a,, = (t,,_,, I)”: l)-,,_, , (f" = n,,__,,

' ‘et, en faisantp = n — 2, on est amene a écrire que la dérivée du seul terme
Si ' " 82

>
9 _ _ - _(R1)n—2 <R1>n,lb (R2,ln—‘l

(R‘—’, n,lr

par rapport à la racine p de l’équation (3) est encore nulle. On en déduit
que Sn_2 est homofocal à S,… et S…

Le raisonnement se poursuit de proche en proche et l’on arrive à cette
conclusion :

Pour que tous les points d’un même ellipsoîde soient animés d’une même
rotation, il faut que tous les ellipsoïdesde séparationsoient homofocauæ.

La réciproque est vraie, comme on le voit immédiatement.

4. Flacons-nous dans le cas où tous les ellipsoïdes sont homofocaux.
On peut alors supposer respectivement égales à a, b, c les quantités a,_.,

b,.., c,... L’inégalité co‘-’ > 0 se traduit par
'

Ê“f“lŒ“l>î<âlf(äll°*l(ËÊ)Ï(ÊÏ),,_(ÊÎ)plÊW< “>:
Supposant (: > b, on et

R1 2 S] 82 _ R] 81 ““ R2 82(m),,(î.>r<m>,,—<——Ra>,,<°f
R1 81 —‘ R2 82

Rî
facilement, et est nulle pour p : œ :, et, en vertu de

R0 R1
<RE)IJ< <R2>r,‘

R1 ‘—’ S1 8; R1 2 S1 8,<lî),<lî> (m)< (n),.(iæî): (m>r<°°
Les ellipsoïdes de séparation des diverses couches ont donc leurpetit axe dirigé

suivant l’axe de rotation.

car la fonction U: croît constamment avec 9, comme on le vérifie
. 

"
(‘) La quantité 2 nqT,, a une signification simple : elle représente la masse contenue

q=p+t .

à l’intérieur de S,…, diminuée de la masse que contiendrait S,… supposé homogène de
densxté ô‘,,.
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5. Supposant toujours tous les ellipsoïdeshomofocaux, cherchons si ca pe…
être la même pour tous les ellipsoïdes. Désignons par ou,. la rotation de S,,.

L'égalité de ou,, et w,… donnerait '

p'
R1 2

Pu)" ]
.

<S1>
—— _— — ,.1,[(R‘!)p (“‘-‘ p+l ë'Ûr R1 ;-

RîS,—RÎSÈ R. S.—RÊS ._.+[( R3 )/I—<————_P" )r+hqi_É
flqT,,=n

Or, chaque terme du premier membre est positif, comme il résulte du fai
que la fonction désignée par U croît avec 9.

La condition précédente ne peut donc être réalisée et l’on retrouve le théo
rème de M. Hainy (‘) :

Uite massefluide en équilibre relatif, dans laquelle la densité croît constammen
de la surface au centre, ne peut pas admettre des ellipsoides comme surfaces de

séparation de ses diverses couches homogènes.

6. La comparaison de (D,, et (u,… montre que l’on &

œ,,< œ,,+1 .

La vitesse angulaireva en creusant de la surface au centre.
Comme cas limite, la vitesse serait la même, nulle sur toutes les couche:

pour a = b = c : les ellipsoîdes se réduiraient à des sphères (‘-’).

7. Dans le cas où tous les ellipsoïdes sont homothétiques, l’inégalité (»> (

donne

_(.) ]<.R2 l/,l‘ .

E..T[@:),Î(â—t),.4(Êî).l+;mT.[(äif), Î{—.)

Supposant a > I), le premier c‘rochet est négatif, comme on l’a vu. En vertu de

(%)Häilî<(â:)î.
le second crochet est inférieur à-

Sa
_,_(%î)l.(âî)…

donc négatif également. 
(ï) Hun, Étude sur la figure des corps célestes (Annales de l’Observatoirede Paris

t. XIX).
_(’) Cf. VÉRONNBT, Thèse, p. 19.
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Les elh'psoïdes de séparation des diverses couchesont donc encore leur peut axe
dirigé suivant l’axe de rotation.

Il. —— Étude du moment de rotation.

A. —— CAS DES ELLIPSOÏDES HOMOFOCAUX.

8. Nous supposerons que l’on a afi'aire à un fluide formé de liquides de
densités différentes, la masse de chaque liquide étant donnée, et que les
ellipsoïdes de séparation des diversescouches sont homofocaux et de révolution
autour de l’axe de rotation pris pour axe des a:; toutes les égalités‘ (1) seront
alors vérifiées.

L’équation générale de ces ellipsoïdes est

x! y!+ ;!,+
p—=—_7 ;“:î “'=‘? “>“,

que nous écrirons également sous la forme "ËÎ ”+ 52 _ 1 = 0
a'.’ 0-2+1-2

en posant
p’——- ag: o"-’, (Ë— b’= ‘L'2.

Le moment de rotation du fluide est

__ _2 ! _
r?=_y=+z2

P—nflôœ’ dr dJ' ( ô, densité )
Si l’on fait a: constant dans l’expression

a‘H—‘r2l‘E:
a'—’

(d‘—(c’),

r2=°°$[
’

—Ë<af—x‘l)]daä

d’où, en tenant compte queencodeépend de a, mais non de x,

 
on obtient  

ll+l °"" ::2 .‘-’
°

‘, ‘, 'a’+f‘-Ï 12 , ,
p=21t23p_1f w a- aadaf (a-—x-)

02 —;(a ——æ) dæ
_ G',, 0

L’intégrale relative à a: se calcule facilement; elle est égale à

.,+  
20‘ __, !'I—5(50 + T ),

d’où
n+1

‘—5—Ë=Ëôfifp œ<a2+fi><5fl+fi>da (æ=Vpä—aïv…=o>-
p=2
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Proposons-nous d’étudier comment varie p. lorsque *: varie de o à + 00.
Nous sommes amené à étudier la variation de

_15u
’f—‘s—n°

Nous poserons
n + t

k =2 a,,_1 K,…,
p=2

avec
. °'p—1

Kp_1=/ œ(a£+r*)(5a‘£+r’)da,
“P

la valeur de (» étant celle de la couche qui correspond à la valeur de a.

9. Si M,,_1 est la masse du liquide compris entre S,] et S,,_., on a
/
Ë7Ïôp—i[( R1 Rä )p—i_ (Ri Ri )p] : Mii—‘! :

que nous écrirons, en posant

a‘,p__1(a'3_4+ 1'2) — a,,(aÏ,+ T2) : p.,,_1.

La dernière de ces relations donne plus simplement
a,,(aä+ r‘-') = p…,

d’où, en remontant de proche en proche,
an—1(Üä_q + 1.2) :

P—n+ P—n—1:

art—2 (051.2+ T’) : P—n+ #… + p….
Posons

Pn+ Pn—1+- - -+ w=u’w
on aura, d’une façon générale,

a‘,,(aä+ T‘-’) = p.}.

Cette équation, où p’,, est donné et f: est supposé connu, admet une seule
racine positive en a,,. a,, est donc une fonction de 't, dont la dérivée est égale à

du,, _ 20,,1‘
d—«c

_—
302+r*°

10. Tenant compte de ce. que a,, et a,… sont ainsi des fonctions de 't et que ou

dépend également de a et 't, on a, (n,, désignant la valeur de m sur la surface S,,,
o,,.,

d—Éï'l‘=f [41(302+12)œ+(a‘-’+r‘£)(5a’+t‘)ô—œ—lda? .,,, ar-
_ 21_ m ,

ap_1(cî,_,+?Ü(5d‘;‘,_,'+f")
—œ

ap(aä+rî)(5aî+rî) ,"— 30‘Î,_, +r‘-’ ” 303+1‘2
Journ. de Math., tome XXIV. _ Fasc. 1, 1945. 8
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ce que l’on peut écrire

de—1 _ ODP—15
:) ..2 -2 2 ! 2

am

Î_.£P ll;r(3a+. )m+(a+r)(50+r);
()

&)
a(a—+r-)(5a-+r)

} _f°”"‘__2Td—a[ù——m——ÏldU— 6
U,}..1dfl'.

"
On vérifie l’identité

(a’+r’) (ga*+ 2a%"+r‘) ‘ …., ôœ 207 du)

+(a*+rl)(oa-+rz)(-à—T— )

       L,,_1=21m (302+12)2 3—0T—_+r‘2 55

d’où

@
Up—« _4…W 2____W_i(eî)].?: a’+r’— (30-+r‘-‘)— 271 _°2+T) 0”: an 3024—7200 2“

M. Calculons w. On a, sur l’ellipsoïde S,,,

«»2[<%>—<%>ï<%.—>,H<%>,,—<%><>] ;…«

d’où, sur une couche comprise entre S,… et S,,,z{<%—> <%><%>H%—<%>%>»…

les fonctions de Lamé sans indice étant calculées sur la couche considérée.
Le calcul des fonctions de Lamé peut ici être poussé jusqu’au bout; on a

'R1=\/_pÎa==a,
R2=\/p-— b"î:\a-+r-
S 1'

5 1-— _ ”““ °( )
B1_ 35/‘uä—u2 =—3fa-(a——T__—:—'__):

Î_,(â_
:_Oarctan a),

3 "d_“_ … î__L_)Bs_î= fil—â _3f (aa—+_a‘-’)ÈT =2€‘* 17
go a’+1:2

En remplaçant Tq et Tr par leurs expressions au moyen des fonctions de
Lamé, on trouve, toutes réductions faites,  _ï=pËm p_’, 30-+———Tîarclangî _ a_‘;‘ _ 2a‘" aï+r*

T” a’+r° a,. r’ c’+ 1'2 12!=!

+ 1 302+îartctan 3 a E '
r-‘ a- +r'— ga _r'3 a’—+—t"l

m'y—"'
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- , (L)." .Le calcul des dér1vees de

2—1}
peut s’effectuer sur cette valeur, ou, plus

simplement, sur l’expression (4) de co”, au moyen des formules
à à __ 3
(Î0(R _— a(a*—i—fi)’

%â_<_1l)
9 3 3a’+21“2

=—arctangë —_—-T-_“'a_r"a(a-+r-)()
<—;——-î…

n-i\

Tenant compteüde la dépendance des c,, et à,. vis-à-vis de H:, on trouve

lll
Sa-müa‘î+5æ-).ll -——BI‘C tan0T—— -+—

O'

—I
.

. . p -
'

, ‘) O'. T / ?(&): (_4_°__Zm(a;+t’) (%arc tang; —— l)+Ë(î ”C “…"U
‘" ““ ‘) Ë"MPq7

[   
21r a‘*+1")2 ,.r: r/_=p

p—l aj 503+312 2 3aî+tï +402020î+2120î+1‘
à

(m’) 2 't" a"+t’ "r(a‘+r’)(30‘fi+r*) r“(a’+z”)‘-’
.— — = ‘n. .
01: 211:

' a,. ga‘cî+3aîr*+1&’aîr‘£+30‘r*+8v”r‘+r°+9(3 _ °) t 1'=1 —— _ _ _
_,

_ a-- - ...r T’(U"+T’) 1'- (cr-+ T’l +T '
arc angar

, Il
a(9a‘*+1312) 90".‘+ 160‘-"Ê+ 31‘" 7 w ,

_ _ —
_ ., _ arc tang— Zn”; .

_
r’(a‘+r*)— r‘(a-+r-\- a " ,

(l‘,—ZI}

On peut donc écrire
p——l

(;) Up...(6) Îr a=+r—=2A-m—+— \Ênwf,
!=! q:___/;

'l2. CALCUL DE A. —— On trouve __

450“°+470‘12+195=7‘+16 1350“+1410‘t‘*+37a‘-‘1‘—r“ «:'arc tang
&A=Qa T3(02+1")(301+73)2 T‘(O"+TÜ(30*+T’)

__ ':
_a—ÇarctangC—r,

« et {3 ayant des significationsévidentes. Posons
a: 1: 450“+47a‘r‘+190’7‘+r° 1:X = — — ° — : ‘ — - ,
@

arc tant,
a 9“ (3a*+r’) (135a“+1410‘r‘+37a’r‘—— t°) arc tang

a

.et. considérons X comme une fonction de a.
On a" ,

( 18 2250”+319950”7’+ 30 681 a‘°r‘ ‘

dX ) +15 147a°r“+3ogga"*r°+ 345a‘r‘°+ 91 a*‘r”+ r” i ? (3a*+r’)’(135a“+1410‘1‘*+370‘2r‘—16)’ + a“'+r”
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, dXet l on en déduit que—aa le signe contraire à celui du polynome,

6 o75a”+ 12 gôoa“°r2+ 7 947031“+18720“?6+ [;oga‘r“ + 111 a’r‘°+ ?",

donc est négatif.
Le polynome 135 c°+ 141 a‘æ2+37521"—æ° ayant une racine positive a.

et une seule, on a le tableau de variationssuivant : a 0 01 +OO

@ _ _
du

‘n:X — \ —œ +00 \4 o
2

Or A a même signe que X pour a > a, et signe contraire pour a < a. . Donc A
est toujourspositsz.

15. CALCUL DE A,… — On trouve
_=(3a + ‘n‘-) (5a—+ ‘t"")_ 405a"+ 45oo“r’+1720*t‘+ 300"1“’—_1‘8    Ar:6071"(0°+1”)(3a;’ +12)— T(02+12)(302+12)=

P—_r
135U°+ 1416‘T-+ 370”r"——r°

a,— T“(a-+r- )(3æ+ç-)
_ ' '3576+ 1410471+370214_T6 arc tanor“" f*(a’+f*) (30’+r‘-’) °O‘r

Posons
_

T(°2+ 72)Ar= 0C;-— Ôp', arc lang},
puis

a,. .îYr-_ @ _ arc tanbar,

et considérons Y,. comme fonction de a. On a

dY,…_ 1

(Bdar d_@)
   __ar du _

’pÇ. da de‘

et
r(3a-+r2) dac, 015
——s:.—)îa—(ô — rd—a) .

__ 10 935a‘”+ 16 200 a‘°r’+ 5 57108r*— 72oa“r°— 3470‘t‘+400‘1‘°+1‘" '

_— (30’+1")°‘
360?W(150“—903r‘— 21“).

,.

Réduisons au même dénominateur les deux fractions du second membre;
le numérateur de la fraction obtenue est égal à

— 3aÿ'.( 6075a”+1 1 34001°rî+6867 a“r*+26646“1:°+1 2730‘13—a—3640%‘°+25€“)
— 12 (10935012—1—162006‘°f’+5571 a“r‘—— 7zoa“r°— 347a‘r°+ âoa’t‘°+ ?").
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,En vertu de cr> a, on a
'

— 3aî.(1 2730‘78+ 36402140)+ r‘-’(7200°r“+ 3470418)
< — 30’( 1 273a‘18+ 3640-31-10)+ r’(7zoa°r°+347a‘78) < 0.

, -doc,£ dB . , , .On est donc assure que 6% ——a,.d—a est une quantite negative. Y, est

donc une fonction toujours décroissante de a.
Envisageons les valeurs extrêmes.

1° Pour c=o, on a
60214 ’. “ 512—302.°‘"= “sa—+? +f‘“ %LT'=°ïfîma_J’I' I‘

_

,.

@ =_ 7).

d’où
': _, 5" —— 3-'a‘-Ï :(Y,.)0=— —,— a;—-_Ï—-—‘;'— — arc tang—

(J.,. 1- + 30“; a,.

r a. 5 '.—- 803 '::_ _? Æ’__)’2 _ arc tang-'.
p.,. “:*—+ 50} a,.

. . d(Yr)o . .On vénfie facilement que T a le s1gne contraire au polynome en or

80}? + 11 p.’,.a,‘î — (J.;—’,

qui a une racine positive '

_1_(or) =aHî-” (° < “ < â)
(*:) désignant la valeur de ': qui correspond à (a,), on obtient, en remar—

quant que a, et ‘: varient en sens inverses, le tableau suivant :

r '0 (1') +00 
d(Y,)0

dr
(Y,)o 0 \ min. /‘—Ë

— +

On a remarqué que pour ": : oo, y.',. gardant une valeur finie, a, est nul, donc\
‘L' 5p.’.a,- 'L' 71:(Y,)oz— —, —'——— —arctang— :_ ——o

,. 12 o 2

Donc (Y,)0 est toujours négatif.
2° Pour o = oo , on a ar= oo, pÇ.= oo , : étant quelconque. On a alors

2 150" p.',. 135 a"
"

3aÇ-Ë
a,. 3 r‘-Ï

’. a"=—15a‘+45 & —_,
G,. T'

et,—:_
[%50‘+60

1350"" a" 
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.-.-u a- «r-
_. I 5 . —(i,.)£=— _—

, + … ——— arc lang —— = o.
5 u,. a,. a,.
 

On tire de ces résultats partiels le tableau suivant :

O' 0 51 +00 
irr (…) \ …30 +00 \ 10 .

'

i...

Y,. est donc négatif pour a< a. , positif pour a > a,.
A,. ayant même signe que Y, pour c> a. et signe contraire pour a< a.,

on en déduit que A,… est toujourspas…f
14. Les quantitésA et A,. étant essentiellementpositives, (6) montreque U,… .

est positif, si tu est supposée positive. On a donc

_ de——l > 0 ,
(lT

, .
«_

 
et

dk
a?>°

k est une fonction toujours croissante de ”:.

Pour:=o, onaœ=o, d’oùK,…=oet/c=o.
Pour 1:= oo, on voit que le produit co(a+1”) (502+æ2)est de l’ordre

de cow" ; or, pour ': très grand, ce est de l’ordre de *: "’, donc w(a’+æ”)(5cr’+æ”)
est de l’ordre de ”té; et a,,.. et a,, étant de l’ordre de ft“°, K,… devient infiniment
grand; il en est de même de I:.

‘Nous arrivons donc a ce résultat définitif qui généralise une propriété
connue des ellipsoïdes homogènes de Mac-Laurin et de Jacob1

Dans le cas des ellipsai‘des homofacauæ de révolution, lorsque la quan—

nte' 1=Ja2—b°‘ croît de zéro à l’zhfinz, le moment cme’üque p. croît
constammentde zéro à !’ i'nfinz. [..,

B. — CAS DES ELLIPSOÏDES HOMOTHÉTIQUES.

15. On peut se poser la même question dans le cas où les ellipsoïdes de
séparation sont tous homothétiqueset de révolutionautour de l’axe de rotation.

Nous les écrirons
x‘.’ +)-,——:— ,,-——Zîe

——1=o,
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ou, en posant

9ä—aä=°ä» Pîî— bä=(r+?ü=) (977— aä) (l=const-),
.r’ y’+ z’* ——+. ————_,—1=0.
a,fi (1+À’)a;,

L’équation générale des ellipsoïdeshomofocauxà S., étant
æ2 y!+:!

T—;î+s—bî—I=OJP_aq P“ «!

nous désignerons par p,…. la valeur de p correspondant‘àcelui de ces ellipsoïdes
— passantpar un point P de S,,.

En tenant compte des égalités telles que

aä—bä=(pï——b‘îê) — <.o‘7ï—aä) =<Pä— a‘îî—>‘A* et posant
‘% = s,…» ou, plus simplement, s,,,

d’où
(,, (/

.’ 2

P(/,l‘ “à: Pq—E—âaq

et )

pä,p— :;=‘ïä:'”m a:,»  [
(I —— Î arc tangl> ,

’1 1

>,. = m (a:… tangl — m) ,

si _ 3 1 -. -(m),/J.“ 120.3 (31/— Îa.l‘C tanb)…,l>,

_ _3 l
. El]( 2>…,'“‘ 21202 <; arc tanbls,,—

1 + Pa,”;‘>
,

d’où, au point P de S,,, la valeur de la r0tation
m’ m'-’ 3+À2 3
EÎ=Ë%=( )œ arctangl— ?)?”

“LEA  Il

+ 2 3+X2arctan le s,, 3+P(1+253)
.

“v p % " a= 1+À‘-’eäq=p+l ‘

et, pour un point compris entre S,… et S…
Il

Cl)2 3"‘“)\2 3 3 )\'Z 8( 3 )\2 [ 2Ê2=( arc ““Si—““) Pp—1+Znq[
+ arc tanglarl— ’ Lili].v=n

  
2—1r }: 73 1” ? 1 + À=EË
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16. Si x, y, s sont les coordonnées du point considéré, p… vérifie '

x2 }.2+ Z2 _ l _ 02 2 2 __ 2 __ ’Pq,P _ “q PflJ‘ bv
avec & f+z2 _…

a“? (1—+—7fl)02
_ ’

5 étant le demi-petit axe de l’ellipsoïde homothétique passant en ce point.
Egalant les deux valeurs de y‘*’+ z‘*‘, il vient

(7) . Pm’e.”,‘+[(1+P)a*—P(æ‘1+ajÿ’)]sg—aä=o.

On prendra la racine en &, comprise entre 0 et 1 .

'l7. Écrivons que la masse du liquide comprise entre S,… et S,, est donnée,
il vient

4
' _. .

â7Tôp—1(‘+}*')(a}i—|_a}i)=Mp—h
d’où  , ' 3 Nla,î_,—aÿ,= _1Îi’ <p_p_1=4_fi ô:_—:>.

Prenant p = n + 1 , puis remontant de proche en proche, on obtient
’

a __ Pn
(1+À’).‘.’

3

«J‘H}z=(Hn+ Pn—1+---+w)

18. Le moment cinétique p. est égal à _

"+1 0',,.., a

p=47r(1+F)’23,,.,f 'ada‘f œ(a’—æ’)dæ.
‘ ' O',, 0p=2

Pour )\ = o, la rotation est partout nulle, le moment de rotation également.
_1 _Pour 7\ = 00 , w” devient nul comme 7r', donc ou comme )\ ”. On en déduit,

cp et a,… étant infiniment petits d’ordre % que p… est infiniment grand d’ordre %
Comme p. est une fonction continue de X, à chaque “valeur de 1 il correspond

donc au moins une valeur de p….

19. Mais il semble difficile de pouvoir affirmer que y… soit une fonction
toujours croissante de )\.

Posons, en effet,
n+1

k = & =2 a,…1<,….
p=2
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C'

,ou étant une fonction de a, :p et 7\, l’intégrale] œ(c°—æ2)dxest une fonc-
0

tion de a et )\, que nous désignerons par f(a, X).
Ona

a

K,,_,=(i+P)’/P af(a,l)da,
Il

d’où, en tenant compte de la dépendance de a,, et c,,_, vis-à-vis de X,1"“‘gô } '

ËÎdlflâ—=[;Àfap_af(a,À)da‘+(1+l’)fïîUôfda—2—3—a/[3_,f(ap_1,l)—a;,f(a‘,,,Â)n
' 21

=fp:::Eüîaf(a,

l)+(1+l°)aâ—{— Î £(a’f(a,k))] da

Remplaçantf( 0', X) par sa valeur, on trouve facilement

Up_,=f62%a‘(cr—æ’)[%œ +(1 + W)
3—î]— ??)—l’a? [(a‘-’— æ‘-’)

%; +
nam] }dæ

=f°VI)—1 dU;

“on se rend compte que l’on peut écrire
Il

O.); V,…= ô,…A +2A……II:/)

mais que A ne garde pas un signe c0nstant dans,tout l’intervalle de variation,
mais passe du positif au négatif lorsque a: varie de o à 6.

III. — Figures dérivées des ellipsoïdes homofocaux.

20. Établissons d’abord quelques formules utiles pour la suite.
Dans l’espace, on définit la position d’un point comme l’intersection des trois

quadriques de la famille
x! y! z! _ = [ie—ae+7æ_be+ie_c2 ’ " (“>’>C)

qui passent par ce point, et l’on obtient les formules classiques qui fournissent
a:, y, 3 au moyen des trois racines

p, % » <p>a>u>b>v>c>
de cette équation en 7\.

Journ. de Math., tome XXIV. —— Faso. 1, 1945. 9
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Si b tend vers c, on pose

b‘=c’+s, v’=c‘+sv”,__ IJ_2__ce_v’=smcp, Vp’—a‘-’= r1, Vp*——c’=r,, a’ c' =sin0, 
puis l’on fait tendre & vers zéro et l’on obtient à la limite les formules

a:': r1 cost),

y : Ï'2 sin 0coscp,
' : r2 sin9 sincp,

qui définissent les coordonnées d’un point au moyen des trois paramètres p,
6, <p. On obtient tous les points de l’espace en faisant varierp de a à + oo,
Gdeoàn,cpdeoàzn. .

Si l’on fait p= const., on obtient l’ellipsoïde
.æ- ’ + z‘m +

%‘ÎÎEË
'___ l = 0 '

de révolution autour de Ox.
Nous aurons besoin des cosinus directeurs on, B, 7 de la normale extérieure

à l’ellipsoïde en un point (0, cp).
On a

a
_

6 : Y .

3<m1
=U<:,æ> D<æ,y)’

€?) D(0, <?) D(0, <?)
 

on en déduit facilement
\/p’—— b’ 0050

\/p’— a‘3 sin’0 — b2 00520,&:  
B— y/p‘l—a’sinecosq} ,
‘ \/p’— a’ sin’0 —— b’ cos‘-'0

\/p‘— (:2 sin0 sin<p
Y =

\/p’— a2 sin’0 — b’ 005%).

   
Une fonction d’un point sur un tel ellipsoïde est une fonction de 0 et <p, que

l’on peut développer sous des conditions très générales en série de fonctions
de Laplace

f(0, <P)=ËYn(6, <?),

n=0

Y,,(6, q») =E(Aç; cospcp + Bç;sinpcp) Xç;.
p=0
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E0 étant l’ellipsoîde qui correspond à la valeur po de 9, une fonction harmo-
' nique sur cet ellipsoïde, V0 , se développe sous la forme

V0=EakRQSQYÆ(O, c?);
'

0

et le problème de Dirichlet relatif à cette fonction se traduit par les formules

V,- =2 dk S}: Rk Y/u
0

Vc=2akR‘,{. SkYk.
, ., .

On en déduit, par la démonstration classique appliquée à ce cas particulier,
que le potentiel d’une couche infiniment mince de volume algébrique nul
répartie sur l’ellipsoïde, de densité constante 3et de hauteur & définie en chaque
point par -

5 =2 @… Yk
l

est donné par les formules

v" = 32 …. sg. Rk yk,

vu: 62 akR,‘2 ski}, '

l
avec

411dk: en + !
 ôk (n, ordre de la fonction Rk).

Ona {: ‘
_0 V(Pä_ b”) (PË— a’ sin’0 ‘— b’ cos’6)

  
21. Nous nous proposons de chercher des figures infiniment voisines de

la configuration suivant des ellipsoïdes homofocaux, pour lesquelles existe un
régime permanent de rotations, obtenues en ajoutant à chaque ellipsoïde SA—

une couche infiniment mince Ch de volume algébrique nul, de même densité
et de hauteur variable a,. (nous écrirons dans la suite & à la place de s,,).

Considérons un point P sur l’ellipsoïde SI,; soit P’ le point dérivé de P sur
la normale en P à S,,. Les coordonnées de P étant œ, y, z, celles de P’ sont

x’=x+oœ,

Désignons par Vk(æ, y, z) le potentiel de l’ellipsoïde SA. en P. Le potentiel
d’un ellipsoïde Sk en P’ sera

dVk ÔVk
ôvk>

€Vk(x+as, .f.)=VMæ,y,z)+
<œæ +ôd—y +Y—Æ"
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Le potentiel d’une couche Ck sera, aux infiniment petits du second ordre
près, Vck(æ,y, z).

On doit avoir, pour l’équilibre sur la surface S,, déformée,

2 Vk(æ + as, ...) + 2 Vck+ % [(y + fie)’+ (5 + '\{E)’] =const.;

la rotation en P’ étant supposée égale à la rotation en P. On en tire
‘

av
'

av[E V/ç($, y: : )CÛ+_:(}2—l' {l)—] + £2\“ Ô—x
* @_Îj+ ”l

'à—zk>

+2V…+œîe(fiy+7z)=const.,

ou, le crochet étant lui-même constant,'

(_)V};
ÔV}_—+

ôvk
s[2<adx +5— 70”) +œ2((fig+yz)] +2Vck=const.

Utilisant les formules qui donnent les dérivées du potentiel d’un ellipsoïde sur
un point intérieur ou extérieur, il vient

—— & É ?),—Tr
[ax <Ê—î>_+

(Ô)’+YZ) (%)]r=l

1Æ<ä1—> .»—%—><-…>1;>
Il en Il

+ 2 “I' 2 (“k)/‘(Sk)r(Hk)/;Yk—l" 2 711] È (dk),7 (Bk),, (Sk),,Y'/ç=CODSL
r=1 k=1 :/=p+l I:=1

Des formules donnant oc, @, y, on tire

V(p‘;‘,—a*) (p},— b‘-’)cos- 9 aæ= 
\/pf, — a- sin-6 — b2 cos-9

\/(p‘f,— a”) (pi—b*)sinW ,
\/p}î— a2 sin‘-’6 — !)2 cos*9
  fiy+Yz=  

En tenant compte de la valeur de tu?, le coefficient de e dans l’éequation précé—
dente 5écrit

—«æ+…->â<>1[>: ><ä—a> +_<äa>;e]: — C \/p';‘, — a’ sin’9 — b‘* cosW, 
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C étant une quantité constante sur S,, et la relation prend la forme 
—CE\/pä— a2 sin-6 — b2 cos-"9 + 2 m2 (ak),()S;…(Rk)pY

+ 2 v;,, 2 (dk)q(Rk>q (Sk)p Yk : const.,
!] k

on, en vertu des valeurs de a et C,

âi [E<nrT %),—+ (1%), V
du,/l‘,]

(fils)/,

+ 2 nr(“k)r(sk)r(Hk)/z+2 flq(ak)q(Rk)q(Sk),,
%

: const.
' r !] ;

On en déduit que la constante estnulle et que toutes les quantités entre { }
sont nulles, ce qui donne une infinité de conditions, [: variant de 1 à + oo etp
devant prendre les valeurs 1, 2, . . ., n. 47r -

, Remplaçons et,, par 2" + 1
B,, et expr1mons les volumes T au moyen des fonc—

tions de Lamé; les équations à vérifier deviennent\.

  
RS. ,

'

B.S. ,*(8) Hifi/(£);
_(

3 )’]np
p—1 '

1 R, 1 S—
Ë (fi)/)EUr-(Rtsih—ä <È“)p É n,,(H1

1Rt)’l£(ô")flr=1 !]:/I+l
p_1 n

+……22,” ,<Sk->r<@k>r+<sm 2 ,,,]… (…)>,<ôk)>,=v
I'=l ‘ r/=p+1

On obtient ainsi, en faisant le constant et en faisant varierp de 1 à n,
n équations linéaires et homogènes aux inconnues B,. Si le déterminant de
ces équations est différent de zéro, tous les (% correspondantssont nuls.

La condition pour obtenir une figure infiniment voisine de celle d’où l’on
est parti est que le déterminant de ces équations soit nul.

22. On peut se demander si cette condition peut être réalisée. Dans le cas
de deux ellipsoïdes S. et Sa, le déterminant se réduit à

A2=Anï+ BY)1‘02+ CTJÏi;

_v_ 1 “Ri (RL—51h (PMS…A— 3<R,si>l(É)z[ —
3 ]2n+1

_ si (Rksk)2 (3151):
C—_3<R,> (R1R”)[T+I— 3 ]

avec    



:o MARCEL MENDES.

Pour que ce déterminant ait une racine positive en
2%

il suffit que A et C
2

soient de signes contraires, ou qu’il en soit de même des deux quantités entre
crochets dans A et C, condition que l’on sait pouvoir être réalisée (R,, doit
n’être pas divisible par R. ).

Donc, avec deux ellipsoïdes seulement, on peut avoir des solutions.
Considérons maintenant le cas de n ellipsoïdes et soit A,..le déterminant

correspondant. Si l’on fait ‘q,,=0, la condition A,,=o se réduit àA,…=o
relative à n — 1 ellipsoïdes. Supposons alors que la condition An_.: o puisse
être vérifiée par des valeurs n., m., . . ., n,,_. toutes positives. Pour n,, positif
et assez petit, on pourra avoir en général A,.=o pour des valeurs de n.,
m, . . ., n,… encore toutes positives.

Par récurrence, on voit donc qu’il est possible d’avoir A = 0 avec des 1] tous
'

positifs, quel que soit l’entier n. - -

25. Nous allons montrer que le système (8) ne peut avoir plus d’une
solution distincte.

Il nous suffit pour cela de montrer qu’un mineur d’ordre n — 1 est certai-
nement différent de zéro.

Les équations (8) étant mises sous la forme

affil+aî@2+….+aï ,,=o (i=1,2, ...,n)

[on a écrit @, pour (Bo/,], remarquons que l’on peut poser

“ii—| : (Rk)n—1ah aiî::: a,._1
. (j=i 2 ...,n—2).a{.=<Rk>nai, a::=a…

’ ’

Considérons alors le déterminantd’ordre n — 1 :

”_|a ,
015 da (22

_ 4 2 n—2 n—-l8 — all—2 all—2 all—2 all—2
| ? n—2 n—-tall—| all—l ' ' ' all—l an—t

| 2 n—2 n—l“n an (X,, GC,, -

('Rk)nMultipliant les élémentsde l’avant—dernièrelignepar et retranchant des -

(Rk)n——1

éléments correspondants de la dernière ligne, on voit que8 serait nul, soit pour
(Rk)n—i “ii—’ '— (Rk)naii:i: 0;

soit pour
«; . . . «';—“’

d’: _ = 0.a},_, . . . afi_â
a1 . . . a,,..,
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Or la première condition, qui équivaut à

31(Rk)n
[(Rtsi)n—inn—i+<%i>n _} 2::

"tÜI(R S.),.+ (%),.-. (R1RtlnYZn]
: 07

ne peut être vérifiée en vertu du signe positif de tous les r.. -
A cause des égalités

“£a—2=(Rk)n—zal (l=ly2, "vn—“B);

la condition 8’=o se ramène à une condition analogue à 8 =(; et se traduit,
soit par

“llÏ» — (Rk)n—2an—2= 0

ou

(R.S.).-.…-.+(â-—:n__)Z…(RS.).+ @_’…_2>
2…(R, R.),,=o

l]=:ïl— !

(irréalisable), soit par l’annulation d’un déterminant de même forme que 3’.
On verra de proche en procheque 8 ne pourraitêtre nul que si le déterminant

êêî«ïfl; [(RS.)m-.+<Ïg> (R..)S)-S.m+<—> Z…(1æp.)]
a1 ag

a.‘_. ocÎ:î  

était nul, ce qui est impossible.
Donc le déterminant8 d’ordre n— 1 est différent de zéro, et le système (8)

nepeut admettreplus d’une solution distincte.

24. Faisons dans les équations (8)

comme on le voit facilement, leur déterminant est nul et elles admettent
la solution

(@1)h=(Rt)z

D’après le résultat précédent elles n’en admettent pas d’autre et l’on a, d’une
façon générale,

(fil)/z: )‘(Bt)hi
X étant une constante.

Un résultat bien connu montre que l’on passe de l’ellipsoïde primitif
à la figure transformée par une translation suivant l’axe des a:, de grandeur

e=l(a2 — b?).

Pour lc: n = 1 , on n’obtient donc pas de figure nouvelle. Les figures
nouvelles ne commencent que pour k + n > 2.
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25. En résumé, la méthode de Poincaré appliquée aux ellipsoi‘des homofocauæ
permet d ’en déduire desfigures infiniment voisines obtenues en ajoutant à chaque
ellipsoïde une couche infiniment mince de volume algébrique nul, avec conser—
vation de la rotation lorsqu’on passe d ’unpoint à son dérivé.

Il y a une infinité de conditions à vérifier, qui se décomposent en systèmes
de n équatio‘ns linéaires et homogènespar rapport aux coeflïcientsqui définissent
la hauteur de la couche en chaque point. On obtient une nouvelle figure si le 


