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. La rotation de Uellipsoide hétérogéne
. . .. . étudide au moyen des fonctions de Lamé;

Par Marcer MENDES.

I. — Théoréme de M. Hamy.

4. Considérons un fluide dont les éléments s’attirent suivant la loi de
Newton, formé de couches homogénes en nombre fini n de densités allant
en croissaunt de la surface vers l'intérieur, séparées par des ellipsoides ayant
méme centre O et mémes directions d’axes Oz, Oy, Oz, tournant autour de
I'axe des z.

Nous désignerons par S,, S,, ..., S, les surfaces de ces ellipso’ides, S, étant
'ellipsoide extérieur, par T, le volume de I'ellipsoide compris & I'intérieur
de S, et soient :

8, 8ay . . ., 0, les densités respectives des couches,
Ny Nay - -+, Mo les différences, toutes positives par hypothése,

Pi"o? P2—P1y -y Pn— Pn—a-

Nous considérerons 'ellipsoide Sp comme appartenant a la famille de qua-
driques homofocales

a? & =2

-+ +
¥ B s E
—a o BE—b P

-—1=wv,

la valeur de A fournissant I'ellipsoide S, étant g,,.

Par chaque point (x, y, 5) de I'espace, il passe trois surfaces de cette
famille; nous désignerons selon I'habitude, par p la racine en A de cette
équation qui fournit une ellipsoide, par u la variable associée dans la théorie
des fonctions de Lamé :

pl=pu+ 3 (a-—l— bl+c});
it et p varient en sens inverses dans leurs intervalles de variation.

2. Nous nous proposons de chercher les conditions d’équilibre de la sur-
face S.. Ferivons nonr cela ane la résnltante des attractione doc divarces
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couches sur I'unité de masse placée en un point quelconque P(z, y, 3) de S,
et de la force centrifuge en ce point est normale & la surface S,. On sait,
d’aprés M. Hamy, que I'on peut remplacerI'attraction des couches de densnéso

par celle d’ellipsoides de densités .
Si r et g vérifient r<p<gq, P sera intérieur a S, et extérieur & S,. Les
composantes suivant Oz de 'attraction en P d’un ellipsoide S, et d'un ellip-

soide S, sont respectivement (')

X,= — Nr T (Ri>r

. Sy
X:/:'— l:/ <R1 >(’ x}_

ot les fonctions R. et S, sont les fonctions de Lamé (notations de Poincaré).’

1

(%IZ), désigne la valeur sur Dellipsoide S, de E calculée au moyen‘de‘s

valeurs a,, b,, ¢,; ('SR_I) ] désigne la valeur en P de calculee au moyen des
t/q,

valeurs a,, b,, c,.
Les composantes de I'attraction totale en P sont donc

X’““’”E”’ (R,>,_x 2 ""T”<l%>q,p’

r=t g=p+1

w étant la valeur de la rotation en P, les conditions d’équilibre'sont

X Y +wy Z—i—m,.
;(Rl)/al T(R")p

s (R X Y (RAVX O Z
w = R2> ;—;_(Rn »e 5

L’égalité des deux valeurs de » donne

o o) S ) - S, ]
2[<>(>]z[<><>]

Nous supposerons dans la suite cette condition et toutes les conditions ana-
logues vérifiées.

(R )/n

(1Y On qnnnnee la cnafficient d’attractinn éoal & 'unité.



LA ROTATION DE L'ELLIPSOIDE HETEROGENE. 53

Si, en particulier, tous les ellipsoides de séparation sont homofocaux, on
peut supposer tous les a,, b,, ¢, égaux respectivement a a, b, c, et cette
équation ou I'on fait p =1, se réduit, en vertu des égalités telles que

S, _(i)
<H1>l/,l‘_ R1 /1’

<R§—P\f:1

W R1 Sl)i = (R;-.82—— B?Sit)n

ce qui montre que ellipsoide extérieur est un ellipsoide de Mac-Laurin ou
de Jacobi.

3. La valeur de w différe en général d’un point a I'autre d’'un méme
ellipsoide. Pour que tous les points d’un méme ellipsoide S, soient animés
de la méme rotation, il faut que la valeur de w?, c’est-a-dire

- p n -
R;\? S, S,
- (E)F[E'ﬂrTr(ﬁ;>r+ 2 YMT'/<B—1),,,1)J
r=1

J=p+1
p n
SQ S
[ 5]
r=i : L g=p+t 2

ne dépende pas des coordonnées de P lorsque P se déplace sur S,, donc qu’il
en soit de méme de

n

R\*/S, Sy
2w (1), (%), ().

(y=p-+1
ou de

(a) Z [ Rz (), % (8),,)
. q=p+1

‘Faisons p=n —1; la quantité précédente se réduit alors a4 un terme. Si 'on
ne fait pas d’hypothése particuliére sur S,_, et S, la racine ¢ de I'équation

CY °

3 x? y: 5
) yCupy sl Gy > AR puaps

e

—1==o0,
dépendrait des coordonnées z, y, z de P et il faudrait que la dérivée de (2)
par rapport a p? soit nulle, ce qui donnerait

(Ry)7 (Ra)7

Roze  (Roge 0

=
R. /. 02— b2

ou

B
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La valeur de p, lorsque P se déplace sur S,_,, serait alors constante : S
et S,_, sont donc homofocaux.
On peut alors supposer

n

A= p—y, bp= bn-—l, Cn=Cp—y,

et, en faisant p = n — 2, on est amené a écrire que la dérivée du seul terme

S . (S
2 2
(R1 )n—2 (Ri>n,l' (Bg )"_2 (R‘_’)n,i’

par rapport a la racine ¢ de I'équation (3) est encore nulle. On en déduit
que S,_, est homofocal 4 S,_, et S,.

Le raisonnement se poursuit de proche en proche et 'on arrive a cette
conclusion :

Pour que tous les points d’un méme ellipsoide soient animés d’une méme
rotation, il faut que tous les ellipsoides de séparation sotent homo focauzx.

La réciproque est vraie, comme on le voit immédiatement.

4. Placons-nous dans le cas ou tous les ellipsoides sont homofocaux.
On peut alors supposer respectivement égales a a, b, c les quantités a,
b, c;. L'inégalité w* > o se traduit par '

S G (). TR, -G S mee o

Supposant « > b, on a

R,\2/S, Sg . RS, —- Rtsz
(®).(R),~ (&), =(==), <

. B S - Ro S-) * - Ly
car la fonction U = 'HR—Z croit constamment avec p, comme on le vérifie
2

facilement, et est nulle pour p = o ; et, en vertu de
R, R,
<E—2>l’< (R—2>,.’ hd
Ri\?/8S, S, \ Ri\?/S, S,
(®).(&).~ (&)< (&). (&), (&)<~

Les ellipsoides de séparation des diverses couches ont donc leur petit azxe dirigé
suivant 'axe de rotation.

n
(') La quantité Z 14T, a une signification simple : elle représente la masse contenue

g=p+1 :
a lintérieur de S,,,, diminuée de la masse que contiendrait S,,, supposé homogéne de
densité d,,.



LA ROTATION DE L’ELLIPSOIDE HETEROGENE. hh

8. Supposant toujours tous les ellipsoides homofocaux, cherchons si @ peut
étre la méme pour tous les ellipsoides. Désignons par wy la rotation de S,.
L’égalité de w, et ®,., donnerait

»
(&)~ (&), )2 ()
[(Rz r Ry/pi ;m “\Ry />
R;S;—R;S, R, S.—R S,
+[( R} )/» ( H )I‘+1l 2 Ty =0

Or, chaque terme du premier membre est positif, comme il résulte du fai
que la fonction désignée par U croit avec p.

La condition précédente ne peut donc étre réalisée et 'on retrouve le théo
réme de M. Hamy (') :

Une masse fluide en équilibre relatif, dans laquelle la densité croit constammen
de la surface au centre, ne peut pas admetire des ellipsoides comme surfaces d
séparation de ses diverses couches homogénes.

6. La comparaison de w, et w,., montre que l'on a

Wp< Dpiyq.

La vitesse angulaire va en croissant de la surface au centre.
Comme cas limite, la vitesse serait la méme, nulle sur toutes les couche:
pour a==b =c: les ellipsoides se réduiraient & des sphéres (*).

7. Dans le cas ou tous les ellipsoides sont homothétiques, l'inégalité w? > ¢
donne ‘

Sen[G)- (1 SenfR) ), (), )=

Supposant a > b, le premier crochet est négatif, comme on I'a vu. En vertu de

r),= (&), <(k);
) =) < (2
(R‘! p R‘! q Re q,l"’

le second crochet est inférieur a
N S,
- (E) q.P’

(&), (%)
. R! q,P Ri q,pP

donc négatif également.

(*) Haxy, Etude sur la Sfigure des corps célestes (Annales de I’Observatoire de Paris,
t. XIX).
(*) Cf. Veronngr, Thése, p. 19.
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Les ellipsoides de séparation des diverses couches ont donc encore leur petit axe
dirigé suivant I’axe de rotation.

II. — Etude du moment de rotation.

A. — CAS DES ELLIPSOIiDES HOMOFOCAUX.

8. Nous supposerons que 1’on a affaire & un fluide formé de liquides de
densités différentes, la masse de chaque liquide étant donnée, et que les
ellipsoides de séparation des diverses couches sont homofocaux et de révolution
autour de I’axe de rotation pris pour axe des z; toutes les égalités (1) seront
alors vérifiées.

L’équation générale de ces ellipsoides est

x2 y2+5!
p‘l_ a‘! + p!_ b!

—1=o0 (a>b),

que nous écrirons également sous la forme

x? 2 P2
ry yv + s —1—0,
or o417 ’
€n posant
p?— at=a?, @ — D=1

Le moment de rotation du fluide est

— 2 drt da ri=y*-z?
F_ﬂﬂ‘aw’ dr® d ( d, densité )

Si I'on fait = constant dans 1'expression

g+ 12
ri=— (a*—z?),

g?*
d’ou, en tenant compte que » dépend de ¢, mais non de z,

n—+1

%t gty ¢ ottt 1
—_— 2 a2 . — — 2 .2
2“26”“‘/ ©—s 2ada£ (¢ w)l p <’_‘(a' a:)]dw

p=2

on obtient

ll

— z* )] da?,

+

L’intégrale relative a  se calcule facilement; elle est égale &

?—; (50°+ 1),
d’ou
n—+1

lSP _26,,_,/ w(g?+ 1) (5024 1%) do (ep=Vp2—a?, Ons1=0).

p=2
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Proposons-nous d’étudier comment varie p. lorsque < varie de o &4 + o.
Nous sommes amené a étudier la variation de

__L5p
k=gr

Nous poserons

n+1

k= 81 Koy,

pP=2

avec
. Gp—y
K,,_,—_-‘/‘ w (o4 7%) (502 + 72) do,
%

la valeur de w étant celle de la couche qui correspond & la valeur de o.

9. Si M,_, est la masse du liquide compris entre S, et S, ,, ona

/A
g“ap—i [(RiR3)p—1 — (RiR3)p] =Mpy,

que nous écrirons, en posant

Op1(Gpy +7%) — 0p(0)+ ) = Pyt
La derniére de ces relations donne plus simplement
Gn(0:+7%) = Hn,
d’ou, en remontant de proche en proche,

Tn—1 (72—1 + 1) = Pn+ Pn—r,
Ono(O3_ o+ T°) = P+ Pnoa =+ Pn—2s
Posons
e R el o

on aura, d’une facon générale,
op(op+ 1) = p,.
Cette équation, ol v, est donné et < est supposé connu, admet une seule
racine positive en g,. o, est donc une fonction de 7, dont la dérivée est égale &
do, 20,7

dr T 3o+t

10. Tenant compte de ce que s, et g,_, sont ainsi des fonctions de 7 et que
dépend également de o et 7, on a, w, désignant la valeur de w sur la surface S,,

Op—s
d%:f [47(3a?+72)m+(0‘-’+r‘1)(502—|—r=) d—w]do
A x|

O (o2_,+72)(5¢%_,4-7%) e op(a5+72) (5o3+12)
P 3¢+ 1 P 303+ 12 ’

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 1, 1945. 8
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ce que l'on peut écrire

MARCEL MENDES.

de—l___ % ’.‘ 2 2 2 3 2 2 0w
T—»/;,, l[;t(?yc—{—. Yo + (g2+ 1) (be +T)7)_':

e o ) Gp—1
,_21'1)_ ﬁ)o‘(a ' 12,,)(50; +1*) }da’:f ' Uy do.
do 3o+ 72 ) c

;
On vérifie I'identité

(o4 1) (9o + 20%1 + 1%)

1 — o . Jdw 207 Odw
U,i=210 BoT oy + (e*+ 1) (507 +1-2)< — )

ot 3+t do

® Up 90' + 20202+ 1 w? 0 [ 20T 0 w’)].
T o4 1 = (302 + 72)° 2——{—(00 +T)[d—f(ﬁ>_3a‘-’+‘t? dc(—

11. Calculons w. On a, sur lellipsoide S,

weor= B (), (R ). LR), - (RG] Z v

d’ou, sur une couche comprise entre S,_, et S,

R p—1 n
’ . 'Sy R,\*/S, S, R;\2 S,
(4) ’J’ —ZﬂrTr[(E>r——(R—:> (R—|>,]+|:ﬁ; -—(m) EJEVMTW
r=1 g=p

les fonctions de Lamé sans indice étant calculées sur la couche considérée.
Le calcul des fonctions de Lamé peut ici étre poussé jusqu’au bout; on a

( Pq:\/p’— a*—o,
Rq:\/p’— br—=\/o*+ 2,

“d * d 3
() —3f u—-3f -a-;-(-;_,—:_—TT):;(;_—%arctang;)a
"du o 3 ]
——3f 3f<?:.f—> PP (f‘*““’“g' a-+f*)

En remplagant T, et T, par leurs expresslons au moyen des fonctions de
Lamé, on trouve, toutes réductions faites,

ot » T° o+ 1
r==i

2 2 4 2
__2 [“’ 3%+ arclangal_.a_’._._._za 6__.’+T]

n
1 30”+‘: arclan 3 c 2 ,
T et g TRt Ngtry:
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Le calcul des dérivées de %—r peut s'effectuer sur cette valeur, ou, plus

simplement, sur ’expression (4) de w?, au moyen des formules

9/S\__ 3
d_a( )—__a(o*—i—r’)’

9 3 30+ a7
:—arctang 1‘” m)v
( ) v+1')

-t
v

Tenant compte,de la dépendance des o, et o, vis-a-vis de 7, on trouve

3o
— —arctanva_ -+ m(?yo‘-ﬂ— 57).

Il

4
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B . p—1 ' |
W\ __ 4o Zn (62417 % arc tang & —1) 4 ——— arctano
do\arn) @+ o)kt T °a, (g + 1)t ;7 anp-q,
r=1

q=p

o2 5o+ 37 ) Jo2+ 1

.00+ at2el + 1t

+ 40°

d("”> 2,71 @ TP (e ) (307 + ) (e + 12)?
ot\an) &

o, goto2+ 303t +160%0 212+ 302+ 8ot +-1°
T e+ (% + 1)

. n
o(got+131*) 9o+ 160724 37 L K
— ————arc tang - 2 N My
3ot 1)t Tt ) c LA

q=p

On peut donc écrire

pP—1

(6) = .U’H "ZA -+ ‘\Zn,,p,,

T ot 1t

r=t f=p

12. CarcuL bE A. — On trouve B

A— 045cﬁ+47c‘1"+190=1"+r“ B 135a“+14w‘13+37c’r‘—1ﬁarcta T
— (g +17) (30t + 72)° (e +1%) (3ot 4 1) "85

. T
_a—ﬁarctang;,

« et 3 ayant des significations évidentes.
Posons

o T 456+ 4yttt + 190t 4+ 0
X=~-— g — — -
B aretang o =90t (3c2+12) (1350%+14 1072+ 3 0%t — %)

T
— arclang -»
ga’

.et considérons X comme une fonction de 5
On a v
{ 182250 + 319950 t* + 30681007 1
dx | +151470%1%+ 300905t + 3450110+ g1 ottt 4 1t %

E:—gt (30%+7*)2(13540° + 1410*7° + 3nottt — 1%)® - PPN

e 9 ’ T
+ 2(302+ r-)Jarc tang
-
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) (3ot dX . o .
et I'on en déduit que —- a le signe contraire a celui du polynome
do )
6075012+ 12 9600072 + 7 94708 T + 187207 + fogot Tt 4+ 111000 7',

donc est négatif.
Le polynome 1356°+ 1416*7*+ 376" —1° ayant une racine positive o,
et une seule, on a le tableau de variations suivant :

g | o oy + e
a _ _
deo
T
X[= Ny —o |+ N o

Or A a méme signe que X pour ¢ > a, et signe contraire pour ¢ < g,. Donc A
est toujours positif.

13. CarcuL b A,. — On trouve
. (3024 12) (50 + 1) 4050+ 4500t + 1720 T + 02Tt — 78
A,=060} — =3 — Y 3 s -
t(o*+17%) (30F +12) (62 + 72) (302 + 72)*
B p._’, 1350° + 14104t + 350t — 18
T e, (e + 72) (302 + 12)
o 1359°+ 1410* 72+ 3707t — 7° arc tangT
Hr (ot +12) (302 + 1) °a,
Posons _
(e + ) A, = o, — B, arc langai,
puis
o T
Y, = -— — arctang—
B "o,

et considérons Y, comme fonction de 5. On a

dY, 1 (.dar _dB
do — By, P e a’%)

et
(30 +72) [, da, dB
8 (ﬁ T “%)
10935012 4 16 200 61972+ 5 571087 — 7200%1° — 3470418 + fo @ Ti04- 712
- (302 + 12)*

3602
+ m(lxsa‘ﬁ— 9ottt — 27°%).
Réduisons au méme dénominateur les deux fractions du second membre;
le numérateur de la fraction obtenue est égal &

—302( 60750+ 11340672+ 6867 5%* +- 2664 5575+ 1 273 078 - 364 027104 257%)
— 12(10935012+162000'%72+ 5571 0% —  9200°t°— 3470'7+ fooitio  112),



" LA ROTATION DE L’ELLIPSOIDE HETEROGENE. 61
En vertude s,>0,0na

— 302 (1273047 + 36402710) + 73(7200°T° + 34704 78)
<—30%(12730%7t* + 3640271) + 12(7200°7° + 34704 8) < 0.

On est donc assuré que B%‘;’ —arg—f est une quantité négative. Y, est

donc une fonction toujours décroissante de o.
Eanvisageons les valeurs extrémes.

1°* Pours=o,0na

- 6gitt o B gt 512— 30}

"7 3ol o, "t oty 303

B =—7,.
d’ol

T 57— 32 T

Y )o=— — 6} ———"" — arctang-—

(XYr)o pr "1+ 30} o,

T g,.(5u,. — 8o} T
= LP"—"') — arc tang —~

B i+ 30} o

O .ﬁ f .l d(Yr)o l . .
n vérifie facilement que —— a le signe contraire au polynome en o,

8ol + 11,08 — 12,
qui a une racine positive
1 5
(o) =ap,? <0<a< 8)
(7) désignant la valeur de t qui correspond a (c,), on obtient, en remar-
quant que o, et T varient en sens inverses, le tableau suivant :

T I‘o () ~+ o0

d(Y,),
dr

(Y,)o | 0 \, min. /v—g

— +

On a remarqué que pour T = o, . gardant une valeur finie, o, est nul, donc

~

T S0, T T
Y )y=— - L —arctang- — — —»
(Xr)o o7l 85 2

Donc (Y, ), est toujours négatif.

2° Pour 6 = «, on a 6,= o, (1, = =, = étant quelconque. On a alors

. hobd | . 150" w135 ¢t
ar= -?a + 607 307 o 3 =
4 21
=—150+ 45 7,
o, T
__135¢* .ot

ﬁ_3‘1'-"_' ©’
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| T T
+ — -— arclang — —o.

(Yr). —_gy g, g,

On tire de ces résultats partiels le tableau suivant :

g 0 7y -+

Yo [ (=) Ny —o | +o N\ 'O ' -

Y, estdonc négatif pour ¢ < a,, positif pour ¢ > a,.
A, ayant méme signe que Y, pour s > g, et signe contraire pour ¢ < a.,
on en déduit que A, est toujours positif.

14. Lesquantités A et A, étant essentiellement positives, (6) montre que U,,_, -
est positif, si w est supposée positive. On a donc

R de—l

—_—— > (4}

dr

et
dk

& =0

k est une fonction toujours croissante de <.

Pourt=o0,0naw=o0,d'ou K, ,=oetk=o.
Pour 7=, on voit que le produit (s> 'r’) (50°417) est de lotdre

de wt*; or, pour = trés grand, w est de 'ordre de = 7, donc w(a*+1?)(53+1?)

est de l'ordre de <*; et 5,_, et g, étant de I'ordre det—2,K,_, devient infiniment
grand; il en est de méme de .

Nous arrivons donc a ce résultat définitif qui généralise une pr0pnété
connue des ellipsoides homogénes de Mac-Laurin et de Jacobi :

Dans le cas des ellipsoides homofocaux de révolution, lorsque la quan-

tité ~=\a>—b* croit de zéro & linfini, le moment cinétique @ croit
constamment de zéro & U'infini.

L

B. — CAS DES ELLIPSOIDES HOMOTHETIQUES.

18. On peut se poser la méme question dans le cas ou les ellipsoides de
séparation sont tous homothétiques et de révolution autour de I'axe de rotation.

Nous les écrirons

x? }3+;3 )
7+ Sr gy TI=0
prn—a,  p—bj
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ou, en posant

pr—ai:=o0}, Ps— ,,_(l+) y(pp—aj) (A =const.),
x® Yi+s —o
a"+(1+7\’)a —r=

L'équation générale des ellipsoides homofocaux a S, étant

z* Y+t
p’—a'-’ +Pz__b2 —1=0,
q 9

nous désignerons par p, ,, la valeur de ¢ correspondant a celui de ces ellipsoides
- passant par un point P de S,.
En tenant compte des égalités telles que

D]

aj— b= (pi— b}) — (pi—ai) = (pk — ai) 1

et posant
- /o3 —a .
\l/{;p—’—/— =z,p ou, plus simplement, ¢,,
. e — &, '
'd’ou
. . 02 — a2
Pl;,l'— ﬂ&: 'l s;_; 4
et

" N ).’e}-’!
p‘;xp_béz 2 (Pr/_al)y
q

les expressions (5) des fonctions de Lamé donnent
(&)“ =t
Rg P - I+ )\2 ’
(%—‘-) :%(:—~ %arc langl),
1/r .
Sg . 3 1 L 3 1
(E), == _27\20';“. Xarc angA — ——I T >
S 3 -
(ﬁ)q I.: 7«’_0‘} (e,,— %arc tangla,),

S, 3 €y
(R2> = S35 (arctana)\s,, ;—_*_—)\-—57>,

d’ou, au point P de S,, la valeur de la rotation

. 2 2
W __wp :(3;)‘ arc tang A — %)P/’

2 2w
+2nv[

Jq=p+1

arc tang)\e' —_ _)TS w],

L+ A e,,_

et, pour un point compris entre S,_, et S,

0 (3422 “+ A2 &y 3+A%1+42¢2)
2_1r_< T alctam)\——ﬁ)p,,-;—i—zvlq[ 3 arc tang he,— )‘Q_W]



64 MARCEL MENDES.
16. Six, y, 5 sont les coordonnées du point considéré, ¢, , vérifie -

.Z"Z }»2+ 52
3 3 ) 3
pgp— a5  Pqr— _b'/

—1=o,

avec

2

z* yi+3°

& hrme T

s étant le demi-petit axe de ’ellipsoide homothétique passant en ce point.
Egalant les deux valeurs de y*+ 32, il vient

(7 SRz 4 [(1+ %) e — R (22 +03)] g2 — gi=o.

On prendra la racine en ¢, comprise entre o et 1.

17. Ecrivons que la masse du liquide comprise entré S,_, et S, est donnée;
il vient :
g‘ 116,,__1(1 +}\3)(a;5_| bt 02) :Mf’""
d’ou
3 g3 — Pp— __iMp—i .
Tp—1— %=1 Y (1"'1)—1 =i 6p_1>

Prenant p = n 1, puis remontant de proche en proche, on obtient

I}
Pp = (Pnt pnmt o prp) ™

18. Le moment cinétique p. est égal a

n+1

Gpy o
1.1:41!(14—7\’)’26,,_.,[ ‘ada’f o (ot — 2?) dz.
: O',, 0

p=2
Pour A = o, la rotation est partout nulle, le moment de rotation également.

—1 .

Pour A = «, w? devient nul comme A~', donc ® comme A *. On en déduit,

g, et g,_, étant inﬁniment petitsd’ordre ;, que p est infiniment grand d’ordre (-;

Comme . est une fonction continue de A, d chaque valeur de '\ il correspond
donc au moins une valeur de .

19. Mais il semble difficile de pouvoir affirmer que p. soit une fonction
toujours croissante de A.
Posons, en effet,

n—+1
k= 4% =331 Ko,
p=2
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-]

.w étant une fonction de o, z et A, l’intégralef w(o?—a*)dz est une fonc-

0
tion de ¢ et A, que nous désignerons par f(g, 1).
Ona

Kpy=(1+ )\’)’f Pﬂo‘f(c, A) do,

»
d’ot, en tenant compte de la dépendance de g, et 5,_, vis-a-vis de A,
1

, g 2
L _uf af(a‘)\)do'+(1+7\?)f o dr—23 o3\ S e =i S (o) |

.—f —I[élaf(a N+ (1+2)e df %%(U’f(““)]d”

o,,_,
= f U do.

Remplacant f(g, A) par sa valeur, on trouve facilement
U,,_,_f {a(a-—xi)[_wq-(l-f-h) 0;‘\’] 23)‘ [(0' — 2 )d +zch }dx

) - f Vi do;

on se rend compte que I'on peut écrire
n
®
o Vpa=20,4A +2A,,n,,,
y=p
mais que A ne garde pas un signe constant dans tout I'intervalle de variation,
mais passe du positif au négatif lorsque x varie de o 4 6.

III. — Figures dérivées des ellipsoides homofocaux.

20. Etablissons d'abord quelques formules utiles pour la suite.

Dans ’espace, on définit la position d’un point comme l'intersection des trois
quadriques de la famille
2t y! z!

+ =
Ry SR Sy

—1==0 (a>b>c)

qui passent par ce point, et I’on obtient les formules classiques qui fournissent
x, y, 3 au moyen des trois racines

o v (p>a>p>b>v>e)

de cette équation en A.
Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 1, 1945. 9
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Si b tend vers ¢, on pose
bt—ct4 ¢, vi=cl+ev'e,

v/ =sing, Vor—at=ry, Vor—ci=r,,

puis I'on fait tendre ¢ vers zéro et ['on obtient a la limite les formules

x =r, cosf,
Yy =rsysinfcosg,

5 =rysinfsing,

qui définissent les coordonnées d’un point au moyen des trois paramétres p,
8, 9. On obtient tous les points de I'espace en faisant varierp de ¢ & + w0,
fdeoan,pdeoaz2n.

Sil'on fait p = const., on obtient l’elhpsonde

2 2 2
_.L‘_,_-Z_.if:
t—at bt

—JI=0

de révolution autour de Ox.

Nous aurons besoin des cosinus directeurs «, 3, y de la normale extérieure
a I'ellipsoide en un point (0, ¢).

On a

a
D(y,s) D(s,2z)  D(ax, y)’
D(6,9) D(9,9) D(8 9)

on en déduit facilement

y— Vp*— &% cost
- Vp*— a®sin* — 2 cos'0
6— V@ﬁsinﬁcos@
= b
Vot — atsin®® — b2 cos?l
y= Vp*— a*sinfsing

Vpr— a?sin*0 — b2 cos? '

Une fonction d'un poiht sur un tel ellipsoide est une fonction de 0 et 9, que
I'on peut développer sous des conditions trés générales en série de fonctions
de Laplace

f(9,9) :ZY,,(G, ?)

n==0

Y. (9, @) =2(A¢; cospo + B sinpg) X2

n=0
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E, étant I'ellipsoide qui correspond 4 la valeur p, de p, une fonction harmo-
" nique sur cet ellipsoide, V,, se développe sous la forme

Vo= a:RISPY4(0, ¢),
0
et le probléme de Dirichlet relatif a cette fonction se traduit par les formules

V,- :Z oA ngk Y/c,
o

Vo= R} S Y.
° .

On en déduit, par la démonstration classique appliquée & ce cas particulier,
que le potentiel d'une couche infiniment mince de volume algébrique nul
répartie sur 'ellipsoide, de densité constanted et de hauteure définie en chaque
point par -

e = BrlyYs
1
est donné par les formules
Vi= 52 o SERe Yy
1

VU: 62 O:kR,? Sk Yk, '
13

avec
4
O —
2n+1

B (n, ordre de la fonction Ry).

On a

1

lo== ,
TV — Y (p2 — a?sin?@ — 6% cos?0)

21. Nous nous proposons de chercher des figures infiniment voisines de
la configuration suivant des ellipsoides homofocaux, pour lesquelles existe un
régime permanent de rotations, obtenues en ajoutant & chaque ellipsoide S«
une couche infiniment mince C, de volume algébrique nul, de méme densité
et de hauteur variable ¢, (nous écrirons dans la suite ¢ a la place de ¢,).

Considérons un point P sur I'ellipsoide S,; soit P’ le point dérivé de P sur
la normale en P 4 S,. Les coordonnées de P étant x, y, 3, celles de P’ sont

' =x + ac,

Désignons par V,(x,y, 5) le potentiel de 'ellipsoide S, en P. Le potentiel
d’un ellipsoide S, en P’ sera

) — s AL oVi | 9Vi
Vk(x“—asy---)—Vk(xy);v)—*‘(a% +ﬁd—y +Y‘E~>E
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Le potentiel d’une couche C, sera, aux infiniment petits du second ordre

prés, Ve (x, ¥, 3).
On doit avoir, pour I'équilibre sur la surface S, déformée,

2 Vilz + ag, ...)+ 2 Vet % [(¥+Be)+ (5 +ve)2 ] = const.,

la rotation en P’ étant supposée égale A la rotation en P. On en tire

_ w? o4 - . A de oV,
[ka(x)yy“)_'";(} +”)]+52 d.Z‘-+ﬁ nd“>

+ 2 Ve, + we(By + 75) = const.,

ou, le crochet étant lui-méme constant,
v dV oV
& [2( =k @ L 0_‘) + w(By —+—'(z)] +2Vck_const

Utilisant les formules qui donnent les dérivées du potentiel d'un ellipsoide sur
un point intérieur ou extérieur, il vient

S oo () oo ()]

r=1

- . Si . ) 52 n ] - ) ‘ )
_k_s lax <E>/f+ By +7v5) <R_2>,;1 22 11;,,[‘,/4- we (By + Y~')

+ 2‘ Th (o )r (Sk)r (Ri)p Y+ 2 Ny 2‘ (otk)q (Ri)y (Sk)pYi = const,

r—=i =1 ¢ =p+ k=1

Des formules donnant «, {3, v, on tire

A {(p2 —a®) (p? — 6?) cos’9’
Vp3 — a*sin*f — b cos*d
V(ps — a*) (p3 — b?) sin*6
b
Vp? — a*sin*§ — b cos®d

ax -+ ﬁy+y~ —> \/p,, \/p,,—aﬂsm*G——b’cos’G

axr =

Py+ys=

En tenant compte de la valeur de w?, le coefficient de ¢ dans I'équation précé-
dente s’écrit

[ e G [2 o (). (), B

= — Gy/p? — a*sin*0 — b* cos?0,
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C étant une quantité constante sur S, et la relation prend la forme

—Cey/p2 — a*sin®f — b% cos®0 + 2 Nr 2 (ot )r(Sk)r(Ra)p Y
&

"

+ Ny 3 (@)a®idy (S0), Ye = const.,
q k

ou, en vertu des valeurs de z et C,

) ‘ [Z (), + (7)), X wﬂ»] (Bo)s
k=1 r N 7 |
-+ 2 ﬂr(ak)r(sk)r(ﬂk)/z+ 2 nq(ak),,(l'{k)q(sk)” 2 — const.
r 7 )

On en déduit que la constante est nulle et que toutes les quantités entre { }
sont nulles, ce qui donne une infinité de conditions, % variant de 1 & +w et p
devant prendre les valeurs 1, 2, ..., n.

4
2n+1
_tions de Lamé; les équations & vérifier deviennent

[(Rksl‘)/l __ (Rlsl)/‘] .n,

Remplacons «; par B« et exprimons les volumes T au moyen des fonc-

(8) an+1 3

p—1 . n
1 R1 1 Sl - ]
- g (E)/)g ")I'(Rssl)l‘_ g (R’;)p Z Y)q(Rll'{j&)llg(ﬁk)p

7=r+1

p—1 n

+ (Re)p D = (Sr(Ba)r -+ (Se)y 3 = (Re), (Be) = o.

2n +1 2n +1
r=i . g=p-+1

On obtient ainsi, en faisant 4 constant et en faisant varier p de 1 a n,
n équations linéaires et homogénes aux inconnues (. Si le déterminant de
ces équations est différent de zéro, tous les 3 correspondants sont nuls.

La condition pour obtenir une figure infiniment voisine de celle d’ou I’on
est parti est que le déterminant de ces équations soit nul.

22. On peut se demander si cette condition peut étre réalisée. Dans le cas
de deux ellipsoides S, et S,, le déterminant se réduit a

A= Ani+ Byyn.+ Cni,

1 R, (ReSp) (RS,
A= 3(R"Si)1 (E), [2n+1 B 3 ]’

—_ (S (ReSe):  (R,S)),
C= 3(R,)1(R’R‘)2[2n+l_ 3 ]

avec
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Pour que ce déterminant ait une racine positive en :’7‘, il suffit que A et C
2

soient de signes contraires, ou qu'il en soit de méme des deux quantités entre
crochets dans A et C, condition que I'on sait pouvoir étre réalisée (R, doit
n’étre pas divisible par R, ).

Donc, avec deux ellipsoides seulement, on peut avoir des solutions.

Considérons maintenant le cas de n ellipsoides et soit A, le déterminant
correspondant. Si l'on fait n,=o, la condition A,—o se réduit 34 A,_,=o
relative 4 n —1 ellipsoides. Supposons alors que la condition A, , = o puisse
étre vérifiée par des valeurs v}, 1, ..., 1., toutes positives. Pour v, positif
et assez petit, on pourra avoir en général A,—o pour des valeurs de v,,
Tay . .y Na_s €NcCOTE toutes positives. »

Par récurrence, on voit donc qu’il est possible d’avoir A = o avec des v, tous
positifs, quel que soit 'entier n. ‘ :

23. Nous allons montrer que le systéme (8) ne peut avoir plus d’une
solution distincte.

Il nous suffit pour cela de montrer qu'un mineur d’ordre n — 1 est certai-
nement différent de zéro.

Les équations (8) étant mises sous la forme

alBi+aif+. ..+ alfa=o0 (i=1,2,...,n)
[on a écrit 3, pour (8,),], remarquons que I'on peut poser

a'/i;—| - (Bk)n—i ajy a;i:: =/ 7 .
; n (J=1,2, ..., n—2).
Ay = (Rk)ﬂah %p = Qn

Considérons alors le déterminant d’ordre n — 1 :

al 2 R -
0= | apy %, ... Op73 apT;
Upoy Koy ee. ORTF apT)
ay  ap ... alm?oap! _
Multipliant les éléments de I’avant-derniére ligne par ((Tk;)—" et retranchant des -
n—1
éléments correspondants de la derniére ligne, on voit que ¢ serait nul, soit pour
(Ri)n—sap™ — (Rg)papZj =0,
soit pour
al an—?
2 %
o= ._ —=o.
%ig oo WD)

a ... Uns
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Or la premiére condition, qui équivaut a

3 (Ro [(R,s,)n_mn_mu ( ) . }_ r(Ry Sy -+ (4)"_1 (R, R,.)nm] =o,

5

ne peut étre vérifiée en vertu du signe positif de tous les 7. .
A cause des égalités
“fn—‘z:(Rk)n—zal ({=1,2, ..., n=3),

la condition &'= o se raméne & une condition analogue a4 3= o0 et se traduit,
soit par

ah”2 — (Ri)p—2@rs—=0
ou

(R,S,)n_o'ﬂn-»—i-( > Zn, (R, Sy)r+ ( ) 2 n9(RyRy),=0

(irréalisable), soit par l’annulation d’un déterminant de méme forme que &'.
On verra de proche en proche que & ne pourrait étre nul que si le déterminant

;(Q!S’:c)_i_n: [(R S,)m+<P‘> (R,S)) 1n-+< > an(RR J

a  Q

ol al
était nul, ce qui est impossible.

Donc le déterminant & d’ordre n — 1 est différent de zéro, et le systéme (8)
nre peut admettre plus d’une solution distincte.

24. Faisons dans les équations (8)

comme on le voit facilement, leur déterminant est nul et elles admettent
la solution
(B)n=(R,)s

D’aprés le résultat précédent elles n’en admettent pas d’autre et i’on a, d’une
fagon générale,

(ﬁi )/l: )‘(Rk)/n
A étant une constante.

Un résultat bien connu montre que l'on passe de l’ellipsoide primitif
a la figure transformée par une translation suivant I'axe des x, de grandeur

e=hA(a*— b?).

Pour #=n=1, on n’'obtient donc pas de figure nouvelle. Les figures
nouvelles ne commencent que pour £+ n > 2.
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23. En résumé, la méthode de Poincaré appliquée aux ellipsoides homo focaux
permet d’en déduire des figures infiniment voisinés obtenues en ajoutant a chaque
ellipsoide une couche infiniment mince de volume algébrique nul, avec conser-
cation de la rotation lorsqu’on passe d’un point a son dérivé.

Ilya une infinité de conditions a vérifier, qui se décomposent en systémes
de n équations linéaires et homogénes par rapport aux coefficients qui définissent

la hauteur de la couche en chaque point. On obtient une nouvelle figure si le




