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Étude de l’énergrrie cinétique d’un liquide wisqueux incompressible

emplissant lespace, quand le temps croit Lndéfimment (' );

PAR Lou1s ROBIN. '

CAS DES MOUVEMENTS DANS L’ESPACE A TROIS DIMENSIONS.

_ !. NOTATIONS. — t désigne le temps; t: 0 est l’éepoque initiale,æ, unpoint
de coordonnées (w., ce,, ce,); u,—(æ, t) est la vitesse du liquide, u,(æ, o)est-
donnée; p est la pression, r, la distance de deux points, au ety — (ouy et z).

Un élément de volume engendré par x est désigné par 8.13; V est le quotient
du coefficient de viscosité p. par la densité p; J°(t) est l’énergie cinétique de
l’ensemble du liquide à l’instant t.
Nous utilisons la convention de « l’indice muet ». : un terme, où un indice

figure deux fois, représente la somme des termes obtenus en donnant à cet
indice successivement les valeurs 1, 2, 3.

A désigne le laplacien——— ;U(æ, t) le potentiel d’où
dérivent les forcesd‘-

ôæ;æ_;d
extérieures, et D, l’espace entier.

1_ .

V(t) est le maximum de [u(x, t)u(a:, t)]"‘. J‘-’(o) et V(o) sont supposées
finies.

2. _Avec les hypothèses faites, les équations de Navier s’écrivent

du,—_ à 1) du,—_
”Adi—Î—àä(E—U>ÿ a—æi_O.’

La théorie de la chaleur nous fournit la solution ui(æ: t): !
:;Æe_mui()’) °)8J'; P(æ) t)=PU(x} t)l'

8(71:ut)î 
(‘) Nous admettons que, dans les équations de Navier, les termes rectangles peuvent

être négligés devant les termes linéaires et que les, forces extérieures appliquées dérivent
d’un potentiel.
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34 LOUIS ROBIN.

Nous en déduisons l’énergie cinétique de l‘ensemble du liquide, on a

I‘_‘—v—I‘
"

,,,.(,,— r>u,<æ, :>: 6—,————.(…)fi]flfe ,,,. (y, «nu,-(z, 0)'ôy ôz,

r’ désignant la distance du point x au point s, et
r'+r"., l , __ »

J’(‘>=WÆÆ“M°)u,-<s,o>ay6= ,,e “M‘aæ.

La dernière intégrale se calcule aisément, nous avons (voir la figure)
,.2+,J2=2(P2+R2),

__P_’_
' '

:
e ""’_dp=(21‘cvt)ä - - ,

_

_.°* .
+» __P: +—

[ïe "”àc:fmf e "' p°dp=4nvtf:, [)
. Il l)  

En changeant de notations et en désignant maintenant par r la distance des
pointsy et :, nous avons donc

IlÆÆ.e_—fiui(y, o)u,—(z, o)ôyôz…_(81wt):z
J (0) étant supposée finie, l’inégalité de Schwarzmontre que J’(t) est

 J2(t)= bornée
J'—’(t)<

I:ÆÆe
TWu-(;, O)u,-(:,o )ôy 6:=Æm(æ 0)u,(y, °)5y=5’(°)

(81rvt)Î

Posons—___=71, 11 went
. '

vt

J<t>=— ÆÆ—""uo,o>u,<-,o)oy6»
1,—Î \.

Pour étudier l’allure de Jî(t), lorsque 1 augmente indéfiniment (ou
lorsque 7\ tend vers zéro), nous ferons l’hypothèse supplémentaire

1 U -

'

lu,-(J', OM,—(y, O)]'*< “__—T…(t+fiR)=
’
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où U, « et {3 sont des Constantespositives et ou R_"— (y,-y,), hypothèse qui a
comme conséquence que J’Ço) a un sens.

En posa… R’== (s‘,—

Î,—Ÿ,
nous aurons aloxs -

—e"=r=ô 55 ___U
1r‘.’ “+“ ë‘+ 1r2(+BR)= (l—l—ÔR’)
 

Si a < a', nous voyons tout de suite que I,.(X) < 1101), quel que soit X.
Pour simplifier l’expression de LO), nous passons en coordonnées polaires

de l’espace
'rfl=R=+nw_znn'cose, ôy=lmR‘-’dR, _az=znR'"sineda'de.

Fig. 2.

  
Nous avons donc

.+” ! ——Â‘R’ +°° /- _)3nla T. ,‘

lcuÜx):8‘fl;’l3
—R—Ë————de

___R‘e dR’f e'—*’““°°“°sin0d0 ! - ê_,_

.

0 (I+BR)2+Œ (1+ÇRI)= “ 0

=[m’l f+aÆ_+f+œ
R'[e—'A’(W—l})'_

î_—)ts(n'+n).]dfil
0 (I+BR)Ë+ ° (1+5R’)ï+a

Nous posons encore XR= u, XR’= v, u et «)

sont des quantités purement
numériques, sans dimension, et il vient

la(7\): 433 Faf—H
u du

3 f+°°
v[e——(v—u)’_

e:(v—+uPJ dv,
" (A+fiu)î+“ ° (l+@a)ëfl
 

ce qui montre que I,,(X) et par suite J”(t) tendent vers zéro avec 71 ou %
La partie principale de I,,(X), pour ,)t —> 0, est

“(A— __4_1t'7-"°‘
+”

d_u
+” e(—('—ul’_ g'—(»+u)‘

TB!“ ___—d‘),
. '

u—_+°‘ p—+a

pourvu que IZ(X) ait un sens.
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. Vérifions la convergencede I et étudions celle de ["
a. Dans 1 (A), la fonction intégrée est finie et continue dans tout le champ

pour l ;é 0. Au contraire, dans Iâ(7x), la fonction intégréedevient infinie, son
pour u——_ 0, soit pour v_— o.

Supposons u infinimentpetit, nous avons
"(v—u)‘ __ e—(u+u)’: e—v‘( e2uv—u' _ e—2uu—u’): e—v‘( 4 uv + -);

donc I;(X) converge, pourvu que
1 3

a _ _ < 1} Ou a < — -
2 2

SI u et " tendent simultanément vers zéro, nous avons
e—(v—u)=_ e—(l'+ul’_—_ AMV + _ _ _

et la conclusion reste la même.

b. Le champ d’intégration est infini. La convergence de
+” +” e—(N+u)‘ ‘f f ——-,— du dv, a > 0,

‘f
” (uv)‘3+a '

est ev1dente et il ne peut y avoir de difficultés que pour
+” e)’—(V—u .

Jg=f /+(——du dv.
)—+a

Posons u =rcos<cp + %>,
€):

rsin<ç<u+v%), il vient

.
‘Î !‘ o.». 9 a ‘+w

.

lî_“”…Ê
‘

.., ,
(, ;+°‘ dï‘ e'“-' "'“ ‘? ;+ot d,— . - e—-l sln ?J“: 2'

r‘_’°‘
—l——dq>=2f —— —1_—d‘P-

» ?: E+1 :+a" ' ”(:-…°‘“;05)co 2cp " ° cos- 29

Nous pouvons écrire  3 +” —:r’sin’(p +” ! Z—aresin; -—2r'sln'ç_ ;+°‘ _d t r e
—2_ _ ,d-I‘za ? + 2:+ 2a

!lV'.‘ : r ! dÇP'

cos” z<p

Prenons &: ;ïl:î, avec 0 <y< 1, le deuxième terme a un sens; quant au

premier, il est inférieur à
‘

2Ê+al

[+”
dr ,,

cosê+a
2 * «l\/ë

ri+m—Y .
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il suffit donc de prendre y<2a, et la convergence de J2 est bien assurée,
pourvu que et > o.

Il s’agit, d’ailleurs, seulement d'une vérification, puisque nous savions que
J’(t) a un sens. '

_
En résumé, pour et < ; J”(t) tend vers zéro avec ;; comme 55, et nous avons

AU5(5) < T__a’
$"“°‘ :,

{5' (V)-
où A est une constante sans dimension.

3 . , o , ' r’ \ .Pour «2 3’ cette megal1té n est plus valable, ma1s nous savons deja que

Iæ(À) < I,,(l), quel que soit À, si a < ac’;

J’(t) tend donc vers zéro, quel que soit et > 0, lorsque t——> +œ. Voici, du
I ' ’ I ‘ 3 \ 3reste, les etudes deta1Hees correspondanta ou > a

et a a: = E'
3 .

4_. Cas «> 2—.
— Nous avons toujours

_|au +=» : :u du V e”“‘"" — e““’+u)

___—f _L—ldp,
0

°”… <ËÎI«(I>, I…) =4mnf+ 
  

  3'+°‘ -+a” (À+ôu)2 (}_+@‘,)e

/ Fig. 3.
a

lz ["

&: ,---
|3

: 'z
|

0 [\ LL

Nous avons (voir figure ci—dessus)

Ia0‘): 11+ 212+ la,

11 -—> 0, avec 7l, comme ).“,
+= 5u du (» e—l"—U)’_e—(v+u)*

1«.» :mer-nf 3
[

3
] dv,

-+a. _ a:0 (l+Bu)* ° ()-+@V)Ë+

[,n2}\21
& u du S () [e“l""‘"l’_ e—(v+u)']

° (l+@u)‘l” ° ().+pp)'â+°‘
v-—1::  V.
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Étudions d’abord I,; u étant fini et 9 infinimentpetit, nous avens     

e—(v—u)‘_ e—("+")’=_ e“"'(4 uv + . . . )

: _(.,_u>=Ç_ —( …- e 2

]” v[e ___—3
H—

_] dp=.Gue—u’f __Œï... +
° <i+-ev>ë*“ ' ° (H…)e+a

[.ue“"’ s‘£(}+fip)
_)‘(?‘++2—ÊV)dp_

25 ° <A+Be
__", 5 a ?

=Aupî [f dv
1_2}f(1+@9)d‘3+pf_d‘i——3' °<i+@v>“ï -

° 0+5v>°“‘"£ ‘ 0—+@v>
'

_4ue—u‘ ] _ a+,ë I
@:

<a—â)i“‘% a*——â «—â
2 4

Sue—"' 1  10 _ 327r’Àê+œ

f'+”
e—“’ du

2 _ 3 q 1 Ê+Œ & Œ—-l

.
>

__ <d—a)<d —'Â)Ç u

Étudions maintenant L,; u et «* étant infiniment petits, nous avons

e—(v—H>’_e—‘."+")’= [.…) + . - -

UV[
v)—u’ _e—(i—+u)‘ff 3] du dv

[—VO+ôu)ü+fi)]
  , ” aida 2

A ‘

16,=4 [ _Î__ë_+a +…:
3Y 2 I film—a+....() . 6 __ __().+Çu)-

.

5 (a 2/ (a 4) .

Et par suite  
les termes non écrits tendant vers zéro avec À, plus vite que 73.

Donc finalement ‘

AU
5“(”‘)‘

J(t) < (A : const. sans dimension). 
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= . 3 .5. Ca: en = ;. — Nous avons alors

. +: u du += ‘_[e_(v—u)3;_e_(..+",:!
’Fr- 3 ___—___— ________Â_ ..I:!_(l)= L“ Â Â ();+.Bu)“[ (l\—FS");

("

Pour chercher la part1e pr1nc1pale de I;(À), pour A —> 0, nous effectuons

*
la même décomposition que dans le cas ou > %

_Iï()\) =I1+ 212+13,
!

Il —æo, " avec 1, comme 7.3,

(( du 3 ‘,
l'

e—(n_u)l_ e_(|.+"):]+.., 2‘:t ,

12. —ATÏ /- £ (Â+@lt)“ () (1+ BV)“ V(I(;

13 :
41—3be

u du
. [&

(J[C“'("_—uh_ eî(ov+uteJd‘,_
..

U»+5ü)"… ('—+Æ3")"

  
Nous avons

o°v[e—(v—u}'_
—-(v+u)’]d

«

(X + 3V)“

__ Aue‘"‘- ë=().—t— 5v)2— 21(Â+Bd)+P  __ _ ._
d)+...

,

fi-_ o
@+@?)" ‘

—

4 __4ue’“' _

€ dv _2)fe ‘”
+72/-5__d‘1 +

. “Tt 1—1+pv ‘

“ <z+@v)= ‘

0 <1+@v>’z

——{'u;: [—'—logl.—Ë+logU—S+fi)+]
I, tend donc vers zéro avec X, comme

0__ 161r'-‘7’lo01
+” e“*“’ du' 5“ 0° ).

5
u

'

" D’autre part

uv[e__-—(__V—u)’_e—(u+u)!]d _, e
u'1 du 2_£;_ 02__ff [(Ï+Ôu)(À+—_—ô—p…] dudV—4[_[ ———()_+ôu)x+-n] —Çfi(lob A+...),

La partie principale ‘de I pour ‘A —> 0 est donc

    

 6%?19= l—7cllog‘û"
@r.

/

Et par suite
lï()\)__—r

â13
log’l+.…, J(t)<

AÎU
log(vt)

!
V

‘ (W)“

où‘ les A sont encore des constantes numériques, sans dimension.
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6. En résumé, nous avons les résultats suivants, au sujet ducomportement de l’énergie cinétique P(t) du liquide, quand t —> oo -

1° Sia<î 5(£)<3A—Laî
2 =+Œ ;

@" (”)“
2° » a>â, 5(£)< AU“;2 fi°<vt>î

,

1 0
30 )) a=ê, J(t)<M.

2 ô“(vt)ï

Par hypothèse, les vitesses initiales irérifient l’inégalité
1 U ;

[u,—(w, 0) u,-<æ, o>11< ——… [R=(wix;)*; «, B> 0]--+a "(l + SR)2

CAS DES MOUVEMENTS PLANS.

Les notations sont les mêmes que dans le cas des mouvements dans l'espace
à trois dimensions, à cela près que chaque indice ne prend plus que les
valeurs 1 et 2.

i. Les équatidns de Navier s’écrivent comme dans le cas de l’espace à
trois dimensions et la théorie de la chaleur nous fournit encore la solution

tt,-(w, t) : Êfle_m (L,-()», O) ô)fl, P(æ, t)=pU(æ, t).
I) .

Nous avons

”f(x1 !) ui(“”7 t):
1671—1—21}2t2 [fle—

7—vtu[()/7 O)ul(zi 0) 6765;
. . r'+r"—

9 __ I __ .r’=xs, J-(t)_ mÆÆu;(J/, o)u,—(z, o)ôyôzÆe
“” 650,

_21 +°° P_‘r‘-’+r'*=2(p"+R2), fle …ôæ=271f er"‘pdp=21rvt.
11 0

D’où, en changeant de notations, comme dans le cas de l’espace, et en
désignant maintenant par r la distance yz

’ “srTz . -. .
8fivtÆÆe uI(Ï: 0)u,(;., 0) dyôz.

J”(o) étant supposée finie, l’inégalité de Schwarz montre encore que J°(t)
est bornée

J‘-‘(t)â 81Ëviflfleflmu,(y, o) ca,—(y, o)ôyôz =flu,—(y, o)u,-(y, o)ôy=J*(o).,
D 11 n

J‘-’(t): 
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! Nous osons encore __ :} d’oùP V8vt

’

Â” .J”(t)= —flfle“*""u,—(y, o) u,-(z, o)ôy ôz.
’ 71: |) D

Fig. 4.  
' Pour étudier l‘allure de J”(t), lorsque t augmente indéfiniment (ou

lorsque X tend vers zéro), nous ferons alors l’hypothèse supplémentaire
1 U[“i()’) 0) “i(.)’; 0)]‘< (T—ÇW’

—

* 1
où U, a et B sont encore des constantespositives et où R: (y,—n)“, hypothèse
qui a encore comme conséquenceque J” (0) a un sens.

A . ' . 'En posant R’= (zjzj)’ , nous avons l’megahte

* U2 2 e“‘"""’ ôjf & ,_ U”5 … < ? }
ÆÆH1 + 511) (r + fiR'>]‘H

“ ? I°‘…’

a < «' entraîne encore la,()\) < 140).

 
Fig. 5.  0 R y

Nous passons en coordonnées polaires
r2= R=+ R'=— 2RR' 0056, ay: zirR dB, 6; = R’ dR’ d0,

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 1, 1945.
. 6
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d’où
‘

9
+” R e—).’R’ +” R, e_À=RI’ /

2T‘
23'RR'c080

.

lt (‘ . .
Nous posons encore R : ,—, R’= ,—, 11 went

+” u e“"’ du +” ve“"‘ dv 27”.. aa, ’ 2uvros0 'Ia(Â)_27Û\ [, ([+5”)1+“f0 (Â+@V)’+_Œ./oi
e

_d0’

Nous avons, comme il est bien connu et facile à voir, en développant
l’exponentielle,

f— e‘-’"““050 d0 : 2T-.
:

(:$); : 27rJ0(2iuv),
0

.
p=0

 
J, désignant la fonction de'Bessel d’ordre zéroÿ ’

Par suite
, _

+°° uve—(o”’+"’)J(2iuv)
_“())—”T)1/’ ffll (Aa—Bu)(À+Çp)ll+ad"d" 

ex ression ui montre ue IaL k tend vers zéro avec 7. et ne sa artieP q q , P
principale est

471.2
Agar +” "“‘ e—(ll—H’)130):

@[’_lî+mf [((…,)_'Î———Jo(2uw)dudc',

ourVu ne I° ait un sens., G

2. Comme dans le cas des mouvements à trois dimensions,nous vérifions la

convergencedes intégrales qui représentent 1(l.) et étudions la convergence
de celles qui représentent 12,0).

a. Dans 1,0), la fonction intégrée est finie et continue dans tout le champ
d’intégration, pour X # 0. Au contraire, la fonction intégrée devient infinie,
pouru=ooupour v_o, dans I°(7x), [J,(o)=r].

Supposons v infiniment petit, la fonction sous le signe fl tend vers + 00,

comme—.Il est donc nécessaire et suffisant de supposer et < 1 ,pourque I°(X)
converge.

Si u et v tendent simultanément vers zéro, la fonction intégrée augmente
indéfiniment comme

…uL——)—
et la même conclusion reste valable.

b. Le champ d’intégration est infini. La question se présente exactementde
la même façon pour l, et 1;. Nous pouvons donc prévoir que cette circonstance
permettra la convergence de I, et de 12, quel que soit a et que, par suite,
seule la circonstance a. donne une condition de convergencepour I£(a< 1).
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62…-La partie principale de J.,(2z‘uv) pour uv infini est ——I-î

( )1'2Tr‘-’ uv =

La partie principale de la fonction intégrée, dans 120), pour uv infini, est
donc, à un facteur constant près,

 
e—(r—n)’

-+a
( uv )"

Nous sommes donc ramené exactement à la même intégrale double (J£)
que dans le cas des mouvements à trois dimensions. '

. I,(l) converge donc bien, pourvu que a>o, et il en est de même pour
l:().), si a < 1 .

Par suite, si a < 1, nous avons

J(;) < _Ay._æ,
51+1(v,)2

où A est une constante sans dimension.

5. -Cas où a > r. — Pour calculer dans ce Cas la partie principale de LG.),
pour '7\—>0, nous procédons d’une façon tout à fait analogue à celle suivie
pour le cas correspondantdes mouvements à trois dimensions.

Fig. 6. 
   

N0us avons encore

11(À)=11=212+ I,“,

11 —+0, avec 7l, comme ).”,
+” u e*"’ du €ve‘"‘J (2tuv).. : o[: ——[HT*Â 1[ ().+5")1+1b/0. (Â—l—fit')'+a d":
8 E

» «. uv e—("'+"'lJ 2 iuv[: == [HP)-”af f ”
0( ) du dv.

0 ,0 ,
*

  7-+ @u)‘(l+ 5p)]1+1
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Pour :» infiniment petit, nous avons
. :v'“J0(2zx)=l+æ2+

2—2
+. . .,

par suite

fs v e“"’Jo(2iuv)
dv

0 (A+ ÔV)“'°‘

_ v dv
./“(Xä—fivr+“+

dv=Bo(l+ôM“È]0+@M”“+ _I 1 I )\ 1 [

I
=EÈÈÎŒÊF3*"

La partie principale de I…_., pour )\ —> 0, est donc
-.+=° :

112 ll+l \ e-ll
œ=_Â____/ -—dw*a(a—1)ô”“_ë u“

Pour 13, nous avons

5_"_du__ "… ___x___' +
-.0 (lt+ôu)î+l —12(1_1)2B‘121_2 ....

Par suite, la partie principale de L,, pour 7\ --—> 0, est

411“)? .
0 __Il: —12(a_1)2‘35’

et nous avons
_ Zur" À‘-’h”)— îÎîîîflÿ+

les termes non écrits tendant vers zéro, avec )\, "plus vite que )Ç-‘.

Donc, finalement, pour ou > I,
AUJ(t)< -

@ (vt)%
 

4. Cas où et = 1 . — Nous effectuons toujours la même décomposition
I()\): 11+ 212+13.

I. tend vers zéro comme P.
__‘ 2 2

+°° ue““‘du ue“"Jo(2iuv)
l‘E—AT: )\\/E‘ ()\+ôu)2fe ()\+BV)' d‘),

I—4”2)2f8£8
_£_—tve—""+"’Jo(ziuv) dudv.3——

 
(H+BuHÀ+@V)]
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Nous avons
e vdv —___1 0_ _’Âom—Eï'°g"+BS>—‘°Jl @a(

I i——l—lo —I+i+eel—ez gi 
>’lh«

et par suite
.

' 2 2 +” —u* 212
13—

["’ ’
l})gâf ?Îdu, 1g—— ["‘ log‘Üt,  “‘Î __Ç$*—

1(1)= 4Ë£À=1ogzz+.… a(:)<
fi°( t)llog(vt),- V 2

.
En résumé, dans le cas du mouvement plan, nous avons les résultats

suivants, au sujet du comportementde l’énergie cinétique I°(t), quand t ——+ oo,  '”l°.Si a<1, 5(t)<—iU—-ä;
-

.

fii+a(vt)î

2° » a>1, J(Ü< AL
1;fiî(vt)î

30 » a=r, ' '

J(t)<pîU)Llog(vt).‘-’ vt !

Par hypothèse, les vitesses initiales vérifient
U

CŒÎF“ [a:fi>o,R=<æiæffil-[“/(£; 0) ui(æ7 O)]%<

CAS DES ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE NAVIER,

LES MOUVEMENTS, DANS L’ESPACE A mors DIMENSIONS, ÉTANT supposEs RÉGULIERS.

1. Nous utilisons les mêmes notations que dans le Chapitre précédent
(cas des équations de Stokes):t=o est l’époque initiale, a:, un point de
coordonnées (x., x,, :::3 ), u; (a:, t).est une des trois composantes de la vitesse
du liquide, v est le quotient du coefficient de viscosité par-la densité du
liquide; un élément de volume engendré par x est désigné par 833; ÿ’(t) est
l’énergie cinétique de l’ensemble du liquide, V(t) le maximum de la vitesse à
l’instant t; D désigne l’espace entier; nous utiliserons la conventionde « l’indice
muet », les A désignent des constantes numériques sans dimension, dont la
valeur n’est pas précisée, etc. En outre nous posons

J’(t)=Æidui(œ’
t) du;(æ, t)

ôæ.
D

dæ,‘ dd);

Nous entendons la mégularité des mouvements du liquide au sens de
M.! Leray, c’est—à—dire qu’une solution u,—(æ, t) des équations de Navier est
régulière dans un intervalle de temps t.<t<t,, si, dans cet intervalle, les
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du(1,— 0‘2 ul du,— dp ..fonct10ns u Ct}? et les dé!l_Vé€S
d—æ/,m’ _Ô_t

,
d_æz

sont COHtlHU€S par rapport
à l’ensemble des variables w., a:}, 583, t et si, en outre, les fonctions _ ÿ°(t) et
V(t) sont inférieures à des fonctions de t, continues pour t.<t<t,.

Les mouvements étant supposés réguliers dans tout intervalle de temps
(0, + oo), nous partons de la relation (3.2) du Mémoire de M. Jean Lerày,
intitulé : Sur le mouvementd’un liquide visqueux emplz'ssaflt l'espace ('), relation
qui peut s’écrire : -

(!) tt,—(w, l): ’
“fle: ‘_’”u--()', o)ô_y

8(1rvt)î
( .

. o" \ dlt'(y, tl)“" (lt,
[fl ][… 13 __ "', [_ tl “. .. tl / ô ,,./,’ ‘ n

/( v ) /(); )_—dyk )

où T,—,—(æ—y, t—t’) est le tenseurpfondamental, bien connu, de M. Oseen,
tel que —

'

 
ô_,—,-E(r,t—.—I’)+ 024)
2 v(t—t’) dæ,—âæ,—’
 41Î‘T,-,(.r —3', t — t’) ::

,-—:

‘ _, e_avu—t')
'

1 "fi ,

;l‘(l‘,I——l)=————, ‘D=; h(œ,t——t)da
o

l
_’l‘J(t— t’)l'

Nous en déduisons, en désignant par r’ la distance &,
u;(æ, t)u,(æ, t)

"I _l'î+l"*=
m—“TÆÆB

mon ou,—(s, o>6yô=

[Æuk(_y,t)ôu'()’t)'lu(æ—),t—t')ôyflll,(æ,0)e“"ôz
_4(TEv—t_)"° ”

.

+f0”[ ‘”ÆTz/u—y,t—t’)m(æt>"“"”"
><Æu…(:, t")

ô—-——"äf’
!” )Til(æ—s,tt—t”)ôs;

d’où, par interversiondes variables d’intégration, en posant ;: =3/Ë,

”?{fl‘e—
"_“uu-(y,o)zl,(z,o)0yôz

87rvtl)"f‘”’Æ”£Ütl) d____“/Ü’Jla)
__[.(7rvt)’ï

><Æu(:, 0)ôsÆe“"T,--,-(æ—y,t——t’)ôæ

+f""f.,”Æ“… … “'(_2_—"’ôyflÏ”m ”>ôu—'—ÂÎ”’3

><ÆT;,(æ——y, l—l')Tu(Œ—Z, t-—-t”)ôæ.
»

.

(Z) J’(£)=  
(‘) Acta Mathematica, 63, p, 218.
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(Pour le premier terme du second membre, le calcul a été fait dans l’étude

relative aux équations de Stokes.)
- J’(t) se composedonc de trois termes. Mais on peut se homer à m ajorer le

premier et le troisième, en utilisant l’inégalité sans numéro du Las de la
page 197 du Mémoire déjà cité de M. Leray, inégalité déduite de celle de
Schwarz : si U(æ): V4(;v) + V2(x), on a

+[ÆV._’ (a:) ôxÎ .

4

[ÆU’(æ)ôæ]2< [ÆVÏ (a:)ôæf- D _

La relation (1) ci—dessus montre que u;(æ, t) est la somme de deux termes
dont on retrouve les intégrales des carrés, prises dans l’espace où varie le
point a:, dans la formule (2) (premier et troisième termes de cette formule).

Nous avons donc
fl _ l1

“ [Æ Æe—8vlu1(_y,
o) u;(:, o)ôyôsl(8nvt)Î 0» D _

()u- () ,dt[du[[ …
,lf » dJ——k—

{

XÆ“!HÜ:”)… 85Æ'Ti/‘(Œ_yvt—t)Tü(x'—5» t—t”)ôæ] '

 

(3) J(Ë)S 
&)

5m

La majorationdu deuxième terme de la formule (2) n ’ofi‘re d’ailleurs pas de
difficultés spéciales et peut se faire d’une façon assez analogue à celle du
troisième terme, qui est faite ci—dessous.

Pour le premier terme du second membre de (3), l’étude complète en a été
faite dans le cas des équations de Stokes, les formes extérieures dérivant d’un
potentiel.

En admettant que l’on ait
. __1, U 3(4) [“i(æy O)lt1(Œ, O)l—< —_3—9 l‘i=(Jj,—ÆÙ

<Ô>°; O<Œ< “>;. -_—+a 2
( l + 5 R) "

- , I Ion a vu que ce premier terme tend vers zero avec ?, comme ;
l?

Pour le second terme de (3), nous remplaçons Ti,—(x—y, : — t’),
T;,(æ—z, t—t”) par les majorantes connues :

A _

[Ti,—(x—g»',t—t')l<——————V;_,,

(5)
lrî+v(t—t’)2

. A[T,—,(æ— :, t——t”)l< ————…_ (‘),
[r"—’+ v(t —— t”)F’ 

(‘) Voir le Mémoire précité de M. Leray dans les Acta, p. 212.
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où les A désignent, comme il est dit au paragraphe 1, des constantes numé-
riques, sans dimension, dont les valeurs ne sont pas précisées.

Provisoirement, nous posons, pour alléger l’écriture,
1lv(t— t’)l2 = ", [V(t-—t”)lî' =v,

Nous appliquons, au second terme de (3), l’inégalité de Schwarz :

[Æ Tii(æ—y: u)Til(x—z, V)ôæ]2<AÆ(r2Î—æuî)3Æ(r2îæfi),
°° r2dr f“ r2dr _ A

(

  _
0

(r‘z+uî)3
0

r2—l—vï)’ — W”
d’où '

(6) lÆT,—,—(æ—y,t—t")lÿ,(æ—g t—t”)ôæ.<———L_’(Îz-—t’) (t— :”)T

Le second terme de (3) est donc inférieur à A5(o)[ g_(__r’)da’ ‘g(t')d;']î=
A5(0) -‘g(fl)dÿ_

Ev"—
(t— ("') (t— t”)% 1/7 (t— t’)‘

Or [cf. le Mémoire précité de M. Leray, inégalités (6.7), p. 247], nous avons
ÿ(t’)<è——J(°_) pour t'>AJ(°)-—t,.\

(vt') "
Par suite, pourt>t,,

g(z')art'fi <f‘ 3(t')dz’i+ Aâîo) dt’
-_:'

°
[VU—”W ° [VU—Ül’ ”’ ‘ t"(t— t')Î

Pour le premier terme du second membre,

1 5(t’)dt’ä< 1 Jf 13(£[)dtl,
° [VU—t’)? lt—t) "

[f 15(t'>dt']'<tlf l;2<t')dz'<%a=<o>,

“ g(z')dt'
d d—. ten onc vers ZéI‘O, avec ?, au mo1ns comme —lî

lit[v(t — t’>]
Pour le second terme, en posant t’= t(1 — E‘), nous avons

a—l"fl—"”
H=4f(l—i)(—d—E <[l ——-——d£’,.

H”<t— ’>ï —a>* t‘o<x—£*>ï
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Le second terme du second membre de l’inégalité (3) est donc, pour t suffi—

samment grand, inférieur à
AJÎ(0)

JÎ'
' !tÎ

Finalement, en groupant les résultats pour les deux termes du second

membre de cette inégalité (3), si «2 £, J(t) tend vers zéro, au moins
comme % et, si a > %, J(t)—> o, au moins comme l,
. tî tb

Dans le cas où les mouvements du liquide seraient turbulents au sens de
M. Leray, on sait [cf. le Mémoire précité de M. Leray, p. 246, formule (6. 4)]
que toutes les époques singulières seraient antérieures à une époque finie, qui
ne dépend que de l’énergie cinétique initiale du liquide et de sa viscosité. On
pourrait donc toujours reporter l’origine du temps à un instant tel que les
mouvementssoient régulierspour t > 0, mais alors, il faudrait supposer, pour
que les conclusions ci—dessus restent valables, qu’on peut choisir cet instant
initial, de façon que l’inégalité (4) ci—dessus soitsatisfaite.


