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Etude de Uénergie cinétigue d’un liquide wisqueux incompressible

emplissant Uespace, quand le temps croit indéfiniment (*);

Par Louis RO]}IN .

CAs DES MOUVEMENTS DANS L’ESPACE A TROIS DIMENSIONS.

4. Nomrions. — ¢ désigne le temps; £ =0 est 'époque initiale; , un point
de coordonnées (x,, ., «;); u(x, t) est la vitesse du liquide ; u;(x, o) est-
donnée; p est la pression; r, la distance de deux points, x et y — (ouy et 3).

Un élément de volume engendré par x est désigné par éz; v est le quotient
du coefficient de viscosité p. par la densité p; J2(¢) est I’énergie cinétique de
I’ensemble du liquide a 'instant ¢. :

Nous utilisons la convention de « l’mdlce muet ».: un terme, ol un indice
figure deux fois, représente la somme des termes obtenus en donnant & cet
indice successivement les valeurs 1, 2, 3.

s o s U(x, t) le potentiel d’ou demvent les forces
extérieures, et D, I'espace entier.

V(2) estle max1mum de [uy(x, t) u(x, t)] J*(o) et V(o) sont supposées
finies.

A désigne le laplacien ———

2. Avec les hypothéses faites, les équations de Navier s’écrivent

du; 0 (p U) du;
bl 9

VAui_W—aE P d_x'/_—

.

La théorie de la chaleur nous fournit la solution

1 Ty (v o) S — -
e, 0= ﬂe udy, )3y,  pla, )=pU(z, t).

(*) Nous admettons que, dans les équations de Navier, les termes rectangles peuvent
étre négligés devant les termes linéaires et que les forces extérieures appliquées dérivent
d’un potentiel.
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34 LOUIS ROBIN.

Nous en déduisons I'énergie cinétique de I’ensemble du liquide; on a

1 ? o . .
ui(e, tyuj(ex, )= W ﬂ/ ﬁe Youi(y, o) ui(3, 0)dy ds,
p wlp

v désignant la distance du point  au point 3, et
L

Jz(t):(—mﬂ‘ﬂu,()’,o)u,-(s,o)&yé: De‘_‘.‘-’ra.z-.

La derniére intégrale se calcule aisément, nous avons (voir la figure)

,-2+ ,J'.': 2(P2+ R'}),

ot +» _|‘_ - +a Px . . ) ’
We -"cn—-;rf e pdp—~41rvtf e '”‘dp—(zmt)’ .
Wy ) 3 .

0

Y R o R z

s

En changeant de notations et en désignant maintenant par rla dlstance des .7
points y et 2z, nous avons donc

s(ty=—1 ﬁﬁe‘mum o) u;(3, 0)dy ds.
" (8mve)?

J*(o) étant supposee finie, I'inégalité de Schwarz.montre que J’(t) est

.bornée
< ﬂﬁe_mu,-(y, o) u;(s, o)6)'6;=ﬂtt,-()’, 0)u;(y, o)8y=.‘.’!’b(o).
(87ve)* 4 LUp b

I (0)<

Posons \/8;_ = A, il vient

vt
7':’ 232 A 2
ry=5 [ [t 0wz, 0) oy az.
T «lp p :

Pour étudier l'allure de J2(¢), lorsque ¢ augmente indéfiniment (ou
lorsque A tend vers zéro), nous ferons I’hypothése supplémentaire

U .
(14 BR)

~

Lej(y, 0)uy(y, 0)F <
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o U, « et § sont des eonstantes positives et ou R==(y,5,), hypothese qui a

comme conséquence que J?(0) a un sens,’

- En posant R'== (s, ,) nous avons alors
_,:,: -
dy 0z L L)

Si a < &', nous voyons tout de suite que I,.(A) < I,(%), quel que soit A
Pour simplifier I'expression de I,(1), nous passons en coordonnées polaires

de l'espace

r*=R?+ R2— aRR’ cos, 8z =27R"sin0 dR’ 4.

3y = /4R dR,

Fig. 2.

Nous avons donc

= 2 o—ASR? +e 12 p—AIR7 I .
—R—e———-— de Re— dR'f e?MRI cost gin § g0

[

In(2)=8n2a3 . .
* (1+BRy}T (14 BRY

_[‘ﬂgl f—HD RdR f"'” R/ —-)’m-—n _,:(“_,.mn]
’ (1+5R)+“ (K+BRI

Nous posons encore AR =u, AR'=¢v, u ct ¢ sont des quantités purement

numériques, sans dimension, et 11 vient
+ += —(V— U}t p(vtt)?

Ly=gmns [ e [ele T ey,

© (A4 Buy (A+ o)™

ce qui montre que I,()) et par suite J*(¢) tendent vers zéro avec A ou -

La partie principale de I,(2), pour A - o, est

fmeae> i du *R p—(v—u) _ (v tu)
—  dy,

l Bs+°a 1
. : S+ lia
o2

pourvu que I;(A) ait un sens.
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3. Vérifions la convergence de I et étudions celle de I°.

a. Dans I,(1), la fonction intégrée est finie et continue dans tout le champ
pour A £ 0. Au gontraire, dans 1:;(1), la fonction intégrée devient infinie, soit
pour u = o, soit pour ¢ = o.

Supposons u infiniment petit, nous avons

e—(v—u)’ . e—(v+u)’ — e—v’( eeuv—u' — e—!uv—u’) e e—v’(4 uy +... )’

donc [;(A) converge, pourvu que

1 3
a—-<lI, ou a<< —-
2 2

Si u et ¢ tendent simultanément vers zéro, nous avons

el — e~ = flyp 4, ..,
et la conclusion reste la méme.

b. Le champ d’intégration est infini. La convergence de
—+» +» _(, +14)? )
f f du dy, a>o,
-+c: )
est évidente et il ne peut y avoir de difficultés que pour

+= —(V—u)’ °
Ji= / dudy.

-+a

Pos;ns u =rcos(cp+ g), Q:rsin<q>—|— g), il vient

7 [ a
I—arc in- ——nrcsin-

Jo— :-'+a + e ’s|n’:p += d, T e—trtsinig d
=27 ,wa 1. —Y——ae.
ay E s+ sHa
‘

msm- cos* 29 cos* 29

Nous pouvons écrire

~

-——'\rcsln-

-+a T dr fs e s do -+ 2f-+a f"‘” dr " gmatin’g do
IEE] A Lia @ < ree 1a
cos® 20 ay: 3

€os 29

1 ey -
Prenons e = ——, avec 0 y<1, le deuxiéme terme a un sens; quant au

- —+
2* f ® dr
’
13 1-4+20— -
P 2 oz T i

(av2)™Y

premier, il est inférieur a

cOs~
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il suffit donc de prendre y< 2a, et la convergence de J; est bien assurée,

pourvu que o > 0.
Il s’agit, d’ailleurs, seulement d'une vérification, puisque nous savions que

J*(t) a un sens. '
< < 3 I 1
. En résumé, pour « < >, J%(¢) tend vers zéro avec ;» comme ; et nous avons

ta
AU
<

B (ye)?
ou A est une constante sans dimension.
Pour a2 g, cette inégalité n’est plus valable, mais nous savons déja que -
Lo (R) <I.(R), quel que soit A, si a << a';
J2(¢) tend donc vers zéro, quel que soit o > o, lorsque ¢-> 4. Voici, du

reste, les études détaillées correspondant & « > Z etaa= g

3 .
4. Cas a> -. — Nous avons toujours
° + +» —{0—u)t __ p—(v+u)?]
oy < L 1,0, I“()\)=41r2)\‘-’°‘f wdu f ole .
e ° A+ Blt)g—_m 0 (2 + ﬁ‘))‘5+a
" Fig. 3.
o
2 L
[ ) SR,
Iy ! 1,
P D)

Nous avons (voir figure ci-dessus)

LMy =1+ 2L, + 1,

I, —o avec A, comme A2%,
+» e )
u du '] e—(‘ —u) __ e—(i'+ll)’
ey ey
% . -
O (A +Buy (A+Bv)?
I:: = [',ng )\21 ) udu ; v[e—(v—-u)’ - e—("‘*‘")’] (4

Y Buy (g peyT
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Etudions d’abord I,; u étant fini et ¢ infiniment pelit, nous avans

e~ _ o=l — =W (fup 4. . .)

14 : 2 13
o[ e—v—u _ g—(v-+u) v do
f L - ] do=lue” | —— +
] 3+ . o ite

(A+pBo)* (h+Bv)
et O por o0 2t
32
’ (A+Bo)"
_[iue_"’— ¢ dv ()+{30)d0 2 ¢ dv
=45 | -af i
(l+ﬁv) : (1+f39) (7+@v)
./;ue“"’ i —G—I—‘; I
- ﬁ: 3 a—-z 2 __ L.a—g
-‘(a—;))\ = a ‘/4).
Sue™ 1

I, a donc comme partie principale, quand A -0,

3 .
19— 3amn ™ f""” e"du
2 3 . 6§_+on . a-—; ’
- (==3)(==13) :
Etudions maintenant I, ; u et ¢ étant infiniment petits, nous avons

e~ el = A L.

€ & * » :
uy e—(v—u) —_ e—(» +1t)
f f [ 3] du dy
0 o s+

[ +Bu) A+ B

J— ) u’d_u_ ; L= | | 16 e
L ey ey

Et par suite

I, (2)= i S

les termes non écrits tendant vers zéro avec A, plus vite que A,
Donc finalement _ :
AU
B (v)?

J(y< (A = const. sans dimension).

1
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: ) 3 .
3. Caso= s Nous avons alors

~ +® udu +x (.(e—(s-—u)’_ e—w+uitl
— L 273 ) .
1%“)—“’”1: (l+,6u)“f0 VST

Pour chercher la partie principale de I~ (A), pour 4 — o, nous effectuons

~ la méme décomposition que dans le cas a > %

Ii(l) :Ig—*— 212—'— I:;,
2

I, —o, avec), comme 2,

-2 z 13 . t
SRR wdu [ et — gl )
Ig ‘ -—[lTC A »/‘; (;\+ﬁ")3 A (}_,_lr_:w)« v({‘:
[ y e t] . t]
. yans wdu /‘ o et — g—lvru?) ,
L AT A[ (A+Buy)* ), (2+Bo) .
Nous avons
& v—up __ p—{v+u)? -
f 0[9—((1_}‘@5)1 ]d(’
[1) . .
_bue™ LA+ Por—ad(A+Bo)+ 2
= !. f (1_‘_@))“ dv—+... '
- _hue" ¢ dy f € de +
T p A ).+@v (I+ﬁv (/+'J(’)
—ut .
:[‘uﬁi [—log‘l.—g+log(7.+ﬁs)+...]-

I, tend donc vers zéro avec A, comme

+w
2= lﬁll 10,7‘/.

-D’autre part

uv[e—(u—u)'_e—(v-#-u)’] _ ¢ wdu AT
ff [(1_._5“)(1_,_‘3 )]% u dy —’I[[ .——()—i—ﬁll)x ...] __B‘.‘(IO,5 A+-..).

La parne principale de I, pour % — o est donc

1672

23 IOO A
ﬁl‘

IP=

Et par suite

lg(l),,_ﬁlw log?) +.. J(t)<%U log(vt)
: B s

oli les A sont encore des constantes numériques, sans dimension.
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6. En résumé, nous avons les résultats suivants, au sujet du comportement

de 1’énergie cinétique I*(¢) du liquide, quand ¢ - .
1° Sia<§, J(t) < 3AL )
2 S+ 3
B (vt
20 a>§9 I() < AD T
’ B (ve)®
Tloo °
30 a:§, J(t)<‘%.(_l:_t_)
> B vt
Par hypothése, les vitesses initiales vérifient 'inégalité
1 U 1
[u(, 0) s, of < ————,  [R=(@@)Fi 2, 8> 0],
(1+BR)

CAS DES MOUVEMENTS PLANS.

Les notations sont les mémes que dans le cas des mouvements dans I'espace
a trois dimensions, & cela prés que chaque indice ne prend plus que les
valeurs 1 et 2.

4. Les équations de Navier s’écrivent comme dans le cas de Pespace &
trois dimensions et la théorie de la chaleur nous fournit encore la solution

I

ui(z, t) = [;,chtﬂe Vly(y, 0) 8y, plz, t)=pU(x, t).‘

Nous avons

r’+/ 2

i@ 0w, 0= g [ a0 w, 03y 355

rirt
— I e
r'—=xz J?(t):—-———ﬁﬂu'()’ o)u~(z,o)6y6zﬂe W oz
’ wonvie I J / b ’
_£ o _p
ri4r'*=2a(p*+ R?), ﬂe ‘"lax:mrf e Mpdp—amnvt.
D 0

D’ou, en changeant de notations, comme dans le cas de l'espace, et en
désignant maintenant par r la distance yz

2 1 —rT’ R i1:( 3
5 (t)-mtﬂpﬁne Wy, 0) (3, 0) 3y .

J*(o) étant supposée finie, I'inégalité de Schwarz montre encore que J2(¢)
est bornée

O 8nvtﬂﬂe V(s 0) iy, 0) 0y 85 = [[ wi(y, 0) iy, )4y = 2*(o)..
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1

Nous posons encore —— = A, d’ot
P V8vt ’ 4
Az -
J'(‘)=—ﬁﬂe_A""‘i()’; o) u;(s, o) 8y 0s.
T Jp Ly
Fig. 4.

" Pour étudier I'allure de J?(¢), lorsque ¢ augmente indéfiniment (ou
lorsque A tend vers zéro), nous ferons alors ’hypothése supplémentaire

1 U
(s 0) u(y; O)F < Ry’

. 1
ot U, « et 8 sont encore des constantes positives et ol R =(y;y;)’, hypothése
qui a encore comme conséquence que J*?(0) a un sens.

1 . oy
En posant R'=(3;3;)", nous avons l'inégalité

. g, e 3y Oz - Ut
e <20 [ mrsmn ey = 7 O

« < o' entratne encore I,,( M L(X).

Fig. 5.

o R v

Nous passons en coordonnées polaires

rt=R*+ R?—2RR'cosf, dy=2mRdR, 8z = R’ dR’ d9,
Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 1, 1945. : 6
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d’ou )

a()\):2ﬂ)\g‘/‘+m—le—_},ﬁ—d}}f+m_l{_:_—idﬂ fltei7»’RR'cosOde‘
0 (I+BR)1+1 0 (I+6R )l+1 0 .

u . o
Nous posons encore R = =, R'= 5 il vient

T uedu T pedy "
— 23 . 2uv cosl)
Ia(l)_z'n:l j; (1 @")1-”;»/"\ (1 ﬁv)I-k':x[ e ) d0

Nous avons, comme il est bien connu et facile a voir, en développant
? p
l’exponentie]le,

or

[~ e reos0 d) = ar 2 ((l;)!));,’ = QﬂJo(ZiltV),

=0

J, désignant la fonction de Bessel d’ordre zéro. °
Par suite

a3z AT yp e I (20up) ,
lz().)——ll‘n’ I3 .t[ [ [("A—l—ﬁll,)(A+ﬁ(’)]'+“dud"

expression qui montre que I,(%) tend vers zéro avec A ct que sa parlie

principale est
TC’ A2 +x += e—lu+v)
LM =z f f T —— Jo(27us) du dy,
pourvu que I; ait un sens.

2. Comme dans le cas des mouvements & trois dimensions, nous vérifions la
convergence des intégrales qui représentent I,(%) et etudlons la convergence
de celles qui représentent I5(%).

a. Dans I,(}), la fonction intégrée est finie et continue dans tout le champ
d’intégration, pour X £ 0. Au contraire, la fonction intégrée devient infinie,
pour u = o ou pour ¢ =0, dans I5(}), [J,(0)=1]. .

Supposons ¢ infiniment petit, la fonction sous le signe ﬁ tend vers —+ oo,

comme _;. Il est donc nécessaire ct suffisant de supposer a < 1, pour que I5(A)

converge.
Si u et v tendent simultanément vers zéro, la fonction intégrée augmente

indéfiniment comme —— w ) ct la méme conclusion reste valable.

b. Le champ d’intégration est infini. La question se présente exactement de
la méme fagon pour I, et I5. Nous pouvons donc prévoir que cette circonstance
permettra la convergence de I, et de 13, quel que soit a et que, par suite,
seule la circonstance a. donne une condition de convergence pour I;(a <1).
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1 ez
- La partie principale de J,(2iu¢) pour u¢ infini est — ——-
2m? (up)*

La partie principale de la fonction intégrée, dans I;(1), pour uv infini, est
donc, & un facteur constant preés,

e—(s'—u)’
;+e
(ue)?

Nous sommes donc ramené exactement a la méme mtégrale double (J7)
que dans le cas des mouvements & trois dimensions.
_ L.(}) converge donc bien, pourvu que « > o, et il en est de méme pour
LA, sia <1,

Par suite, si « < 1, nous avons

J([) < _‘AU_*,
ﬁ|+z(v,)2

ol A est une constante sans dimension.
3. Cas ot > 12 — Pour calculer dans ce cas la partie principale de I,()»),

pour A - o, nous procédons d’unc facon tout a fait analogue a celle suivic
pour le cas correspondant des mouvements & trois dimensions.

Fig. 6.

Nous avons encore

L(MN)=I=2l,+1,,

I, -0, avec A, comme 2%,

—+2

— 1 dlt o e_.!J (2lu())
I, — L i we [ 0 i
2 [Q'n I ()+5")1+z J, ()~+ﬁ(l)'+3 dy,

=4 up e+, (2iup) ,
; =4T f f l()+ﬁl[?().+6‘,)],+1dlld(.
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Pour z infiniment petit, nous avons
. x*
Jo(2iz) =1+ 2>+ CRRatERr

par suite
EpeJy(2iur)
fo O poyee
_ vdy
f(l+ﬁ50)’+“
dy
ﬁf(l+ﬁv @f O+poy=

ScEDE [(Hﬁev-*_w]Jr ?ﬂ [iTlﬁ?_H+
:a(a—-ll)ﬁ’l“"‘ -

La partie principale de I,, pour A - o, est donc

o t]
1-[‘2)\:1+1 . e
o _A4mFT / _ du.

g a(a—x)ﬁ“”‘ . w*

Pour 1,, nous avons

fs wdu 2»_ 1 7
A (u_'_,ﬁu)hh'x _cx”-’('x—l)’zﬁ‘l'-”—i—l—

Par suite, la partie principale de I, pour A > o, est

Lm2h2 .

0 —_—
L = sy
et nous avons
__ 4mRr
L= —ye ™

les termes non écrits tendant vers zéro, avec A, plus vite que AZ.
Donc, finalement, pour « >1,
AU

Iy < .
B (ve):

A. Cas ot « =1. — Nous effectuons toujours la méme décomposition
I =L+ 2L+ 1.

I, tend vers zéro comme A2,

a9 T uedu v e Jo(2iuv)
I-_»——[n:?\[ (A+ﬁu)2f T g

€ 248
— A2 wup e~ o (aiup)
AT l]{: [ ()+Blt)(7\+60)]2dudv
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Nous avons

¢ ode

' ! 2 (1 \ 1 I
[y = gellosthr o) —loghl— 5 (5 — 5 ) = g low +--

et par suite

292 T —ut 2)2
1= 42 log%\f Caw, =42 * logth,

~ 7B B
l(l):aﬂg)\’log'-’l+..., I < AU + log(ve).
B B(ve)?

~ En résumé, dans le cas du mouvement plan, nous avons les résultats
suivants, au sujet du comportement de I'énergie cinétique 1?(t), quand z > oo,

10 Sl <, a(t)<ij—-a;
. » [3“’“(1;[)—’—
) T
2° » a>1, Ty < ALi;
Br(ve)®
30 » a=—1, J(t)<ﬁ‘?U)Llog(vt).
2 vit)?2
Par hypothése, les vitesses initiales vérifient

U

T Is 1
(T—i-_ﬁm [(‘l, ﬁ>0, R:(x,-x/)f].

(i, 0) uj(w, 0)JF<

CAS DES EQUATIONS GENERALES DE NAVIER,
LES MOUVEMENTS, DANS L'ESPACE A TROIS DIMENSIONS, ETANT SUPPOSES REGULIERS.

1. Nous utilisons les mémes notations que dans le Chapitre précédent
(cas des équations de Stokes):z=—=o est 'époque initiale, x, un point de
coordonnées (x,, x,, &, ), u; (x, t).est une des trois composantes de la vitesse
du liquide, v est le quotient du coefficient de viscosité par-la densité du
liquide; un élément de volume engendré par x est désigné par dx; J?(¢) est
énergie cinétique de ’ensemble du liquide, V(¢) le maximum de la vitesse a
I'instant ¢; D désigne I'espace entier; nous utiliserons la convention de « I'indice
muet », les A désignent des constantes numériques sans dimension, dont la
valeur n'est pas précisée, etc. En outre nous posons

52(t)=ﬁ.d u(z, t) duyz, t) S,
D

dx, dxi

Nous entendons la .régularité des mouvements du liquide au sens de
M. Leray, c’est-a-dire qu’une solution u;(x, t) des équations de Navier est
réguliére dans un intervalle de temps ¢, < ¢<t,, si, dans cet intervalle, les
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Ju U Pu, dui dp
fonctions u et p et les dérivées —— 9z, 9z0z 9t om, sont continues par rapport

a I'ensemble des vartables x,, x, , &y, tet sl, en outre, les fonctions F(t) et
V(¢) sont inférieures a4 des fonctions de 2, eontinues pour ¢, <t<t,.

Les mouvements étant supposés réguliers dans tout intervalle de temps
(0, + ), nous partons de la relation (3.2) du Mémoire de M. Jean Leray,
intitulé : Sur le mouvement d’un liquide visqueuz emplissant Uespace ('), relation
qui peut s’écrire :

(1) ui(z, 1) = ! ;;ﬁ.e_ Yuy(y, 0) oy
8(mvit)?

’ .
T ) du;(y, t'y
— | dt Fj(x—y, 0 —)u;(y, t L a
.[( ‘{ﬂb i — ) X6 )7—“),‘ oy

ou T;j(wx—y, t—1) est le tenseur fondamental, bien connu, de M. Oseen,
tel que '

PR F WS
4T F,,(.l ), ¢ )= 2 v(t—1t) +d;l‘5¢)-72/’

. . e !.vu.~ t) '
F(ryt—1)= —» ‘D__ L(az t—t)
[v(te—1¢))?

Nous en déduisons, en désignant par r’ la distance 3,

ui(x, tyu(z,t)

= 6[.11'“'143[“ ﬁﬂe w; (), o) u;(s, 0)0yos
N L SN
4(1'Wt)" 0 b ) »
+/ dt’f dt”ﬁTi/('L—)’, t—t)ur(y, t)dul(}! t)a
xﬂum(z, t") GL-:)(;i—) Tu(x — 5, t —t")0s;
D ~m

d’ou, par interversion des variables d’intégration, en posant ¢ = y3,

_
- ” [[/‘e Wigi(y, 0) w(z, 0)dyds
81rvt):‘
f dt’ﬁu;(), vy L du,()', ¢ )
4(‘””)
xﬁui 3, ‘:jﬂ “"T (x—y,t——l)&w

A N SN

xﬂ'l‘”(x»—y, t—t")Ty(x— 3, t-—t”)(_?x.
»

(2) a(1)=

(') Acta Mathematica, 63, p. 218.
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-(Pour le premier terme du second membre, le calcul a été fait dans ’étude
relative aux équations de Stokes.)

J*(t) se compose donc. de trois termes. Mais on peut se borner a m ajorer le
premier et le troisiéme, en utilisant l'inégalité sans numéro du Las de la
page 197 du Mémoire déja cité de M. Leray, inégalité déduite de celle de
Schwarz : si U(x)=V,(x) + V,(x), on a

i
3

[MU’(-T) 3.1']‘ §[ﬂlv'i (l')ax:l%+ [‘ﬁ/‘VI:I (x) 6.2:]1_

La relation (1) ci-dessus montre que u;(x, t) est la somme de deux termes
dont on retrouve les intégrales des carrés, prises dans l’espace ol varie le
point z, dans la formule (2) (premier et troisiéme termes de celle formule).

Nous avons donc

ﬁ' —I
1 . [ﬂ ﬂe_swu!()/, 0) uy(s, 0)dyads l
(8mve)r pvp |
" ()“/()’ Uy o
L[dt[ tﬁuu ‘) T o o
1

. - > 12
Xﬁum(»’,t”) gu;d(:”_f_) 65ﬂ Tij(x—y,t —¢)Tuy(x—s3, t——t”)axJ .
D D

~m

@) @<

- La majoration du deuxiéme terme de la formule (2) n’offre d’ailleurs pas de
difficultés spéciales et peut se faire d'une facon assez analogue & celle du
‘troisiéme terme, qui est faite ci-dessous.

Pour le premier terme du second membre de (3), 'étude compléte en a été
faite dans le cas des équations de Stokes, les formes extérieures dérivant d’un
potentiel.

En admettant que I’on ait
(4) [wi(z, o) wi(x, o)’Il’< —U;, R = (a;x;) <{3>o; o< %),
(1 BR)T"

. ’ 1 I
on a vu que ce premier terme tend vers zéro avec 7, comme -
i3

Pour le second terme de (3), nous remplagons T (x—y,t—7?),
Ty(x — 3, t — ") par les majorantes connues :

| Tyj(z—y, t =)<

R
[Pv(e—1t)°
I Tu(z— 5t — )| < ——2 (),

[F 4 v(t— )]

(%)

(') Voir le Mémoire précité de M. Leray dans les Acta, p. 212.
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ou les A désignent, comme il est dit au paragraphe 4, des constantes numé-
riques, sans dimension, dont les valeurs ne sont pas précisées.
Provisoirement, nous posons, pour alléger I'écriture,
1 1

vie—t)]*=u, [v(e—¢t")]* =,

Nous appliquons, au second terme de (3), I'inégalité de Schwarz :

2 ox ox
[ﬁn‘ Tij(x —y, u) Ty(xz — 3, v)&r] <Aﬂ("1+u’)3ﬂ(f’+v")“
. ®  ridr ® rdr A

- 2 23 ) = s’
o (rwrP ) (rr4e2) T wied

d’ou
(6) Iﬁ'rij(x~y, t—t)Ty(x— 5, t—t”)6x|< T A: =+
p viI(e—Uy (e —t")?
Le second terme de (3) est donc inférieur a ‘
Aago)[f g(t')dz'f‘g(t”)dz:]' AJEO) g(t’)dt’
+ (t—1t")* v* (2— t’)"

(t—e)

v

Or [c¢f. le Mémoire précité de M. Leray, inégalités (6.7), p. 247], nous

avons
gy < AI©) AJ(o) pour ¢> A 2240 I (0) —
(vf)
Parsuhe,pourt:>i”
t ! . 4 ! ! !
¥( t)a’t_‘ <f J(2)de . '\JEO) dt -
0 [V(t l)]b 0 [v(t__tl)]h- vlb ey tlﬁ(t )b

Pour le premier terme du second membre,

f“ J(Hdr < 1 3f1g(l,)dt,’
G | [v(e—1¢t) ] o

v(t—1¢ )j
[£ ‘j(t’)dt’]-<t,[ ’Jz(t’)dt’<~;—’v5’(o),

t Y Y]
t)dt
_Jar - tend donc vers zéro, avec I’ au moins comme

v(e— o))

Pour le second terme, en posant ¢ =t¢(1—£&*), nous avons
Wi

0= 4 b &

T

>|al -

~

rtar 4
j I el |
t l”(t _— t/)t * Y (
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Le second terme du second membre de I'inégalité (3) est donc, pour ¢ suffi-
samment grand, inférieur a
AJ2(0) i

51
v e

Finalement, en groupant les résultats pour les deux termes du second

membre de cette inégalité (3), si aS :3’ J(t) tend vers zéro, au moins
comme — et, si a > i, J(t) > o, au moins comme i%
. i ¢

Dauns le cas o les mouvements du liquide seraient turbulents au sens de
M. Leray, on sait [c/. le Mémoire précité de M. Leray, p. 246, formule (6. 4)]
que toutes les époques singuliéres seraient antérieures & une époque finie, qui
ne dépend que de I'énergie cinétique initiale du liquide et de sa viscosité. On
pourrait donc toujours reporter l'origine du temps & un instant tel que les
mouvements soient réguliers pour ¢ > o, mais alors, il faudrait supposer, pour
que les conclusions ci-dessus restent valables, qu'on peut choisir cet instant
initial, de fagon que I'inégalité (4) ci-dessus soit satisfaite.



