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Contribution à l’étude de [ci théorie de l’électron de Dirac;

P… o…… COSTA DE BEAUREGÀRD.

AVERTISSEMENT.

Les diverses études constituant ce—travail sont, pour ainsi dire, placées
sous le double signe de la Relativité et des Quanta; mais—le premier Chapitre
est le seul où soit partiellementabordé, une fois de plus, et seulement dans le
cadre de la Théorie de Dirac, le problème très ardu posé par les rapports des
deux grandes Théories. Le mécanisme par lequel la Théorie de Dirac parvient

' à concilier, sinon à harmoniser, les deux formalismes en présence est vraiment
paradoxal, et paraît bien cacher une énigme.

Mais, ce point étant admis, et les conventions convenables adoptées, les
"questions que nous abordons dans les Chapitres suivants restent « intérieures »
‘

aux conceptions soit relativistes, soit quantiques sous leur forme actuelle; il
s’agit d’une extension de la Dynamique relativiste destinée à recevoir la
notion de moment cinétique propre ou spin (Chap. II); d’une étude et d’un
essai d’interprétation de grandeurs et de relations de la Théorie de Dirac
intéressant le fluide statistique (Chap. 111); d’une comparaison de l’Electro—
magnétisme classique des milieux polarisés avec la Théorie de Dirac, et d’un
retour sur quelques questions restées en suspens (Chap. IV).

Lorsquenous avons ànous référera certains résultats de Relativité restreinte
classique, nous renvoyonsaà notre Mémoire antérieur sur ce sujet, pour la
raison très simple que nous conservons ici nos notations d’alors, et que, dans
notre esprit, ce premier Mémoire_étäit un travail d’approche en vue de
celui-ci. Pour les questions d’Électromagnétisme des milieux polarisés, que
nous avions malheure‘usement laissées de côté, nous renvoyons ‘a l’Ouvrage
classique de R. Becker.

’

’

Notations utilisées. — Dans tout le cours de l’Ouvrage, u, v, W désignera une
permutationczrculafie des indices d’espace 1,2, 3, l’indice temporel étant alors

pris explicitementégal'a 4, les deuxJeux l,j, lc, [, et p, q,r, s: 1, z, _3, 4 seront
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respectivement le jeu des indices tensoriels d’Univers, et le jeu matriciel ou
spz‘norz‘el propre à la Théorie de Dirac; nous utiliseronsen général la convention
de sommation sur indices muets du Calcul tensoriel, sauf en quelques calculs
du Chapitre 111, paragraphe,1 où nous introduirons des conventions spéciales,
et où nous utiliserons des indices tensoriels 71, p., . . . sans sommatzon lorsqu’ils
sont répétés. Enfin, suivant une convention habituelle en Théorie de Dirac, les
indices majuscules romains attribués aux 7 pourront varier de 1 à 16, et nous
leur appliquérons éventuellement la convention de sommation sur indices
muets.

’

Avec plusieurs auteurs, nous considérons le
«11

à quatre composantes de
Dirac comme une matrice à 4 lignes et 1 colonne, le &lf’= «]fi et le alu><t iy"u]fi
de Gordon—Pauli étant alors assimilés à des matricesàa‘1 ligne et 4 colonnes.
D’une manière analoguea celle de W. Franz(), parexemple, nous 1ntrodmsons,
à côté de l’opérateur différentiel partiel habituel agissant vers la droite, que
nous désignons par î‘, l’Opérateur analogue

Î_‘
agissant vers la gauche, et nous

introduisons les définitions des deux opérateurs

[Ô’]=Ô’—Ô’, (()i)=Ôi—l— Ô’,
—> <— —> <—

qui, de même que les matrices y de Dirac, agissent à la fois vers la droite et
vers la gauche. Nous mettons un point pour arrêter, vers la droite ou vers la
gauche, l’action d’un des opérateurs précédents. Enfin, nous conservons la
notation habituelle d‘" pour désigner l’opérateurdésamorcé qui n’agit plus qu’à
sa droite immédiate (“’). j

Nous introduisons systématiquement, à côté des 5 tenseurs densitaires
classiques de Dirac et Darwin '

w=WW1
5 tenseurs du type/

Ps==+xlôfitv,-

que nous appelons schrô‘dingen'ensdu fait qu’ils s’apparentent au trivecteur de
courant de la Théorie primitive de Schrôdin’ger. Par definition, le y=Ww
de ces tenseurs est un produit vivi". . . des matrices de Dirac, où les indices—
tensoriels i, j, . . . sont essentiellementsupposés tous dzfiérent‘s; on sait en effet
que ces y”… se comportent comme des ‘Composantes de tenseurs matriciels
complètement antisymétriques,dontil convient donc de définir comme nulles
les composantes ayant deux ou plusieurs indices égaux. Une barre surmontant
un y ou un tenseur complètement antisymétrique désignera le dual de ces 

(‘) Zur Methodik der Dirac-Gleichung, Voir p. 404.
(’) t désignant le temps, nous écrirons généralementà‘ ou 01 pour â'
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grandeurs; exceptionnellement,au Chapitre III, paragraphe 1, nous utiliserons
une barre dualepartielle surdeux indices surmontant des tenseurs complètement
antisymétriques du 3° rang.

Toutes nos autres notations sont en accord avec celles de notre Mémoire sur
la Relativité restreinte, à un changement de signe près dans la definition du
quadripotentùzl A" à partir du champ HU (’); par exemple, nous utilisons
souvent les duals ic8u’ et ieBs“ des éléments d’intégration ]dæidxÏdxk]
et [dæidæf]; de plus, nous posons

du : ic du": [dac1 dx2 dæ'”'] et ôs"'= [c ô‘s“’*: [ dre“ de"]

pour désigner l’élément de volume et les trois composantes de l’élément d’aire
habituels. Nous faisons usage à plusieurs reprises de la formule générale de
transformation des intégrales multiples

anp___pa… | dac" dxlJL . . . dxP das" ...]: ‘à… A.g,__,,,_.[dæ1dæu . .. d.cP dx“ ... duv‘°];
I’ .

p+1 « .

les éléments d’intégration de rang 11 [dæ"dæ”. . .] sont les tenseùrs complè-
tement antisymétriques définis comme étant les déterminants extraits, avec
leur signe, du tableau à p lignes et n colonnes

lldx£ll»

n étant le nombre de dimensions de l’espace considéré (2).
Dans le présent travail, comme dans notre Mémoire cité, nous utilisons ce

qu’on peut appeler les unités E. M. d’Heavùia‘e, unités avec lesquelles
l’impulsion-masse électromagnétiqne d’un point chargé a pour expression
QAi(°). Pour l’électron, on a

. ' r , - , . C .

en sorte que son 1mpulsmn-masseelectromagnet1qne s’ecr1t —— ; A“.

Les équations ou relations intéressant l’ensemble de l’Ouvrage sont numé-
' \ . . .

rotees entre parenthèses; celles, au contraire, qui servent seulement d’1nter-
médiaires de calcul sont, lorsqu’il est nécessaire, désignées par un symbole
entre crochets. 

(‘) et à un changement de signe près dans la définition du produit vectoriel d’espace,
sans répercussion sur les formules d’Univers. ’

(‘) La Relativité restreinte, p. 6—7 et 31.
("') Op. cit., p. 34-35, 48 et 62.

Journ. de Math., tome XXII. — Faso. 2, 1943. 1—2
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CHAPITRE PREMIER.
SUR LES RAPPORTS DE LA RELATIVITÉ ET DES QUANTA EN THEORIE DE DIRAC.

]. Le problème des rapports, en Théorie de Dirac, de la Relativité
restreinte et de la Mécanique ondulatoire, pour « restreint » qu’il soit par
rapport à l’ensemble des Théories relativistes et quantiques, est déjà suffisam—
ment ardu pour mériter un examen approfondi; le présent Chapitre ne vise
pas même à étudier dans sa totalité le problème restreint, mais seulement à en
examiner avec détail certains aspects particuliers.

Une première remarque, classique, est celle—ci : tandis que la Mécanique
ondulatoire non relativiste issue des travaux de Schrôdinger a engendré sans
difficulté une Mécaniquedes systèmes de n points en interaction, la Mécanique
ondulatoire relativiste du point doué de spin, dont la base formelle reste la
Théorie de Dirac, ne sait traiter jusqu’ici, sans approximations, que le
problème du point unique plongé dans un champ préétabli. Cette grave situa—
tion n’est pas propre à la Mécanique ondulatoire, puisqu’elle se rencontrait
déjà en Dynamique préquantique; c’est donc la Relativité qui s’avère ici
défaillante, mais on peut remarquer que la Théorie des Quanta n’a pas
contribué à éclaircir le problème. «

Il semble que la constitution d’une Dynamique relativiste des systèmes
de n points en interaction rencontre deux difficultés principales, d’ailleurs
connexes. La première résulte du remplacement des potentiels instantanés
classiques par des potentiels se propageant à une vitesse finie, égale à c dans le

_

cas de l’Électromagnétisme. Il suit de là que chacun des points sera influencé
par les états des autres points «‘en onde » avec lui, états situés sur l’hypercône
de lumière ayant ce point pour sommet; lors donc qu’on voudra traiter le
problème de Dynamique des n points, il faudra considérer à la fois n hyper—
surfaces de ce type, au lieu de l’unique hyperplan simultané de la Dynamique
classique. Pour ardu qu’il soit, le problème est physiquement déterminé sur
ces bases, donc certainement formulable; les difficultés de sa solution, peut-
être actuellement insurmontables,ne sont que d’ordre mathématique.

L’une de ces difficultés consiste évidemment en ce que les positions
d’Univers des n points sont en principe indépendantes les unes des autres, alors
qu’en Dynamique ancienne elles étaient prises toutes à la fois dans l’hyperplan
simultané. Chacun des points relativistes possède bien son temps propre, mais
l’on ne voit pas a priori s’introduire un paramètre d’évolution global pour
l’ensemble du « nuage ». On peut se demander s’il n’y aurait pas lieu de
rétablir un tel paramètre, soit pour des. raisons physiques qui échappent
actuellement, soit pour des raisons mathématiques que l’étude effective du



CONTRIBUTION A L’ETUDE DE LA THÉORIE DE L’ÉLECTRON DE DIRÀC. 89
problème pourrait faire apparaître. Peut—être constaterait—on alors que les
positions d'Univers des n points à prendre à la fois se répartissent au voisinage
d’une même hypersurface du genre espace, se déplaçant vers les temps crois—
sants, et caractérisée par les valeurs croissantes d’une fonction d’action. Sans
vouloir rien préjugér des résultats d’une telle étude, qu’il serait intéressant
d’entreprendre, il nous paraît que ces simples considérations éclairent la
nature du problème posé, et que la solution de principe que nous suggérons
respecterait à la fois les symétries relativistes, et les habitudes classiques
d’un paramètre d’évolution et d’une hyper—surface de configuration à trois
dimensions valables pour l’ensemble du système.

C’est évidemment ce même paramètre d’évolution objectif et cette même
hyper—surface de configuration objective qu’il faudrait pouvoir rétablir en
Mécanique ondulatoire, pour harmoniser complètement les symétries relati-
vistes et les principes quantiques. Or, il est remarquable que la Théorie de
Dirac paraisse, non seulement se prêter mal à unepareille opération, mais
encore fournir une contre-indication fort nette. En effet, on pourrait être
tenté de « compter » un paramètre d’évolution objectif le long des lignes de
courant de Dirac, qui sont du genre temps, mais ces lignes n’admettentpas en
général d’hypersurfaces trajectoires ”orthogonales; inversement, le quadri—

'Vecteur densitaire que nous appelons UZ,, se trouve être un gradient d’Univers
[voir plus bas, équations (61' B) et'(62 B, II)], mais il n’est pas nécessairement
du genre temps; la théorie de Dirac ne fournit, à notre connaissance, aucun
quadrivecteur de champ jouissant à la fois de ces deux propriétés, qui sem-
blent nécessaires l’une et l’autre pour qu’on puisse aboutirdans le sens indiqué.

Une autre raison importante nous paraît condamner d’avance toute tenta—
tive de ce genre : le jeu des quatres matrices Yi ne possède pas [asymétrie
relâtiviste, en ce sens que les quatre Yi peuvent être choisies hermitiennes, mais
non pas trois hermitiennes et une antihermitienne. On peut s’assurer, et
nous montrerons, qu’il est impossible de modifier la théorie de Dirac de
manière à remédier à cet état de choses; la condition recherchée n’est pas
compatible avec la condition bien connue de Dirac

i(ï"Y/+ T"Y" ) = 3"":

qui est indispensable pour que l’équation du second ordre de Gordon soit,
en l’absence de champ, conséquence de la Théorie. Ces remarques ont leur
importance. S’il était prouvé de manière définitive qu’il est impossible
d’introduire, en Mécanique ondulatoire relativisée, un paramètre d’évolution
objectif analogue au temps propre de la Relativité (ou au temps cosmique des
Théories traitant de l‘ensemble de l’Univers), il_faudrait conclure, par
exemple, que l’électron de Dirac pris en lui—même ignore le temps; l’écoulement
du temps, ne se manifesterait que dans un système macroscopique de référence
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et d’observation. On se rappelle au contraire que le seul paramètre d’évolution
doué d’une signification nette en Relativité non cosmique est le temps propre
des points matériels, ou des systèmes relativement assez petits pour être
assimilés‘a des points matériels.

Non seulement l’asymétrie du jeu des 'y‘ empêche la Théorie de Dirac de
donner la symétrie relativiste aux principes quantiques généraux, mais c’est
précisément une intervention spéciale de la matrice y" qui lui permet (en
connexion avec l’intégrationà temps constant) de concilier le formalisme de ces
principes avec les exigences de la ,Relativité. Après avoir rappelé, au para-
graphe I, les principales manifestations du défaut de symétrie relativiste des
principes généraux de la Mécanique ondulatoire, nous analysons au“ para-
graphe II le mécanisme, fort paradoxal, par lequel la Théorie de Dirac
parvient à réaliser cette conciliation. La question est en connexion étroite avec
ce que nous avons appelé ailleurs le second principe de la Relativité (‘);
effectivement, nous montrons que la condition

S+—Yk S : .Yt

imposée par Von Neumann à la matrice S du changement de repère galiléen,
condition qui fait bien apparaître le rôle spécial de 7“, n’est autre que l’expres-
sion matricielle du secondprincipe de la Relativité (n° 7). Après avoir montré
comment ces considérationsjouent, notamment, dans la définition du tenseur
inertique de Tetrode, nous les utilisons pour préciser le classement tensoriel
et physique des 16 opérateurs y de la Théorie de Dirac (n° 8).

Quant à l’expressionmatricielle du premier principe de la Relativite' ( 2), nous
montrons qu’elle est fournie par l’ensemble de deux conditions connues : la
première, assez immédiate, énoncée par Von Neumann et par Pauli, est la
commutabilité de S avec le second invariant matriciel Ÿ=y”"""; la seconde,
due à Pauli, peut s’écrire

ËBS: B

5 désignant la matrice S transposée, et B une certaine matrice introduite par
Pauli dont nous rappelons la définition (n° 4). -

Faut-il espérer que la formulation matricielledu premier et du secondprin—
cipe de la Relativité donnera le moyen de comprendre les propriétés de l’es-
pace et du temps mieux que ne le permettent les lois tensorielles de Min-
kowski? Il ne le semble malheureusement pas. On sait que le rattachement
direct des deux modes de changement de repère galiléen de la Théorie de Dirac
l’un à l’autre est fort laborieux, circonstance qui constitue un obstacle sérieux
à la compréhension profonde de ce que la Théorie de Dirac apporte de nou- 

(1) La Relativité restreinte, p. 15.
(’) ,,Ûp. cit., p. 10.



CONTRIBUTION A L’ETUDE DE LA THEORIE DE L’ÉLECTRON DE nmac. 91
veau sur ce point ('). Toute cette étude laisse, l’impression que, malgré, ou
même, pourrait—on dire, à cause de sa grande ingéniosité, la Théorie de Dirac
ne constitue pas encore le dernier mot de ce que devra être la théorie relati-
viste et quantique de l’électron. En somme, on peut dire que le conflit profond
de la Relativité et des Quanta subsiste tel quel en Théorie de Dirac, mais
aussi que la Théorie de Dirac réalise un modus vivendi si habile que le conflit,
toujours latent, n’éclate jamais (”). Le fait expérimental qu’il faille être à la
fois quantique et relativiste prouve que les deux Théories sont, en un sens,
« vraies » l’une et l’autre; le fait théorique du « conflit » montre que l’un au
moins des deux formalismes, et probablement les deux, sont encore impar—
faitement adéquats à la réalité physique. En ce cas, il ne faudrait pas espérer
la découverte d’un moyen de « réconcilier » à proprement parler la Relativité
et les Quanta, mais l’avènement de conceptions nouvelles et plus puissantes :

le problème serait d’ordre, non logique, mais physique.

I. -— Sur le défaut de symétrie relativiste
des principes généraux de la. mécanique ondulatoire.

'

2. La Mécanique ondulatoiTe, non relativiste ou relativiste, fait corres—
pondre à toute grandeur physique r attachée au système (système de points en 

(!)—A notre connaissance, le calcul réciproque des éléments des matrices S et of rela-
tives aux deux modes de changement de repère galiléen n’a jamais été donné explicitement
sous sa forme générale. Dans cet ordre d’idées, citons le calcul, par Pauli, de S en fonc—
tion des e’Ï de la transformationinfinitésimale (Handb. Phys., XXIV… p. 222); et le calcul,
par Môglich, des S correspondant à trois transformations spéciales de Lorentz (et aussi à
une rotation des axes d’espace) dans le cas où lon adopte pour les y une représentationparticulière (Zeils. Phys.., 158, p. 852).

La théorie générale du changement de repère galiléen en Théorie de Dirac que nous
donnons d’après Dirac, Von Neumann et Pauli .repose entièrement sur le Théorème d’exis—
tence de S, démontré par Pauli; les élégantes conditions restrictives imposées à S par ces
auteurs sont ainsi démontrées par une voie assez indirecte.

(2) Il y a cependant un point, assez délicat, où le problème demanderait une étude
approfondie que nous n’avons pas entreprise. D’après les principes de la Mécanique ondu—
latoire, une mesure faite à l’instant t détermine pour les temps futurs la fonction d’onde
2Pc($’, 302, æ“),jusqu’à ce qu’une autre mesure fixe à nouveau cette fonction. Dans l’Univers

' non relativiste,aucune difficulté ne se présente, les divers hyperplans de mesureétant paral-
lèles entre eux. Il n’en va plus de même, dans l’Univers relativiste, pour deux mesures
faites sur le même système dans deux repères galile‘ens a'iflérents; les hyperplans de
mesure se coupent alors, et déterminent deux régions_ qui sont du « passé » pour une
mesure et du « futur » pour l’autre, avec échange lorsqu’on change de région.

Les difficultés soulevées par ce problème quantique du changementde repère galile'en
sont certainement considérables; on y verrait se manifester une sorte d’interférence des
notions de relativité et de subjectiwté quantique. '
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interaction dans le cas non relativiste, point unique dans le cas relativiste),
un opérateur linéaire hermitien R, opérant sur tout ou partie des coordonnées
d’espace x“; le temps t, qui n’est jamais à proprement parler une variable
« opérée » par un opérateur R, peut figurer comme paramètre dans la défi-
nition des R. Quant à l’hermiticité, elle est définie à chaque instant t, dans un
domaine d’espace pur U, par la condition

fo‘.Rgb.ôu=ef(Roi*.uÿ.ôu avece=+1:
1‘ 1‘

dans le cas non relativiste d’un système de points en interaction, Eu désigne
l’élément de volume [dæ', dai-‘, . . ., dx""] de l‘espace de configuration; les
intégrales sont prises dans tout le domaine intéressé par les x". C’est ce même
domaine d’espace ‘pur, considéré « à un instant t » bien déterminé, qui inter-
vient dans la définition des valeurs et fonctions propres des opérateurs B,
comme nous allons le rappelerau numéro suivant. On voit donc que la variable
d’évolution t et que le domaine de configurationU sont relatifs au repère galiléen
de l’observateur; il semble que cette première dissymétrie fondamentale des
principes quantiquesse relie étroitement à toutes celles que nous rencontrerons
dans la suite de ce Chapitre.

La Mécanique ondulatoire fait correspondre aux coordonnées d’espace a:“ les
opérateurs, évidemment hermitiens,

(1) X”=.r"x;

et aux composantes homologues de l’impulsion (moments conjugués de
Lagrange), les opérateurs

  
h

   
L’hermiticitéde ces derniers opérateurs résulte du calcul classique (')

——.fn*(cp
d"u]a+ô“cp*.<.P)ôu

2Tl‘l

___Tnif ô“(cp*LP) [clac1 d.T‘-’. dæ““’ dx“ dæ“*‘ . .dm""_]

Il h
11— u+ 311 _È (<py)[dæ‘dx-. …dx ’dæ ‘...dx l_o,

ln—l

(‘) La seconde expression s’entend sans sommation sur l’indice u.
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la dernière intégrale étant nécessairementnulle; si, en effet; elle ne l’était pas,
l’intégrale

(?“?) [dŒ’ - -- d—I?"“ dx“ dm“+‘ . .. dx=n]
U;…

.

serait divergente, cas exclu par définition même des fonctions de l’espace de
Hilbert (' ).

La Mécanique ondulatoire, non relativiste ou relativiste, fait correspondre
à l’énergiedu systèmeun certain opérateurhermitien H, fonction des opérateurs
précédents (’), opérant par conséquent sur les coordonnées d’espace a:";
enfin, elle définit l’équation d’ondes du système comme étant l’équation aux
dérivées partielles

!(3) ' —Îäa!o=ni.
 

   
En-Mécanique ondulatoire prérelativiste de Schrôdinger, l’interprétation de
l’opérateur H était une conséquencenaturelle de celle des opérateursX“ et P“,
en ce sens que la fonction Opératorielle H(P”, X“) était l’exacte transposition

« de l’expression hamiltonienne de l’énergie ä€(p", a:”) de la Mécanique analy—
tique prérelativiste des systèmes. Il n’en va plus de même en Théorie relativiste
du point doué de spin : cessant d’y êtredéduitpar simple transposition d’une

expression de Mécanique préquantique, l’opérateur hqmiltonien doit y être
défini spécialement.

' '

Comme on l’aasignalé maintes fois, il est tout naturel de chercher à donner
la symétrie relativiste aux définitions précédentes, en faisant cbrrespondre à

la « coordonnée temporelle » æ‘= ict l’opérateur, évidemment antihermitien,

(1')_ X‘: a" ><,

et à l’énergie l’opérateur
(2') P*=———_d*=————_d’.

La questionde savoir si l’opérateur X" peut ou non représenter physiquement
le temps tient étroitement à celle qui a été soulevée au numéro précédent
touchant la recherched’un paramètre d’évolutionobjectif en Mécaniqueondu—

_ latoire; nous ne reviendrons pas ici sur ce problème. Au sujet del’opérateur P",
il se pose deux questions bien caractéristiques de l’état ambigu des relations
de la Relativité et des Quanta. 1° L’opérateur P" correspond-il physiquement

.
(1) J. Von NEUMANN, Mathematisahe Grundlagen der Quantenmechanik,pp. 49 et 50.
(‘) Pour la notion d’opérateurs fonctions d’opérateurs,voir par exemple Von Neumann,

op. cit. p. 46 et sq.



94 OLIVIER COSTA DE BEAUREGARD.

à l’énergie du point doué de spin? Cette idée ne paraît pas insoutenahle dans
le cas du point libre; mais, dans les problèmes de quantification de l’atome,
où intervient une énergie potentielle d’interaction, c’est l’opérateur H qui
représente l’énergie, et qui permet le calcul effectif de son spectre discontinu.
Toutefois, bien que non équivalents, les opérateurs icP“ et H fournissent le
même résultat lorsqu’on les applique à la fonction d’onde «I»; cela, en vertu
même de l’équation d’ondes fondamentale (3). 2° L’opérateur P" est—il antiher-
mitien? On ne peut pas l’affirmer; le calcul donné à propos des P” échoue
à le démontrer, la différentielle dæ" ne figurant pas dans 8u; mais l’opéra—

, I . . . .teur ,—(_
H est bien ant1berm1t1en.

5. Ces préliminaires étant rappelés, l’énoncé le plus général qu’on puisse
donner des principes d’interprétation de la Mécanique ondulatoire est le sui—
vant : soit E(r) le projecteur fournissant à un instant t la décomposition de
l’opérateur hermitien R (‘); 1° la probabilité pour qu’une mesure faite à
l’instant t fournisse pour la grandeur rime valeur comprise dans un intervalle
donné Ar est (°)
(4) AW,=/ ',“.AEtla,.ôu;

11

2° si la mesure a montré que la grandeur r a effectivementune valeurcomprise
dans l’intervalle Ar, on peut affirmer que la nouvelle fonction d’ondes d,:

« créée » par la mesure est, à l’instant t, un mélangedes fonctions linéairement
indépendantescontenues dans le sous-espacebilbertien AE (“).

En appliquant la formule (4) à l’opérateur X” représentant une coordonnée,
on montre (“) que la probabilité de « trouver » à l’instant t le point (dans la
Mécanique dessystèmes, le point figuratif du système) dans le volume élé—
mentaire Su est ($*$)8u, d’où il suit que le point moyen probable fourni par
un grand nombre de mesures faites, à l’instant t, sur des systèmes décrits par
le même tl), a pour coorddnnées (") ' ’

[5 a:]
’ “‘“: x”(uÿ*d;)ôu.

Dans la Mécanique ondulatoire non relativiste, et dans le cas du corpuscule
unique de masse propre m., , ce pointmoyen apparaît donc comme le barycentre 

(‘) Von NEUMANN, op. cit., p. 61.
(’) Op.. cit., p. 105.
(°) Op. cit., p. 117 et suivantes.
(‘) Op. cit. pp. 66 et 75. -
("') La formule générale (5), qui sera donnée dans un instant, conduit directement à ce

résultat, mais sans apporter les précisions détaillées du texte.
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d’un fluide fictif statistique dont la densité massique sera définie par la gran—
deur réelle

P = m.—(d«*v)-

Une conséquence de l’énoncé général précédent est que la valeur moyenne
probable ? de la grandeur r, résultant d’un grand nombre de mesures faites à
l’instant t sur des systèmes décrits par le même gb, sera (‘)
(5)’ Î’;=f&lf.Rgb.ôu;

U

cette valeur moyenne probable apparaît ainsi comme l’intégrale, faite à
l’instant t dans tout le domaine U, d’une densité statistique fictive $*.Rtls.
Plus exactement, remarquons que la dissymétrie des formules (4) et (5) a
pour conséquence que l’hermiticité de R (ou de AE) ne permet pas, en général,
d’affirmer la réalité de la densité statistique qui vient d’être définie; dans ces
conditions, il est avantageux de symétriser ces formules en faisant jouer la
propriété d’hermztzczté de l’opérateur qu’elles contiennent; par exemple, la
formule (5) devient ainsi

(5') f.=f@*.Ra.au=f(Ray.-s.au: âf{ «pans + (R w.q.
;
au,

et l’on voit, en prenant la grandeur conjuguée, que la densité statistique { }

nouvellement définie est bien réelle (’ ).
Appliquons le principe exprimé par la formule (5’ ) à l’opérateur P” repré-

sentant une composante de l’impulsion, il vient

p.=—£ï—,f{ÿ._auq. awq. au:—_.[wdu]].q.au;

conformément à nos conventions générales de l’Avertissement, nous avons
posé, par définition de l’opérateur difie'rentielpartiel antisyme'trise',

[du]=âu_ôu,
—> <—

formule dans laquelle d“ représente l’opérateur habituel agissant vers la.)
droite, et à” l’opérateur analogue agissant vers la gauche, l’opérateur [du]
agitàla fois vers la droite et vers la gauche, et son introduction symétrise 
( ) Von NEUMANN, op. ci.t, p. 105.
(2 ) Elle serait encore telle avec un opérateurnon hermitien quelconque, mais la dernière

expression (5’) ne serait plus alors égale aux deux premières,et les principes généraux de
la Mécaniqueondulatoire cesseraient de s’appliquer.

Journ. de Math., tOme XXII. — Fasc. 2, 1943. 13



96 OLIVIER COSTA DE BEAUREGABD.

oomplètementles expressions des densités statistiquesd’impulsion
h -”: __ * u ,](6) ?” l‘…—“lt

l') l+
Les énoncés classiques et leurs applications, également classiques, que nous

venons de rappeler, soulèvent a priori un problème important du point de vue
relativiste. D’après ces énoncés, il semble que la grandeur « moyenne pro—
bable » et la grandeur densitaire associée auront la même variance tensorielle;
cela est inadmissible en Relativité, où l’élément Bu est, au facteur ic près, la
quatrième composante du quadrivecteur ‘o‘ui dual de l’élément trilinéaire
[dx-idxkdæ’]. Le fait que la Mécanique ondulatoire prenne toutes ses intégrales
« à temps constant » (ou encore, pour reprendre une terminologie que nous
avons employée ailleurs (‘ ), qu’elle se place toujours « dans l’hypothèse de la
simultanéité ») ne lève pas cette objection : en particularisant de ce fait
l’élément 3u“, elle particularise le tenseurintégral« valeur moyenne probable »,
mais elle ne peut pas changer le rang de ce tenseur. Nous reprendrons ce pro-
blème en détail à propos de la théorie de Dirac.

Dans la Mécanique ondulatoire non relativiste de Schrôdinger, les trois
densités ;" définissent un vecteur denszté de courant; une question qui se pose
d’elle—même est de savoir si, en fait, ce vecteur peut être associé à la densité
massique p de telle manière que l’équation de continuité classique

Ôu(pv”)+d,p=0

soit satisfaite; c’est la une condition évidemment nécessaire à la validité de
la notion de fluide fictif statistiquement équivalent au « point matériel » m…
On sait que la réponse est affirmative : l’équation de continuitéprécédente est
une conséquence de l’équation d ’ondcs (3) dans le cas où cette équation est du
type non relativiste de Schro“dinger (’). On peut dire que la Théorie de Schrô-
dinger se referme ici sur elle-même, de la manière a priori nécessaire.

Dans la Théorie relativiste de Dirac, les choses sont beaucoup moins simples;
comme nous le rappellerons en détail au Chapitre III, paragraphe 11, l’induc-
tion doit jouer un rôle important. Tout d’abord, dans une théorie relativiste,
la définition du barycentre demande certaines précautions; on n’a plus le droit
de conclure de la formule [5x] (toujours valable en tant qu’application des
principes quantiques généraux) que la quantité m.,(tlfi,b) représente une
densité massique. Une induction simple va nous tirer d’embarras : puisque,
en Relativité, la masse est équivalente à l’énergie, nous sommes fondée à
associer aux trois opérateurs [du] qui, d’après Schrôdinger, correspondent
densitairement à l’impulsion, l’opérateur [04], dont nous pensons qu’il doit 

(1) La Relativité restreinte; voir notamment p. 29.(’) Voir par exemple L. ns BROGLIE, L’Electron magnétique, p. 81.
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correspondre densitairement à l’énergie; la suite montrera que cette induction
est bien celle qui convient en Théorie de Dirac (n°58 et 18). Remarquons
ici que les difficultés relatives à l’antihermiticité de l’opérateur—2l:“.d‘ s’éva_

nouissent dans le cas de l’opérateurdensitaire %[d‘]; on voit, en prenant sa

conjuguée, que l’expression
'

a: {;;—i……
est bien imaginaire pure (‘).

En Théorie de Dirac, et au facteur ic près, les quatre grandeurs densitaires
dont il vient d’être question appartiennent au tenseur inertique asymétrique
de Tetrode, qui est conservatifen l’absence de champ; les douze autres compo—
santes de ce tenseur sont « supprimées » par l’hypothèse quantique « de la
simultanéité ». Par ailleurs, la grandeur ($$) reste la composante temporelle
d’un quadrivecteur de courant conservatif, qui entretient certains rapports
avec le tenseur inertique de Tetrode (Chap. IV, n° 26). ,

Une dernière conséquence bien connue de l’énoncé général que résume la
formule (4) est la suivante (") : les seules valeurs qu’une mesure faite à l’ins—
tant tpuisse fournir pour une certaine grandeurr sont les valeurs propres de son
opérateur R. Nous voyons tout d’abord reparaître le même problème qu’à
propos de la valeur moyenne probable : comment la Mécanique ondulatoire
relativisée s’arrangera—t—elle pour que la grandeur finie et la grandeur den—
sitaire aient les variances respectives convenables ? Ce double problème sera
traité au paragraphe suivant à propos de la Théorie de Dirac.

Un autre problème, beaucoup plus grave, et que nous ne ferons que
mentionner, est le suivant : la grandeur finie effectivement fournie par une
mesure n’est plus, en Mécanique ondulatoire, reliée eæplzbitement à la gran—
deur densitaire (statistique) correspondante par intermédiaire de l’élément de
volume 8u. En effet, cette grandeur finie est une valeur propre de l’opé—

rateur R la randeur densitaire corres ondante étant 'l *.Rù ou lutôt
>

g P ? . P

à—
{@*.R&lz+ (R$)*.b }); l’élément du n’intervient donc qu’implicitementdans la

définition des valeurs ro res de B. Il a là une circonstance tout à fait révo-P P Y
lutionnaire par rapport à la Mécanique ancienne, et dont la portée, touchant
les propriétés élémentaires de l’espace, doit être considérable (“). 

(’) Le fait que cette propriété soit établie indépendamment de tout caractère hermitien
ou antihermitiende l’opérateur d‘ souligne bien la différence de traitement des coordonn " \_d’espace et du temps par la Mécanique ondulatoire,ainsi que le caractère inductifd __nùt‘re“ll
raisonnnement. f? '

«\\\\ °(’) On se reportera aux passages cités de l'Ouvrage de Von Neumann. Ç_:—,
_

(a) Voir des remarques très analogues de M. L. de Broglie dans Arch. Set. %‘:,Ë,Ë,äî
Nat., 15, Genève 1933, p. 479. \‘_\/
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II_. — Ï.e mécanisme du changement de repère galiléen (’)
et la conciliation des exigences relativistes et quantiques en théorie de Dirac.

. 4. LE CHANGEMENT DE REPÈRE GALILÉEN A LA PREMIÈRE MANIÈRE. EXPRESSION MATRI-
CIELLE DU « PREMIER PRINCIPE » DE LA RELATIVITÈ. — Nous appelons premierprincipe
de la Relativité, ou principe de la transformation partielle réciproque de
l’espace en temps lors d’un changement de repère galiléen, les lois de trans-
formation de Lorentz—Minkowski("’)

!".-:$

(7) (L‘”: o}x’, 2 of 0," : 3”,
[:il

avec z',j, k— I, 2, 3, 4 et m‘: ici. Il résulte de ces lois que le carré 252 de la
longueur d’Univers d’un quadrivecteur X'Ï est un invariant; on peut considérer
la formule

 
u=i

comme une autre expression de la loi d’équivalence entre l’espace et le temps.
Tant q1î’il ne s’agit que du premier principe, le caractère réel ou imaginaire
pur des grandeurs telles que a:”, X‘ et 0% n’a pas à intervenir; ces grandeurs
seront, pour le moment, supposées représentées par des nombres complexes
quelconques. - -

D’une manière analogue, négligeant complètement pour le moment le
caractère hermitien ou non hermitien des y' de Dirac, nous allons chercher les
conditions restrictives imposées à la matrice S pour que la transformation

'

(8)
_

7"= S'“f"5
soit équivalente ‘a la transformation minkowskienne _

I=L

_

(9) 7h”: o;'T/, 2 of 05: ôik_

i=1

On sait que les transformations équivalentes (8) et (9) caractérisent le 
(‘) Pour la théorie du changement de *repère -galiléen en Théorie de Dirac, nous ren-

voyons aux Mémoires fondamentaux de Dirac [The Quantum Theory of Electron‘ (Roy;
Soc. Proc., 117, 1928, 5 3, p. 615—)], de Von Neumann [Einige Bemerkungen zur Dirac— '

sehen Theorie (Zeits‘. f. Phys., 11.8, 1928, p. 871)] et de Pauli [Contributions Mathé—
_
mhtiques à la Théorie de Dirac (Ann. Inst. H. Poincaré, V1, 1936, 5 5, p. 123)]; ainsi
qu’à l’Ouvrage classique de M. L. de Broglie (l’Électron magnétique, p. 159).

' (*) O. COSTA de BBÀUREçARD, La Relatz‘vz‘te‘ restreinte,"p. 10 et suivantes.
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changement de repère galile’en a‘ lapremière manière, c’est-à—dire avec invarian ce
de la fonction d’onde 11); il est clair, en effet, que les expressj_3s Pq: se trans—
formant alors comme la i‘°“‘° composante d’un quadrivecteur, le postulat
d"mvariance des équations de Dirac
(10) (PiYÏ—+— imw)g};=o

exige que les ? soient transformées suivant la loi (9), ou les a} sont les coeffi-
cients de Minkowski.

Le point capital est que, non seulement les équations ( 10), mais encore les
conditions fondamentalesde Dirac

 

'
- 1 . . . . \…(u) a(Y'Y’+Y’Y')=O”

  
sont. invariantes par la transformation (9); si donc on convient d’appeler
Théorie de Dirac l’ensembledes conséquences des équations (10) et des condi-
tions (11) (abstraction faite pour le moment de toute hypothèse sur l’hermi-

' ticité éventuelle des 7), il convient de dire que la Théorie de Dame est tmanante
- par un changementde repère galiléen à la première manière (formules 8 ou 9).

Il est intéressant de démontrer d’une manière rigoureuse comment la
loi de transformation tensorielle des vif… résulte des (9) et (1 1) (d’après nos
c0nventions générales de l’Avertissement-, yff désigne le produit de
matricesy’yf . . ., avec essentiellement i#j# . . . ). Pourles vif du second rang,
ona ' '

[:$
1(9') Y"’=0koiYkT'=OZO’YY""y +

E OQO’= 02077“, c. Q. F. |).
' Mpu… tout k pour kil l=1

et tout l

Le même raisonnement s ’applique par récurrence aux matrices Y‘-"_—— W'y’
et Yijhl___ YijkYl

Pour conclure la loi (8) de la loi (9), il faut s’appuyer sur l’invariance
des (1 I) et sur un Théorème capital dont une démonstration générale directe
3 été donnée par W. Pauli : étant donnés deuæjeuædistincts de quatre matrices
carrées 7‘ de rang 4, hermitiennes ou non, satisfaisant tous deus: aux condi—
tions (11), il existe une matrice carrée S de rang 4 et une seule (définie à un
facteurcomplexeprès), admettant une inverse S“' , telle qu’on ait la formule (8) (‘).
Réciproquement, on voit immédiatement que la loi de transformation (8)
conserve les conditions (II). La démonstration du Théorème précédent fait“
intervenir un lemme important, fort utile pour nous, dont une démonstration
a été aussi donnée par Pauli : les seize matrices y" de la Théorie de Diracforment
un système complet, c’est—à-dire que toute matrice carrée de rang 4 se développe 

(‘) W. PAULI, op.lcit., 5111, p. 115
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d’une manière et d’une seule sous la forme c,y , les CA désignant des constantes
complexes().

L"1nvarianœ des conditions (1 1) par une transformation (9) s’établit par le
calcul bien connu suivant

—;(y’i7’l-t— v’/Y") : -;010Î(Yk7’+ v’*f‘)=oîolô“= 0205: 6"/';

la seconde égalité résulte des conditions (1 1) de Dirac, la quatrième des
conditions (9,) de Minkowski. Le Théorème de Pauli montre alors qu’il existe
une transformation (8) et une seule équivalente à (9). Réciproquement, si,par
hypothèse, une transformation du type (8) est telle que les quatre 7” transformées
soient congrues aux quatre 'y‘ initiales, c’est—à—diresil’on a les relations (9, ), le
calcul précédent montre que les 0 sont des coeflïcients de Mink0wski, satis—
faisant aux conditions (92).

Il est a priori vraisemblable, en effet, qu’en général les y”- transformées
des $ par une loi (8) ne seront pas congrues aux 1!" initiales, mais pourront se
développersur tout le système des seize y". Un exemple simplenous convaincra
qu’il en est bien ainsi; introduisant les quatre î'° duales des «(f/"', définies
suivant (")

'

Ÿ”: Y""": ?: — Y""“':

on vérifie sans peine qu’elles satisfont aux mêmes conditions que les y" :

1 _._. __._. ..
'

5
(y“r’+ 1'1‘) = 5”-

Considérant alors les transformées
i:Æ

i"'=ofifä ; = w.
[=].

le calcul précédent montrera que les @” satisfont, comme les 'y’, aux condi-
tions (1 1), et par conséquent qu’on peut encore passer des 7’ aux 7” par une
transformation (8). Mais, en raison du caractère complet des seize y“, la trans-
formation actuelle est irréductible à la transformationde Minkowski.

D’une manière plus générale, 7“ désignant l’une quelconque des seize y,
7” son homologue dans le système y', l’expression matricielle de la transfor-
mation (9) et (9’) est évidemment 

 

(s') Y"*= S—iÿ‘S;
  

mais une transformation quelconque de ce type n’est pas une transformation
tensorielle des 5 tenseurs matriciels y“, en ce sens que les 7 d’un rang tensor1el 

1()Op. cit.,ëll,p. 111.
(2) Cette définition diffè1e par le signe de celle que nous adopterons plus loin (équ. 45).
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donné ne restent pas congrues à 'elles-mêmes par la transformation, il y a_

exception pour la matrzce 1, qui est évidemment toujours transformée en
elle-même. :

Si donc on veut que la transformation (8) soit équivalente à la transfor-
mation minkowskienne (g), certaines conditions restrictives devront être
imposées ‘a la matrice S; jointes aux (8) ou (8’), elles constitueront ce qu’on
peut appeler l"eæpresswn matrzczelle du premze; prmcipe de la Relatwzté;
cherchons ces conditions.

Une première condition nécessaire, très visible, a été énoncée par
von Neumann (‘) et par Pauli (“‘); donnons-en un énoncé général. Posons,
conformémentà nos conventionsde l’Avertissement

? = ’l‘…"…;

on vérifie sans peine que
Ÿ'—’:]

Si, par hypothèse, nous exigeons que la matrice Ÿ reste congrue à elle-même

'î' —<1

par une transformation (8), un calcul simple montre que le coefficient 0
vaut il :

_

02Ÿ2=S—‘ŸSS—ÆŸS, < c‘3=1, 0:11 1. C.Q.F.D.

Le cas c =+ 1 contiendra évidemment les rotatwns du quadrèdre d’Univers,
et le cas c =— 1 les ref/leæzons d’Univers (rotations suivies d’un retournement
de l’axe de temps, par exemple). On aura do,nc le signe étant + ou — dans
toutes les relations‘a la fois 

_S—*ŸS, SŸ=iŸS, ŸS—‘-=iS-’Ÿ.
    

(m) ?   
Ainsi, nous trouvons comme première condition nécessaire que S et S“‘

doivent à la fois commuter ou anticommuter avec Ÿ. Or, les seize ŸA se divisent
en deux classes de 8; d’une part, les 1, Ÿ"f, Ÿ commutent avec Ÿ; d’autre part,
les Y' et Ÿi anticommutent avec Ÿ. Il suit de là que, pour c=+ 1,8 et S“'S
développeront sur le système 1, Ÿ! , Ÿ et, pour c =— 1, sur le système Ÿ‘ et Ÿ.
On vérifie alors sans peine que, dans les deux cas, les S“‘ ŸS se dévelop-
peront sur le système des huzt Ÿ et Ÿ On ne peut rien dire de plus: même en
faisant1ntervenir les relations numériques existant entre les coefficients de S“'
et S du fait que S“‘ S—_ 1, on constate que ni le'jeu des Ÿ, ni celui desŸ ne
s’élimine du résultat. C’est dire que la condztzon nécessazre (12) (bien que déjà 
( ) Op. cit. ,.p 877.( )0 .'.czt., p. 126, équation (28).
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nettement restrictive, puisqu’elle réduit de moitié le nombre des matrices de
base) n’estpas, à elle seule, une condition sufisan lepour que les y”soicntcongrucs
aux y‘.

Mais on peut associer à la condition (12) une autre condition nécessaire(13),
découverte par Pauli (‘ ), telle que l’ensemble de (12) et de (13) constitue une
condition suffisante du résultat visé. Pour établir cette nouvelle condition,
remarquons avec Pauli que les matrices ? transposées des Yi satisfont évidem-
ment aux conditions (1 1)

I _._ . .. .-. .5(W’+ Y’Y‘) = 3”;

d’après le Théorème fondamental, il existe donc une matrice B, définie à une
constante complexe près, telle que ’

?: B“" YÏB.

Considérant maintenant les transformées y" des y" par(8), on définira de même
la matrice B’ transformant y” en Ÿ”; comme on a évidemment

B’—‘ 7” E’: Ëÿ"Ë-‘, B'—1 s—1yisn'= ËB—î r‘BË—‘,

_

(SB’)*“{"(SB’)=(BË—1)_'YÏ(BË—l>,

on conclut de là une relation entre B, B’ et S (a désigne une constante com—
plexe)

..

…] B"S-1=aSB/ on B=aSB'S.

Plus généralement, cherchant les transformées par B des seize 'y“, on trouve
sans difficulté, pour les 5 rangs tensoriels o, 1, z, 3, 4,

[q] +î=l, +Ÿi} _ Ÿij7 _ Ÿiik7 +Ÿuvw6_

Cela étant, développons les y”, transformées des v" par S, sur le système
des seize y‘, et transformons les matrices des deux membres par B. D’après ce
qui vient d’être dit, les transformées des 7“ du second membre seront les '? au
signe près, ce signe étant donné par le tableau [q]; on peut donc écrire, en
distinguant les coefficients cM et cN relatifs aux matrices de chaque signe,

B‘“{”B: cMŸM—- cNŸN.

Il est clair, sur cette formule, que la condition nécessaire et suffisantepour que
les coefficients cN soient identiquement nuls est que l’on ait
[r] B—îy’iB:Ÿ”: Bf—«—/fo, où B = bB',

(b, désigne un coefficient complexe) (‘-’ ). 
- |

(‘) Op. cit.,
@

IV, p. 119 et 126.
_(’) En raison du caractère complexe des c… cette conclusion ne se retrouvera… pas su

l‘on avait pris les 7“ adjointes au lieu des Ÿ‘ transposées.
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Finalement, rapprochant les résultats [p,], [r,] et [q], nous Voyons qu’un—e

condition nécessaire et suflïsantepour que les matrices Y” transforméesdes Yipar S
soient eongrues au système 1, $, Ÿ, est que l’on ait, c désignant une constante
complexe, ,

,
. 

.-
(13)

.

. B=cSBS;
   

telle est la condition de Pauli annoncée. —

Prenons maintenant les conditions (12) et (13) à la fois; elles exigent
respectivement que les y” soient congrues

à » Yi » *7‘ »

età 1 Ti » » Ÿ,

en sorte que, finalement, les quatre 7” devront être congrues aux quatre y‘, et
par conséquent, d’après une remarque antérieure, s’en déduire par une trans—
formation de Minkowski. Les conditions (1 2) et (13) prises à la fois constituent
donc bien une expressionmatricielle du premierprincipe de la Relativité.

-

5. LE CHANGEMENT DE REPÈRE GALILÉEN A LA SECONDE MANIÈRE. NÉCESSITÉ DE DEE1N1E

UNE « _MATRICE TAMPON » y°. — On sait que la Théorie de Dirac utilise deux
équations associées des types
(14) Ç(— <P_’Îy,—+im,,c)=o,

’

(I_Ïy,—+imw>uÿ=o,

avec, par définition des quadriopérateursP‘,

(15) —-Pi=——I’—.af—eAi, Pt=.—L.di+ËAi.(_ 21r1<_ c _, 27Èl_> (;

Pour la suite, introduisons encore la définition des deux quadriopérateurs

I., i_ _ h —'- e - :_1 i z _(15) [P]—; Î—Î]——_,}—fi;[M+;_AE t(P)_a(î+tî)_
h

…la"),

où [d’] et (d‘) sont les opérateurs différentiels respectivement_« antisymé-
trique » et « symétrique », agissant à la fois à droite et à gauche, que nous
avons définis dans l’Avertissement. D’après ce que nous avons dit au numéro 5,
l’opérateur [Pi] doitêtre considéré comme correSpondant densitairement à
l’impulsion-masse inertique (totale— électromagnétique); cette remarque
trouvera plus loin son application (n° 8, équ. 26). Avec plusieurs auteurs,
nous considérons les fonctions d’onde associées à 4 composantes C et + comme
deux matrices, la première à une ligne.et 4 colonnes, la seconde à 4 lignes et
une colonne; dans ces conditions, les équations (14) sont des équations à la
fois différentielles et matricielles.

'

Journ. de Math., tome XXII. — Faso. 2, 1943. l 4



104 OLIVIER COSTA DE— BEAUREGARD.

En Théorie de Dirac, il s’introduit 5 tenseurs statistiques densitaires bien
connus p… et aussi 5 tenseurs densitaires 98 dont nous introduirons systéma—
tiquement la définition au Chapitre III, des types respectifs

(16) ' PD=CYA‘«P; ps=ë[ô‘]ïw;

les 32 expressions (16) sont, d’après nos conventions, des matrices à 1 ligne
et 1 colonne, c’est-à—dire de simples nombres; en tant que composantes tenso-
rielles, leur variance est,par hypothèse, celle indiquée par les indices i, j,
de la matrice significative y“.

Dans un changement de repère galile'en à la première manière, le a]; et le Z sont
transformés par invariance, le Pi et le P" suivant la loi quadrivectorielle (7)

—> <—

<ce
qui, convient—il de remarquer, laisse invariants les symboles r)i et di), enfin

" ' | . . + ‘ + .
les 7“ suivant la loi (9) ou, ce qui rev1ent au même, su1vant la 101 (8’)
« restreinte » par les conditions (12) et (13). Les équations (14) et les défi-
nitions (16) deviennent ainsi

Ç(—î‘°S“’y,—+ iim,cS*1 ) = o, (ÊïSy,—+ imwS)dg: o;

P‘n=ë<S“‘t“s)% pë=ë[ôf](S—’YASW-

Comme il est bien connu, on déduit immédiatementde là les lois du changement
de repère galile'en à la seconde manière, c’est—à—dire avec transformationpar
invariance des seize v“. Les formules précédentes s’écrivent en effet

—1 _ H
‘ ° _ li ' = :CS ( Î_'fl+tmoc>_o, (îyi+tmoc)sqJ o,

pb=CS“1(YA)S% pê=CS—’([ôtlyt)Sdfl-

Les lois de transformation cherchéesduC et du a]: sont donc  
(17) c'=cS-æ _w'='S+-

      
La remarque essentielle est que les lois de transformation(1 7) interdisent en

principe de considérer les matrices C et q.» comme adjointes; il y aurait exception
si la matrice de transformation 8 pouvait être—prise unitaire, mais nous verrons
au numéro suivant que cela n’est justement pas possible. Or, suivant la
tradition issue de la Théorie de Schrôdinger, la Théorie de Dirac se propose
d’écrire les densités statistiques p… par exemple, sous la forme

* 4»ww ou crc;
la matrice y“, difl'érente de 7“, ne mettra plus nécessairement en évidence
directe la variance tensorielle des 9. Mais, retenant, par exemple, la première
des deux formes ci—dess'us, il est certain que les matrices Cet <.Ifi se déduiront

’ .
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l’une de l’autre par une matrice carrée 70; nous poserons, suivant l’usage (‘) -

(18) YB= iY°YA . et
|
Ç= thx: i<.[f"Y°.

Il est important pour la suite d’établir les lois de transformation de la
matrice—tampony“ que nous venons d’introduire. Pour un changement de repère
galiléen à la première manière, le &]J, donc le «le“, et le C: 4»>< étant transformé:
par invariance, il en est de même pour y°. A la seconde manière, le $* et le 4%
se transformant suivant les lois différentes

… ' w= i><s—u
_'

w= res:

  
    

il en résulte pour y“ la loi de transformation
'(19) 7’_°= (S—‘)+Y°(S")

tout à fait différente de celle qui valait, à la première manière, pour les \”(équ. 8’).

6. DÉFAUT DE srmÉrmr—z RELATIVISTE nes EQUATIONS DE DIRAC PAR RAPPORT AU SECOND
PRINCIPE. RÔLE SPÉCIAL DE LA MA'I‘RICE y“. — L’apport nouveau essentiel de la
Relativité est constitué par les lois (7) du changement de repère galiléen, lois
qui expriment une équivalence entre l’espace et le temps au sens qui a été
rappelé. Cela étant, il est évidemmËnt— capital de formuler les principes qui
distinguent le temps de l’espace, principes dont il est remarquable qu’ils
s’expriment finalement par des inégalités, entraînant notamment l’écoulement
à sens unique du temps. _

La formulationÿclassique du second principe de la Relativité se fait tout
naturellement en deux étapes (’). On peut énoncer le second principe sous sa
forme large de la manière suivante : tout événement objectif sera représenté par
trois coordonnées d’espace x“ réelles et par une coordonnée de temps et” imagi—
nairepure. Il suit de là que les coefi‘icientso’j d'un changementde repère galile'en 

(l) Le facteur L est arbitrairement introduit pour simplifier les expressionsde l’important
quadrivecteurcourant—densitéde présence : t'{’<Yi li. Nos notations sont celles généralement
adoptées à la suite du Mémoire d’ensemble de W. Pauli [Allgemeinen Prinzipien der
Wellenmechanik, Relativùstische -Theorien (Handb. d. Phys., XXIV._, 1933, p. 220)]. Le
principe de ces notations est dû à W. Gordon [Der Strom der Diracschen Elektronen-
theorie (Zeits. f. Phys., 50, 1928, p. 630, équ. 3 et A)]-

(2) O. COSTA DE BEAUREGARD, La Relativité restreinte, p. 15 et suiv. Le « second principe
de la Relativité ».n’est en réalité qu’une partie de ce que serait un véritable secondprincipe
pour le temps. Pas plus que la Physique classique (ou que la Physique quantique), la
Relativité n’oblige le temps à s’écouler; elle se borne à constater que le temps s’écoule, et,partant de là, à montrer qu’il s’écoule dans le même sens pour tous les observateurs

objectifs.
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objectif seront réels s’ils contiennent l’indice 4 zéro ou deux fois, imaginaires
purs s’ils le contiennent une fois. Une conséquence de ce dernier énoncé et des
conditions minkowd&iennes (7,) est l’inégalité
(20’) (OÎ)ÈI;

rappelons l‘existence des deux inégalités équivalentes à la précédente

ag c’, ds”; 0;

vdésigne la vitesse relative des origines spatiales de deux repères galiléens
objectifs, et ds l’élément de longueur de-l’axe temporel d’un repère galiléen
objectif quelconque.

Une conséquence importante de l’inégalité (20') est que le carré 28° de la
longueur d’un quadrivecteur d ’Univers aura le même signe dans tous les repères
galiléens objectifs, _ce qui donne une signification objective à la classification
des quadrivecteurs en genre temps et genre espace suivant le signe de leur ZS”;
sous sa forme large, le secondprincipe aboutit donc déjà à une distinction fort
nette entre l’e5pace et le temps.

L’inégalité (zo') peut encore s'écrire   
(ao) oiâ—r ou +r502;

      
la forme étroite du second principe s’obtient alors en postulant, en plus‘des
conditions précédemment indiquées, que les transformations restant permises
par (20’) ou les (20) doivent, comme les (7) initiales, former un groupe
continu, contenant notamment‘la transformation identique. Il est alors évident
que l‘inégalité (no.) doit être_écartée, et l’0n vérifie sans peine que l’inéga—
lité (2o,) peut être retenue. Dans ces conditions, les propriétés d’un quadri—'
vecteur du genre temps se trouvent précisées sous la forme suivante : le signe
de la quatrième composanted’un quadrivecteurdu genre temps sera le même dans
tous les repères galiléens objectifs. Béciproquement, si l’on connaît un certain
quadrt‘vecæurdont la composante temporelle posséde un signe bien déterminé, on
peut aflïrmer : 1° que le second principe de la Relativité est satisfaitsous sa forme
étroite; 2° que le quadrivecteur 'conszdére' est du genre temps. Comme les axes
temporels des repères galiléens objectifs sont tons du genre temps en vertu
de l’inégalité (20’), on peut dire que l’inégalité plus restrictive (no,) entraîne
que le sens d’écoulement du temps est le mémé dans tous les repères galiléens
objectifs. On passerait des cas prévus par l’inégalité (202) à ceux prévus par
l’inégalité rejetée (204) au moyen d’un retournement de l’axe de temps.

(les préliminaires étant rappelés, un point capital pour la suite est que,
malgré céqui semble au premier abord, les équations de Dirac (14) n'ont pas la
symétrie relativiste correspondant au « second principe ». A cet égard, et à
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certaines difficultés près qui ont été mentionnées, nous avons vu au n° 5 que le
quadri0pérateurd’impulsion-massetotale

peut être considéré comme ayant la symétrie relativiste, ses trois premières
composantes étant hermitiennes, et la quatrième se comportant dans l’équa—
tion d’ondes comme si elle était antihermitienne. Par ailleurs, le quadri—
opérateur d’impulsion-masse électromagnétique

e ."“"A’X(!

possède la symétrie relativiste, les trois A“ étant réelles et A‘ imaginaire pure.
'Finalement, à certaines difficultés près, les Opérateurs P" et P" définis par

—> <—

les (15) doivent être considérés comme possédant la symétrie relativiste du
second principe. Du reste, les difficultés en question disparaissent complète—
ment pour'les deux opérateurs [P‘] et (P‘) définis par les ( 15’), opérateurs qui
nous seront fort utiles par la suite; ces opérateurspossèdent la symétrze relatmste
du secondprmczpe.

Au contraire, lejeu des quatre matrices y" ne possèdepas la symétrie relativiste
du second principe. Il faudrait pour cela que les trois 7“ puissent être choisies
hermitiennéä, et Y“ aritihermitienne. Or, cela est exclu par les conditions de
Dirac (1 1): une matrice hermitienne peut bien avoir comme carré 1, mais non
pas une matrice antihermitienne.

’

Serait-il possible, en remplaçant les conditions (1 1) par les conditions
analogues -

â(Y+iYj+ Y+iYi): ai},

de modifier la Théorie de Dirac de manière à donner la symétrie relativiste au
jeu des 7”? Tout d’abord, contrairement aux (11), et compte tenu de la
symétrie relativiste des 0{ par rapport au second principe, ces conditions ne
seraient pas invariantes par une transformation de Minkowski. De plus, les
conditions considérées ne permettraient plus de retrouver, en l’absence de
champ, l’équation de Gordon comme conséquence de la Théorie; en efTet, au
lieu de multiplier à gauche l’éequation (14, ) de Dirac par loperateur

(y,—î— imac) ( ), il faudrait la multiplier par l’un ou l’autre des opérateurs

(yîï— zmoc) ou (yÏI_Î— imoc); 
(‘) P. A. M. Dune, The Quantum Theory of Electron (Roy. Soc. Proc., 117, 1928,

p. 613); ou L. ou Baocus, L’E‘lectron magnétique, p. 137, équ. (15).
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le premier ne convient pas comme fournissant les termes carrés
3

P7P+i=E P,î— P3
ll=l

au lieu des P.—Pi qu'il faudrait trouver; le second, comme fournissant des
termes ’

i'moc(y,-Pi— y}*P")

qui ne se détruiraient plus.
Finalement, la symétrie relativiste des Yi par rapport au second principe

(hermiticité des 7“ et antihermiticité de y“) et la symétrie relatiViste de ces
mêmes opérateurs par rapport au premier principe exprimée par les condi-
tions (1 !) seraient séparément conservatives par une transformation (9) de
Minkowski, mgis elles sont incompatibles entre elles. Si l’on voulait donner un
nom à l’aspect particulier que revêt ici le conflit de la Relativité et des Quanta,
il faudrait l’appeler le conflit des deux symboles i propres à chaque Théorie; ce ’

conflit a, entre autres conséquences,celle que les deux opérateurs <y;Pf—|— imac)—>

et (y,—Pi— imac), dont le produit donne l’opérateur de Gordon, ne sont pas des.)
opérateurs adjoints. Comme il est absolument nécessaire que l’équation de
Gordon soit conséquence de la Théorie de Dirac, nous concluons qu’il est
impossible de faire en sorte que le jeu des matrices ? de Diracpossède la symétrie
relativistè du second principe sans détruire les fondements mêmes de. la Théorie.

Pour bien mesurer l’importance du problème qui résulte de cette consta-
tation, faisons encore quelques remarques. Il est évident que la condition
nécessaire et suffisante pour que des expressions <lfiy"t}; soient réelles ou ima—
ginaires pures est que la matrice y“ soit hermitienne ou antihermitienne. Or,
si les quatre 7“, et par conséquent le tableau des seize y“, possédait la symétrie
relativiste du second principe, en posant simplement

4P<= % i"‘= YB» 7°= 17

les densités statistiques p,, et ps seraient assurées de la symétrie relativiste, en
ce sens que les p d’unmême rang seraient réelles ou imaginaires pures en
rapport avec l’absence ou la présence de l’indice 4 dans 7“. Cette propriété
étant évidemmentconservée pour un changement de repère galiléen àla pre—
mière manière, devrait l’être aussi pour un changementde repère galiléen à la
seconde manière; la matrice de la transformation (8) devrait alors être
unitaire, en sorte qu’on aurait toujours

5“: $"“, *{’°= 7°=1, 4%: gif".

En fait, nous venons de voir que toute cette facile harmonie n’est qu’un rêve
illusoire, qu’il faut donc rejeter. Si les quatre y" ne peuvent pas être choisies
trois hermitienneset une antihermitienne,Dirac a-montré qu’elles peuventêtre
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prises toutes quatre hermitiennes ('), circonstance assez paradoxale au point
de vue relativiste, et dans laquelle nous voyons la première manifestation du
rôle spécial très dissymétrique que la théorie de Dirac fait jouer à la
matrice 7‘ (°).

Il est évident, et bien connu, que, compte tenu de la symétrie des a} par
rapport au second principe, cette condition d’hermiticité des quatre { n’est pas
conservative par un changement de repère galile'en à la première manière
(équ. 9); et qu’il suit de là que la matrice de transformation 8 ne peut pas être
unitaire (équ. 8). Au contraire, cette même condition est invariante“par un
changement de repère galiléen à la seconde manière, puisque les «," (et par consé—
quent toutes les matrices significatives y“) sont alors transformées par inva-
riance. De plus, si la matrice—tampony“ a, elle aussi, été choisie hermitienne, la
formule (19) montre que cette condition est conservatioepar un changement de
repère galiléen à la seconde manière. C’est en nous appuyant sur ces remarques
que nous allons établir maintenant l’expression matricielle du secondprincipe
de la Relativité, expression qui met clairement en évidence le rôle Spécial
dissymétrique de la matrice y“.

7. EXPRESSION MATRICIELLE DU SECOND PRINCIPE DE LA RELATIVITÉ. -— LEMME. %
Si les quatre matrices Yi ainsi que la matrice-tampon y° sont choisies, avec Dirac,
hermitiennes (condition invariante pour un changement de repère galiléen à la
seconde manière), la condition nécessaire et sufisante pour que les densités
statistiques çjouissent de la symétrie relativi.rte du secondprincipe est que l'on ait
(21’) y°=(al—l—ibŸ)y‘,

a et b désignant deux nombres réels non simultanément nuls.
En effet, avec les prémisses posées, la condition nécessaire et suffisante du

résultat visé est que T° commute ou anticommute avec les ? significatives d’un
même rang en rapport avec l’absence ou la présence de l’indice 4. Si alors on 

(‘) Op. cit., p. 614.
(’) Cette hermiticité des quatre ? postulée par Dirac ne semble d’ailleurs pas être un

élément essentiel de la Théorie, et l’on pourrait probablement s’en affranchir au prix
d’une certaine complication des calculs et des formules. On sait, par exemple, que le fait
que les valeurs t I, ou :*:i, soient les valeurs propres des 7“ ne résulte nullement de
l’hermiticité éventuelle des Yi, mais Seulement des conditions (II). En effet, les Yi par
exemple, ayant comme carrés 1, si g désigne l’une quelconque de leurs valeurs PF0PPCS,

f une fonction propre correspondante, on doit avoir :

Yf=.efi fif= e*rf=e“f: eï=tr, G— Q- F- D.

[G. PETIAU, Sur les fonctions propres des opérateurs fondamentaux de la Théorie de
l’Électron de Dirac (Acad, Roy. de Belgique, Cl. des Sci., XXIV, 1938, p. A88)].
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développe 7° sur le système des seize y“, les matrices 1, 7“‘, y“"" et y“°"" s’éli-
minent comme commutant ou anticommutant à la fois avec «(" et l’une au
moins des v“; et les y" et y“" comme anticommulant,par exemple, avec les y““
et y““’ à la fois. Seules, les matrices y‘ et y…”: — Ÿ" ne sont pas éliminées par
des critères de ce genre, d’où l’écriture (21’) annoncée. Réciproquement, il est
évident que l’écriture (2 1’) est une condition suffisante du résultat visé. Quant
aux coefficients a et b, 7° et y‘ étant hermitiennes par hypothèse, et‘y“ anti—
commutant avec Ÿ: y"”“ qui est hermitienne, ils sont nécessairementréels;
de plus, ils ne sont pas simultanément nuls, car alors toutes les densités p

seraient nulles.
_

Les deux termes de (21’) ne sont pas réellement distincts, car Ÿv" n’est autre,
au signe près, que ?; de la sorte, les 9 d’un rang donné s’expriment comme
une somme de composantes de deux tenseurs p… et p… duals l’un de l’autre.
D ms ces conditions, il est clair que, dans un repère galiléen bien déterminé
dit « initial », nous pouvons disposer arbitrairement des coefficients a et 17;
c’est ce que nous ferons en prenant

(22°) a0=1, b0=0.

de manière à retrouver, dans ce repère initial, la formule devenue classique 
(21) y°=y‘.

   
Il est bien connu que la double présence de 'y“ dans les p définies par les (16)

et (18), qui résulte de l’égalité (21), jointe aux conditions fondamentales (10)
de Dirac, concilie l’hermiticité des quatre y’avec la symétrie des p par rapport
au second principe; et même, plus précisément, qu’elle assure le respect de la
seconde condition par le moyen de la première. On peut dire que le rôle
dissymétrique de la matrice y" est, au point de vue relativiste, « compensé »

par celui de la matrice—tampon 7°, et l’on voit bien que le mécanisme de cette
compensation se rattache étroitement“ à la formulation du secondprincipe en
théorie de Dirac. '

'

Pour établir l'expression matricielle du secondprincipe, remarquons que le
résultat (21’) est valable dans tous les repères galiléens satisfaisant au second
principe sous sa forme large, puisque, d’une part, ses prémisses sont conser—
vatives pour tout changement de repère galiléen à la seconde manière, et que,
d’autre part, les densités statistiques jouissent par hypothèse, de la symétrie
du second principe. Cherchons alors ce que deviennent les coefficients a et b
dans un nouveau repère, étant entendu qu’ils ont été « initialement » définis
suivant (22°).

Si b° & été choisi initialement nul, toutes les composantes des tenseurs p““
précédemment définis sont nulles, en sorte que tous les b transformés sont nuls.



CONTRIBUTION A L’ETUDE 1913 LA THEORIE DE L’ÉLECTRON DE mme. 111

Par ailleurs, aucun a transformé ne peut être nul, car alors toutes les compo-_
santes des tenseurs p=p‘” s’annuleraient à la fois; comme, rappelons-le,
a est réel, nous avons à considérer les deux cas à prioripossibles

(22') ll<0, fl,>o,

cas complètement distincts puisque l’on ne peut passer de l’un à l’autre par
continuité, la valeur a = 0 étant exclue.

_

Je dis maintenant qu’en disposant de la constante arbitraire figurant dans
la matrice S on peut faire en sorte d’avoir a__— — 1 dans le cas a < 0 et a =+ 1

dans le cas a > o. Pour cela, il suffit de remplacer, dans (19), S—' par du S"
et par conséquent, dans le premier cas, (S“‘)+ par —Ja(S')+ et, dans le
second cas, (S" )+ par + Ja(S“')ï Dans ces conditions, l’expression des deux

. cas possibles devient

(22) ‘ a=—1, a=+1,
 
    

en sorte que l’expression transformée de la matrice—tampon ne peut être,
compte tenu de la convention (22°), que

IYI0=ÎY0=Î .Y,"

Telle est, d’après le raisonnement que nous venons de faire, une condition
nécessaire pour que soit respecté le second principe sous sa forme large; réci-
proquement, cette condition est évidemment suffisante. Finalement, en nous
reportant à la loi de transformation (19) de 7“, nous trouvons pour expression
matricielle du second principe sous sa f0rme large 
(23l) Y°=ÎS+y°S;

   
c’est une condition restrictive imposée à leu—matrice de transformation S, où
apparaît nettement le rôle spécial dissymétrique de la matrice y“: 7“.

Quant à l’expression du second principe sous sa forme étroite, il suffit pour
la trouver de remarquer : 1° que l’on a évidemment a=1 pour la transfor—
mation identique et 2° que a est certainement une fonction continue des a; de
Minkowski. Il est clair, dans ces conditions, que les deus: conditions (22)
correspondent biunivoquement aux deux conditions classiques (20). Par consé-
quent, dans l’ensemble des conditions

(23) Yo=_ S"'Y°S, YO: S""Y°S,
 

la seconde correspond aux rotations du quadrèdre d’univers, la première aux
rç'fleæions. Cest à von Neumann que l’on doit la découverte, sous une forme_!
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équivalente, de l’importante condition (232) (‘); nous pensons qu’il était
intéressant de faire ressortir que cette condition n’est autre que l’expression
matriczelle du secondprmczpe sous sa forme étroite.

Finalement, le respect du secondprznctpe sous sa forme étroite entraine ["tnya—

riance de la définition (21) de la matrice-tampon pour les changements de repère
galiléen à la seconde manière. La démonstration que nous avons donnée de ce
résultat, très paradoxal à première vue, repose en dernière analyse sur le
théorème d’existence de la matrice de transformation 8. Il est instructif de
retrouver la réciproque de ce résultat de la manière suivante. Si, par hypo—
thèse, la définition (21) est invariante pour les changements de repère galiléen
à la seconde manière, la composante temporelle du quadrivecteur courant-
densité de présence s’écrit
(24) (.i") = q,><yup =. i(HU+kP)1

la dernière expression étant invariante. Or, la parenthèse est la forme définie
positive que Dirac s’était imposé de retrouver comme expression de la densité
de probabilité de présence. Ainsi, moyennant l’hypothèse (21), le signe de la
quatrième composantedu courant de Dirac doit être le même dans tous les repères
galiléens retenuspar la Théorie; c’est dire : 1° que le second principe est respecté
sous sa forme étroite : et 2° que le quadri—courant de Dirac est du genre temps.

8. SUR LE CALCUL DES GRANDEURS r1mas EN THEORIE DE DIRAC. — Montrons
maintenant que c’est encore l’interventionspéciale dissymétrique de la matrice y"‘
qui permet à la Théorie de Dirac de concilier les principes généraux de la Méca—
nique 0ndulatoire avec les exigences_relativistes en ce qui concerne les densités
statistiques. Ici, comme on le verra, la présence en « tampon » de la matrice y“
sert à compenser la dissymétrie relativiste causée par l’intégration « à temps
constant » de la Mécanique ondul'atoire.

D’après les principes généraux de la Mécanique ondulatoire, la valeur
moyenne probable E de la grandeur représentée par un certain opérateurA est

(25) a:Æoamp.a…
U

l’intégrale étant prise sur une hypercloison d’Univers à temps constant. En
Mécaniqueondulatoire relativisée, deux variances 4 sont dissimulées au
second membre de cette formule; la première provient de ce que 3u : ic 311“

est' la "quatrième composante du quadrivecteur ic 3u’ dual de l’élément
trilinéaire [dxidxÏdxk] (’) _et la seconde de ce qu’on a, d’après ce qui
précède, <.]fi=— iulJxy". Il est dès lors clair que la formule (25) contient une

(‘) Einige Bemerkungen zur Diracschen Theorie, p. 878.
(2) Ces notations sont celles que n011s avons utilisées dans notre Relativité restreinte.
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sommation virtuelle sur un indice qui prend ici, du fait de l'intégration à
temps constant, la seule valeur 4; comme corollaire, on voit que la variance
symbolique de l'opérateur A représentant à la manière quantique une certaine
grandeurfinze sera nécessairement la meme que celle du tenseur correspondant de
la Belativité classique Cette remarque nous sera utile par la suite.

Appliquons d’abord ces considérations à deux exemples importants. Nous
savons, d’après la Théorie de Schrôdinger, que l’opérateur de présence est
l’opérateur l. La formule générale (25) donne alors pour la densité statis—
tique de présence l’expression (24. ) ci—dessus, expression qui, compte tenu de
la définition invariante (21) de la matrice-tampon, apparaît comme celle de la
quatrième composante d’un quadrivecteur.

Dans le même ordre d’idées, nous savons que le quadri—opérateur
h . e, )t...

1
’ _ Ai[’5’ I [;1ri[d’ (:

(opérateur doué de la symétrie relativiste du second principe) correspond den—

sitairement à l’impulsion—énergiepropre ou cinétique de l’électron. D’après le
principe quantique général (25), les quatre densités statistiques que fait
apparaître une intégration à temps constant sont les

_—’îÊi’i’+[d‘N+ieA’dfi-æb=’âfl’+x[[di]YtU+(‘A‘u><yïd;
4

On reconnaît là les quatre composantes T” du tenseur inertique de Tetrode 
ich(26)

Tii=z—n—qix[d"]vitp+A".eu{%yûÿ,‘  
dont le second terme fait intervenir la densité de courant-charge de Dirac 
(24’) ’ J"‘=— eLPXY*«P- 

  

La formule
’ “'t—L n‘ __ is“,(27)

/ p—icÆ’T Ou_ÆT
ou,,

imposée par le principe quantique (25) est l‘expression tronquée de la formule
relativiste (‘) .'

(27) fii=Æ’Ti/‘ôu,

correspondantà une intégration à temps constanii Il est importantde remarquer
que, dans la formule (27), les principes quantiques imposent la sommation sur 

(1) La Relativité restreinte, p. 50.
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le second indice de TU. Or, c’est justement de cette manière que 1° l’indice
significatif du premier terme fourni par TU (impulsion—masse totale) est
l’indice de l’opérateur différentiel [d’] (et non celui de l’opérateur matriciel Y!);
.et que 2°, X' désignant la valeur moyenne du quadripotentiel sur l’hyper—
cloison d’intégration, le second terme fourni par TU (partie électromagnétique
de l’impulsion-masse) rejoint l’expression classique (') suivant
(27’) —flA‘j"ôuk= îX’.

En résumé, l’on voit : 1°que c’est bien l’intervention spécialede la matricey"
qui permet à la Théorie de Dirac de concilier la variance quadrivectorielle de
l’opérateur d’impulsion-masse (151) avec la variance de tenseur du second
rang de la densité d’inertie de Tetrode (26); 2° que l’expression du tenseur
densité d’inertie conforme aux principes généraux dela Mécaniqueondulatoire
est l’expression asymétriqueT” de Tetrode (2) et non l’expression symétrisée
Off: â(T‘f'+T/i) de Pauli (“); 3° que, dans le calcul de l’impulsion—masse
moyenne probable, l’indice muet « virtuel » imposé par les principes généraux
de la Mécanique ondulatoire est l’indice de la matrice y", l’indice significatif
étant donc l’indice commun aux opérateurs [d‘] et A".

Dans les deux exemples précédents, la variance et la signification physique
de l’opérateur étaient connues a priori, et nous en avons déduit, par l’inter-
médiaire de la règle générale (25), la définition du tenseur densitaire corres-
pondant. Nous allons maintenant faire jouer la même règle en sens opposé, de
manière à préciser légèrement, à partir de l’interprétation connue des cinq
tenseurs densitaires gbqu), ce que l’on dit généralement sur le classement et
l’interprétation physique des seize matrices y". Auparavant, une série de
remarques importantes s’impose.

'

Toutes ces remarques procèdent de la suivante : contrairement à ce qui
avait lieu en Physique prérelativiste, ily a, en Physique relativiste, plusieurs
tenseurs intégrauæ (tenseurs finis) associés à un même tenseur densitaire. Dans
ces conditions, l’application brutale de la formule quantique (25) à toutes les
composantesd’un tenseur densitaire donné fournit en général des composantes
appartenant non pas à un, mais bien à plusieurs tenseurs finis distincts. Du
reste, chacun de ces tenseurs n’est « réalisé » par la formule (25) que d’une
manière « tronquée », certaines de ses composantes étant « supprimées » par
l’intégration à temps constant (3u“=o pour u: 1, 2, 3). Il suit de là que 

(1) Op. cit., p. [net 62.
(’) Der Impuls-Energiesatz in der _Diracschen Quantentheorie (Zeits. ]. Phys., E!),

1928, p. 858).
_

— (“) Die aligemeinen Prinzipien der Wellenmechanik, B : Relativistische Theorien
(Handb. d. Phys., XXIV… 1933, p. 235).
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pour applzquerà bon esczent la formule quantzque (25), zlfaut être en possesszon.
dune théoue relatwzstede la grandeur étudzée.

Un exemple fera comprendre ce que nous voulons dire. Les quatre
grandeurs finies qu’on obtient en appliquant la formule (25) aux cOmposantes
de la densité de courant—charge de Diracj"=— e <.];Xy"'up ne constituent pas un
même être géométrique; au contraire, l’invariant charge électrique finie est
fourni seulement par la quatrième intégralerr <>
dans laquelle les trois termesj”3u,sont « supprimés » par l’intégration à temps
constant (‘). Les trois autres intégrales sont sans rapport avec la charge
électrique.

Mais, d’après la Physique prérelativiste, nous savons que ces trois intégrales
représentent le courant électrique fini. En Relativité, nous devons donc
chercher la définition d’un tenseur intégral d’Univers dont trois composantes
redonneront, pour une intégration à temps constant, les expressions pré-
relativistes classiques; la définition la plus simple du courant électrique
d’Umvers[‘m sera évidemment

[b] ' ôl‘“=jkaut_jt au,

dans laquelle les trois 8F‘“ représenteront le courant proprement dit, les
trois 8F“" étant « supprimées » par une intégration à temps constant.

Poursuivons cette analyse pour les quatre autres tenseurs &IaXYAQ/. En ce qui
concerne la densité de spin a’, nous montrerons au Chapitre 11 que le Spin fini
doit être calculé par la formule analogue à [b]
["] dB“: ak ôul—— alôu",

- de laquelle résulte que, dans une intégration à temps constant, les trois icB“"
valent Æo"8u (spin proprement dit), les trois BW étant nulles. Du point de

vue relativiste, il n’est donc pas exact de considérer la grandeur

id] . X=Æa* du : icÆa‘ôm
cOmme une quatrième composante du spin fini, ainsi qu ’on est parfois tenté de
le faire. Ce qu i’l faut dire, c ’est que [d] est l’expression tronquée d’un
invariant, dont l’interprétation physique n’est pas encore connue, et qui est à
la densité a" ce que la charge électrique est à la densitéj".

Une question intéressante est celle du moment magnétique .”)‘R. et du moment
électrique & finis. Les définitions relativistes les plus simples qu’on puisse 

(‘) La Relativité restreinte, p. 44- ’
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donner de ces grandeurs sont (‘)
[ei] aJlu= ÎñU du,-, 651": m” du,-,

m” désignant le tenseur antisymétrique densité de moment magnéto—électrique
propre, et tem’f son dual. Par ces formules, les momentsfinis sont définiscomme
deux quadrivecteùrs orthogonaux au quadrivecteur0u- ,leurs composantes
temporelles sont donc « supprimées » par une intégration à temps constant.
Quant aux trois autres composantes, elles retrouvent alors (au facteur10 près)
la forme tronquée classique ‘

[8°] ôJT‘U“: m“" du, ôë‘_‘= m’” ôu.

Étudions, pour finir, les deux invariants densitaires. La relation (62 B 1) du
Chapitre III égale, à un facteur près, l’invariant (œ )=dfi1l) à la trace du
tenseur inertique de Tetrode, ce qui permet de l’interpïétercomme la densité
de masse propre du fluide statistique (voir Chap. Il, @ ll); le quedrivebteur

… Plo>ëfli(w‘) ôufæÆ1Tflïôuf.

colinéaire au quadrivecteur ”8ui (et ayant donc ses trois composantes pff,,
« supprimées » par une intégration à temps constant), est physiquement
homogène au quadrivecteur impulsion—masse

])i=ÆTÏÏdu,,

mais évidemment distinct de lui; pour cette raison, nous dirons que l’intégrale

_
— Æ…

représente à un facteur près la pseudo—massepropre de l‘électron. 
( ) O. COSTA DE BEAUREGARD, Sur deux questions de Relativité (C. R. Acad. Sc.. 213,

1941, p. 822). Un autre système de définitions équivalentes est évidemment
. 1__

[ez] ôDÏ‘U= ;ImI-k[dx‘ dæi dæ"], ôô‘= amik'i[d.z dac! dark].

Contrairement à ce que nous dision‘s dans la Note citée, il est encore possible de définir 311
et & comme des tenseurs complètement antisy_métriques de rang 3, dont les duals jouissent
de toutes les,propriétés indiquées dans le texte, au moyen des formules

[e3] ô.miik= Emi/' ôu", 66…‘= Zñii'ô‘u",
[c‘] ôaniik= Zmz‘[dx’dæidan/‘], 86“: Em‘f [dx’a‘æi dækj,

où les divers signes 2 s’entendent avecpermutation circulaire sur i, j, k. Les mêmes
considérations valent évidemment pour le champ électromagnétique, qui est homogène
à une densité de moment électrômagnétique;elles trouveraient le… application dans la
Théorie du Photon de M. L. de Broglie.
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D’une manière analogue, on introduira pour l’invariant (m”) la définition
d’un quadrivecteurintégral, d’interprétation physique encore inconnue, —

[g]
_ Y"=Æ<œ*>ôu5

dont les trois composantes Y“ sont « supprimées » par une intégration à temps
constant.

Munis de ces résultats, nous sommes ma1ntenant en mesure d’établir le tableau
d’interprétation annoncé pour les seize «{ . Daprès une remarque faite à
propos de la formule quantique générale (25), noussavons que l’ensemble des

" opérateurs représentantune même grandeur finie doit avoir la même variance
symbolique que le tenseur correspondant de la Relativité classique. supposons
alors que nous calculions par une intégration à temps constant les composantes
d’un certain tenseur fini classique attaché à un tenseur densitaire d’inter-
prétation connue; éertaines composantes pourront être nulles (composantes
supprimées), auquel cas la règle (25) donne zéro pour la composante opéra—
torielle symbolique correspondante. Les autres composantes ne comporteront
qu’un seul terme dans leur expression (expresszon tronquée), et, après trans—
formation du 4% en @+ suivant i.]f‘= i<.]fiy" , la règle (25) fournira la composante
opératoriellenou»nu‘lle correspondante.

Pources composantes non nulles, et lorsqu’il s ’agit des 5 tenseurs densi—
taires du type &lJ><Y«l) l’opérateur y“ cherché est donc donné par la formule

YB: l‘YÆ YA)

dont l’application systématiqueconduit au tableau suivant :       
 

Variance symbolique de l’opérateur
imposée par la Relativité

_
Charge électrique

lnvar1ant....................... …
I

' Moment électrique propre Pseudo-massepropre
' AQuadnvecteur .................. \___.T—— “’—‘;.“ ,

Y
_

Y Y Y

Moment cinétique propre (spin) Courant électrique fini
Tenseur antisymétrique de ran°r 2 "° . . * ._ _ .__ 3 l‘ 25 35

' — r“ r" Y
‘ Y Y Y

Grandeur inconnue Y‘ . Moment magnétique propre
. ___,—

Pseudo—quadr1vecteur............ … v… … …
Y . Y Y

' Grandeur inconnue X…Pseudo—1nvar1ant................ Yi…
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Ainsi, du pomt de vue de l’interprétation physique, chacun des 5 tenseur:
matriciels 1, y‘, 7”, YU", YU“, se dédouble en deux tenseurs matriciels du même
rang, dont nous dirons, par convention, que l’un est du genre temps et l’autre
du genre espace; pour faire apparaître au complet ces deux tenseurs mairz'ciels,

; il suffit de rétablir les opérateurs zéro antérieurement prévus. Par exemple, le
quadri-opérateur 'yi de la deuxième ligne engendre les deux quadriopérateurs

Mom‘eut électrique propre Pseudo-masse propre“ M
1 2 3

Y 7 y 0, 0 o o «(‘.

Pour faciliter la comparaison avec le tableau classique dressé par
M. L. de Broglie (‘), donnons la transcription de ces résultats en termes de '

matrices «; il vient, les coefficients physiques étant systématiquement
négligés, le tableau suivant :   \

Charge électrique ...... . ......... 1
'

Moment électrique propre........ a” a“ a“ 0
Courant électrique fini ........... 0 0 0 01" 012 a“
Moment magnétique propre....... _

ou“… a… a… ‘ o

Pseudo—masse propre............ o o 0 a‘
Moment cinétique propre (spin). a” a“ a” o 0 0
Grandeur inconnue Y ............ . o .0 oz“…
Grandeur inconnue X ............ a…

    
Évidemment, rien n‘est physiquement changé à l’interprétation des seize et; la
différence provient de ce qu’ici les et sont groupées comme le seraient les
composantes du tenseur finz de la Relativité classique, alors que, dans
l’Ouvrage de M. L. de Broglie, elles sont groupées comme celles du tenseur
densitaire s.]fia1];.

CHAPITRE II .
\

THÉORIE DES MILIEUX CONTINUS nom—”:s D’UNE DENSITÉ DE MOMENT CINÉTIQUE

PROPRE EN neur1vnÉ RESTREINTE.

9. Le présent Chapitre contient le dernier état de. la Dynamique des
milieux continus doués de moment cinétique propre ou spin (”) que nous ( ) L’Électron magnétique, pp. 225-226.( ) Bien qu’en principe le terme spin Soit réservé à la rep1ésentation quantzquedun
moment cinétique prop1e fini, nous l’utilisons ici, pour abréger le discours, comme un
simple synonyme de la notion de moment cinétique propre, fini ou de115itaire.



CONTRIBUTION A L’ÊTUDE‘DE LA THEORIE DE L’ÉLECTRON DE DIRAC. 119
avions commencé à développer il y a quelque temps ('). Notre projet initial,
assez modeste, était simplement de montrer que les propriétés du spin en-
Théorie de Dirac sont conformes aux exigences relativistes, et qu’on peut les
déduire de postulats généraux qui se retrouvent dans la plupart des questions
de Relativité. C’est ainsi, par exemple, que nous avons justifié a posteriori la
représentation de la densité de spin par un pseudo—quadrivecteur du genre
espace a“, et rétabli par un raisonnementde RelatiVité pure la formule connue

[ ‘> >o":— a.r .,,

Depuis, mue, pour ainsi dire, par ses virtualités internes, notre théorie a
continué à se développer; les nouveaux résultats obtenus se trouvent être
conformes à des conséquences encore non explicitées, ou insuffisamment
explicitées, de la Théorie de Dirac, au développement et à l'interprétation de
.laquelle ils peuvent donc contribuer. En particulier, nous avons indiqué que
le tenseur inertique T‘f d’un milieu doué de spin n’est pas symétrique, et
donné l’interprétation de la relation ‘

'[Tfl— Tti]‘ : _ ic[a/af— dia/]

qui est satisfaite, en Théorie de Dirac, par le tenseur TU asymétrique initia-
lement défini par Tetrode (’); cette remarque, jointe à d’autresconsidérations
que nous exposerons_ aux chapitres suivants, nous amène à conclure que le
véritable tenseur inertique de la Théorie de Dirac (et de la théorie des particules
à spin obtenues par fusion) n’est pas le tenseur symétrise‘ à quatre termes de
Pauli, mais bien le tenseur asymétrique à deux termes de Tetrode.

D’une manière générale, on verra que l’accord de notre Dynamique rela-
tiviste préquantiquedes milieux doués de spin avec la théorie de Dirac (ou,
plus généralement, avec la Théorie des particules à spin) est aussi parfait
qu’on pouvait l’esPérer. Il n’en va malheureusement pas de même avec la
Cinématique que nous donnons ensuite, laquelle, pourtant, semble satisfai—
sante en elle-même. Par exemple, nous avions pensé, par analogie avec le cas
relativiste classique, que le tenseur inertique asymétrique TU devait être le
produit général de deux quadrivecteurs non colinéaires, représentant l’un le
« vrai » courant d’Univers, et l’autre un « faux » courant; 01" bien que la 
, (’) O. COSTA na Beaunacmn, C. R. Acad. Sc., 211, 1940, p. 228 et 499, et Journ. de
Math., t. XXI, fase. 3, [942, p. 267. Nous tenons aujourd’hui pour injustifiées les conclu-
sions « pessimistes » de ce dernier travail, comme le montreront les alinéas 8“ et 9° qui
suivent maintenant le 7° (n° 12 ci-après)_

(’) Cette relation a été donnée, sous une forme équivalente, par Tetrode, et depuis,
par plusieurs auteurs; mais sa véritable signification, en l’absence d’une Dynamique des
milieux doués de spin, semble avoir échappé. ‘

Journ. de Math., tome XXII. — Fasc. 2, |943. lb
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théorie de Dirac introduise, comme on sait, les deux quadrivecteurs de
courant

VY“? et tl/Xlô‘lälfl—2iêAi-lx‘l/

on peut montrer, à l’aide des identités quadratiques de Kofink que nous
rappelons au Chapitre IV, que le tenseur de Tetrode

+X[W+ — 2i€A"-VY“P

n’est pas homothétique au produit général de ces deux courants. Il est
néanmoins remarquable que son expression « ressemble » au produit en
question, et l’on verra au Chapitre IV qu’on peut s'appuyer sur cette « ressem—

blance » pour tirer des conclusions justes. La Cinématique que nous propo-
sons, bien qu’insuffisante pour rejoindre la Théorie de Dirac, peut donc être
considérée comme une première approximation de celle qu’il faudrait
constituer pourcela. '

Parmi les diverses notions que font intervenir la Dynamique et la Ciné—
matique que nous allons exposer, figurent notamment celle d’une impulsion—
masse oblique sur la trajectoire d’Univers d’un point matériel doué_de spin et,
corrélativement, celle d’une impulsion-massetransversale; ces notions avaient
déjà été rencontrées par de nombreux auteurs traitant de la Relativité (‘),
mais il nous semble qu’il restait à les intégrer au sein d’une théorie
cohérente.

I. — Dynamique des milieux doués de spin.

10. La remarque fondamentale est que l’origine d’une densité de moment
cinétiquepropre a ne saurait être cherchée dans les forces d’inertie de la Dyna—
mique traditionnelle. En effet, isolons à un instant t,-dans un milieu matériel

. + .
de densité p animé d’un champ de Vitesses 2), une gouttelette sphérique de

. . 8 .rayon r; le moment d’inertie de cette gouttelette valant
1—5

apr5 et sa v1tesse_à
. 1 ”> . , . . . .angulaire ;rot. v, son moment c1net1que est un infiniment petit du 5° ordre

en r, ordre trop élevé de deux unités pour qu’on puisse définir une densité
correspondante.C’est dire que, pour établir la Dynamique des milieux doués
de spin, nous allons devoir procéder axiomatiquement, en faisantjouer les_
règles de variance et d’homogénéité tensorielles, et en nous appuyantsur des
postulats raisonnables, suggérés par l’étude des théories classiques de la
Relativité. 

(‘) Von LlAL‘E, Helhtiqité (trad. G. Létang), t. I, p. 126 et 255; Paocs, Thèse, p. 145.
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Le point de départ de toute notre théorie sera celui—ci : un moment cinétique
fini est représentépar les trois composantes C““ d’un tenseur du second rang anti—
symétrique C'Ïf. Ce fait fondamental résulte sans ambiguïté de la considération
d’un point matériel de coordonnées d’Univers xi et d’impulsion-massep’; en
effet, d’après la Dynamique classique, le moment cinétique à l’origine de ce
point matériel est représenté par les trois composantes C“” du tenseur
antisymétrique
(31) C.,—: æ"pi — æfp‘l

Cherchons la signification des trois composantes C““ de ce même tenseur.
Bemplaçant a:“ et les pi par leurs valeurs respectives ict et pa: mv“, p'= icm
(m désigne la masse relat1v1ste du pomt et 1)“ sa v1tesse ord1naire), il vient
(31’) , C'“=icm(æ“—v“t)ç

. . . l
amsn les "tr01s iî—CM ne sont autres que les composantes du moment barycen-

trique généralisé (‘). Nous désignerons par icB“ le dual du tenseur CU.
Ayant établi notre point de départ comme il vient d’être dit, nous allons

procéder à l’établissement axiomatique de la Dynamique des milieux continus
doués d’une densité de moment cinétiquepropre a; les postulats successifs que
nous serons amené à formuler seront désignés dans l’ordre par les majuscules
romaines A, B, ....
“. 1° Si la grandeur G existe (postulat d’existence A), elle est représentée

par un tenseur. En effet, par définition même d’une densité, un certain produit
de a par le tenseur élément de volume d’Univers [dæ’dafldæ"] doit fournir un
moment cinétique, lequel est représenté par un tenseur.

2° Le fait que le moment cinétiquefini est de rang 2 entraîne que le rang de la
densité correspondantea est 1 ou 3. En effet, soit n le rang inconnu du tenseur a,
m le nombre des indices muets dans le produit tensoriel de a par [dœidæf'dxk],
s = n — mcclui des indices significatifs de 5. On a les deux relations
d’homogénéité

2=(3—m)+s ou m=t+£.
n=m+s, d’où n=1+2s.

Comme les entiers n, m et : doivent être positifs ou nuls, on peut écrire les
inégalités

s < m 5 n ; 
(‘) Lorsque le point matériel est considéré simultanément avec l’origine du moment C”

. l
\

, . . . . .
les trous .—C“‘ representeut le moment barycentrnque habituel; pour t infiniment petit

le
(t: dt), le terme additif s’interprète comme une correction de non simultanéité.
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et comme ces mêmes entiers doivent être au plus égaux à 4, les seules hypo—
thèses admissibles sont finalement

- ]s=n quidonne m=1etln=1],
H' '

?s=1 » m=2et]n=3lç
l’hypothèse : = 2 ne convient pas, puisqu’elle donnerait n = 5

Finalement, comme nous l'avions annoncé, le rangn de cest nécessairement
1 ou 3; de plus, le raisonnement précédent fixe le nombre m des indices
muets dans chacune des deux hypothèses s: o, s: 1, hypothèses que nous
désignerons respectivement par [H. ] et [H,].

3° Il nous reste à faire jouer maintenant la propriété d’antisymétrie du
tenseur fini C”, propriété qui doit être nécessairement satisfaite. ‘

A un facteur près sans importance, l’écriture « naturelle » de l’hypo—
thèse [H.] est

[H.] $C“: a,[dæ' das" dæ’] ;

on voit que cette écriture assure « automatiquement » l’antisymétrie du
tenseur fini C“.

Au contraire, l’écriture « brute » de l’hypothèse [H,]
[Hi,] anri=âafu[dæidækdæq 011 ani=âo—(u[dxfdækdæ/J,

n’assure pas « automatiquement » l’antisymétrie du tenseur fini 3B‘f (' ); cette
antisymétrie ne serait assurée que moyennant un choix particulierde l’élément
trilinéaire d’intégration, ce qui est inadmissible. Si donc nous voulons que
l’hypothèse n:—_3 puisse convenir, il est nécessairede satisfaire au postulat (B)
d’arbitraire de l’élément tn"'lméazred ’tntég:atzon.

Ici, ce postulat (B) nous oblige à remplacer les écritures [H,] par leur
combinaison antisymétrique

[ 112 ] ôBii=
â {afu[dæi dæk dæ' ] _ 'a{'k1[dæf dækdx'] :,

le facteur à
étant introduit pour une raison qui apparaîtra dans un instant.

4° L’hypothèse [H.] présente une autre propriété remarquable, qui
n’appartient pas en général à [H,]. Lorsqu’on intègre à temps constant, c’est-
à-dire lorsque les trois [dx“dæ”dæ‘] sont nulles (hypothèse dite « de la simul—
tanéité >>), les expressions [H.] se réduisent à

[HH ôC““’=a‘u 3u, 3C'“=0, 
(‘) La suite montrera que les tenseurs C“ et icB"i respectivement définis par [H,] et [H,]

sont bien duals l’un de l’autre. \
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$a désignant l’élément de « volume pur » [dx“dæ"dæ“’].' Ainsi, avec l’écri—
ture [H.], les trois composantes du moment barycentrique propre sont nulles
dans l’hypothèse de la simultanéité,et les trois composantesdu moment ciné—
tique propre sont alors reliées chacune à chacune à leurs densités a,, par la
formule prérelativiste bien connue. Ce sont là des circonstances qui se
retrouvent constamment dans les théories usuelles de la Relativité restreinte,
et il est très nature] de chercher à les assurer d’une manière générale dans
une théoriephysique comme celle que nous établissons. Postulons donc (C)
que, dans l’hypothèse de la simultanéité, le moment barycentrique doit être nul,
et le moment cinétique ne contenir qu’un seul terme dans son expression.

Il est bien clair que, si le tenseur of,,, de l’hypothèse [H,] est quelconque, ce
postulat n’est pas satisfait. En efïet, nous voyons d’abordque, pour un Couple
bien déterminé le, [des indicesmuets, chacun des termes écrits fournit, par
permutationde lc et de [, deux termes en général difl‘érents. Notre postulat (C)
qui, en vertu de (B), doit-être satisfait dans n’importe quel repère galiléen,
impose donc déjà l’antisymétrie de a… par rapport au couple d’indices k, [.
Moyenneht cela, les deux termes obtenus par permutation de lc et [sont iden-
tiquement égaux, et nous pouvons convenir de les grouper ensemble de

. . , . . [maniere a negl1ger le facteur
5

-

Écrivons alors [H,] dans l’hypothèse de la simultanéité. Si nous
prenons;: v, le seul terme non nul du premier groupe est fourni par A‘ =w
et l=u. Si de même nous prenons i=u, le seul terme non nul du second
groupe est fourni par k=v, et != w, tandis que si nous prenons i: 4 tous
les termes de ce second groupe sont nuls. Finalement, dans l’hypothèse de la
simultanéité, [H,] s’explicite suivant (')

ôBuv= (auwu_ a-vinv) Ldæ1 dæ2 dx"] : _ (cumu- + awmv) [dæl dæ2 dÆ"J,

dB“:0"“'“ [dæ’ dx1 dx“ ].

En vertu du postulat (C), il faut que l’un de ces groupes de composantes
(représentant le moment barycentrique) soit nul, et que l’autre (représentant
le moment cinétique) ne comporte qu’un seul terme dans son expression; de
plus, en vertu du postulat (B), ce résultat doit être obtenu dans tous les
repères galiléens. Or, avec des a non identiquement nulles, cela n’est possible
que si la quantité (a”“"+ o""“') est identiquement nulle, ce qui entraîne l’anti-
symétrie“du tenseur a”“ par rapport aux deux premiers indices.

5“ Finalement, l’ensemble des postulats (B) et (C) destinés à doter le cas
n=3 des deux propriétés remarquables inhérentes au cas n: 1, imposent
l’écriture [Hg] avec l’antisymétrie complète du tenseur c'“. Je dis qu’alors les_ 

(‘) Bien entendu, ' cette écriture s’entend sans sommation sur les indices répétés.
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deux cas n = 1 et n = 3 sont complètement coi'ncidents; ils s’écrivcnt en effet

ôC“= ay] dx‘ dac" dæ’],
’…

]
33‘""=

-’2- : °ikl[dæi dx*dælJ — al'u]dxidækdæl] ;.

Si l’on passe aux grandeurs duales, ces deux écritures viennent en coincidence
suivant

] K
] 68”: a" ôu/—— of du".

En effet, prenons d’abord la formule [Hg]; i diffère dej à cause de l’antisy-
métrie de SB”, k diffère de l à cause de l’antisymétrie de a ou de [dx‘dæMæ‘]
et, pour la même raison lc et ldiffèrent de i etj; abstraction faite de la permu—
tation de k et !, chacun des groupes de termes écrits ne fournit qu’un seul

' ' - ' l - . ‘. .

terme et, en 1ntrodmsant les quadr1vecteurs duals (.—c of et zc.8u' (') des deux
tenseurs du troisième rang, on aboutit bien àla formule [K]. Prenons main-
tenant la formule [H.] : comme k diffère de l et que i dill'ère de lc et [, il n’y
a que deux termes non nuls au second membre; introduisant les duals ic.’o‘Bif
et ic.8u' (‘) de 3G“ et de [dæ’dx"dæ’], on aboutit bien à la formule [K].
Conformément à ce que nous avions annoncé, les deux tenseurs C” et ie 8“
apparaissent comme duals l’un de l’autre.

Avant de poursuivre, résumons les conclusions déjà obtenues. L’ensemble
des postulats (A) (existence d’une densité a), (B) arbitraire de !hyperclouon
d’intégration), (C) (nullité du moment barycentrique et écriture à un seul
terme du moment cinétique dans l’hypothèsede la simultanéité), nous conduisent
à relier le moment fini 8G ou SB à la densité correspondante représentée par

’ un quadrivecteur c‘, par l’une ou l’autre des écritures équivalentes  
(32) 365): ai]dæi dæk dæ’],

] ]

aB{lp,= aiôui— aiôui
    

icôui désigne le quadrivecteur dual de l’élément trilinéaire [dxfdækdæ’], la
composante ic. 8u‘= [dæ”dx"dæ“’] =8u représentant l’élément de volume pur
habituel; les trois 80”: ic.ooB"" sont les composantes du moment cinétique

-—> « … -

pr0pre SG, et les trois ÈOC‘”=OB”° celles du moment barycentnque
"‘—> , ' l‘ ' , \ ' r' !propre OB d une gouttelette flu1de ou‘. Dans lhypothese de la simultanelte,

les (32) se réduisent à

(32’) » 6C“=a” du, 68”: o, 
(‘) Ces notations sont celles que nous avons utilisées dans notre Relativite‘ restreinte;

voir notamment p. 19 et 31.



CONTRIBUTION A L’ETUDE DE LA THEORIE DE L’ÉLECTRON DE DIRAC. 125

formules qui ne sont autres que celles utilisées « spontanément» par la Théorie
de Dirac. '

6° Les_théories usuelles de la lielativité restreinte nous suggèrent de
formuler un nouveau postulat, qui se trouve entraîner une autre propriété
connue de la densité @ de Dirac. On sait que les formes dégénérées des équa-
tions tensorielles dans l‘hypothèse de la simultanéité et dans l’hypothèse où
le repère galiléen est le repère entraîné ou propre sont généralement très
analogues; postulons donc (D) que, dans le repère galiléen entraîné, on doit
retrouverpour le moment cinétique 3C la formule densitaire (3'2'1 ). Cela exige,
en vertu des (32), que c’ s’annule dans ce système, ou équivalemmentque le
quadrivecteurof soit orthogonal au quadrivecteurcourant d’Univers ri=dæï:ds__(33)

_ d‘it'i:n. E___4 

+ ,
_ . . . “>

ou encore, :) désignant la Vitesse au sens ord1na1redu flu1de et a le vecteur
d’espace ayant les trois a“ pour Composantes

(33) a“ . "(É.zÎ).

On sait que la propriété exprimée par la formule (33) est efl'ectivement
satisfaite en Théorie de Dirac (‘).

On voit que le dernier po'stulat (D) s’introduit assez indépendamment des
postulats (A), (B), (C); malgré son caractère « naturel », on peut se demander
s’il n’est pas un peu arbitraire. Le numéro suivant montrera que sa consé-
quence (33) entraîne dans les formules toute une série de simplifications inté-
ressantes, en sorte que nous en faisons un élément essentiel de notre théorie,
même considérée indépendamment de la Théorie de Dirac.

”12. 7° Les moments pondéromoteurs liés au moment cinétique propre. —
Prenons l’intégrale de l’expression (32,) sur un domaine tridimensionnel

‘

fermé et transformons en intégrale quadruple : il vient

lPl
'

flôBii= àfl[f(äl”d— d"al')[dx‘ dx“£dæ“dæ‘j.

Choisissons comme domaine tridimensionnel fermé celui que déterminent
l’hyperparoi latérale d’un tube de courant d’Univers, et deux hypercloisons,
généralement curvilignes, partout du genre espace, figurant deux « états non 

(') La démonstration générale de cette formule en théorie de Dirac a été donnée par
W. Pâuli; voir ci—après, formule (48,). Il va sans dire que, en théorie de Dirac, le quadri—
vecteur de courant du fluide statistique ne définit pas à pr0prqlflenl parler ““ repère
galiléen entrainé. .
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simultanés » distincts d’une même « goutte fluide » finie. Au premier membre
de la‘formule [p], la portion d’intégrale correspondant aux deux hyper—
cloisons représente la variation dB” du moment barycentrique—momentcinétique
propre de la goutte considérée; on peut donc dire que la formule [19] fournit
une décomposition de la variation du moment bar_ycentrique—moment cinétique
propre de la goutte fluide, l’un des termes de cette décomposition étant la
portion d’intégrale triple correspondant à l’hypercloison (changée de signe),
et l’autre l’intégrale quatruple qui figure au second membre. Pour trouver
l’interprétation de ces deux termes, particularisons les deux hypercloisonsen
les prenant planes, orthogonales à l’axe de temps dans le repère galiléen
utilisé, et infiniment voisines dans le temps; soit dt leur intervalle temporel.

Rappelons une propriété de l’élément trilinéaire d’hyperparoi. Il est naturel
de définir cet élément à l’aide 1° de deux petits vecteurs 8x’, et 8x’, du genre
espace, tangents au contour superficiel (« non simultané » en général) de la
goutte fluide, 2° de l’élément de courant d’Univers dæ’, qui est du genre
temps. Dans ces conditions, les quatre composantes de l’élément trilinéaire
d’hyperparoi sont les déterminantsextraits du tableau

ô.1'} ô.Lf ô.1",‘ ô.t’,
.r.‘, ôæâ d.rï_fi dir;

d.z" dæ2 dœ” d.1"‘

o;

les six mineurs extraits des deux premières lignes sont les composantes de
l’élément d’aire généralisé, les trois [3æ"8æ“] représentant l’aire proprement
dite. Il est alors évident que l’élément trilinéaire d’hyperparoi est un certain—
produitextérieur de cet élément d’aire par le quadrivecteur élément de trajec-
toire. D’une manière précise, introduisant les duals ic 8ui et ic 3s“‘ de l’élément
trilinéaire d’hyperparoi et de l’élément bilinéaire du contour de la goutte, on
vérifie sans peine la relation (‘) '

ôui= ôs"idæ,z
.

les trois icÊs‘”‘=ôs“’ sont les composantes de l’élément d’aire proprement
. > .

dit Ss.

Dans l’hypothèse particulière de la simultanéité, que nous adopton_s comme
il a été dit, les trois 35“" sont nulles; si l’on se rappelle que et“: ict, et si l’on

.

> . I +
désigne toujours par 1)" les trms composantes de la v1tesse ordinaire 1) du
fluide, la formule considérées’explicite suivant

> +
6u“’=— ôs“' dt, ic ôu‘= ôs“ dæ,,= ôs".v., dt: (ôs. v) dt.

(’) O. COSTA Di Bmckmmo, Là Relativité restreinte, p. 31.
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Portant enfin ces expressions dans (32,), il vient, pour l’élément d’intégra!é
triple d’hyperpami

_
«> ) “'6B'“'= — (a" ôs“—— a" ds”) dt: dt(a /\ ôs) ,

. ,
c ,+ +

. . i

'

IC 88… = { a“'(os.v) + a“ .lC ôs“'_5 dt.

Conformément à ce que nous avons annoncé, la dernière expression
« s’arrange » d’une manière remarquable si l’on tient compte de la consé—
quence (33’ ) du postulat (D): on voit apparaître en effet un double produit
extérieur suivant

_icôB“"=a“’(ôË.ï) —— ôs“'(Ë.iî) dt ={5 /\ (; /\ 3Ë)iiwd1.

Souvenons-nousalors que, sur une hypercloison, les trois 8B““ représentent le
. , , . r\_> . . \\ …moment barycentr1que propre elementa1re GB, et les tr01s zc OB“ le moment

. , . ,_ . (\“—> , . . .cinétique propre élémentaire OC. Posant par definition, sur l’hyperclmson,
— d…B‘" pour ÈB'” et — d…C‘” pour ic88‘”, les formules précédentes s’écrivent

« —> °—> + + -+ + +
[p’l d,,,B=—dtfla/\Ôs, d…C=—dtj]vA (a/\ôs):

daprès la Dynamique classique, on voit clairement ainsi que les quantités
'

—o/\83 et —v/\<a/\os) s’interprètent comme des moments pondéro-
moteurs superficiels élémentaires correspondant respectivement au moment
barycentrique et au moment cinétique propres.

Après l’intégrale triple d’hyperparoi, étudions l‘intégrale quadruple qui
figure au second membre de [p]. Toujours avec le contour tridimensionnel
particulier que nous avons spécifié, elle s’écrit, 8u désignant l'élément de
volume pur [dx dx" dx°],

d… 817: dtfl[ diai— dia/'] ôu,

formule sur laquelle nous lisons, d’après la Dynamique classique, que la
quantité entre crochets est (au facteur ic près) une densité volumiquede moment

' pondéromoteurd’Univers; posons donc, les trois p.“" représentant la densité de
_
moment pondéromoteur au sens habituel,

pff, ,: [c [diaï—— dia/'].

Pour le moment barycentrique B“", il vient immédiatement

t—îrd…B"“=dtÆ rota du;

Journ. de Math., tome XXIÏ. —— Fasc. 2, 1943. I 7
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pour le moment cinétique C“"'=icB“‘, si l’on tient compte de la consé—
quence (33,) du postulat (D), le crochet « s’arrange » de manière à ne
contenir que les trois composantes spatiales de c‘ :

d._.,,Cm-=dzÆl ô’a"‘ + aw(£—. ?» )
€
au.

Finalement, nous pouvons écrire

Il _)__ ‘Î_> Î_ "" ()ï>’{.\[p] d…,B_dt totaôu, d..(,_dt grad 0.1) + Æ” $Ou, » ——————+
_ ' + \ ; + () » I ’_ ‘en sorte que les quant1tes rota et )grad(a.v)+ (» o" s mterpretent comme les

densités pondéromotrices volumiques correspondant respectivement aux
moments barycentriqueet cinétique propres. En tre les différentielles d… et d…
définies par les formules [p’ ] et [p"], et les d initialement définies (p. 0), on a

la relation
d: dam + du“;

notre analyse nous a donc permis de distinguer, dans la Variation globale du
moment ba1ycentr1que——momentc1nét1quepropr,e la contributiondes forces super—
ficielles et celle des forcesvolumiques.

8° Les moments pondéromotenmhe's au momentc1nét1que01[Mai Expresszonde
la dens1té volum1que totale de moment pondéromoteur propre. -— On sait que,
T'1 désignant le tenseur inertique d’un milieu matériel continu,l’1mpulszon-
masse d’une portion finie du milieu est donnée par l’intégrale

(34) p’=ÆT”ôu,

étendue à une hypercloisondu genre espace; corrélatiyement, l’on montre que
le quadrivecteur densité de force pondéromotrice d ’Un1‘vers appliqué au milieu
considéré dérive de TV par la formule d’Élasticité généralisée (‘)
(35) .

‘ ' f:d,Ti/.
En Dynamique relativiste classique, le tenseur T‘f était symétrique par

définition même, en sorte que l’indice muet de sommation dans les formules
précédentes était arbitraire; mais nous allons considérer, comme en Élasticité 

( ) La Relativité restreinte, p. 50. Cette démonstration utilise le fait que l’intégrale
dhyperparoi est identiquement nulle; nous reviendrons sur ce point au paragraphe
suivant.
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prérelativiste, un tenseur TU asymétrique (') destiné à rendre compte des
moments pondéromoteurs propres; dans ces conditions, l’indice de sommation
des formules (34), (35) et des formules conséquences doit être fixé par une

.définition initiale. Convenons donc, pour toute la suite de l’Oùvrage, que
l"°tndœe de sommation sera le second indice de T‘f ou, équivalemment, que
l’indice significatifdes quadrivecteursp" et f" sera le premier indice de T” .

D’après la définition générale classique (31), le moment à l’origine de
l’impulsion-masse d’une gouttelette 8u,,, ou moment cinétique orbital de cette
gouttelette, est  
(35)

[
acg= [xfTik_ .ciTik] a…, 

en sorte que le moment cinétique orbital d’une portion finie du milieu sera
donné par l’intégrale « -

' ,
_ C‘[{ =Æ{fl1‘ir_ .e/T’k[ a,,k

étendue à une hypercloisofi du genre» espace; le tenseur entre crochets, du
troisième rang et antisymétrique en i, j, s’interprète donc comme la densité
du moment cinétique orbital du milieu par rapport à l’origine des coordonnées
d’espace-temps (°). '

Prenons l’intégrale de l’expression (36) sur le domaine tridimensionnel
fermé défini par deux hypercloisons I et 2 du genre espace, et parl’hyperparoi
latérale d’un tube de courant d’Univers; en admettant que l’intégrale d’hyper-
par_oi soit identiquement nulle (“), l’expression obtenue représente évidem- 

(‘) En Relativité générale, une asymétrie du tenseur inertique entraînerait une

asymétr1e du tenseur Ril— —g", c’est—a—d1‘re une asymetr1e du tenseur de courbure,
' 2

puisqu’on voit mal à quoi correspondrait une asymétrie du tenseur métrique. Cette
asymétrie pourrait s’obtenir soit pa1 l’emploi d’une jauge de Weyl, soit, plus simplement,
par une torsion de l’Unive15.P1écisons bien que cette torsion ne serait pas destinée à
inte1préter l’Électromagnétisme, comme dans certaines Thé01ies Unitaires, mais qu’elle
correspondraita un eflet gravitationnel de spi.n

(’) Certains auteurs, traitant du moment cinétique en Théorie de Dirac, semblent
admettre que le [ ] considéré représente la densité de moment cinétique total
(Orbital +pl‘0pre). L’origine de,cette manière de voir qui, selon nous, n’est pas compa-
tible avec les définitions'primordiales (31) et (34), est la présence du second [ ] dans
l’intégrale quadruple qui sera donnée dans un instant [ ] dont l’expression se transforme
en vertu de la formule (37’ ) conséquence de la Théorie de Dirac. On verra comment notre _

théorie interprète directement ce second [ ], et d’une manière qui, à notre sens, est
laseule correcte. \

(3 ) La condition nécessaire et suffisante de ce résultat est que le tenseur T‘i ait !'expres—
siOn (39) ci—dessous. ,
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ment la variation du moment cinétique orbital de la goutte fluide considérée
entre l’état 1 et l’état 2. Par ailleurs, transformant cette intégrale en intégrale
quadruple, et tenant compte de la relation (35) ainsi que du fait que d,,æ‘°= 8î_,

il vient l’expression

{5Æl H_Œffi——ur J [Tf'f— TUJt [dx‘ dæ2d«v“dw‘l

sur laquelle on lit, en répétant un raisonnement déjà fait, qu’à l’action de la
densité de momentpondéromoteur orbital

et" = [J’/" — af"f"l

s’ajoute celle d’une densité de momentpondéromoteurpropre du type « élastique »

PÊÊ;=[Tfi—T”l-
'

Considérons alors le moment cinétique-moment barycentrique total
(orbital + propre) de la goutte fluide finie 

 

C‘l= C‘Z—l—CZ;
|

il évolue sous l’action de l'ensemble des moments pondéromoteurs que nous
avons étudiés, qui sont : 1° le moment pondéromoteur orbital dérivant de la
densité volumique tLÎ{ ; 2° le momentpondéromoteurpropre d'origine volumique
dont la densité totale pff, somme des deux termes p.'__’ et pff attachés respecti—
vement au.moment cinétique orbital et au moment cinétique propre, a pour
expression  

 

-

(37) P_i/_= LT/i_Tii]+ic[àiw—ô‘fl];, 
3° enfin, le moment pondéromoteur propre d’origine superficielle défini par les
[p’], p. 127, qui correspond évidemment à une action de contact du restant
du fluide sur la goutte limitée suivie dans son mouvement.

_Au Chapitre suivant, nous verrons qu’en Théorie de Dirac on a identique—
ment, TU désignant le tenseur inertique asymétrique de Tetrode,

(37')
_ W+ic[diai—dioi]=oz

d’après ce qui vient d’être dit, cette relation signifie que la densité volumique
totale de momentpondéromoteurpropre est identiquementnulle (').

(‘) En posant ce dernier résultat comme un postulat, onpeut considérer la formule (37’) ,

comme une conséquence de notre théorie; mais ce postulat ne s’impose pas d’une manière
nécessaire, et nous préférons conserver notre formule générale (37).

Une expression équivalente du postulat en question est "que le moment cinétique total
doit” être conservatifen l’absence de forces f‘ (puisqu’en effet l’action du moment pondé—

, rombteur superficiel disparaît lorsqu’on éloigne indéfiniment la paroi de l’hypertube
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9° L'impulsion—masse transversale. Convenons d’appeler fausse impulsion—
masse pf“ et impulsion-massetransversalepf,, les deux quadrivecteurs

(34/) Pin: ÆTÏÏô“/‘1 pf,,=Æ[T”—T/"']ôu,— (Pi=Pin+Plu ): ‘

' et propôsons-nousd’étudier l’impulsion—masse transversalep…. Pour commencer, —

remarquons que ce quadrivecteur est orthogonal au quadrivecteurélément de
volume (l’Univers 3u, l’expression [T"— Tf'] 8u Su étant identiquement nulle

» en vertu de l’antisymétrie de [T"——T"]. Cela étant la relation (37’ ) nous
permet d’écrire

p(,)=—Æpilou/— icÆ[—_ÙÏU/—dla“]ôuj

=——flyiiôuI—— à] [dw;—d,ad£dæ’dæ"dæ’l; 
d’Univers); ce critère, appliqué par Pauli à l’expression

Æ['ÆGÜ—'æÎ®”‘] ôuk

considérée comme représentant le moment cinétique total (orbital + propre), .conduit
évidemmentcet auteur à poser

' , al‘-_ 8”: 11

au lieu de notre formule (37’).
'Pour nous, l’expression considérée étant, formellement, celle d’un moment orbital, le

'tenseur 0‘1 qu’elle fait intervenir ne saurait être le vrai tenseur ine1 tique d’un milieu doué
de spin. Toutefois, en Théorie de Dirac, le tenseu1 symét1isé

ou; 3
(Ti/‘ + Tfl,

de Pauli permet de calculer les grandeurs intégrales impulsion-masse et moment ciné—
tique total au moyen des formules valables pour les milieux classiques sans spin; à ce titre, '

il peut être considéré comme le tenseu1 ine1tique d’un fluide fictif sans spm intég1alement
équivalent au fluide statistique de Dirac.

En effet, en ce qui concerne le moment cinétique, étant admis (ce qui se vérifie a poste—
riori) que les tenseurs T‘! _et 911 de la Théo1ie de Dirac satisfont au critè1e p.”: o, l’équi—
valence intégrale visée sera atteinte moyennant la condition

ÔIÜIÏE dj9ii: ÜjTi/1

qui est effectivementréalisée grâce à l’égalité constante des deux divergences du tenseur de
Tetrode,
' (i,—TUE (),—TF

(voir ci—après, n° 23). Un raisonnement analogue vaut pour le problème de l’impulsion—
masse.

lnSistons bien s… le fait que l’équivalence de T‘/ et de €” est seulement intégrale, et
qu’il faudrait tenir compte de la contribution de l’hyperpar0i si l’0n 11 ’intégrait pas dans

'

l’espaCeentier. Pou1 nous, le ora: tenseu1 inertique de la Théorie de Dirac reste le tenseu1
asymétrique T‘! de Tet10de.

[W. PAULI, Handb. Phys-, XXIV… p. 235.]
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on passe de la première à la sedonde expression en prenant les duals des deux
tenseurs antisymétriques du dernier terme; il est facile de vérifier que ces
termes sont les mêmes, et qu’ils figurent en nombre égal dans les deux expres—
sions. Transformonsalors la dernière intégrale en intégrale double suivant

;fla,[dæ’dæ’l + a‘kldæÏdæk]=]]a‘ddæ’dxfl. Dans l'hypothèse de la simultanéité, les trois [ de:“ dæ"] 81"‘ représentant l’élé-
ment d’aire proprement dite sont seules non nulles, et, posant v“= u…“‘/zc, il
vient simplement

p{‘.,,=—— i'cÆp”‘ôu —[Ïa"' ds" —- a" ôs'” :=—Æv“ ôu — [a /\ ôs]u . Pli'“=o’.
en d’autres termes, et conformément à la remarque que nous venons de
faire, la masse trai1sversale est alors nulle, l’impulsion transversale étant
donnée par la formule
(34'”) ['Ï1Z—Æ‘JÔll—flü'Aôs.

Ces deux intégrales ont déjà été prises en considération au 7°;Jelles s’inter—
prétaient alors comme des moments pondéromoteurs volumique et superficiel
correspondant au moment barycentrz‘quepropre. Cette coïncidence, fortuite, et
d’ailleurs correcte au point de vue de l’analyse dimensionnelle, n’apparaît
qu’avec les intégrations à temps constant. D’une manière plus générale, on voit
que les grandeursmoment cinétique propre et impulsion—massetransversale d’une
goutte matérielle finie sont deux conséquencesde l’existence de la densité cr",

mais qu’elleshe sont pas directementreliées par une formule algébrique. Enfin“,
remarquons que l’on retrouve la formule dégénérée (3‘4’”) dans le repère
galiléen entraîné par le fluide.

8

Remarque. — A côté de la grandeur pf… qui vient d’être définie, une autre
« fausse impulsion-masse » qui apparaît dans certains problèmesest

: ' “ .

Plo>=Ti °“’1

ce quadrivecteur est colinéaire à l’élément de volume d’Univers 811". Comme
nous venons de voir que l’impulszon-masse transversale est orthogonale à 8u',
une idée séduisante se présenteà l’esprit: serait—il possible de choisir l’orien-
tation d’Univers du quadrivecteur 8u' de telle manière que les deux fausses
impulsion—masse y soient partout égales entre elles? De cette manière, la
véritable impulsion—masse se trouverait décomposée en deux quadrivecteurs
orthogonauxéntreeux, l’un du genre temps et l’autre du genre espace.

Résoudre ce problème revient à résoudre le système de quatre équations
linéaires homogènes.

T/‘ôui= T' ôu' ou {TM—T}:ô“}ôu,=b ;
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la condition nécessaire et suffisante pour que la direction d’Univers du quadri—
vecteur 8u,- soit bien déterminée d’une manière unique est que le déterminant

!Tik __
TÇ sur

|

soit nul, l’un de ses mineurs de rang trois ne l’étant pas. D’ailleurs, par raison
de symétrie évidente, il existe alors une seconde orientation _d’UniVers du
quadrivecteur 8ui qui rend la vraie impulsion-masse infinitésimale TU 8u,- coli-
néaire à T; Bui . Ces circonstancesse rencontrentavec la définition du tenseur T'Ïf
que nous allons donner maintenant.

II. __ Sur la cinématique des milieux doués de spin.

13. Les raisonnementsdu paragraphe précédent n’étaient pas indépendants
de toute considération de Cinématique : nous avons dû faire intervenir la
notion de ligne de courant d’Univers ou, ce qui revient au même, celle de
vitesse des points matériels au sens ordinaire, 1° pour définir le moment bary-
centrique généralisé (équ. 31’); 2" pour établir la relation (33) à partir du
postulat (D}; 3° pour interpréter l’élément trilinéaire d’hyperparoi (équ. [q]
et [q’]). Les conséquences des relations (33) et [q’] se retrouvent dans les
expressions [p'] et [p”] des densités pondéromotrices superficielle et volu—
mique.

‘ ' '

c Dans la Théorie relativiste classique, les notions de vitesse ; des particules
matérielles et de densité massique 9 du milieu continu suffisaient à définir le
tenseur inertique, évidemment symétrique, par les formules

Tuv= pvu î)", Tui: Tut= [C. PDU) TH: _ 02.0;

é uivalemment, 90 désignant la densité massiquepropre du milieu (valeur de p

dans le repère galiléen entrainé), et v" le quadrivecteur‘unite‘tangent à la trajec-
toire d’Univers, on avait la définition condensée (' )

. (39') TÏÎ=—cîpo.viV/. "
Quant à la trace de ce tenseur, on avait pour elle les deux expressions intéres-
santes "

(40')
»

Ti=P(v2_02)=—C'2PO;
. dans la première figurait le facteur de contraction bien connu de Lorentz; la
secOnde montrait que, au facteur -—c2 près, la trace du tenseur inertique
égalait la densité massique propre p,.

Le tenseur 'T‘7f classique, produit général du quadrivecteur icÆ v" par lui—
même, n’était évidemmentpas le tenseur symétrique du second rang le plus , 

(‘) La Relativité restreinte, p. 50.
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général; celui—ci, ayant 10 composantes distinctes en module, dépend
de10 constantes arbitraires.

La « généralisation minima » de la définition classique permettant d’obtenir
un tenseur TU asymétrique, comme l’exige la théorie du paragraphe pré—
cédent, consiste évidemment à poser“ que T” sera le produit général de deux
quadrivecteurs non colinéaires;- V" désignant un quadrivecteur unitaire, u" un
quadrivecteur non colinéaire à 0" tel que le produit scalaire u"v,- ait pour
valeur.1, enfin —c’p., le produit des facteurs scalaires correspondants,
on aura donc  
(39) Tii=—c*po.ufvi;

   
le tenseur TU ainsi défini dépendra de 7 constantes arbitraires, au lieu de 16
pour le tenseur du second rang le plus général. La valeur de sa trace restera,
comme précédemment,

;  
(flo) »

' T$=— c*p…
   

et l’on pourra dire que, par définition, p., représente la densité massiquepropre
du milieu doué de Spin.

Par hypothèse, nous supposerons que l’un des deux quadrivecteurs u' ou c'
représente le courant matériel d’Univers au sens habituel, d’après les principes
généraux de la Relativité, ce quadrivecteurde vrai courant devra être du genre
temps (‘ ), de plus, d’après un résultat du paragraphe précédent, le quadri—
vecteur densité de spin devra lui être orthogonal. Quantà l’autre quadri-
vecteur, nous dirons qu’il représente par définition un faux courant, dont nous
aurons a chercher l’interprétation.

Nous aurons d’abord à nous demander lequel des deux quadrivecteursu‘ et v‘
représente le vrai courant; conformément à la méthode suivie jusqu’ici, nous
allons pour cela analyser de près la Théorie classique, et'la généraliser de la
manière « minima » qui respecte les résultats essentiels. Rappelons que, en
vertu

d’une
convention fondamentale (35), l’impulsion—masse [nie correspon-

dantaaun tenseur T'f non symétrique doit être calculée acec sommation sur le
second indice, 0’aest-‘—dire suivant la formule

[38] p‘=ÆT”3u,—.

Dans la Théorie classique, où le tenseur TU, symétrique, était défini
suivant (39'), l’intégrale précédente prise sur l'hyperparoi d’un tube de courant
d’Univers était identiquement nulle; en effet, remplaçant TU d’après (39’) et ' 

(‘) La It‘elatz‘vité restreinte, p. 18 et 29.
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l’élément d’hyperparoi 8u,- d’après la formule [q] du n° 12, on fait apparaître
sous le signeÆle produit doublement contracté 8sjk.dældæk d’un tenseur
antisymétrique par un tenseur symétrique. Or, ce résultat est essentiel pour
que la notion de densité de force pondéramoù‘ice définie d’après (35) ait un
sens ('); la condition nécessaire et suffisante pour qu’il soit conservé avec la
nouvelle définition (39) est évidemment que le quadrivecteur de vrai courant
soit ni .

Une autre circonstance intéressante se produisait dans la théorie classique :

pour un tube de courant d'Unwers infiniment délié, le quadrivecteur impulsion-
'masse était de'/ini intrinsèquement, indépendammentde l’orientation de l’hyper—

section 3u,-; en effet, sous le signe Æapparaissait le produit scalaire dxŒu,-,

évidemment invariant pour les changements d’orientation de l’hyperplan de
section d’un même tube infiniment délié. L’impulsion—masse du point matériel
sans spin classique était donc définie intrinsèquement; un postulat spécial lui
imposait d’avoir une longueur icp. constante (‘). La condition nécessaire et
suffisante pour que le résultat en'question soit conservé avec la nouvelle défini-
tion (39) est encore que 0,— soit le vrai courant. Cela étant, le fait nouveau “par
rapport à la Théorie classique est que l’impulsion—massedu point matériel doué
de spin ne sera plus tangente à la ligne de vrai courant vf (ligne moyenne de
l’hypertube), mais bien à la ligne de faux courant; l’impulsion-masse du point
matériel doué de spin sera oblique sur la trajectoire d’Univers. ll est évidemment
tout naturel de postuler que sa projection icp. sur la tangente à la trajectoire
devra être constante (“).

Enfin, l’examen des circonstances qui ont lieu dans le repère galiléen
entraîné par le vrai courant va nous confirmer que vf est le vrai courant. Si vf
était le faux courant, l’impulsion-masse serait colinéaire au vrai courant, de
sorte que les trois composantesde l’impulsionpropre seraient nulles; quant à la
masse propre, son expression comporterait 4 termes. Au contraire, en admet-
tant que vf soit le vrai courant, aucune des quatre pf n’est nulle en général
dans le repère galiléen entraîné, mais chacune d’entre elles ne comporte qu’un
seul terme dans son expression, savoir ÆT“Bu,. Or nous savons que, dans

toutes les Théories classiques de la Relativité, les circonstances qui ont lieu
dans le repère galiléen entraîné sont très voisines de celles que réalise l’hypo-
thèse de la simultane'ite'; ici, l’hypothèse de la simultanéité réalise exactement
le second système de circonstances, d’où nous concluons encore que, le vrai
courant est vf . 

(*) Op. cit., p. 51.”
(’) Ces derniers résultats concordent parfaitementavec ceux que certainesconsidérations

de Mécanique analytique du point nous avaient suggérés (La Relativité restreinte, p. 62).
Journ. de Math., tome XXII. — Faso. 2, 1943—

18
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Remarque. —— Suivant l’idée de la Remarque qui terminait le paragraphe
précédent, demandons-nousquelle devrait être la direction de l’hyperplan de.
section du tube infiniment délié pour les deux fausses chapulsion-massesT”8u,-
et TjÏ 8u'7 coïncident; cette direction est évidemment la normale d’Univers à
l’hypertuhe.

CHAPITRE III.
ETUDE DU FLUIDE STATISTIQUE FICTIF DE LA THEORIE DF. DIRM].

14. C’est véritablement un Chapitre nouveau de la Théorie de Dirac qui
découle de la formule matricielle

16

l
" l 2 Y;rYris: [lap-‘a!"

A=l

que Pauli a montré être une conséquencedes conditions de Dirac (‘)

… -

â(TI-Ti+ -£»/Ti)=ôlj;

par définition, les y‘ sont les seize matrices hermitiennes 1, $, t‘y”, iy‘”‘, y…“.
La formule quadratique [a] contient deux groupes distincts de termes, écrits
respectivement au premier et au second membre; les premiers sont « en pr,‘
qs » et les seconds « en ps, qr ». On voit que les premiers indices p et q et les
seconds indices r et s sont les mêmes dans ces deux groupes de termes, qui sont
caractérisés par le couplage différent des premiers indices avec les seconds
indices. .

Pauli s’est aperçu dès le début que la formule [a], et d’autres formules ana-
logues qu'on peut en déduire, permettent d’établir dans le cas général, entre
les cinq tenseurs statistiques de Dirac-Darwin Pn=‘l'xY‘l“a les relations sui—
vantes qu’on ne connaissait jusqu’alors que dans le cas de l’onde plane mono-
chromatique (’)

c*><n>=—(ak)(n>=<iwnî+<wz>fl, —;-<mu)(m…=(…,y……,y,

<jk)<n)=m â(mkl><i‘ñiz)=a<iwi><wi);

nous avons écrit les cinq tenseurs diraciens entre parenthèses pour indiquer
qu’il s’agit des tenseurs abstraits, n0n pourvus de leurs coefficients physiques; 

(’) Pieter Zeeman _Verhandelingen, 1935, p. 31; Contributionsmathématiques à la
Théorie de Dirac (Ann. Inst. H. Poincaré, VI, 1936, p. 118).
, (’) Op- cit., voir_Ann. Inst. H. Poincaré, IV, 56, p. 131.
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, -Dans un Mémoire de 1937, puis dans le premier d’une série de quatreMem01res de 1940 ('), W. Kofink a repris la question, et complété cettepremière série d’identités quadratiques entre les densités statistiques par les' suivantes

(m“) (.it—) : — ( …)
< a’ ;. : fifi“) (‘./’k) = (l’—'n] ) (O"):

(m“ ) (O’/:) = —« (…._,
”! (.I")- tlÊ"") "k) = (1.031) (.IÏ)‘

(_j") (71) f— (j’) (a") : « s.,) ( ne“) —— ( im. ‘)
«’ iñi“).

Ces identités et les précédentes constituent la collection complète des relations
conséquencesdes conditions matricielles [b] de Dirac existant entre les tense‘urs
du type p,,. Pauli et Kofink ont fait intervenir, pour les établir, la matrice B
dont nous avons parlé au Chapitre l,’matrice qui transforme canoniquement
les quatre y" en leurs transposées; VI. G. Petiau, dans des travaux encore
incomplètement publiés, a pu éviter d’introduire la matrice B dans cette
question, ce que nous ferons également dans les pages qui vont suivre.

Pauli avait remarqué dès le début que ce genre de calculs peut être géné—
ralisé, de manière à former des identités portant sur des grandeurs densitaires
autresque celles du type _:,,. Par exemple, on peut faire apparaître les
densités que nous appelons schrôdingeriennes, dans la définition desquelles
intervient notre opérateur [d,—], et qui figurent dans des relations difi‘érentielles
dont nous parlerons un peu plus loin. Tel est précisément l’objet du Second des
Mémoires de 1940 de Kofink ("‘), où l’auteur établit, sous forme vectorielle
d’espace, 52 identitésquadratique: avec dérivés avant (c’est—à—dire faisant inter—
venir notre symbole d‘), et-donne les règles pour en_déduire les identités avec(_ .

dérivée arrière à,— (’); par addition et soustraction, on obtient des identités consé—‘ +
quences faisant intervenir nos symboles [d’] et (d’), c’est—à-dire portant sur
les 5 tenseurs schrôdingeriens ps et sur les dérivées partielles des 5 tenseurs
diraciens p,. .

’Parmi ces identités, une famille, que nous étudierons en détail, con-
tient dix identités tens0rielles ayant des premiers membres de la forme(‘)

HÜXlÜ’lV“'%-HÜXTB'—P— 'lx'l’4J-ÿxlâilY3'?l 
(‘) Über das magnetische und elektrischeMoment des Elektrons (Ann. der Physik,

60, 1937, p. 91); Zur Diracschen Theorie, 1 : Algebraische Identttà‘ten zw1schen den
Wahrscheinlichkeitsdù-hten(Ann. der Physik., 38, 1940, p. 421 ). .

(*) Il : Algebraische Identz‘tâten die Dzflerentialquotienten ent/taken (Ann. de
Physik, 38, p. 436).

(°) Op. cit., p. 437 et 442. ,

(‘) Op. cit.,
@

11, p. 454.
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et, en général, deux seconds membres différents qui sont des sommes de termes
de la forme

EÏ‘PX_YW-Û‘WXTW)-
Nous établirons ces identités par la méthode même de Kolink, mais en veillant
à ne pas détruire la symétrie tensorielle d’Univers dans les calculs et dans les
résultats. L’écriture vectorielle d’espace n’est d’ailleurs pas la seule raison qui
prive les formules de Kofink d’une validité tensorielle générale; il arrive,.par
exemple, que certaines formules ne soient établies que pour les valeurs i;£j
des indices tensoriels et que, pour les étendre au cas i =j, il faille exécuter
certaines manipulations; dans ces conditions,nous avons cru utile de prolonger
les calculs de Kofink pour aboutir à des formules ayant une validité tensorielle
générale.

Le troisième des Mémoires de 1940 de Kofink (') débute par le rétablisse-
ment de relations différentielles conséquences des équations et conditions de
Dirac, déjà données par W. Franz (’) et que M. Al. Proca avait pr0posé de
prendre systématiquementen considération dans le cas de l’électron libre (3);
de cette famille de relations, on connaissait déjà l’équation de continuité de
Dirac, la relation ininterprétée d’Uhlenbeck et Laporte, et la formule de
décomposition du courant de Gordon; enfin, une relation donnée par Tetrode,
reliant le défaut de symétrie de son tenseur inertique au rotationnel de la
densité de spin, que notre théorie du Chapitre Il nous permet d’interpréter;
comme nous l’avons déjà dit, cette circonstance nous paraît constituer un
argument sérieux en faveur du fait que le véritable tenseur inertique de la
Théorie de Dirac soit le tenseur asymétrique initialement défini par Tetrode.

Les relations dont il s’agit, données sous forme vectorielle, apparaissent au
nombre de seize dans les Mémoiresde Franz et de Kofink; elles sont au nombre
de dix lorsqu’on les écrit sous forme tensorielle d’Univers. Ce sont ces dix
relations que, dans l’ignorance complète des travaux de Franz. et de Kofink,
nous avions iétablies pour notre compte, introduisant à cette occasion la défi—

nition systématique des tenseurs « scl1rôdingeriens » du type tx[aà]@, type
de tenseurs qui contient le courant de Gordon q;><[af]qi, le tenseur inertique
asymétrique de Tetrode qu[d']y@, ainsi que le courant magnétique de

Proca
=l»X[d‘] . t( >

Ayant établi les relations en question, Franz ni Kofink ne se préoccupent 
(l) Ill : Folgen der Realità‘t der Potentiale (Ann. der“ Physik, 38, p. 565).
(2 ) Zur Methodik der Dirac Gleichung,

@ 10 [Sitz. Math. Abi. Bay. Akad., _t. 111,

p. 404 (Munchen, 1935).( ) Théorie de l’Électron de Dirac dans un champ nul, n° 18 (Ann. de Physique,
XX, 1933, p. 401.)( ) Sur dix relattons conséquences des équations de Dirac (C. R. Acad. Sci., 21h,

1942: P' 818)-
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aucunement de rechercher leur signification physique; au contraire, dans la
suite de son 3° Mémoire de 1940, Kofink élimine nos 5 tenseurs schrôdingeræns
qui, pour lui, sont des « grandeurs ininterprétables » (‘) entre les 10 relations
différentielles considérées et les 10 identités avec diflérentiellæ qu’il avait
établies pour cela dans le Second Mémoire; il obtient ainsi, en plus de l’équa-
tion de continuité de Dirac et de la formule d’Uhlenbeck et Laporte (qui ne
font pas intervenir les tenseurs schrôdingeriens), 6+ 2 relations vectorielles
d’espace, qui sont quadratiques; à partir de là, les préoccupations de Kofink,
comme déjà celles de Franz, divergent complètement d’après les nôtres.

Nous nous posons, en effet, le problème de l’interprétationphysique des
10 relations différentielles considérées, ainsi que celle des tenseurs diraciens
et schrôdingeriens qu’elles font intervenir. Un examen détaillé nous permet
d’étendre et de préciser légèrement les résultats acquis; finalement, 5 des
IO relations en question, 1 des 5 tenseurs diraciens (l’invariant (oa) et 3 des
6 tenseurs schrôdingeriens(”) restent sans interprétation.

D’une manière globale, les 10 relations différentielles de Franz se répar—
tissent en deux familles de 5, qui possèdent chacune en propre ses tenseurs
diraciens' et ses tenseurs schrôdingeriens. Comme toutes les relations et tous
les tenseurs actuellement interprétés sont, dans l’une des familles, de nature
électromagnétique,et, dans l’autre, de nature dynamique, on est fondé à dire
que par de'/intion les relations et tenseurs de la première famille sont électro-
magnétiques, et ceux de la seconde dynamiques. Suivant cette définition,
les relations et tenseurs encore ininterprétés dans chaque famille seront dits
appartenir à un Électromagnétismeet à une Dynamique élargies par rapport
aux Théories classiques. Par ailleurs, suivant une propriété qui généralise
celle, bien connue, relative au courant de Gordon et au tenseur de Tetrode, la
présence d’un quadripoteñtiel extérieur Ai ajoute à chacun des tenseurs
schrôdingeriensun terme d’interaction du type A‘(<l%y$), le tenseur diracien( )
étant de la nature physique « Opposée » à celle du tenseur schiôdingerien qui
le contient. Ainsi se manifeste, du fait du quadripotentiel A', un couplage
électro—mécaniqueentre les_«deux familles de relations, couplage dont la f01me
est parfaitementsymétriqueparrapport à I’ÉIectromagnétismeet àla Dynamique;
on ne voit donc plus, en Théorie de Dirac, aucune raison de qualifier le
potentiel Ai électromagnétiqueplutôt que dynamique. En l’absence du potentiel ‘ 

(‘) Cette appellation (undeutbare Grossen) est un peu surprenante du fait que deux
de ces grandeurs ont été interprétées en 1928, l’une par Tetrode et l’autre par Gordon.
Kofink, qui se réfère au Mémoire de Gordon (mais non à celui de Tetrode) précise à cette
occasion que les undeutbare Grossen sont des grandeurs densitaires, éventuellement
susceptibles d’interprétation, mais qui ne se présentent pas comme des dérivées de
.tenseurs diraciens (Op. cit., p. 569-570).

(2) L’un des cinq tenseurs t_b><[àf]ytp n’intervient que par deux de ses contractions sur
l’indice i, en sorte qu’il y a bien six tenseurs de ce type à interpréterphysiquement.
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régnant, le couplage en question disparaît, et les deux familles de 5 relations
deviennent indépendantes l’une” de l’autre. On peut penser que ces diverses
remarques ne sont pas sans rapport avec le problème de la Théorie unitaire
de l’Electromagnétisme et de l’Inertique-Gravifiqne.

Pour terminer le présent Chapitre, nous indiquons comment il convient
d’étendre la définition générale des tenseurs diraciens et schrôdingeriens
en Théorie des particulesà spin entier, et nous montrons que les 10 relations
différentielles de Franz restent valables dans cette Théorie.

Î. —— Les identités quadratiqixes de Pauli—Kofink.

15. ETABLISSEMENTDES FORMULES DE DÉPART. IDENTITÉS DE PAULl-KOFINK RELATIVES

AUX TENSEURS DIRACIENS. — Considérons la formule de Pauli (')
(4‘) ÊÏprlg=4°psar/n

dans laquelle on a, comme il a été dit,
(4.2) .,A= I, Yi7 iYli? l'yljk= l‘IŸI’ Yuwvb =.Ç: , ;

les notations étant celles spécifiées dans l’Avertissement; rappelons-que les
y on Ÿ d’un rang tensoriel donné se comportent comme des composantes de
tenseurs complètement antisymétriqnes,en sorte que : 1° dans tous les calculsqui
vont suivre, les indices tenson'els :, j, . . . d’un même 7 ou «? sont essentiellement
supposés dzflérents les uns des autres. Complétons cette convention par quelques
autres, spécialement destinées à simplifier les calculs et les formules qui vont
suivre : 2° dans toutes les formules dérivées de (41) que nous allons établir et
utiliser, formules qui seront désignées par des majuscules romaines entre
crochets, nous négligeronsd’écrire les indices matriciels inférieurs, étant entendu
que le premier membre sera toujours « en pr, qs » et le second « en ps, qr », le
sens de cette terminologie étant celui évident sur (41); 3° les indices_tensoriels
i, j , . . . répétés (indices supérieurs) s’entendront toujours avec sommation,puis
divisionpar le nombre convenablepour que chaque terme du résultatne soitfourni
qu’une fois (°); 4° un indice tensoriel désigné par une lettre grecque %, p., . . .

s’entendra toujours sans sommation, même s’il est répété.
Avec ces conventions, la formule (41) se transcrit suivant

… 36+Y'Y‘-Y”Y”—-Ÿ‘Ÿ‘+yy=Aôô;

(‘) Pour la démonstration de cette formule, voir W. PAUL1, Contributions mathéma—
tiques a‘. la Théorie de Dirac (Ann. Inst. H. Poincaré, V1, 1936, 5 8, p. 115. ) .

(’ ) Il va sans dire que cette convention de sommation particulière n ’est pas celle habi-
tuelle en Calcul unsoriol._
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en multipliant, par exemple à gauche, toutes les matrices de [A] par une
même matrice Y choisie successivement des 4 rangs 1, 2,3, 4, On peut former
4 nouvelles formules analogues à [A]; pour Y = ? il vient, après retournement

du sens d’écriture du premier membre

[E]
'

33 — t"7’—I"ft"f+ Ÿ‘Y’+ŸŸ=4ŸŸ-

Contrairement à [A]-et [E], les trois formules non écrites [B], [C], [D],
ne sont pas symétriques par rapport-aux indices supérieurs; mais en écrivant
ces formules une ‘fois et une seule pour chaque combinaison C’: du jeu des
indices supérieurs (n désigne le rang tensoriel de la matrice multiplicateur),
et en ajoutant, on peut former des formules symétrisées. Pour la suite, nous
avons simplement besoin de la formule symétrisée [BS], que nous allOnS former.

Constituonsun tableau à double entrée de rang 5, dont les colonnes corres—
pondront aux groupes successifs de termes du premier membre de [A ], et les
lignes au rang tensoriel des matrices y du terme produit obtenu; au—dessus de
chaque colonne, nous donnons le signe du terme d’origine dans [A]; il est
clair que chaque groupe de termes d’origine de rang n fournit en général deux
groupes de termes de rangs ni I, qui seront écrits dans la même colonne, et
sur les lignes voulues (‘). Dans ces conditions, et avec les conventions que
nous avons adoptées, le tableau une fois rempli se présente sous la forme
suivante :      

       + + — —— /+

66

(t‘il)
)J M —‘.'—M7 Y Y"Y

Ÿiÿ'i çXŸ1‘(1361)

Wt t

+ — —— +’ +

Inscrivons maintenant, dans chaque case du tableau, le nombre de termes
difl‘érents qu’elle contient, et faisons pour chaque ligne la somrne algébrique
des nombres en question, afl'ectés du signe qui figure en tête; multiplions 

(*) Il va sans dire que, par le même processus, [E] fournirait la formule [D]; le même
tableau peut servir, les signes à prendre étant ceux que, ‘a titre indicatif, nous avons
indiqués au—dessous.
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par 4, et inscrivons le résultat final à droite des lignes; c’est évidemment le
nombre total de termes du rang tensoriel considéré dans la formule
symétrisée [BS].       

+ + — — +
1 I

'
't

’p 1 3 —- 8

6 3 3 0

". 3 1 —— 8

1 _1— '»

       
Par ailleurs, soit CÏ= !, 4, 6, 4, 1 le nombre théoriquede termes contenusdans
chaque groupe tensoriel y“y“, nombre que nous indiquons à gauche des lignes;
en divisant les nombres de droite par les nombres de gauche, on obtiendra les
coefficientsde ces groupes de termes dans [BS], qui s’écrit donc

[BS] “33 _ŸŸ)_2(Y’Y’+ŸÏY’)=4YÏY"
Maintenant, additionnant et retranchant membre à membre [A] et [E],

puis retrancbant membre à membre de [BS] la seconde formule obtenue, il
vient les trois formules, fort utiles pour nous, 

[X] ——yiiylf+(ôô‘+Ÿÿ)=2(ôô+y—Ÿ);
[Y] Y’Y"‘ Ÿ’Ÿ’= 2(53 — ŸŸ);

[Z] r“r"—(ôô—ŸŸ)=—{titi—(ôô—ŸŸ)}—
  

En multipliant matriciellement (') les termesde ces trois formules par «la?, ÿ,
$,, $,, et en se reportant aux définitions et désignations usuelles des 5 tenseurs
diraciens [voir ci-après, équ. (60)], on trouve respectivement, les parenthèses
contenant par définition les carrés des 5 tenseurs diraciens (sommes des carrés
des composantes prises une fois et une seule)

<m>2=<i…>2—<…r, (.i)‘-’=—(a)ï <j>2=<iœæ+<w>fi

(dans le présent numéro, nous introduirons le facteur i chaque fois qu’il est
nécessaire pour que les composantesdes tenseurs diraciens soient, suivant une
règle de Relativité connue, imaginaires pures et réelles selon qu’elles
contiennent ou non l’indice 4). On a donc  
(43) ’ (m)’=(t°wl)’—(we)’, (j)’=—(U)’=(l‘M)’+(®—;)’;

 
 

 
    

(’) Nous considérons toujours th< comme une matrice à une ligne et quatre colonnes,
et a]: comme une matrice à quatre lignes et une colonne.
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’

groupe de formules qui permet d’exprimer le carré de chaque tenseur diracien
en fonction des carrés des autres; les (439) montrent que le quadrivecteur (j)
est du genre temps et le quadrivecteur (a) du genre espace.

Donnons maintenant les formules de départ proprement dites, qui nous per-
mettront d’établir l’ensemble des relations visées (identités de Pauli—Kofink).
Si P et Q désignent deux matrices carrées de rang 4, et “l’7 {, et E, d’une part,
4%, f, ?; d’autre part des fonctions d’onde de types associés, en multipliant
matriciellement tous les termes d’une formule du type (41) par (EÏP),,
(CfQ),,, xp, et $,, la « différence d’accouplement » des indices inférieurs s’effa-
cera du résultat parce que 1° les deux « premiers indices » p et q sont les
mêmes dans les deux membres, et ,que 2° la différence entre les « seconds
indices » r et s est « effacée » par le multiplicateur commun <lJ. Finalement,
tous les termes obtenus seront du même type en ce qui concerne les indices
inférieurs p, q,r, s, et l’on pourra les faire passer d’un membre à l’autre, et
les ajouter algébriquement s’ils ont les mêmes indices supérieurs. Les mêmes
conclusions valent évidemment pour une multiplication par les matrices «l;ÿ;,

îf, (PE1 ),, (QC.),. Appliquant ces considérations aux formules [X] et [Z]
précédentes, il vient les deux groupes de formules de départ 

(I) â$XYiiPE"$XYi/Qcl=—(H’JXP51-‘i’XQC1+ "’HXŸPEi-‘PXŸQCÙ;
(X)

(4—4) … âa<wa -ëä<Qw+ =—— <&rP @ -EïQ @ +aa<PW-crQw;
(l) " ‘lJXY’Pâi-kPXYiQC1= kPXPE1-hPXQC1— “PXŸPÂ11LPXŸQCVI:z( )
(2) îË<PY"lJ-CË<QYiHŸ=EË<PKP.ÇäQuP—E?ÏPŸ$.{Ë<QŸdJ;

  
dans ces formules, nous sommes revenus à la convention de sommation habi-
tuelle du Calcul tensoriel; les (44Z) sont les formules de départ utilisées
par Kofink dans son second Mémoire de 1940 (‘ ).

Pour les applications que nous avons en vue, les matrices P et Q seront
choisies dans le tableau des seize y : P = y", Q: 7°. Dans ce paragraphe et
dans le suivant, nous aurons souvent à passer aux grandeurs duales, ce qu’il
est avantageuxde faire en distinguant l’indice 4 des indices u, v, w: I, 2, 3;
nous pouvons donc, en explicitant nos conventions de l’Avertissement, dresser
le tableau de conversion des seize y“ suivant (2) : 

1 : Ÿuvwk ‘ Yuu=_ Ÿwb’ ow: Ÿuv ' Yuvwb= ï, (45)
  

Yw=_Yuub,. Yt=Ÿuvw ‘
Yun—___Ÿw, _ Yuvw=Ÿ/.  

(") Op. cit., II, p. 438, équ. (*) et p. 441, équ. (")-
(’) Notons bien que Ÿïi--- n’est pas égale au produit ÿiŸi. . ., ainsi qu’on le vérifie sur des

exemples.
Journ. de Math., tome XXII. -— Fasc. 2, 1943. 19
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Dans le même ordre d’idées, et en vue des calculs qui vont suivre, il nous
sera utile de dresser le tableau de multiplication suivant, dans lequel nous
groupons à gauche les matrices commutantes, à droite les anticommutantes:    Ÿ Y”'=t”î =—î"' **:—1 Ÿ ‘r" =—t' ‘? =1'

ŸW=WŸ=—W ' ŸŸ=—ŸŸ=Y
ŸW=WW= W flfi=—ŸV=—Ÿ

(46) 71 ŸM=Ÿ'MYX_ Ÿi Yi fik—___ Ÿ/Â-îl : …’k

ŸX Ÿ).i=Ÿ)tiÿl: .,

ŸÀ Tlz=T‘aiŸ :_ ?
rl[Ÿk: Ÿk Yii= Ÿl}x TiÀŸ‘A :_— __ Ÿ) Y!) : .Î,i

 
   

En faisant, dans les (44), E: C = E!), et en prenant méthodiquementpour P
et Q des matrices de rangs tensoriels différents dans le tableau des seize 7,
nous allons former ce qu’on peut appeler les identités rectangles de Pauli—
Kofink. Pour P = 1, Q ='Ÿ, les formules (MZ) et (MX) fournissent respec—
tivement deux identités tensorielles bien connues dans le cas particulier de
l’onde plane monochromatique(‘)  

  

<47; Uh<n»==m âvmo<ümn==zUwn<wn. 
  

Ensuite, quatre identités tensorielles intéressantes dues à Kofink sont fournies,
à partir de la formule (44Z), par deux systèmes différents de « valeurs » des P
et Q que nous indiquons à gauche 

  

(l, Yi; Ÿ‘, Y”) (m“)(jk)=— (®:)(°')

(48) (" Ÿii Yi? Yik) ("mkj‘)(jk)=+(‘.œ1)(51)
(% t‘; ŸZî'") (m“)(vk)=— (wz>(j‘)
(Ÿy “73 Y'3 Ÿ”) (l'”ïñl'i)(VÆ)—=+ (…:) (JV) 

les mêmes valeurs des P et Q portées dans (44X) conduisent à des identités
conséquencesde celles-ci(°). Enfin, une dernière formule intéressante, égale-
ment, due à Kofink, est fournie, à partir de (44Z), par trois sys- 
( ) La formule (471) est équivalente à ne…: f01mule (33) du Chapitre 11, d‘après

laquelle le quadri—vecteu1densité de spin devait être o1thogonal au courant d’Univers.( ) On remarquera la « ressemblance » de (48,) avec la formule f‘= H*‘jk de l’Electro—
magnétisme de L0rentz; le tenseur de polarisation m“ remplaœ ici le tenseur de champ,
et la densité de spin la densité de force d’Univers.
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tèmes différents de « valeurs » de P et Q, quénous indiquons à gauche (‘) 
  (49) (1, f“; Ÿ» +”; \,", Yi) “(fi)—(GW— (.i’)(°“')l“—‘(®=)Ufl“) —(l'w«)(iïñ“)}

les’mêmes ’« valeurs » portées dans (44 X) conduisent à l’identité o = o.
(

16. ÏDENTITÉSDE Kormx FAISANT INTERVENIRLES TENSEURS scunônuvcamsusqax[à‘]v+.
— Parmi ces nouvelles identités, quelques-unes peuvent être considérées
comme des généralisations directes des identités carrées et rectangles précé-
dentes. Par exemple, si dans les formules symétriques [X], [Y ], [Z] qui nous
ont permis d’établir les identités carrées (43), on remplace la matrice multipli-
cateur +.]Y‘ par la matrice +.];Xd‘, on obtient ce que Kofink appelle une série de

relations « avec dérivée avant »,remplaÇant de même «].», par 0‘«p,, et retran-
chant des précédentes les relations « à dérivée arrière » obtenues (2 ), on forme
aisément trois i'dentztés correspondant biunivoqnement aux (43) (3 ), et dont
nous écrivons seulement la troisième, en vue d’une question physique que
nous nous poserons au dernier Chapitre 
<+3>‘ +X+à++k+-+Xn+=

+x++x+d++—
+X+++X+a+++!

  
On peut évidemment « généraliser » d’une manière analogue les diverses
identités rectangles données au numéro précédent (‘). 
( ) Avec le troisième système de valeurs de P et Q, il faut tenir compte de l’iden-

tité m"‘m’k+mlkmÏk=o valable pour i;fij; la formule est alors établie seulement
pour i';£J, mais sa validité pour t =j est évidente à cause de lantisymétrie des trois
groupes de termes. —— En prenant les duals de ces trois groupes de termes, et en
combinantavec (49) la relation ainsi obtenue, on peut former l’expressiou du tenseur (m“)
en fonction de (j")(a')—(j')(a") et du dual de ce produit extérieur. Cette relation
(que Kofink donne explicitement) permet de répondre à une question physique
intéressante : dans le cas de l’onde plane monochromatique, on sait que les trois compo-
santes (m…) du tenseur (m”) (partie électrique de ce tenseur) s’an'nulent dans le repère
galilém entraîné; dans le cas géné1al, en est—il de même pour le repère « entraîné » en
chaque point et à chaque instant par le quadri—courant du genre temps (f")? La réponse
est négative, le « second invariant » (ca,) n ‘étant pas nul dans ce cas général.() En ajoutant, on formerait les de'rwe'es des (43). *

(") Dans le second Mémoire de 1940 de Kofink, l’identité correspondant à”(4_3,)s’0btieùt
en retranchant chacune à chacune les (25, 26) ou encore les (48, 49); l’identité “corres—
pondent à (432) est (1 ), et celle correspondant à (433) est (9) (Ann. der Phystk 38,
1940, II, p. 436). .

(‘) Il y a deux « généralisations » possibles de l’identité (49), que KofifikddflËfifl (‘_3, &)
et (10, Il). - kawa
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Dans ce numéro, nous'nous proposons d’établir à la manière de Kofink une
collection complète de dix identités quadzatiques dont les premiers membres
sont du type ( )

= www—MW — +Xv‘*WXWWW

y" et y” désignant deux matrices bien déterminées quelconquesdu tableau des
seize y; et dont les seconds membres sont du type

195245 +Xy“+-ôf<tXM>=2:di<1XyW>-vxrv-

Ces identités s’obtiennent toutes par addition ou soustraction des formules de
départ (442)? Où l’on fait P : Yp7 Q : YQ) &: {bl}, Eî= ’Xîi, Z! = "l') C>2<=lix

Ainsi, les premiers membres sont des différences de deux produits d’un
tenseur schrôdingerien par un tenseur diracien, le tenseur diracien de chaque
produit ayant la même matrice significative que le tenseur schrôdingerien de
l’autre; et les seconds membres,susceptibles en général d’une double écriture,
sont des sommes de produits d’un tenseur diracien par la dérivée partielle d’un
tenseur diracien; pour passer d’une écriture des seconds membres à l’autre, il
faut 1° changer tous les signes, et 2° « déplacer » dans tous les termes l’opé-
rateur différentiel partiel d‘ d’un tenseur diracien à l’autre (2). Les règles
relatives aux seconds membres sont conséquences de celles relatives aux
premiers membres; en effet, si, par exemple, la formule considérée s’obtient
par addition des (44 Z), lorsque P et Q commutent ou anticommutent à la.
fois avec le Y d’un certain terme des (!.4 Z), le terme engendré est évidemment
« du type K2 »; dans le cas contraire, il est « du type K, », produit d'un
tenseur scl1rôdingerien par un tenseur diracien. Permutons alors les rôles
des_matrices P et Q, c’est-à-dire faisons P=yQ et Q=y”; les nouveaux
« termes K, » se déduiront évidemmentdes précédents par un simple transfert
du symbole ot"; quant aux nouveaux « termes K, », si, par hypothèse, ils
forment une dilférence du type indiqué, les rôles des y" et y“ seront
simplement intervertis (à cause de la symétrie des formules 44Z), Ce qui
aura évidemment pour effet de changer le signe de ce «premier membre
du type K, ». C. 0. F. D.

Introduisons maintenant quelques conventions spéciales, destinées à sim—

plifier l’écriture des calculs et des résultats du présent numéro. L’indice de
dérivation partielle étant unique, et le même dans tous les termes, nous le
négligerons, en sorte que [ ] s’entendra pour [d’]; de plus, nous désignerons 
( ) Cette famille d’identité.; est représentée par 35 relations vectorielles sur les 52 qui

sont données dans le second Mémoire de Kofink.( ) Op. cit., p. 441 et 442.
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la dérivation partielle d’une certaine grandeur par une simple barre de souli—
gnement, qJXYLLI), par exemple, s’entendent pour d'(t!%y"tla). Nous continuerons
à désigner les 5 tenseurs diraciens suivant les conventions usuelles (voir
ci-après, équ. 60), mai.: nous négliger—ons ici les parenthèses par lesquelles nous
spécifions généralementqu’il s’agit du « tenseur abstrait », non pourvu de son
coefficient physique; de même, nous négligerons de rétablir,*comme nous
l’avions fait au numéro précédent, le symbole L' qui donne aux composantes des
tenseurs densitaires le caractère réel ou imaginaire pur voulu parla Relativité.

Avec ces diverses conventions, l’écrituresymbolique généraledes 1 0 formules
cherchées sera 
[K] :q,><{ ‘IYA,‘P_@XYB+_JHXYAKPHÜX[ ]-‘,BQ!J:=Ej—_ÜHXYKUH_LPXYL@_=EÎÇJ><TKq/_qJXYLqJ;  

   
comme nous l’avons dit, ces formules seront, avec Kofink, déduites des (44 Z)
où l’on fait ,

g=_, Ç=dt; P=YP, Q:y°.
Enfin, de même qu’au numéro précédent, nous indiquerons à gauche les
valeurs à donner aux matrices P et Q, ainsi que le fait d’avoir à procéder par
addition ou par soustraction.

‘ 
    Il vient d’abord

(50) (i,?; _) ;qæ<[ ]t.ixw_…}=_fiak=j@,

(1, Y"; _) MX[ HJ -s'»XY'UJ— --%=+fim“+w °’=
…) ,(I, Ÿ’; +) W‘[ ]W ‘l'X‘z" — --}=—Qñî“+emf=…

- (?, Y"; +) {a,><[ ] de -LP‘Ÿ"—°— --}=-+ °Uü“+w‘=(w; —> {M iW-«iXY'w— ..::—gkmu+w=…  
soit 5 formulesqui ont directement la forme tensorielle (‘).

On obtient de même 
 

 

’(Ÿ‘3 Ÿf"; +)- W[ ]Y’kll-4JXYÏk‘P—…î=—œJ”’—lî“za‘—Ëa/l—E’ñïfl‘: ,

<5 [)
(r, w; —> {w Wifi… —---}=+aJ“’—i_üak— Ëg;]_gi,na=…,

2
— (r”, w'k; —> {M ]Ÿfut-W/‘w—u-;=—w»äff‘—[ÜJ'k— ÆJ"‘J —fÊ"‘=---»

un we +) {m www… —---}=+æfi”"—[Æfl— __,…æ"‘] —fm""=-…
   

(’) La correspondance de nos formules avec les formules vectorielles du secondMémoire
de Kofink s’établit ainsi : (50)—>(2); (511) —>(7, 8); (512)—>(5, 6); (513)—+(14, 15);
(51.)—>(12, 13).
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formules qui, étant établies pour i;£j , [: (j# [c par hypothèse), n’ont pas une
validité tensorielle générale (' ). Mais il est évident, sur l’écriture des premiers
membres, qu’en groupant ces formules par paires comme il a été indiqué,
chacune des paires explicite une même formule tensorielle générale. Il est
facile d’écrire ces deux formules générales; en effet, en ajoutant et retranchant
un terme aux seconds membres, la première paire, par exemple, peut s’écrire

W[ ];‘MXv/k4» —- --}= —IÏ @J”"+ îflfl+fifai+ Ë°‘Îl + [,Ëaf—zfîzf‘k1=…
;… W-+XW —.;
Les premiers [ ] des seconds membres sont complètement antisymétriques en i,
j, k, en sorte qu’ils doivent être considérés comme nuls pour i=j, k; par
conséquent, donnant à i toutes les valeurs possibles indépendamment des
valeurs dej et If (j # k), il y a toujours un et un seul de ces premiers [ ] qui
n’est pas nul; on peut dire que, lorsqu’on passe du-cas i=j, If au cas i;£j, lc,

l’un des premiers [ ] remplace l’autre. Quant aux seconds[ ], tout comme
les premiers membres { }, ils ne sont pas distincts l’un de l’autre; en ce qui
les concerne, on passe de l’une à l’autre des équations en prenant les grandeurs '

duales sur j, k. Finalement,les deux formules générales cherchées sont donc

--rx— . . . : . .= — [— 911" + m"c*+ m“al+ mika'] + [mflal—gÿnlfl:   …
î+*[ www—w —- . . : : {@af— z“rñf*l — ’— @;.î"*LZÎ £’—°]

—
[+ œ2]"ik+z _Î_"a"]

:
(52)

{ik}

;l'M ]?‘tP-kPWW =… ,___;,_n,—;,=;mf*]—— '—g.affk+Eæïfl]
— -+ œ,aU*+E m"j"]

:
    /

les sommations 2 sont faites par permutation circulaire sur i, j, k, et les
« barres à indices » surmontant les [ ] s’entendent pour duales sur j, k.

Voici une paire d’identités démontréesessentiellement pour k #1 (°) 
    (;;, ;l; +) {am ;; .q;x«;w …...;=j'k,!_g_kaf ;__nk«'m{.=.…

53’ _
( )

(Ÿ’S Ÿ’; +) …, lŸ‘l' ‘P‘T“‘lf”u =J_le—9f°'+_îñ’“mfl-——— -;

( ) Sur la forme « brute de calcul » des (52’ ), il faut, 10111 donner aux ; la fonme [K,];
1 ]

passer aux grandeurs duales des seconds termes. La correspondanceavec les formules de
Kofink s’établit ainsi. (522)—>(17, 30, 33, 34); (523)—>(19,22,8 37, 38); (52€ )—>(16, 29,
31, 32); (521)—>(18, 27, 35, 36). -

-"( ) Ces identités correspondent 1espectivementaux (20, 43) et (21, 44) du Mémoire cité
de Kofink.



CONTRIBUTION A_L’ETUDE DE LA THEORIE DE L’ÉLECTRON DE umo. 149
remarquons que le 3° groupe de termes des seconds membres de (53; ), par
exemple, peut être transformé au moyen de l’identité 
<53*> Ê_t;ñ=—- nÆmfi

 
  

valable pour k #1. Les formules (53’) n’ontpas une validité tensorieüe générale;
en effet, d’après nos conventions de l’Avertissement, les premiers membres
doivent être considérés comme des composantes de tenseurs antisymétriques
en I:, [ s’annulant pour k = l; or, les seconds membres des (53’) ne s’annulent
pas pour k=l. Mais, en faisantla demi—somme des deux seconds membres,-
il vient , ' 

{w w -v><v*'+ —…:= â{[13fl—5

{+X[1Ÿv.@<vkap—-…}=gg[

k — [dd—dal] — [ÆHZC— ŒÏ'”'Z—] },|ç_
(53) '

\
  

]

]—l' * J+l J;, 
et, les trois [ ] des, nouveaux seconds membres étant antisymétriques
en [c, l, les identités (53) ont une validité tensorielle générale, pour toutes les
valeurs de k et l. Remarquons que les seconds membres de ces deux identités
contiennent les mêmes groupes de termes, le signe difi'érant pour le troisième
seulement.

Enfin, la dernière des identités tensorielles de la famille considérée, dont le
premier membre est

{*P‘[ l‘Y‘ält'kPxŸf‘ll—4JXYW-W ]Ÿ’äP}r

doit être établie séparément pour les valeurs i 7£j et i=] des indices. Il vient
d’abord, avec essentiellement i#j (‘) ‘

(541) (v“,W;+) {«Px[]Y‘tP-«PXWW—fl-Ë=æ2£m“—Èîz“-zÏfl—zfidü=…..

Nous allons transformer cette écriture, qui n’est pas correcte au pointde vue
tensoriel à cause, notamment, de la présence de l’indice sans sommation )…

Prenons, par exemple, 7\ = 4, i: u,j: €»; il vient, en passant aux grandeurs
duales

{LPX[ ]Y‘ullJÿxîwq/ — . . . } : fit“mPW+ n_t"w m‘” —jP—Ï…” — g_“äY“": îñvb ,nvw __,_ 'fiîp.w mp.L _jvî“"" __ Ëäy.wb_ 
(‘) Rappelons que, suivant une convention antérieure, nos indices À, la, s’entendent

sans sommation. Notre (541) correspond aux (39, 40, 45, [;6) de Kofink.



150
'

0L1V1Eä COSTA DE BEAUREGARD.

Pour nous débarrasser des indices sans sommation p…, v, faisons la demi-som me
des seconds membres; elle s’écrit

{=PX[ lY‘LP-+XŸ‘”+—wi= —(m3m‘“+”fil_‘ïmz‘>——[w‘“”+°kë“""],

d’où, en rétablissant les valeurs quelconques des indices, l’écriture valable
seulementpour i 7£j 
(543) :«m ]Y"«P-VŸW— - - .

:
= â<î”‘mfk+Ëmf0 + ilaî“*+ aë”"]»

   
écriture d’après laquelle le second membre est la somme d’un tenseur symé-
trique et d’un tenseur antisymétriqueen 1 ,j. Remarquons que, en vertu dune
identitédéjà1nvoquée, le tenseursymétriquepeut recevoir les deux autres formes 

! _. . _. ' I . _. _. . I . _. . _.(54*) ;(In_"‘m{k+ ’”_"‘.m.’k>=— £(Æmik_Æmik)=_5<Æ'Ï"‘Îk+m_”mÎk)-
  

Reste à établir l’identité considérée pour i=j; on a (‘) 
 

(5/Izl (“W: Ÿ"i "“)
, ŒX[ ]Y)‘&P.qJXŸ)‘qJ—.…}=—91Œo+m"kl_n?‘=k 

ou, en faisant comme précédemment la demi—sommedes seconds membres,
, _ 1 _— _(542) {‘l'xi ]YÀ‘i’-“PXYMP—- - .}=2-(92œ1—Qiwe+fim.Àk—Æmik)-

Finalement, rapprochant les deux formules (54' ) et (54'._ ), nous voyons que
l’expression tensorielle générale

de
l’ identzte' cherchée est, 3'f désignant le

symbole de Kronecker 
 

(54) l‘l’X[ ]Y’äP.kPXŸÎq/—…}: —(mi__kïl_flk—m_‘_kmik+(œ2œi—œîœ2)ô'l)+â[fijiik+îfiëiik];
  

le second membre apparaît comme la somme d’un tenseur symétrique et d’un
tenseur antisymétrique en i,j (’). 

(1) Cette identité correspond aux (24) et (47) de Kofink.
(2) Le Mémoire cité de Kofink contient encore quelques identités « avec dérivée avant »

qui n’entrent dans aucune des catégories considérées dans ce numéro, et qui apparaissent
comme quelques « échantillons » de familles plus vastes; tensoriellement, il convient de
les grouper ainsi : 25, 48; 26, 49; 22, 23, 41, 42; 50; 51; 52. La variance tensorielle de ces
identités n’est pas toujours en évidence directe dans Kofink; c’est ainsi, par exemple, que
les trois dernières citées ont la variance 1 2 3 4. (Op. cit._, II, 5 1, p. 438-441.)
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.

ÏI. — Établissement et étude physique
des dix relations différentielles de Franz—Kofink.

17. Suivant toujours nos conventions générales de l’Avertissement, nous
écrivons ici l’équation symbolique de Dirac et son associée de Gordon—Pauli
sous la forme (‘)  

       (56) 3t(à'—zeAl)+pogl=o, +X3(—Ï—z‘sAf)w+wç=œ

en posant

(57)
.

e:%î£î=ä, v=Ë; …:
2—hficmo;l    

\» désigne la constante de structure fine, qui est un nombre pur; les opé-
rateurs di et d‘, ainsi que la constante p.,, ont comme dimension l’inverse d’une

-> <— _

longueur.
_Lc mode de formation des dix relations différentielles que nous avons en vue

est le suivant. Soit YA l’une quelconque des seize matrices y de la Théorie de
Dirac; multiplions (56,) à gauche par &lJXYA, (562) à droite par 7,4}, ajoutons
et retranchons; en opérant successivementavec les y, des 5 rangs tensoriels o,
1, 2, 3, 4, nous ferons apparaître 2 >< 5 = 10 relations, qui auront le caractère
tensoriel en vertu de ce qui a été dit au Chapitre I.

Dans le cas général où le rang n de la matrice multiplicative 7, n’est pas 0
ou 4, les termes en y,—des(56) engendreront deux groupes de termes dans lesquels
le rang de la matrice produit Y sera n i: 1; dans l’un de ces groupes de termes
y, commute, et dans l’autre 7, anticommute avec v,—. Par conséquent, par
l’addition ou la soustraction annoncées, les termes en y,- des (56) engendreront
les deux types de tenseurs suivants (")

(58,
{

{ }Evx([ô"]—2ieA')ï“v=nxwww— 2z‘eAi-+XWt
ô"( >=$X(0i)r°@=âf(lxvcl)-

On voit que les tenseurs { } sont la somme de deux tenseurs; le premier,
que nous appelons sehrô‘dzngerzenparce que sa définition fait intervenir lopé—

rateur [d‘] du courant de la Théorie primitive de Schrôdinger, est indépendant 
( ) Nous considérons toujours le 13 comme une matrice à [; lignes et 1 colonne, et le LjJX

comme une matrice à 1 ligne et [; colonnes.
(2 ) Voir AL. Pnocx, Sur la Théorze de Dtrac dans un champ nul (Ann. de Physique,

20, 1933, p. 401, 404).
Journ. de Math., tome XXII. -— Faso. 2, 1943. 20
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du queidripotentiel régnant, et doit donc être considéré comme appartenant
en pr0pre au fluide électronique statistique; à un facteur près, le second est un
produit du quadripotentiel régnant par l’un des 5 tenseurs diraciens( )=<.]%fll,
et doit donc être considéré comme un terme d’interaction du champ avec le
fluide électronique.Quant aux tenseurs (582), ce sont des dérivéesdes tenseurs
diraciens.( ). Enfin, le terme en p., des (56) donne respectivement par
addition et soustraction
(58’) 2,po(qñy“tl4) et zéro.

Pour établir effectivement les dix relations en question, il est souvent avan—
tageux de passer aux grandeurs duales, ce que le tableau (45) précédent
permet de faire sans difficultés; les résultats obtenus sont les suivants, le
symbole de désignation [ ] correspondant à la valeur attribuée à la matrice
multiplicativeY :

;

* d"(«tXn—+>=…
l‘l‘xlài]Yüll—2ZEAÏ.@XY1$}+2PO($X$)=O;

%

dl(‘l’x"ll)+l\llxlô;] Y"4J—2z‘,—5A.q;><YÜ4;:=
ll'xld']l“2"lsA-‘Pxl +di(‘lixYii‘l’)+2Ho(‘l/XY‘l’)=o;

\l‘P‘<l"”lY“ —lÔ“]Y)Ll‘—2i€(A“-\PXY“ ‘l'— A“- hlf><Y"‘lJ)}+ÔW(LPXŸ“P)—d‘ûl'xŸ‘”‘lll=°» \”"“l
l av<W+>—.…..v+>+t+x<ldw11[d‘)ŸWW—aie(Aw«pxw—A*«rww«p>:+æ…<W«l>=

, ,
{

WWW—aisA«+Xî+}+a.<+xw>=o.”"“" a*<+XW>+{+X[a.JW—zieA.-+Xîuw}+ m<+Xî*nl>=œ

[ ]}
_

jq.><[aqÿ,q.—aieAi.ÿ<ÿ,qi}=o,“”“" àf<l»XM>+ WoW/“W) = ..

Pour simplifier le calcul des grandeurs duales, nous avons pris y,—,-= y…,

et y…: y…… le rétablissementultérieur des indices généraux se faisant sans la
moindre difficulté. On reconnaît en [l‘] l’équation de continuité pour le courant
de Dirac (‘), en [I’] la formule de décomposition du courant de Gordon (’),
en [y…‘,] une relation donnée par H. Tetrode sous une forme un peu diffé-
rehte ("), en [ni] une formule de magnétismeclassique, comme M. Al. Proca 

—( ) The Quantum Theory ofElectron (Roy. Soc. Proc., 118, 1928, p. 351). Voir aussi
J. VON NEUIANN,Emige Bemerkungenzur Dzracschen Theone (Zezts. f. Phys. 118, 1928,
p. 868 et 880).

(’ ) Der Strom der Dzracschen Elektronentheorie (Zeits.f.Phys.,äÔ, 1928, p.630).( ) Der Impuls—Energiesæz in der Diracschen Quantentheorie [Zezts. f. Phys.., 49,
1928, équ. (16), p. 861]. La même formule a été donnée, toujours sans interprétation.
par J. Géhéniau [Mécanique ondulatoz‘re de lélectron et du photon, Bruxelles, 1938,
équ. (54) et (58), p. 59—60].

0;
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l’a reconnu dans le cas particulier où le potentiel régnant est nul (‘), enfin
en [yuvwî] la formule, toujours ininterprétée, d’Uhlenbeck et Laporte (’).
Parmi les tenseurs schrôdingeriens { } qui figurent dans ces dix relations,
les trois suivants ont été pris en considération : le courant de Gordon
k[Jx[di]qd— 2 ieA‘U ’Xq), le tenseur asymétriquede Tetrode \[JX[Ôi]ny[)—2 ieA‘.u[%fl@,
enfin, dans le Cas de l’électron libre, le courant magnétique de Proca dont
l’expression générale est %[d']ŸL[}— 2ieA'Ç «[JXŸ<.[J.

Groupons et systématisons ces résultats. Les dix relations obtenues font
intervenir dix tenseurs densitaires abstraits qui sont 1° les cinq tenseurs
classiques de Dirac et Darwin, du type q.ch que, pour abréger, nous désignons
par le symbole ( ) :  

   
     (A)_ (B)

U") = “PXî'l‘l, (“h) = exo,
(59) . (mi/'> = Miri/44; (c‘) = t!“Ÿ"kl«

(_'J),) : 4JXŸLP.

2° cinq autres tenseurs, que nOus désignons par le symbole { [, savoir
— (A) (B)

… =«mm — «...Af…,>, {“C"/*“ XIdf]vik+— zz‘aAf(mik>.Il
-c——

Il {(60) {li[=qJ><[[di ]ŸLPË—2isAî(œz), [Tk1/
{$“}: $X[dl]ÿ'’Ït[J—21£Ak(al);

><[dH—WÏ/ 2ieA*(j’i-
   

   
Comme il a été dit, ces derniers/tenseurs se présentent comme la somme d’un
tenseur schrôdingerz‘en t[.P<[ ]yt[:, indépendant du quadripotentiel régnant A’,
que nous désignerons par le symbole { [’, et d’un tenseur —2ieAi ( ),
produit du quadripotentiel régnant par l’un des tenseurs diraciens, que nous
désignerons par le symbole { }” (“). Tous ces tenseurs sont des tenseurs
densitaires abstraits, c’est—à-dire dépourvus des coefficients qui leur assurent
les dimensions physiques et le caractère réel ou imaginaire pur convenable.
Enfin, remarquons que le tenseur du 3" rang {UÜk} n’intervient dans les
relations précédentes que par ses deux contractions 
<61'B) iUà : =+x1«mw+ — zieA.—<…v‘>. : Uf. z=+xw.-1m— 2iêA/(W7)-

    
(\) Sur la Théoræ de Dzrac dans un champ nul (Ann de PhyStque, 20: 1933

p 429)-
(! ) New (Java,—l‘an; relations following from the Dirac Equations [Phys. Rev., 37,

1931, p. 1553, équ. (a)].
(3 ) Le ca1actère tensoriel des grandeurs (59) et (60) est évident pour un changement de

16père galiléen effectué « à la première manière » (n° 4).
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Ces définitions étant rappelées ou introduites, les dix relations considérées
s’écrivent :    

    (A)
1 Ô/(J-/)=O,

Il :kl}+ô;(mli)=—2po(fl),
… [d'ou—d"un]—[{S/k}—{Ski}]=—wo<mfl>,
1v {l"}—d,(fi"l)=o,
V {Sî}=0;

(61)'
(B)

] {Tl}=fzuo(wi),
Il ()‘(üh)+iUîä=o,

111 [d"(a’)—d'(a*‘)]—[{T“;-îT“}]=…
IV

.

()i(œg)—{UglÇ=—2po(ai),
V ôi(°'i)=—2P—o(wz)-

18. ÉTUDE PHYSIQUE DES mx RELATIONS (61). — Une première remarque
fondamentale est que les tenseurs (j’), (m“), {Id}, {F}, {SU} d’une part
appartiennent en propre au sous—système des 5 équations (61 A), et les
tenseurs (m.), (tu,), (c‘), {UU/“} et {T'/} d’autre part au sous-système des
5 équations (61 B). Or, ceux de ces tenseurs qui sont physiquement bien
identifiés sont, d’une part, (jl)(densité de courant—charge de Dirac), {k'} (den-
sité de courant-charge de Gordon), (m“) (densité de moment magnélo—élec—
triq 1e), et {I‘} (lensité de courant-chargemagnétique); d‘autre part, (c') (den-
sité de spin), {TU} (tenseur inertique asymétrique de Tetrode) et (tu.)
(densité de masse propre). Ainsi, tous les tenseurs identifiés des (61 A) ont une
signification électromagnétique, et tous les tenseurs identifiés des (61 B) une
signification dynamique. Corrélativement, celles des relations (61) actuel—
lement interprétées sont, d’une part, (A I) (conservation du courant de
Dirac), (A Il) (décomposition du courant de Dirac) et (A IV) (expression
du courant magnétique); d‘autre part, (B Ill) [notre relation (37) entre le
tenseur inertique et la densité de spin] et (B ]) (expression de la densité de
masse propre). Ainsi, parmi les relations (61) actuellement interprétées,
toutes les (A) sont des relations d’Électromagnétisme, et toutes les (B) des
relations de Dynamique. Tout ceci nous autorise à dire que, par définition,
les 5 relations (61 A) et les 5 ténseurs qui leur appartiennent caractérisent le
comportement électromagnétique du fluide statistique de la Théorie de Dirac, et
les 5 relations (61 B) et les 5 tenseurs qui leur appartiennent son comportement
dynamique. D’après cette. définition, les relations (A 111) et (A IV) ainsi que
le tenseur {SU}, qui n’appartiennent pas à l’Électromagnétisme classique,
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appartiendront à un Électromagnétisme élargi ;_ de même, les relations (B H),
(B 111) et (B IV), (Uhlenbeck et Laporte) ainsi que les tenseurs (m,) et {U‘fk}
appartiendrontà une Dynamique élargie (‘ ).

En l’absence de quadripotenliel extérieur Ai, les 5 tenseurs { } se réduisent
à leur partie schrôdingerienne { }’= Llgx[di] ynla. Comme les 5 opérateurs ten—
soriels y définissent biuniquement les tenseurs diraciens ( ), et les 5 opéra-
teurs [d’]y les tenseurs schrôdingeriens { }', nous voyons qu’en l’absence
de quadripotentzel extérieur Ai les deuæ sous-systèmes (61 A) et (61 B) sont
complètement indépendants; les propriétés électromagnétiques et dynamiques
du fluide statistique évoluent chacune de leur côté, sans réagir les unes sur
les autres.

Au contraire, un quadripotentiel extérieur Ai non nul ajoute à chaque
tenseur sehro“dingerien ; }’ un terme d’interaction { l”=—2ieA*( ); il
est remarquable que le tenseur diracien ( ) qui figure dans { }” soit
de la nature physique opposée à celle du { }’ correspondant (électrique
pour mécanique, et vice versa). Ainsi, le quadripotentiel extérieur A‘i produit un
couplage électro—mécanique entre les deux sous—systèmes (61 A) et (61 B),
couplage qui est complètement symétrique par rapport à l’Électromagnétisme et
à la Dynamique.

C’est donc d’une manière parfaitement symétrique que se manifeste l’eflet
pondéromoteur du champ; il n’y a, en Théorie de Dirac, aucune raison de
qualifier le potentiel régnant Ai « électrique » plutôt que « mécanique » (‘—’).

C’est là une circonstance entièrement nouvelle par rapport aux Théories
classiques : en Mécanique analytique du point électriquement chargé,
l’impulsion-masse totale apparaissait bien comme la somme d’un termepropre
pi et d’un terme électromagnétique QAÏ(°), mais ce fait apparaissait isolément,
et sans contre-partie symétrique au sens qui vient d’être dit.

Examen détaillé des relations « électromagnétzques » (61 A). La relation
(A 1) n’est autre que l’équation de continuité fondamentale de Dirac. Les 

(1) On peut douter que les résultats acquis par les théories classiques fournissent les
données suffisantes pour que des raisonnements formels analogues à ceux du Chapitre II
permettent de justifier les 5 formules (61) restant ininterprétées. En ce cas, c’est de la
Théorie de Dirac qu’il faudrait partir pour « élargir » l’Electromagnétisme et la Dynamique
dans le sens indique.

(=) Une remarque analogue vaut pour la masse propre de l’élertron mo. Rappelons
que la masse propre du photon figure dans les équations et définitions de la Théorie du
Photon (L. DE BROGLIE, Mécanique ondulatot‘re du Plzoton, pp. 156 et 158).

("‘) O. COSTA DE BEAUREGARD, la Relativité restreinte, pp. 48 et 62. — Nous avons
montré, au numéro 8 du présent travail, qu’en intégrant sur une hypercloison d’espace
les deux termes du tenseur de Tetrode, on retrouve en moyenne l’expression classique de
l’impulsion-masse propre ou cinétique.
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inductions de Dirac, pour avoir brillamment réussi, n’en étaient pas moins
audacieuses, comme on le voit notamment ici : si, en effet, la A'“ composante
txY't=it*qi de la densité de courant d’Univers de Dirac est bien l’exacte
tramposition de la densité de charge alfa]; de Schrôdinger (‘), les trois &l/XY“&!J
ne sont nullement analoguesauxdensités de courant n]a*[d“]@ de Schrôdinger.
Il se trouve que la formule (A 11) de Gordon permet de réduire « l’amplitude»

de l’induction correspondante : l’expression du courant qæ<[af]qi de Gordon
s’apparente nettement au <.};*[d“]g]a de Schrôdinger, et l’on verra dans la suite
de ce numéro et au Chapitre IV, paragraphe 11, que la situation s'améliore
encore lorsqu’on prend en considération le tenseur inertique qtx[di]Y‘jËl—i de
Tetrode, dont les composantes en (i, 4) s’écrivent ia};*[d’N.

'La relation (A II), qui a la même forme qu’une relation bien connue de
l’Electromagnétisme des milieux polarisés (’) a été donnée par Gordon comme
fournissant une décomposition de la densité de courant-chargetotale (j‘) en un
courant de convection { Ici} et un courant de polarisation dk(m”‘). Nous verrons au
Chapitre IV que cette terminologie est bien celle qui s’impose du point de vue
de l’Électromagnétisme, mais qu’elle soulève quelques difficultés aux points
de vue de la Cinématique et de la Dynamique. Quant à l’expression d,_(m“‘),
elle représenteévidemment le courant de polarisation, et l’on peut considérer
que la relation (A Il) justifie, à partir de l’interprétation du quadrivecteur (j‘)
comme densité de courant—charge, celle du tenseur antisymétrique (m”")
comme densité de momentmagnéto-électrique.

D’une manière analogue, la formule (A —IV ), étudiée par Proca dans le cas
de l’électron libre, permet d’interpréter le quadrivecteur {l‘} comme une
densité de courant-charge magnétique; la nullité du second membre exprime
l’absence de magnétismevrai à laquelle on s’attendait a priori.

Précisons, avant de poursuivre, la définitiondes quatre tenseurs dont il vient
d’être question, en introduisant les facteurs physiques convenables. On sait
que, en U. E. S. d’Heaviside, la densité de courant-charge de Dirac est  
j"= —- cox—(W; à partir de là, il vient de proche en proche

Densité de courant-charge électrique de Dirac............ j": —— e(.Ï’)i

» » de Gordon .......... k'= ?; {k’ ‘,;
_ ° _

(62 A)
» de moment magnéto-élertrique ................. m”=+ —î—(m‘f);

? o

» de courant—chargemagnétique de polarisation… . . . l"=—— %{ l‘ }.
    

- (*) Voir ci-deæu5, Chapitre 1, n° 8.
(") Voir par exemple, R. Bncxan, Théorie des Électrons, pp. 124 et 365.
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Prenons maintenant l’équation (61 AIII). On peut considérer qu’elle

fournit une décomposition de la densité de moment magnétoélectrique m"” en
deux termes qui, aux facteurs convenablesprès, sont le rotationneldu quadri—
courant [" et le « défaut de symétrie » d’un certain tenseur asymétrique ; $“}.
A première vue, le premier terme semble conforme à ce que suggérerait
l’intuition : puisque la rotation d’une gouttelette électrisée produit un moment
magnétique, il semble qu’un courant électrique d’Univers tourbillonnairedoit
manifester une densité de moment magnétoélectrique, le moment magnétique
correspondant au rotationnel du tri—courant d’espace, comme il arrive juste—
ment dans la formule (A Ill). En fait, cette manière de voir tombe sous le
coup d’une objection déjà rencontrée à propos des moments cinétiques (Cha-
pitre 11, n° 10) : le moment magnétique d’une sphère de rayon r uniformément
chargée avec la densité q et animée de la vitesse angulaire w vaut 4nqr‘/15;
c’est un infiniment petit du 5° ordre en r, ordre trop élevé de 2 unités pour
qu’une densité puisse être définie. Nous sommes donc a priori certains que le
premier terme de la formule (A 111) n’est pas interprétable en termes d’Élec-
tromagnétisme classique; c’est ce que l’introduction des coefficients physiques
va nous confirmer.

Reprenant les définitions physiques des grandeurs j" et m“ qui viennent
d’être données nous trouvons ue la remière com osante b si ue de m“ a7 . P
pour valeur '

. I 2 . .

m…=(,—@ (à! "_—ô"./’);

cette intervention du carré de la masse propre de l’électron dans une formule
que, par définition, nous avons dit être une formule d’Électromagnétisme,
montre clairement que l’Électromagnétisme dont il s’agit ici n’est pas
l’Électromagnétisme classique (‘). Quant à la seconde composante mg)
de m'“, elle est égale, à un facteur près, au défaut de symétrie d’un
certain tenseur {$“}. Nous calculerons au Chapitre IV, n° 24, les deux
divergences du tenseur {$“}, dont l’interprétation physique nous échappe.
Nous ne pouvons d’ailleurs non plus donner aucune justification a priori
du fait que la trace de ce tenseur doit être nulle, “comme le veut la
relation (61A V).

Eæamen détaillé des relations « dynamiques » (61 B). La relation (B 111) est
identique à notre formule (37’) du Chapitre II; pour le vérifier, introduisons
dans les écritures de la densité de spin 0" et du tenseur inertique asymétrique 

(‘) Rappelons que le carré de la masse propre du photon figure dans les équations
modifiées du premier groupe de Maxwell-Lorentz de la Théorie du Photon de
M. L. de Broglie (Méc. and. photon, &. I, p. 158).
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de Tetrode T’d ”les facteurs physiques convenables, qui sont, comme on sait, 
. , . , . hDen51te de moment cmet1que propre...... o"‘=— — (ak),

(62 BI) ' ÎcîTenseur inertique asymétrique: du 'l‘etrode. T’“’=+ —4 j(T…;
47r ’

   
il vient, conformément à ce que nous annoncions 
(63) [T’f’— T“'J :… l‘,—[aka1_'a'ak].

  
Remarquonsbien que la coïncidencedes relations (37’ ) et (63) n’a pas lieu seule-
ment en module, mais aussi en signe; en efi‘et, dans les deux cas, et dans
l’hypothèse de la simultanéité, l’impulsion-masse finie se calcule suivant la
formule

. I
I__— T“ô r.——_ .— T“ô

l’indice significatifétant le premier indice de TU. Pour (37'), cela résulte de ce
que nous avons dit au Chapitre 11, n° 12, 8°; et, pour (63), de ce que nous
avons dit au Chapitre 1, n° 8.

Finalement, notre théorie de Dynamique relativiste préquantique du
Chapitre Il nous permet d’interpréter la formule (B 111) (donnée initiale—
ment par Tetrode sous une forme équivalente)comme ayant la signification
suivante : la densité volumique de moment pondéromoteurpropre fictivement
appliquée au fluide statistique polarise' par le champ est identiquement nulle;
nous rappellerons plus bas, au numéro 21, que cette circonstance difÏère de
celle qui se rencontre en Théorie électromagnétique classique des milieux
polarisés.

Prenons maintenant la relation (B I). Dans un « milieu classique », sans
spin, la trace du tenseur inertique T"l n’est autre, au facteur 02 près, que
la densité de masse propre m… Par définition, ce résultat peut être conservé
en théorie des milieux doués de spin (Chap. II, n°15); la relation consi-
dérée donne alors pour expression de la densité de masse propre en Théorie
de Dirac

  
 

(63 B) Densité de masse propre ....... po: mo i(œ,) =—— mo(q;*y‘tÿ);
  

ce résultat, bien connu, se trouve ainsi justifié d’une manière élégante.
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Les trois relations (B 11), (B IV) et (B V) (Uhlenbeck et Laporte) restent

malheureusement sans interprétation, de même que les tenseurs (wa), {U;}
ettUél<‘)-

19. EXTENSION AUX THÉORIES DU PHOTON ET DU GRAVITON nes DÉFINITIONS ET RELA-
TIONS (59), (60), (61). — La Théorie du Photon de M. L. de Broglie et la
Théorie du Graviton de M… M. A‘. Tonnelat font intervenir deux catégories
distinctes de grandeurs tensorielles densitaires. La première se rapporte à
l’élément proprement original de ces Théories, savoir la création du champ
électromagnétique ou gravifique par transition du corpuscnle entre l’état
d>(æ', x”, 333, x“) et un « état d’annihilation » (D‘); ces grandeurs ne sont pas
celles que nous voulons étudier ici. Les grandeurs densitaires de la seconde
catégorie, dont quelques—unes seulement ont été physiquement prises en
considération, sont attachées à la propagation du fluide corpusculaire
statistique; il s’agit, par exemple, du quadrivecteur densité de courant-
présence (j‘), du quiadrivecteur densité de spin O’, et du tenseur inertique
« corpusculaire » T“; ces grandeurs, tout à fait analogues à celles qu’on
considère en Théorie deDirac, sont celles dont nous voulons maintenant dire
quelques mots.

Le photon et le gravitOn sont des cas particuliers de corpuscules obtenus par
fusion de n corpuscules de Dirac, correspondant aux valeurs n= 2 et n: 4.
D’une manière générale, les équations fondamentales du « corpuscnle n »
dites, avec M. L. de Broglie, « du type I », comprennent n systèmes de
4" équations du type diracien; chacun de ces systèmes utilise un jeu de
4 matrices Eli, de rang 4",(i=1, 2, 3, 4; v: 1, 2, ..., n) satisfaisant aux
relations fondamentales (I r) de Dirac; de plus, pour ,u# v, toute matrice &;
commute avec toute matrice CU, (’). Dans ces conditions, il est clair 

(‘) Le quadrivecteux‘Æ(w1)ôuiœfl{T: }
äu', calculé sur une hypercloison du genre

espace, est homogène à une impulsion-masseÆT”ôu,-; appelons—le fausse impulsion—

masse, et prenons l’intégraleÆ{ Uf,,}[d.1“dfidr“flæ‘]dans le volume d’Univers limité
par deux hypercloisons « à temps constant » infiniment voisines 1 et 2 et par l’hyperparoi
d’un tube de courant; d’après (B 11), cette intégrale est égale, à un facteur près, à

l’intégrale Æpu3u" étendue au contour du volume précédent. Comme la portion d’inté-

grale triple correspondant aux hyperoloisons représente la variation de fausse—impulsion-
masse lorsqu’on passe de l’état 1 à l’état 2, nous pouvons interpréter, à un facteur près,
le quadrivecteur

{ Uf.,} comme une densité volumique de fausse force pondéromotr/æ;
d’une manière analogue, la portion d’intégrale triple correspondant à l’hyperparoi permet
d’introduire une fausse force pondéromotriresuperficielle.

(2) L. DE BROGLIE, Théorie générale des particules à spin, p. 138 et sq.

Journ. de Math., tome XXII. —— Faso. 2, 1943. 21
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qu’en posant
'  

     (641) a3=m3 a3, |(£L‘=a$,

Puis (">

(642) (DX: i®*a}aâ . . . aâ,
   

on trouvera, pour l’écriture du « système 1 » et du « système associé », les
mêmes avantages de symétrie relativiste qu’avec l’écriture de Gordon—Pauli
en Théorie de l’Électron; la définition généralisée des tenseurs diraciens (59)
et des tenseurs schrôdingeriens (60) (°) devra être la suivante : dans chaque
expression (59) ou (60), on remplacera &!/X par le (DX qui vient d’être défini,
et chaque V par la somme normée. 

‘I=ïl
. , I .(%:) a‘=çza‘v;

v=1
   

le coefficient physique restera le même qu’en Théorie de Dirac (“). On vérifie
sans peine que cette définition est bien celle qui conduit aux expressions
particulières données par M. L. de Broglie en Théorie du Photon (“) et par
M‘“e M. A. Tonnelat en Théorie du Graviton (5). Cela étant, il est clair que
le système des dix relations (61) reste valable; il suffit de reprendre textuel—
lement les calculs du n° 17, en opérant, à l’aide des « équations I » et de leurs
associées, sur chaque sous—corpuscule isolément, puis d’additionner les
résultats. >

Il est intéressant d’examiner, à la' lumière de ce qui précède, le problème
posé par les définitions des divers tenseursdensité d’impulsion—énergie considérés
par ces Théories. Tout d’abord, il résulte de l’ensemble de ce que nous avons
dit que, selon nous, il ne convient pas de symétriser l’expression du tenseur
inertique dit « corpusculaire », qui appartient à la famille précédente. 

(‘) Nous cousidérons toujours les composantes du (D et du (D" comme les éléments de
deux matrices adjointes.

(*) L’introduction des termes de potentiel dans les équations du corpuscule fondu n’est
pas toujours exempte de difficultés. Quoi qu’il en soit, ce que nous disons vaudra pour le
corpuscule libre, cas où les tenseurs schrôdingeriens se réduisent à leur premier terme.

(3) Exception faite pour le quadrivecteurdensité de courant—presence (j’), on voit mal
quelle significationphysique pourraient avoir les tenseurs (59 A) ou (60 A) dans le cas du
corpuscule non chargé; en Théorie de Dirac, la charge e est en facteur dans les expressions
physiques de tous ces tenseurs (équ. 62 A).

(") Mécanique ondulatoire du Photon, p. 173, 185, 187, équ. (a), (46), (52).
(‘) Étude de la Parlicule de Spin 2, p. 197 et 200 (Ann. de Physique, 17, 1942).
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L’expression de ce tenseur doit, nous semble—t-ilêtre donnée sous la forme 
.. ich. V, (, iv=n .

(65); TI_Ë(D ;lôlza'v «I),

“!=!
  

l’opérateur { }, partie différentiel et partie matriciel, agissant à la fois à droite
et à gauche. Une remarque essentielle est que l’expression du tenseur TÜ est
symétriquepar rapport à l’indice v, c’est—à-direpar rapport aux sous—corpusculæ
constituants.

A côté du tenseur corpusculaire, dont la définition fait intervenir les opéra—
teurs différentiels, la Théorie générale de Fusion introduit d’autres tenseurs
densité d’impulsion—énergie, en nombre croissant avec celui des sous—
corpuscules fondus, dans la définition desquels n’interviennent pas les opéra-
teurs dilférentiels, mais seulement les matrices a (‘), Par exemple, on définit
en Théorie du Photon un tenseur « maxwellien », dont l’expression est

A‘g, 2
, ,

 a'u al, ( (D.
\

(65’) — Mii:
moc2.«bx;

expression symétrique, on le voit, par rapport aux deux jeux d’indices i et p.;
cette double symétrie se retrouve dans tous les tenseurs inertiques « du
type M » définis par la Théorie générale de fusion. ll est clair que la symétrie
en' p., v, . . . de ces tenseurs, c’est-à—dire leur symétrie, nécessaire a priori, par
rapport aux sous-corpuscules constituants,entraîne obligatoirementleur symé—
trie en i,j, …; il ne saurait donc être question de « désymétriser » l’expression
de ces « tenseurs M », ce qui peut être une raison de penser que leur inter—
prétation physique est moins directe que celle du tenseur « corpusculaire » T”.

Dans le cas d’une superposition d’ondes planes monoclnomatiques, on sait
que le tenseur corpusculaire est intégralement équivalent aux tenseurs « du
type M » (2). Ce résultat n’est pas altéré lorsqu’on r«mplace le tenseur
corpusculaire symétrisé par le tenseur asymétrique (65), puisque ce dernier
tenseur redevient symétriquedans le cas considéré (“). 

(‘) Mécanique ondulatoire du Photon, p. 189, équ. (60); Etude de la Particule de
Spin 2, p. 200; Théorie générale des particules & spin, p. 154.

'

(’) Mécanique ondulatoz‘redu Photon, p. 190; Étude de la Particule de Spin 2, p. 201 ;
Théorie générale des particules â spin, p. 155.

(°) Voir ci—àprès, n° 26.
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CHAPITRE IV.
ÉTUDE DU FLUIDE STATISTIQUE FICTIF DE LA THEORIE DE un…: (suite).

20. Dans le présent Chapitre, nous examinons comment se fait, sur un
certain nombre de points particuliers, le raccord des propriétés du fluide
statistique fictifde la Théorie de Dirac avec celles d’un milieu continu classique
doué de polarisation électromagnétique et de polarisation dynamique au sens
de notre Chapitre II. Les résultats obtenus sont parfois ambigus, ou même
contradictoires; mais, pour certaines raisons que nous indiquons au n° 21, ce
fait n’est pas surprenant, et l’on devait s’y attendre apriori.

Par exemple, des considérations d’ordre purement électromagnétique
conduisent nettement à assimiler le courant de Dirac au courant électroma-
gnétique total, ce qui est conformeà la terminologie de Darwin et de Gordon.
On sait que, dans l’exemple du globale de Darwin, le courant de Gordon
apparaît comme un courant de translation (n° 22); mais, comme nous allons
le dire dans un instant, cette conception ne paraît pas susceptible d’extension
à des cas plus généraux, en sorte que le qualificatif de convectionque Gordon
applique à son courant soulève quelques difficultés.

En effet, des arguments cinématiques et dynamiques convergents (ces
derniers tirés de notre Chapitre II) conduisent, de leur côté, à faire
assimiler le courant de Dirac au courant cinématique d’un fluide habituel
(n°° 25 et 26). Il y a là, nous semble-t-il, un paradoxe, qui pourrait n’être
pas sans rapports avec d’autres paradoxes signalés par divers auteurs,
touchant l’étude, même préquantique,du magnétisme.

Nous donnons, au n° 25, le calcul des deux divergences du tenseur inertique
de Tetrode, suivant la méthode même de l’auteur; et en même temps, celui
des deux divergences de notre tenseur électromagnélique asymétrique S’”.
On sait que le double résultat de Telrode converge avec la fm mule d'Électro-
dynamique de Lorentz, et que c’est précisément ainsi que Telrode a justifié
l’interprétation de son tenseur T“ comme z'nerü'que; en réalité, la discussion
de la question montre que le raccord avec les idées classiques ne se fait pas
d’une manière complète, en sorte que la convergence en question semble assez
formelle (n° 25). Ce désaccord latent de la Théorie de Dirac avec l’Electro—
dynamique classique apparaît plus nettement encore dans la question des
moments pondéromoteurs propres (n° 24).

On sait que Pauli a profité du fait que les deux divergences du tenseur T’“
sont égales pour symétriser aposten'orice tenseur, opération qui, nous l’avons
dit, paraît constestable du point de vue des Principes quantiques généraux
(n° 8), et aussi decelui de la théorie des milieux doués de spin (n° 12, 8°); en
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tous cas, l’on peut dire que le fait invoqué par Pauli s’interprète aussi bien
comme une dispense d’avoir à symétriser T“. A la fin du n° 26, nous
récapitulons l’ensemble des arguments rencontrés au cours de l’Ouvrage, et
d’après lesquels le « vrai » tenseur inertique de la Théorie de Dirac nous paraît
être, non le tenseur symétrisé de Pauli, mais bien le tenseur asymétrique
initial de Tetrode.

I. — Sur les rapports de la théorie de Dirac
avec l’électromagnétisme classique des milieux polarisée.

2l. RAPPEL DE L’ÉLECTEOMAGNETISMECLASSIQUE. DÉFINITION DE L’ÉLECTROMAGNETISME

SELON Dune. — On sait que tout l’Électromagnétisme et toute l’Électrodyna—
mique classiques des milieux polarisés dérivent des trois groupes d’équations
de base indépendantessuivantes

[I] ôÆik=m [… akak=jz [HIT f"=Hikjk;

le tenseur antisymétrique E“",‘ dit quelquefois champ /în, dont H“' est le dual,
contient le champ électrique E“" et l’induction magnétique E‘”, tandis que le
tenseur antisymétrique F”" contient le champ magnétique H“" et l’induction
électrique H“*; il est regrettable que la terminologie consacrée par l’usage
rende difficile la désignation globale des tenseurs E”" (ou H"") et F”". Enfin,
j" est le quadrivecteur densité de courant—charge totale, et ji le quadrivecteur
densité de force—puissance totale qui lui est appliqué par le champ fin H'*.

Le tenseur F”" et, corrélativement, le quadrivecteurfl se décomposent sous
la forme

[IV] F"‘= H”‘+ m‘*, [V] ji: k‘+ dun“;
le tenseur antisymétrique m”" est la densité de moment magnéto—électrz‘que du
milieu considéré, d,,m”‘ la densité de courant-charge de polarisation, et ki la
densité de courant-charge de convection ('). Dans le cas d’un milieu vraiment
continu, il semble naturel d’admettre pour ce dernier quadrivecteur l’écriture
bien connue k“: qu“, k*= icq,

d’après laquelle il sera du genre temps (°). Au contraire, le quadrivectèurjiest
d’un genre a priori quelconque. 

(‘) Pour tout ceci, voir par exemple R. BECKER, Théorie des Électrons, p. 121, 124,
359, 365.

(2) La Relativité restreinte, p. 36. — R. Becker considère, comme H. A. Lorentz, le cas
d’un nuage de corpuscules électrisés (corpuscules ponctuels classiques, sans spin); en ce
cas, le courant de convectiou moyen n’est pas du genre temps, à cause de l’existence de
charges des deux signes. Dans le présent travail, nous nous limitons systématiquementau
cas des milieux vraiment continus (voir notamment p. 120 et p. 157).
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Les équations [l], indépendantes des propriétés du milieu matériel, sont
des équations de condition pour le champ; sous des conditions très larges, elles
sont équivalentes aux équations suivantes, qui traduisent l’existence d’un
potentiel-vecteur

UÊ
’

HŒ=æAu—wxa

Les équations [Il] sont l’expressiond’une corrélation électro-magnétique entre le
champ et le milieu; physiquement, on considère que cette corrélation traduit
la création du champpar une distribution de courant et de polarisation donnée
a priori. Si l’on impose au champ la condition supplémentaire de Lorentz
d,-A':o, les équations [Il] peuvent être mises sous la forme équivalente
df A"=j". Enfin, les équations [III] sont l’expression d’une corrélation électro-
dynamique entre le champ et le milieu, traduisant l’action sur le milieu du
champ donnéa priori.

Parmi les conséquencesdes équations de base qui nous intéressent, citons
les équations de continuitépour les courantsji et k'

[W] am=m à#=œ ’
ainsi que l’expression de la densité de moment pondéromoteur d’Univers propre

'_

appliquée au milieu polarisé par le champ régnant (‘ )

WII] 1*"’= 31Hf*mæ.
— Hernka — âtE% — E”‘7ñ."kl-

Cela étant, considérons l’ensemble des équations de la Théorie de Dirac
proprement dite (11) et (14), et désignons—le ici par le symbole [HD]. Ces
équations, comme les [Il], traduisent l’existence d’une corrélation électro—
magnétique entre le champ ambiant et l’électron (ou, pour nous, entre le
champ et le fluide électronique statistique); mais, comme on néglige ici la
réaction de l’électron sur le champ, il s’agit de l’action d’un champ donné
apriori sur l’électron qui y est plongé. Il est facile de vérifier directement que
les équations [II] et [HD] sont incompatibles, ce qui n’a rien d’étonnant si l’on
se rappelle que les [1] et [11] d’une part, et les [HD] d’autre part, corres—
pondent à des cas limites distincts des équations générales d’interaction
photon-électron de M. L. de Broglie (’). 

:+ + + + +(‘) En écriture vectorielle d’espace, on a, les notations étant classiques, p=—H/\ä€—E/\ê.
->—> —> —>

Cette expression, et celle de la densité d’énergie W: —:(E.D+ H. B), apparaissent

comme des conséquences de l’expression, asymétrique, du tenseur de Maxwell étendue au
cas des milieux polarisés

Mii—_— _ %(nurg. + Ftkï1?,).

' (") La Mécanique ondulatoire du Photon, t. II, p. 132-136.
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A elles seules, les équations de la Théorie de Dirac ne suffisent pas à cons ti—

tuer un Électromagnétisme complet, comprenant notamment une Électro-
dynamique. Mais on sait que, dès ses débuts, la Théorie de Dirac a fait appel
à la formule classique [I’] pour établir l’existence d’un magnétisme propre de
l’électron (‘), et que Tetrode a fait intervenir cette même formule dans le
calcul des deux divergences de son tenseur inertique, calcul qui l’a conduit à
retrouver la formule d’Électrodynamique [III] en ThéOrie de Dirac (’). On
peut donc dire que l’Électromagnétisme selon Dirac et l’Électromagnétisme
classique utilisent en commun les équations de base [I], et diffèrent par les
équations de base incompatibles [II] et [Il D]; les équations [III], qui consti-
tuaient un élément de base indépendant de la Théorie classique, se retrouvent
comme conséquencesde l’ensemble des équations [|] et [11 D ], résultat vraiment
remarquable et, soit dit en passant, compatible avec le fait que les [11 D]
traduisent l’action sur l’électron du champ donné a priori. Quant à la juxta-
position des [I] et des [IID] pour former une théorie électromagnétique, on
peut bien dire que, toute légitime qu’elle soit comme non contradictoire, elle
paraît a priori arbitraire. ‘

Un autre fait remarquablea posterioriest celui—ci : bien que fort différentes
entre elles, et même incompatibles, les équations [II] et [II D] entraînent pour
le courant j'° la même équation de continuité [VI.]; comme, par ailleurs, la
formule de décomposition [V] se retrouve en Théorie de Dirac comme consé—
quence des [ IID] (équ. 61AIII), le courant k'7 de Gordon est lui aussi conservatif
[‘équ. VI, ] (3).

Par contre, il résulte de ce que nous avons dit au Chapitre III que l’expres —

sion de la densité de moment pondéromoteur fictivement appliquée au fluide
statistique par le champ est nulle, résultat qui diffère de celui exprimé par la
formule classique [VII]. 4

'
’

*

Finalement, l’on voit que l’Électromagnétisme classique et ce que nous avon s

appelé I’Électromagnétisme selon Dirac sont deux théories a priori incompa— ,

tibles; elles contiennent cependant en commun, comme élément de base indé—
pendant, les équations dites du premiergroupe de Maxwell-Lorentz. Quelques-
unes des relationsconséquences sont, comme on devait s’y attendre, fort diffé-
rentes les unes des autres; mais il se trouve que, par une circonstance assez
surprenante, certaines des plus importantes relations conséquences sont au
contraire, au moins formellement(‘), identiques dans les deux Théories, dont
nous allons donc pouvoir poursuivre la comparaison. 

(‘) Voir par exemple l’Électron magnétique, p. 241, équ. (28).
(2) Der Impuls-Energiesatz in der Diracschen Quantentheorie (Zeits. f. Phys., M),

1928, p. 860).
(’) Le même raisonnement appliqué à la relation (61 A IV) montre que le quadrivecteur

de courant magnétique l" est conservatif.
(“) Voir ci—après, fin du n° 25.
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22. SUR LE COURANT ÉLECTRIQUE TOTAL DE LA THEORIE DE Dune. — Disons
ici, en anticipant sur le paragraphe 11, que, cinématiquement et dynami—
quement, le courantji de Dirac, qui est du genre temps, doit être assimilé au
courant cinématiqueou vrai courant du fluide statistique. Si donc la Théorie de
Dirac devait se raccorder à la Théorie classique sur ce point particulier, il
semblerait que le courant de Dirac ji devrait coïncider avec le courant élec-
trique de convection, et le courant de Gordon [ci avec le courant électrique
total du fluide statistique. Or, nous allons voir, au contraire, que plusieurs
arguments importants conduisent à assimiler le courant de Dirac j'= u]«><*{"q} au
courant électrique total.

Tout d’abord, on sait que la charge —e(UES.CGS) de l’électron doit
être calculée par intégration du courant de Dirac, en vertu de la condition de
normalisation(')

Æq;+tp.ôu=1 ou —eÆdfiÿ.ôu=—e;
or, il est bien clair que la charge —e mesurée eSt la charge totale (charge
vraie+charge de polarisation), ce qui montre que j'7 doit être considéré
comme le courant total (°). En second lieu, la formule de Tetrode

jz= ôkTik=dlerz= Iii/tj,Ü

que nous établirons au numéro suivant montre clairement, lorsqu’on la
rapproche de la formule classique [Ill], que_f doit être assimilé au courant
total. Enfin, il n’est pas jusqu’à la théorie du globule sphérique de Darwin
qui, elle aussi, ne paraisse jouer dans le même sens.

On sait que les équations du globale de Darwin sont une solution des équa-
tions. de Dirac valable en l’absence de champ et à l’approximation non rela—
tiviste. On constate que le courant de Dirac se laisse alors décomposer en un
premier terme orthogonal aux hyperplans de phase, donc ici du genre temps, ,

et en un second terme qui n’est autre que le courant de polarisation; on
vérifie sans peine que, comme l’exige la formule générale [62(A)Il]
le premier terme en question est le courant de Gordon (3). Par ailleurs, 

(’) L’hyperplan d’intégration à temps constant coupe une fois et une seule les lignes de
courant de Dirac, qui sont du genre temps.

(’) Le quantum — e étant une constante universelle, il conviendrait de dire, en termino-
logie classique, que les variations éventuelles de la charge vraie et de la charge de pola—
risation se compensent.

'

(3) Voir, par exemple, l’Électron magnétique, p. 170. A l’approximation non
relativiste et avec les‘ «‘ particuliers de Dirac, le courant de Gordon a pour expression
—-—%[d“] %—uÿZ[â“]nÿ. et par conséquent, avec les notations (6) et (10) du passage

.)
cité, pv.
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en divisant les trois termes de cette relation par 41%}, on fait appa-
raître fictivement trois vitesses correspondantes; on trouve que la vitesse ;
associée au courant de Dirac est la somme de la vitesse de groupe : des plans

. + + .de phase et d’une v1tesse w /\ r correspondant à une rotat10n d’ensemble du
globule (‘ ). Dans ces conditions, il est tout à fait naturel de dire, avec Darwin,
que le courant totalf (ou Z) est la somme d’un courant de translation Ici (ou i))
et d’un courant complémentaire qui, au point de vue électromagnétique,
correspond‘a la polariSation et, au point de vue cinématique, au tourbillonne—
ment du globule. En somme, dans cet exemple, on assimile la notion de
courant cinématique total à celle de courant électromagnétique total. Mais,
dans le cas général, le courant Ici de Gordon n’étant pas nécessairement du
genre temps, il paraît difficile de l’assimiler à un « courant de translation »;
le « courant cinématique total »j‘, au contraire, est nécessairement du genre
temps, ce qui permet de, le considérer toujours (et particulièrement ici)
comme le courant de convectioncinématiquefin.

La conclusion de ce qui précède nous semble finalement la suivante : En
Théorie de Dirac, le courant électromagnétique total coïncide avec le courant
cinématique (fictif) du fluide statistique, circonstance qui nous paraît
« révolutionnaire » par rapport à la Théorie classique (2). Le courant de
Gordon serait alors sans équivalent strict en Théorie électromagnétique
classique. D’ailleurs, d’après ce qui fut dit au numéro précédent, le fait brutal
d’un « conflit » entre l’Électromagnétismeclassique et « l’Électromagnétisme
selon Dirac » n’est pas surprenant, et l’on devait s’y attendre apriori.

25. CALCUL DES DEUX DIVERGENCES DES TENSEURS ASYMÉTRIQUES {T”‘} ET {Si/" }. —
Les différences de deux divergences considérées sont fournies d’une manière
très simple par les relations [(61)BIII] et [(61)AIII]; en effet, tenant
compte de ce que les divergencesdu dual d’un rotationuel sont identiquement
nulles, et aussi, dans le second cas, de la définition du quadrivecteur {li}
d’après [(61 ) A IV], les relations invoquées permettent d’écrire  
(66) d,-{Tl‘l‘}—d,—{TÏI‘}= ,{5/f}_ ,{srz}:…{r}.|

 

 
     

(î) Op. cit.,pp. 178. Le fait de diviser par qrq=_ it,b><y‘tp pour faire apparaître la
_>

vitesse u revient à postuler que le quadricourant de Dirac peut être mis sous la forme
—> -> > —>j= pu,_1"= icp; quant aux vitesses 1) et w /\ r, leur introduction par le processus indiqué
paraît un peu artificielle.

(2) Ce paradoxe pourrait n’être pas sans rapports avec d’autres paradoxes signalés par
plusieurs auteurs. Citons, par exemple, l’absence de mutuelle—énergie entre les courants
et les aimants permanents (P. JANET, Leçons d’Électrotechnique générale, t. 1, p. 84).

Journ. de Math., tome XXII. — Fasc. 2, 1943. 22



168 OLIVIER COSTA DE BEAUREGARD.

Il suffit donc de calculer la plus simple des deux divergences de chaque
tenseur, qui se trouve être celle relative au second indice (indice matriciel).
C’est précisément de cette manière que, dans son Mémoire fondamental déjà
cité, Tetrode a calculé les deux divergences de T” (' ).

Pour la partie schrô‘dingerienne { }’ des deux tenseurs considérés, on peut
écrire

[T] ôi{Tif}’=ôI-{vxlô‘]W}=><1_j. x.'_i_><i_'. ><.,'_i
(“l’ 3 Y g/\P+\l‘ 21Y’ Î“P) (‘l* 2 Y’îz‘l‘+4' îû’ î‘P),

[S] a.{Sff}'=a/{+X[af]W}: ><di_“jà. >< r/_ài _ >< i_"' .! >< .—*_ i
_(‘P + YÿfiP+fll* fin _>\P) (“l‘ 2 Y’ÎN+\P În’Î‘l‘)

Dans [T], les quatre expressions yidjq», seront fournies par les équa-
?

tions (56) de Dirac; de même, dans [5], les quatre expressions Ÿfdqu, .. .
. +seront fournies par les transformées

:?;(Î—isAf)+pfià$=o et qJX3—(Z‘+J'EAÏ)ŸÏ— p.0Ÿ$—_Ïo,

des équations de Dirac, qui nous ont servi à établir les [y……] (p. 152). En
l’absence de quadripotentielextérieur, il vient ainsi

d;{Tff}'= <o> — (o) :O,
â; { S"}'= (— zeo+xîg"+) —

(—_ 2P°‘l/XÎŸ“P) =— 2P‘0 { l"}’,

c’est—à-dire
_d/{Tiil=o, dj{S’/}=—2lJ—oil‘l.

En présence d’un quadripotentiel extérieur Ai, le principe du calcul est le
même, mais il faut tenir compte de la loi de commutation des opérateurs di, d"

—> <—

et Ai; d’après une remarque classique en Mécanique ondulatoiœ, on a,
di désignant l’opérateur désamorcéqui n’agit plus qu’à sa droite immédiate

()"A/'— Aiôi= d"A/_Ï— Ai(ôi— di) : d"Ai,
+ -> —> +

et de même
Aid"— d‘Al: d"AÀ

<— <—

Cela étant, la première parenthèse de { TU } donne

ie4»X(ngf— Afç)v.@= ie(u}%y,—4a)dlAil 
(‘) Der Impuls—Energz‘esatzin der Dz‘racschen QuantentheoriedesEle/çtrons ( Zeitschr.

f. Phys., 139, 1928, p. 858).ÏLa formule (16) de Tetrode est équivalenteà notre [62 (B) III].
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La seconde parenthèse donne le même résultat en module, et en signe aussi en
vertu d’un double changement de signe dans (67.) et dans les (56). Le calcul
relatif à { S‘Y} est analogue, et il vient finalement

[67’] dk , T""}’= 21'5(J})de", dk {
S“ }’=— 2… { l‘° }'+ 2z's(ak) d“A‘l

Calculons de même les divergences des termes d’interaction { }” de {T”‘}
et { S”"}; compte tenu, d’une part de l’équation de continuité de Dirac [(61 )A I],
d’autre part de la relation d’Uhlenbeck et Laporte [(61 ) B VJ, il vient

[67”l {ôk{Tik
Ë”=— 2i£ dk 5,

A"(jk) } :_ 2i€ (jk) d"AÎ,)_,_dk{ S“ }”=— 2is dk {
A" (a") — 2pLo

{
[" }”— 2is(ak) d"A‘.

Finalement, 'ajoutant membre à membre les [67’] aux [67”], on voit appa-
raître le rotationnel de A"; tenant alors compte de la définition

(68) !Hl‘l‘:
(FA/_ diff

 

du champ régnant à partir du potentiel, ainsi que des (66) démontrées en
commençant, on peut écrire 

Ôk { TH} : dk { Tik} :_ 2 is Hki(jk))
’ (67)  

 
âk{Ski}=dk{Sik} + 2p0{li}=— 2isll“(ak).

| 
Dans ces formules très analogues, les tenseurs {Si/"} et (jh) ont une inter-

prétation électromagnétique, les tenseurs {T”"£ et (ck) une interprétation
mécanique; nous voyons donc que, conformément à ce qui a été dit précédem-
ment au sujet du quadripotentie1A‘, le champ H‘°" joue un rôle parfaitement
symétrique par rapport aux propriétés électromagnétiques et mécaniques, en
sorte qu’il n’y a aucune raison de le qualifier plus spécialement « électro—
magnétique ».

Remarque. — Donnons quelques indications sur la manière de calculer
directement les divergences de {T”"} et { S”‘} sur le premierindice (indice diffé—
rentiel). Pour la partie schrôdz'ng‘eriennc { }’ on a, par exemple,

@" TW=d,- >< di i : xa, ic)‘ —w><af id,. +œ>< id:: _ v><a;t
,- ,

{ , + [ 1W =P J}\P . +,}4, . 73 va
en sorte que, les deux premiers termes se détruisant, il reste

(’t
{
T” }’= 4»erg:+ — vxgw et d:— {

5” l'= +Xïf3£+
— -' ><gfifv;

les symboles a; et d‘ désignent les laplaciens agissant vers la droite et vers la
.> (.

gauche… Le calcul direct des divergences considérées faisant intervenir des

22.
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dérivées secondes, il faut, pour l’achever, avoir recours à l’équation du second
ordre conséquence des équations de Dirac. Dans le cas général où le quadri—
potentiel Ai n'est pas nul, cette équation contient en facteur, comme on sait,
le champ H”‘ défini d’après (68), ainsi, du reste, que le quadripotentielAi ( ’ );
exprimant, à l’aide de cette équation et de sa transformée de Gordon-Pauli,
0,4; et

‘l“X‘îi:
on voit apparaître les seconds membres des (67), ainsi que les

+
expressions d,{ ff} ”

24. RAPPORTS DE LA T11Éonm DE Dmxc AVEC L’ÉLECTRODYNAMIQL‘E CLASSIQUE. —
La formule (672), où figure le tenseur { S”"} de signification encore inconnue,
ne paraît pas interprétable en l’état actuel de ce que nous savons. Au con-
traire, la formule (67,) apparaît comme identique à la formule d’Électro—
dynamique classique de Lorentz; pour le vérifier, il suffit de

remplacer
& par'

sa valeur d’après (57), et de rétablir les coefficients physiques£,…hdu tenseur

{T‘*} et ce du quadrivecteurj"[équ. (62,) et (628)]; il vient
(69) ()kTki= ()kTik= — Hikjk,

ce qui, en vertu de la formule de Dynamique (35), est bien la formule de
Lorentz (“’). On sait que, dans son Mémoire cité, Tetrode s’est servi de cette
formule (69) pour justifier l’interprétation de T”" comme tenseur inextique,
et pour fixer le coefficient physique

i,——CT]:
de ce tenseur. Avec la manière de

raisonner que nous adoptons dans cet Ouvrage, la formule d’Électrodyna—
mique (69) apparaît au contraire comme une conséquence de la Théorie de
Dirac, l’interprétation de T”‘ et la valeur de son coefficientphysique résultant
des principes généraux de la Mécanique ondulatoire (n° 8); ou encore, si l’on
préfère, étant rattachées à celles du quadrivecteur (: grâce à notre théorie du
Chapitre Il. [équ. (37’) et (63)].

On sait que Pauli a profité du fait que les deux divergences du tenseur T”"
sont égales pour symétriser ce tenseur en posant (3)

., I ._ _.@1k= 2(T1À+ TM))

définition grâce à laquelle les relations (69) sont conservées pour ®”‘._Nous
avons indiqué en note au Chapitre H, et dans le cadre de notre théorie des
milieux doués de spin, la signification de cette opération, un peu arbitraire
selon nous, ici, remarquons simplement que la définition de @“ est plus
compliquée que celle de T”", puisqu’ellecontientquatre termes au lieu de.deux. 

(1) L. de BROGLIE, l’Électron magnétique, Chap. X, équ. (6) et (30), pp. 132 et 141.
(2) La Relativité restreinte, p. 40.

, (") Die allgemeinen Prinzipien der Wellenmechanik, B : Relativistische Theorien
(Handb. d. Phys., XXIV3, 1933, p. 235).
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Enfin, d’après notre théorie dynamique du Chapitre II, et en vertu de la

formule (63), la densité de moment pondéromoteur propre fictivement
appliquée au fluide statistique par le champ est identiquement nulle, résultat
qui diffère de celui exprimé par la formule classique [VII]. Cet exemple de
la densité de moment pondéromoteur propre nous paraît illustrer‘ce que nous
disions sur la divergence à prévoir ”entre les propriétésdu fluide statistique de

_ la Théorie de Dirac et celles d’un milieu polarisé de l’Électromagnétisme
classique. *

II. — Sur les deux quadrivecteurs de courant de Dirac et de Gordon,
et sur le tenseur inertique asymétrique de Tetrode.

\

25. Cherchons, pour commencer, comment se présenterait la théorie
pseudo-classique d’un milieu continu doué non seulement d’une densité
massique et d’une densité de charge électrique, mais aussi d’une densité de
moment cinétique propre cr" et d’une densité de moment magnéto—électrique m'7.

La notion de vitesse cinématique ou,ÿce qui revient au même, celle de trajec-
toires d’Univers du fluide est parfaitement claire, et nous savons, d’après un
principe général de la Relativité, que les trajectoires en question doivent être
du genre temps en chacun de leurs points (').

Au point de vue de la Dynamique, et pour un milieu doué de polarisation
dynamique au sens du Chapitre Il, nous avons été amenés à introduire, à
côté de la congruence précédente dite vrai courant, une seconde congruence,
dite fauæ courant, non nécessairement du genre temps, et à définir le tenseur
inertique asymétrique des milieux doués de spin comme le produit général des
deux quadrivecteurs de courant [équ. (39)]; nous avons alors montré que,
dans le calcul de l’impulsion—masse finie suivant la formule

p‘=Æ TU du,,

l’indice significatif i doit être celui du faux courant (n° 15). Par ailleurs,
nous avions préalablement montré que, pour des raisons d’ordre cinématique,
le quadrivecteur densité de spin 0'" doit être orthogonal au vrai courant
[équ. (33)].

L’Électromagnétisme classique des milieux polarisésprend en considération,
lui aussi, deux quadrivecteurs de courant densitaire, tous deux conservatifs.
L’un, correspondant au transport de la charge vraie, dit courant électrique de
convection, est tangent à la congruence des lignes de courant cinématique (?), 

‘ La Relativité restreinte, p. 18.( )
(”) Voir ci—dessus, n° 21.
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donc au vrai courant de notre Chapitre II. L’autre, non nécessairement du
genre temps, dit courant électrique total, est la somme du précédent et d’un
courant ficth de polarisation (),-m”; il est évidemment naturel, bien que
nullement nécessaire a priori, de postuler que ce dernier courant doit être
tangent à notre congruence de faux: courant du Chapitre 11, paragraphe 11.

Examinons maintenant dans quelle mesure ces diverses propriétés se
retrouvent, mutatis mutandis, en Théorie de Dirac; il est bien entendu que
c’est la Théorie de Dirac seule que nous voulons interroger, indépendamment
de tout appel à la Relativité classique.

Au point de vue de l’Électromagnétisme, la Théorie de Dirac introduit bien
deux quadrivecteurs de courant conservatifs, celui de Dirac et celui de
Gordon, respectivement définis, à des facteurs près, suivant

. (f)=Vr"% {… =$X[ô"N—2ieAi-V«P-

Au point de vue de la Dynamique, nous nous attendons, d’après notre
Chapitre ll, paragraphe ll, et d’après ce qui vient d’être dit, à retrouver ces
deux quadrivecteurs de courant dans l’expression du tenseur inertique asymé-
trique de Tetrode

'{Tifä-= def]vi+—zieAëin/æ
nous voyons tout de suite que les opérateurs intervenant dans la définition
de TU sont bien ceux que nous espérions, etmême que le second terme du
tenseur de Tetrode est bien le produit général, dans le rapport (w. ): &!)XKIJ, du
courant de Dirac par le second terme du courant de Gordon.

Pour voir si notre formule (39) est satisfaite ou non, il faut examiner si
l’expression

kl'Xl0’lY’4f-lxkl— 4»X[Ô’l +-+XYÏ\P

est nulle ou non. La réponse, négative, est fournie par l’identité (51.) de
Kofink, qui donne pour valeurs de cette expression (')

.
' (jk).ô"(mki) + (m2).ô"(ai) :_ d"(jk).(mki) — d’(œ2)ÿ(ai).

Ainsi, la relation du tenseur de Tetrode aux deux courants de Dirac et de
Gordon s’apparente bien qualitativement à celle que nous avions prévue, mais,
quantitativement, elle est moins stricte : le tenseur inertique de Tetrode n’est
pas un produit général de deux 'quadrivecieurs. Il y a là, en Théorie de Dirac,
une nouvelle circonstance fort « révolutionnaire » par rapport aux Théories 

(‘) La même conclusion peut être tirée de l’identité (432), d’après laquelle le produit
contracté T“jk n’est pas congru seulement au courant !:1 de Gordon, mais aussi'au courant
magnétique [" (p. 145).
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classiques : il résulte de ce qui vient d’être dit que l’intégraleÆTUÈuJ-prise
sur une hyperparoi de courant cinématique d’Univers n’est plus nulle et, du
reste, qu’il n’existe aucune hyperparoi jouissant de cette propriété. Or, la
nullité de l’intégrale en question est absolument nécessaire à l’interprétation
classique des grandeurs f,- (densité de force pondéromotrice), pf (impulsion—
masse finie.) et T” (densité d’impulsion-masse)('); il suit de là que l’interpré-
tation de la formule (7 r) de Tetrode est moins claire qu’il ne paraît d’abord,
et qu’on ne peut guère en tirer qu’un argument d’ordre formel.

26. Mais, faisant abstraction de ce dernier groupe de difficultés, il reste
permis de se demander dans quelle mesure les propriétés des deux quadrivec-
teurs j" et lci sont conformes à celles que prévoyaient les considérations
classiques du numéro précédent.

Au point de vue de la Cinématique, le courant j[ de Dirac est du genre temps,
comme le mdntre l’expression définie positive

(.1”)= VY“? = lol/+45

ou encore l’identité (432) de Pauli. Comme on ne peut rien dire de tel du
courant ki de Gordon, nous voyons que le courant de Dirac joue fictivement le
rôle de courant cinématique, ou courant ordinaire du fluide statistique.

Au point de vue de la Dynamique, l’identité (47,) de Pauli montre que le
quadrivecteur densité de spin a” est orthogonal au courant de Dirac, sans qu’on
puisse rien dire de tel pour le courant deGordon. Par ailleurs, d’après les
principes généraux de la Mécanique ondulatoire, l’indice muet « virtuel »
dans le calCul de l’impulsion—masse moyenne probable est celui de l’opé-
rateur yf du courant de Dirac ou, ce qui revient au même, l’indice significatif
est celui des opérateurs [d’] et Ai du courant de Gordon [équ. (26) et (zy)]. En
vertu de ce que nous avons dit au Chapitre 11, ces deux critères convergent
entre eux, et convergent avec le critère cinématique précédent, pour faire
assimiler le courant de Dirac à notre vrai courant, ou courant d’Univers au
sens ordinaire. Tout va donc bien jusqu’ici, le raccord avec la Théorie pseudo-
classique se faisant comme on l’attendait.

Au point de vue de l’Électromagnétisme, nous avons vu au n° 21 qu’il
convient d’assimilér le courant de Dirac au courant électromagnétique total,
alors que, d’après ce qui précède, on s’attendrait à le voir assimiler au courant
électromagnétique de convection. Nous avons déjà fait remarquer 'combien
paradoxal est ce résultat, et suggéré qu’il pourrait n’être pas sans rapports
avec certaines remarques curieuses dues à plusieurs auteurs. Dans ces 

(’) La Relativité restreinte, n° 23, p. 50.
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conditions, nous voyons mal quel serait l’éequivalent classique du courant de
Gordon dans une Théorie densitaire cohérente; il ne nous paraît pas qu ’une
conclusion générale puisse être tirée du fait qu’il se manifeste comme un
courant de translation dans la Théorie du globule de Darwin.

Conclusion générale relative au tenseur inertique. — De tout un ensemble de
faits et de propriétés rencontrés au cours de l’Ouvrage, nous croyons pouvoir
conclure formellement que le vrai tenseur inertique de la Théorie de Dirac n’est
pas le tenseur symétrisé ®”‘ de Pauli, mais bien le tenseur asymétrique initial T’"
de Tetrode défini suivant l’équation (26) du Chapitre I. Récapitulons ces faits
et propriétés.

1° La définition en question est celle qu’imposent les principes généraux de
la Mécanique ondulatoire à partir de la définition (15) du quadri—opérateur
d’impulsion—masse inertique (n° 8).

2° La valeur moyenne probable du moment cinétique total exprimée en
fonction du tenseur (W de Pauli a, formellement, le type orbital; pour
décomposer le moment total en moment orbital et moment propre, c’est le
tenseur T”‘ de Tetrode qu’il faut utiliser (n° 12, 8°).

3° Bien que le rapport du tenseur T”‘ de Tetrode avec les deux quadrivec—
teurs de courant ki et j“' soit moins étroit que celui que nous avions prévu au
numéro 15, la ressemblance qualitative des deux définitions (39) et [(60) B Il]
est réelle, et nous avons pu l’utiliser dans un raisonnement.

4° Au cours des calculs, c’est toujours le tenseur T”", jamais le tenseur
symétrisé ®”‘=—â(Ïl"‘+ T“) qui apparaît « spontanément » : on le voit à propos
des identités (512, ), (512), (52. ) et (54) de Kofink; sur les relations [(61)BI]
et [(61 ) B III] de Franz; enfin, sur les calculs qui aboutissent au double
résultat (71 ).

Remarque. — En l’absence de potentiel extérieur, les équations de Dirac
admettent comme solution l’onde plane monochromatique; les quadrivecteurs
de Dirac et de Gordon étant alors colinéaires entre eux, et colinéaires aux
rayons de l’onde, sont tous deux du genre temps; le quadrivecteur impulsion—
masse propre de l’électron, alors bien défini et colinéaire aux rayons, est
également du genre temps ('). Enfin, le tenseur TU de Tetrode est, dans ce
cas particulier, symétrique.

'On peut lire ce double groupe de résultats sur les formules [(61)AII]
et [(61 ) BIII], les tenseurs densitaires étant constants dans tout l’espace—temps
dans le cas de l’onde plane monochromatique(’). 

( ) L. DE BROGLIE, l’Électron magnétique, p. 162à 166.
(2 ) De la même manière, on peut lire, par exemple, SUI les (61), que l’invariant (a),)

ainsi que les quadrivecteurs { l‘} (densité de coulant-charge magnétique) et { UZ,, ; sannulent
dans le cas de l’onde plane monochromatique.
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