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Sur la décomposition d’un groupe continu fini;

Par M. vasst J. POTRON,

Professeur 3 PInstitut catholique de Paris.

M. Lévi (') a établi le théoréme suivant : Soit G un groupe continu
fini, ni intégrable ni semi-simple; si H est son sous-groupe invariant
intégrable principal (celui qui contient tous les autres), G contient tou-
Jjours un sous-groupe isomorphe au groupe-quotient G |H.

M. Whitehead (*) a donné récemment une nouvelle démonstration
de ce théoréme, en ajoutant la précision suivante : Si la structure de G
est réelle, G contient un sous-groupe réel isomorphe ¢ G |H.

En dehors de résultats classiques, tirés, pour la plupart, de la
Thése de M. Cartan (*), M. Whitehead invoque quelques théorémes
appartenant  la théorie de la représentation linéaire. Il peut sembler
intéressant de montrer que la démonstration de M. Whitehead peut
s’appuyer uniquement sur des théorémes appartenant a la théorie de
la structure des groupes, et qui se déduisent immédiatement de la
Thése de M. Cartan. A cette occasion, un point de la démonstration,
qui pourrait, semble-t-il, préter 4 quelques objeclions, sera repris et
complété.

(1) Levi, Sur la Structure des Groupes (Atti della Academia di Torino,
t. 40, 1go4-1095, p. 551).

(*) Wuiteneap, On the Decomposition of an infinitesimal Group ( Proc. of
the Cambridge Phil. Soc., t. 32, 1936, p. 229), cité W,

(®) E. CARTAN, Sur la Structure des Groupes de Transformations finis et
continus, 1894, cité C.
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1. Soit une base (') de G dans laquelle les opérateurs de H seront
désignés par la lettre Y affectée d’indices grecs parcourant les
nombres 1, ..., m, les autres étant désignés par la lettre X, affectée
d’indices romains parcourant lesnombres 1, . . ., p. La structure de G
sera définie par les relations

(1) XX =ZealX;j+ 2edYs, (X Yo)=ci?Ys,  (Yy Yg) =ZcastY.
En remplagant par zéro tout opératenr Y, on a la structure (c;/) du
groupe-quotient G| H, qui est semi-simple (*), dont les X peuvent

étre considérés comme opérateurs.
Si I'on fait un changement d’opérateurs

(2) X=X+ 2/2Y,,

les relations (1) deviennent

(3) (Xi Xi) = Zew Xj+ Zej Yy,
avec
(4) cpr= Zc,‘(,)‘fkﬁ_ et fr+ e+ zzca{i)‘,fi“f/ﬁ-

Il suffit de démontrer qu'il existe mp coefficients /%, réels en méme

)

temps que la structure de G, vérifiant les TL’;_—I- équations

(5) cit=o (i, k=1, ..., p; A=1, ..., m). ‘
Il suffit (*) de démontrer le théoréme dans les trois cas suivants :

1° H est un groupe 4 un paramétre;

2° H est abélien et ne contient aucun sous-groupe, méme a struc-
ture imaginaire, qui soit normal dans G;

3° H est abélien et ne contient, la structure de G étant réelle,
aucun sous-groupe a structure réelle qui soit normal dans G, mais en
contient un de structure imaginaire.

(1) Pour les notations, définitions et démonstrations des théorémes classiques,
voir PorroN, Les Groupes de Lie (Mémorial des Sciences Mathématiques,
fasc. 81, 1936). T

(*) C., p-97-

(®) W.,p. 230.
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2. Dans le cas 1°, le théoréme avait déja été démontré par
M. Cartan ('). La démonstration nouvelle de M. Whitehead fait
intervenir un autre théoréme de M. Cartan (*), a savoir quand un
r-groupe semi-simple G contient normalement un m-groupe, il est
produit direct de ce m-groupe et d'un (r — m)-groupe; d’oli se déduit
le corollaire immédiat : si la r-famille des opérateurs d’un groupe
semi-simple K est invariante par un 1-groupe { Y}, Lopérateur Y est,
ou bien un opérateur de K, ou bien échangeable avec tout opérateur

de K(®).
3. Dans les cas 2° et 3°, on a m > 1, et le systéme (5) devient
(6) 2613)‘/}:3 —_ Zchlfl“— Zcikif,'\+ c,;{": 0.

L’indice supérieur désignant la ligne et I'indice inférieur la colonne,
nous pouvons (*) considérer ‘

les c;g* comme éléments d’une matrice & de type (m, m);
les f* » ) fi » o (m, 1);
les et » fi,‘/‘: — *&ki » (m, 1).

Le systéme (6) équivaut alors a
(7) : &ufu— enfi— Zew fi+ An=o.
4. A lastructure (c},) du groupe semi-simple G | H est associée (*)
une forme quadratique '
(8) S(e) = 22 gneet ek, = ZZcul erf, g&=|&u| Z o,

somme des carrés des racines du déterminant caractéristique. Ses
coefficients, et ceux g de la forme adjointe, seront utilisés, comme
coefficients d’une forme fondamentale, pour élever et abaisser les
indices romains des constantes de structure et des matrices (°).

w.,

W., p. 232 et passim.
C., p. 53.

W., p. 231 et passim.
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Parmi les conditions, déduites des identités de Jacobi, que vérifient
les constantes de structure, figurent les suivantes.
Par le cofficient de Y; dans I'identité entre Y,, X,, X,,

Z(c;,p)‘ cra — C'k{i)\chaﬁ) = 2wl e,

ou
(9) Crir— cxon=Zcn/éy;
par le coefficient de Y, dans I'identité entre X;, X,,, X,,
2(eigremP + engrei + exgrenP) + Z(emiciP + el epr+ calept) = o,
ou
(10) Gihin+ ErAh+ ExAn+ (el Aj+ cl;iif‘ijh‘F culRjk)=o.
Par élévation d’indices, (9) donne
(11) . Cbeq— Cat=Ze,2¢l.

Par sommation aprés multiplication par ¢*, et d’aprés (11),
(10) donne

(12) 5[26”“&“— Z‘/,ZE"‘AM-— ZL‘,-;,"ZZ"‘AMJ:- ].jl-\,'/,: 0, ﬁ:z&kék

Il résulte de (9) et (11) que D et & sont échangeables. Si, dans (12),
on remplace TckA par D z, on obtient
(13) ﬁ(éifh— Z’;._?i— 20,7,’7,'—{— A,;,):o.

Tout revient donc 4 montrer que D est invertible, c’est-a-dire I D | # 0;
car il résulte alors de (13) que les f;= D—* Z¢kA,, vérifient (7).

8. La démonstration se divise en deux parties, dont la premiére
consiste & établir les trois résultats :

A. Dans les cas 2° et 3°, la trace T de la matrice D est un nombre
rationnel positif.

 B. Dans le cas 2°, on a D = dU.

C. Dans le cas 3°, m doit étre pair; on peut choisir une base de H de
) P P ¢
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dU 4'U .
_ s chacune des quatre sous-matrices
—d'0 dU

composantes étant de degré ? ).

maniére que D aitla forme

De ces résultats on déduit immédiatement que la trace de la
matrice D est toujours md, donc que d est un nombre rationnel

positif, puis que le déterminant | D | ne peut étre nul, dans le cas 2°,
que si d =o0;et, dans le cas 3° ou d et d' sont réels, quesid®+ d'*=o.

6. Les éléments de la matrice D = Xg"¢,é, sont :
dg* = X33 ghkcp® cpgt.
Sa trace est donc
(14) T=23d,*=22 ghtyp, Ym=ZZcen*Cra.

Or, la forme quadratique Z(e) = ZZy,.e"e* est en relation avec le
déterminant caractéristique de G. Soient, en effet, e et * les p + m
paramétres canoniques. Sur ces variables agit le groupe adjoint
linéaire (groupe AG), dont les opérateurs sont :

/] /] 9
(15) E,~=2C,~f(e)w+zcl°‘(e, n)dn“’ Fa=2Ca?’(e)3_—n?,

oul'ona
(16) C/(e)=Zcnlet, CpP(e, n)=2Zenet+ Zcgnb, CoB(e) =Zenbet.

Le déterminant caractéristique de G (déterminant caractéristique de
la matrice des opérateurs du groupe AG) est ici le produit des deux
déterminants

(—1)?D(s, e)=(—1)? | Cl(e) — su/ | =5 + Yp(e)sP2 +...,
(—1)mA(s, e) = (—1)" | CoB(e) — susP | =sm— g, (€)s™t + g (€)s™2+. . ..

Clest donc

(17) (—1)PmDA(s, e) =sP*m— g (e)s” ™ + [y () + ga(€) ] sPr™24 .. ..

(*) Le résultat C est nouveau. Il parait étre nécessaire pour que l'invertibilité
de la matrice D soit établie rigoureusement.

Journ. de Math., tome XIX. — Fasc. 2, 194o0. 19
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On remarquera que D(s, ¢) est le déterminant caractéristique du
groupe G |H. Ce groupe étant demi-simple, le coefficient ¢, (¢) est
nul (*); le coefficient {,(e) est une forme quadratique non dégé-
nérée (*). Ces coefficients ont d’ailleurs les expressions

0=2C/, Yy(e)=2,;(Ci C/ —CJ Ci)="3%,3;(Ci Cj —Ci G} ),

N1 N

9. (e) = Z2Cy?, @2(€) = 2a4(Ca*CgP® — CaP Cy) = - 2, 25(Cy* Cyf — G, Cy2).

Les sommes des carrés des racines sont donc

(18) S(e)= —2¢,(e)=2ZZguelet,  gu=2Zecw! crf,
(19) 2(e)=[g:i(e)]P— 29, (e) = XX yeteh, Yie = 2L enal es®.

7. Pour établir une relation entre ces deux formes quadratiques,
il est nécessaire de rappeler, et ensuite de compléter, certains résultats
de la Thése de M. Cartan.

Soit U=2Zu"X, un opérateur ordinaire de G, c’est-a-dire tel
que les racines de DA(s, u) ne vérifient aucune relation qui ne soit
vérifiée quel que soit e. Une base réduite de G relative ¢ U est un
systéme de p + m opérateurs indépendants, mis en correspondance
avec les racines du déterminant caractéristique, et rangés dans un
ordre déterminé, de maniére a vérifier les propriétés suivantes.

a. Le nombre des opérateurs correspondant 4 une racine, nulle ou
non, est égal 4 la multiplicité de cette racine.

b. Si W est un des opérateurs appartenant a la racine s(e), nulle
ou non, et si s(u) =a, (U W) — a'W est une combinaison des opéra-
teurs appartenant & s(e) et précédant W. Si T est une combinaison
d’opérateurs de la base, et si (U T)—aT est une combinaison des
opérateurs appartenant a s(e), il en est de méme de T.

c. Cette propriété subsiste si I'on remplace U par une combinaison
d’opérateurs appartenant a la racine nulle (*).

) C., p. 53.
(?) C., p. 51.
() C., p. b9 -
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d. Si W et W’ sont deux opérateurs appartenant respectivement
a s(e) et s'(e), pouvant étre nulles, quand aucune racine n’est égale
a s(e)+ s'(e), l'alterné (W W’) est nul; quand s(e) + s'(e) = s"(e),
(W W) est une combinaison d’opérateurs appartenant & s"(e).

e. Si s(e)+s'(¢)=o0, et si (W W'), combinaison d’opérateurs
appartenant a la racine nulle, s’exprime, en fonction de 1'ancienne
base, par X /"X, +. . ., toute racine de DA(s, /) est produit de s( f)
par un nombre rationnel (*).

8. Dans le cas d'un groupe semi-simple, ce qui s’applique a4 G |H,
deux opérateurs appartenant a la racine nulle sont toujours échan-
geables; les racines non nulles de D(s, ¢) sont simples et opposées
deux a deux; si W et W' appartiennent & deux racines opposées,
Palterné (W W), les alternés [(W W' )W] et [(W W')W’| ne
sont jamais nuls; tout opérateur appartenant i la racine nulle est
combinaison d’alternés tels que (WW') (2).

9. Dans une base réduite du groupe G, de structure (1), je dési-
gaerai les opérateurs combinaisons des seuls Y (opérateurs de H) par
«opérateurs V », et les autres par « opérateurs Z ». Tout opérateur Z
peut étre considéré comme opérateur de G|H (n° 1). Il est alors
noté Z.

Aux résultats de M. Cartan j’ajouterai les suivants, qui nous seront
utiles.

A une racine s,(e) de A(s, e) qui n'est pas en méme temps racine
de D(s, ¢) ne peut appartenir aucun opérateur Z. On peut choisir les
opérateurs de la base réduite de maniére que, si l est le rang de G |H, il
Yy ait exactement | opérateurs Z appartenant ¢ la racine nulle, et
exactement un opérateur 7, appartenant a chaque racine o de

D(s, €) (*).

Yy C., n° 7-10, p. 32-3g.
%) C., p. 55.
3) Les racines de D(s, ¢) sont les racines principales; celles de A(s, ¢) seul
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Si, en effet, Z est le premier des opérateurs hors de H appartenant &
une racine s,(e)[s.(u)=a,] pour laquelle on a D(a,, u)s<o,
Vexpression (U Z) — a,Z désigne une combinaison d’opérateurs V,
ceux de la racine s, qui précédent Z. Considérant ces opérateurs
comme de G |H, on aura (UZ) = a.Z, sans que D(a,, u) soit nul.

Supposons que, pour la racine nulle, les opérateurs Z occupent les
rangs h,=1, h,, ..., les autres étant des opéraleurs V; soit Z;, de
rang h;, le premier tel que la différence Z;—c'Z, —...—c¢/~'Z,_,
soit un opérateur W de H, nécessairement indépendant des opéra-
teurs V qui précédent Z;. On a, pouri=2, ..., j —1.

(19") UZ)=d!Z,+...4+di "2y 4. ..,

les opérateurs non écrits étant les opérateurs V précédant Z;. On en
déduit que (U W), nécessairement dans H, est combinaison des opéra-
teurs V de rang < k;. On peut donc le prendre comme opérateur de
rang h;.

Si, en opérant toujours ainsi, il restait finalement plus de / opéra-
teurs Z, on aurait (19') pour /=2, ..., [+ 1. Considérés comme
opérateurs de G| H, ils donneraient plus de / opérateursindépendants
appartenant & la racine O, ce qui est impossible. Ainsi le nombre des
opérateurs Z appartenant a la racine nulle est </.

Supposons que, pour une racine s(¢e) [s(u) = a £ 0], il y ait un pre-
mier opérateur Z au rang ¢, et un second Z' au rang j. Les différences
(UZ)—aZ et (UZ'Y—aZ —cZ seront des combinaisons d'opé-
rateurs V appartenant 4 laracine et précédant respectivement Zet Z'.
Dansle groupe G [H, onauradonc (UZ)=aZ et (UZ') = aZ'+cZ,
donc Z et 7' appartiennent i la méme racine simple s(e). Ils ne
peuvent é&tre distincts, et il faut Z’ — Z =W dans H. Mais on voit
que (U W)— a W, nécessairement dans H, sera combinaison d’opéra-
teurs V appartenant 4 la racine et de rang <{j. On peut donc
prendre W comme opérateur V de rang .

En opérant ainsi, le nombre des opérateurs Z appartenant aux p —/
racines < o sera {p — [, et le nombre total des opérateurs Z sera <p.
Mais le nombre total des opérateurs de la base doit étre m—+p, et il
ne peut y avoir plus de m opérateurs V indépendants. Il faut donc
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qu'il y ait exactement / opérateurs Z pour la racine nulle et exacte-
ment un pour chacune des p — /racines > o.

Je désignerai par Z{=U, Z3, .. ., Z; les opérateurs Z de la racine
nulle, par Z; ct Z_; les opérateurs respectifs des racines s;(e) et
—si(e), par Zy;=2ZX f?X,+... Valterné (Z;Z_;). D’aprés le n° 3,
les f} ne sont pas tous nuls, on a 5;(f;) = a4 o, et

(20) (Zoi Z,-):a,-,-Zi—i—..., Z}’:Z)\,-‘Zo,-—}—....

D’apréslenc 7, touteracinede D (s, f,) A(s, f;) est produit de ;5% o
par un nombre rationnel.

10. Etablissons maintenant le théoréme : S H n’est pas le central

. de G, c’est-a-dire, si tout opérateur V n’est pas échangeable avec tout
opérateur Z, il est impossible que tous les opérateurs V- appartiennent a
la racine nulle. Supposons, en effet, que tout opérateur V appartienne
a la racine nulle. Il faut que tout V soit échangeable avec tout Z;
ou Z_;, car l'alterné (V Z;), s'il n'était pas zéro, serait combinaison
d’opérateurs V appartenant a la racine s,(¢). AlorsI’identité de Jacobi

[V(Z:Z))) + [Z: (2. V)] + [Z, (VZ)] =0

donne (V Z,;) =o, et, d'aprés (20), (VZ})=o0 (j=1, ..., ), en
sorte que tout opérateur V est échangeable avec tout opérateur Z.

Si donc H n’est pas le central de G, il existe au moins une
racine s,(e) [s,(u)=a,>2 0| & laquelle appartient, en méme temps
que son opérateur Z, au moins un opérateur V. Cette racine est donc
multiple, et par suite racine de A(s, ¢) en méme temps que de D(s, ¢).
Si V, est le premier opérateur V de cetteracine,ona(U V,) =a,V,,
(Zo; Vo) = a4 V4, a0i=15,(f), et, d’aprés (20), a,= )’ a,,; parsuite,
les a,; ne sont pas tous nuls. De 14 le résultat : S¢ H n’est pas le central
de G, il existe une racine s,(¢)s£ o0 commune a D(s, e) et A(s, e),
ainsi qu'un alterné Z,; non échangeable avec le premier opérateur V de
cette racine. Parmi les racines de A(s, f;), déterminant relatif a Z,;,
Sfigure s,(f;) = a,;5£ 0. On supposera s,(f,) = a, 5% o.

D’aprés ce résultat et la fin du n° 9, on aura, pour les sommes des
carrés des racines de D (s, f,) et A(s, £)),

(21) 2[si(f)]=(au)2(m)?,  Z[n(f)]=2(an)=(au ) Z(p)"
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Comme m, =1 et g, 0 a cause de p,a,, = a,, % 0, comme d’autre
part a,, est %20 (n° 8), on conclut de (21) le résultat : S H n'est pas
le central de G, et si f, est le point de l'espace des paramétres canoniques
défini par un alterné convenablement choisi Z,,=Xf*X,+..., les
sommes des carrés des racines de A(s, f,) et de D(s, f,) sont liées par
une relation

(22) 2(fi) =aS(),

¢, étant un nombre rationnel positif, pouvant dépendre du point /.

11. Les coefficients de D(s, ¢), déterminant caractéristique d’un
groupe K isomorphe 4 G| H, sontinvariants de son groupe adjoint ('),
groupe AK, dont les opérateurs, d’aprés (15), (16) sont :

f ol
et

(23) E=2C/(e) 2 Ci(e)=2es

Les coefficients du déterminant caractéristique de G sont invariants
du groupe AG, d’opérateurs E;. Mais, comme ces coefficients ne
dépendent que de ¢, ils sont invariants des opérateurs E,, c’est-a-dire
du groupe AK. Ainsi I'on a a

(24) Ej‘Pe(e):E_:is(e):(’: _Ei<P|(e)=E,<Pg(e):]ii,-E(t‘):0-

Si les deux formes quadriques S et X sont distinctes, et si A est un
zéro du discriminant de S(e) + AZ(¢), le systéme linéaire

(25) d%[S(e)—i—)\E(e)]:o (h=1, ..., p),

de rang < p, définit une variété linéaire de I'espace des parameétres
canoniques du groupe K. On sait que cette variété est stabilisée par
le groupe AK (?).

Si K est un groupe simple, une telle variété ne peut exister, car il
lui correspondrait un sous-groupe normal de K. Les deux formes
quadratiques ne sont donc pas distinctes, donc

(26) Z(e) =cS(e) quel que soit ¢, ou Yk = C&n-
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Sil'on fait e = f,, la formule (22) montre que si G | H est simple, et
st H n'est pas le central de G, le nombre c, indépendant de e, de la
Sformule (26) est un nombre rationnel positif (*).

12. Si K, semi-simple, n’est pas simple, c’est un produit direct de
groupes simples. Soit, par exemple, K=K, ,K,, K, et K, étant
simples. Supposons que X,, ..., X, soient opérateurs de K, et
X;41s «++y X;n opérateurs de K,. Les ¢,/ ne sont 20 que si leurs
indices sont tous trois <q ou tous trois >¢q. Les C/(¢) ne sont £ 0
que si leurs indices sont tous deux <g ou tous deux *>gq. Ainsi
chaque E; se décompose en deux opérateurs, dont1'un, E;', ne dépend

quedee,, ...,e, et n'agit que sur ces variables, 'autre, E;, ne dépend

quede¢,., ..., enet n’agit que sur ces variables; ce sont d’ailleurs les
opérateurs des deux groupes adjoints AK, et AK,, dont AK est pro-
duit direct. Il résulte aussi de (18) que gy n'est £ o que si ses indices
sont tous deux <q ou tous deux > gq. Il en résulte la décomposition

S(e) zsi(eh ceey e,,) +‘Sz(e«]+1; cery )

La variété stabilisée par AK, définie par (25), ne peut étre que
celle de K, soit¢,,, =...=o0, ou celle de K,, soite,=...=¢,=o0.
Le systéme (25) doit donc étre équivalent a I'un de ces deux systémes.
I1 doit donc étre vérifié pour ¢,.,,=...=e,, =0 quels que soient
Ciy ..., €, 0upare,=...=¢,= o quels que soiente,.,, ..., ¢,. Or,
dans le premier cas, (25) se réduit a

27 (gu+ Mu)el=o, lyuet=o (h=1, ..., q; k=q+1, ..., m);
il faut donc

(27) &u+ Mu=o, Yei==o0 (hyi=1,...,q; k=q+1,...,p)
Dans le second cas, il faut de méme

(28) Y=o, &ri+ M=o (h=1,..,q; kyy=q+1,...,p)
Ainsi, dans les deux cas, il en résulte la décomposition

S(e)y==2,(e', ..., e7) + Z, (et ..., eP).

(') Cf. W., p. 237,
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Remarquons maintenant que le groupe G contient le groupe
G,={X,,..., X, H}. Sil'onposeA(s,e', ...,e%0,...,0)=A,(s,€)
et D(s,e',...,€%,0,...,0)=D,(s, €), le déterminant caractéris-
tique de G, sera D,(s, €)A,(s, ¢). Le groupe K, étant simple, on
établira, comme au n° 411, une formule, analogue & (26), entre les
sommes des carrés des racines

(29) 2i(e)=1¢,S:(¢e) quel que soit e, Yak= C1 &k (h, k=1, ..., q).
Partant du groupe G,={X,.., ..., X,}, on établira de méme
(30) Z2,(e)=c;Ss(e) quel que soit e, Yik=Ca &k (hyk=q—+1, ..., p).
Si H est le central de G,, on a A,(s, ¢) =(—s)™, donc Z,(e)=o.
De méme pour G,. Comme S,(¢)S;(¢) est en général =£ o, il faut,
dans ce cas, ¢, ou ¢,=o0. En dehors de ces cas, ce sont des nombres
rationnels positifs. Mais si H n’est pas le central de G, il n’est pas le
central de G, et de G,. D’oui le résultat : S¢ le groupe K isomorphe
a G| H est produit direct de deux groupes simples K K, les sommes des
carrés des racines des déterminants caractéristiques vérifient les rela-

tions (29) et (30), ou ¢, et c, sont deux nombres rationnels 2o, et, st H
n’est pas le central de G, non tous deux nuls.

13. Si K=G|H est simple, en rapprochant les formules (14)
et (26), on a, pour la trace de la matrice D,
(31) T=c2gt*gm=cp.

Si K est produit direct de groupes simples, parexemple K =K, K,,
on voit que, les opérateurs étant choisis comme aun° 41, g n’est <o
que si sesindices sont tous deux <gou tous deux > ¢. Laformule (14)
donne alors

(32) T=T,+T,, T,= Z',’Z'{g""y;,k, T,: Zf;H 2,/;4_‘ Shk hke
En rapprochant les formules (29) et (30) de la formule (32), on a
(33) T=1c 2] 2] g gm—+ 2 2], 27, gug*=cig+c:(p — q).

Le nombre ¢ étant rationnel > o (n°11), les nombres ¢, et ¢, étant
rationnels > o et non tous deux nuls (n° 12) si H n’est pas le central
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de G, les formules (31) et (33) montrent que, dans cette hypothése,

et par suite dans les cas 2° et 3°, la trace T de la matrice D est un
nombre rationnel positif (').

14. Pour déduire de ces résultats P’invertibilité de la matrice D, il
faut en étudier la forme, d’abord dans le cas 2°, ou, quelle que soit
d’ailleurs la structure de G, il n’existe aucun sous-groupe normal
dans G dont les opérateurs soient combinaisons, & coefficients réels
ou complexes, des opérateurs de H.

Comme les matrices D (n°4) et U, la matrice D — sU est évidem-
ment, quel que soit s, échangeable avec toute matrice ¢;.

Or, si une matrice M de type (m, m) et de rang g<m —1, est
échangeable avec toute matrice &;, la variété linéaire définie par M7,—o,
dont le nombre de dimensions est m — ¢ 21, est stabilisée par AG.
Il en résulte en effet des formules (15), (16) du n° 6 que I'action AG
de AG dans la variété (¢ = o) du groupe H a les opérateurs

E;=2C# (o, n)d%s C8(o, n)=Zc.Pnr

Si donc 7 désigne la matrice de type (m, 1), d’éléments ', on a

=

Ef=—é&%, MEf=—Mé&éan, EMi=—cM37

Le systéme E;M7=o résulte donc du systéme M7=o. C'est la
condition nécessaire et suffisante pour que la variété M7 =o soit
stabilisée par le groupe AG.

Si done d désigne un zéro de |D — 5T/, le rang de |D — dU| sera
g<m—1;le systéme (D — dU)7 = o définira une variété, stabilisée
par AG, dont le nombre de dimensions sera m — ¢21. Mais, par
hypothése, AG ne peut stabiliser aucune variété linéaire & moins
de m dimensions. Il faut donc ¢=o; les éléments de D — d U sont
tous nuls; done D=dU (?).

(*) Cf. W., p. 238.
(*) Cf. W., p. 234-235.
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AB. St la structure de G est réelle, et st H ne contient aucun sous-
groupe réel normal dans G, mais contient un sous-groupc imaginaire
rormal dans G, alors m est pair (m = 2q); le sous-groupe normaldans G
est engendré par q opérateurs imaginaires Y,= X f.?Yg; ces q opéra-
teurs, avec les q opérateurs conjugués Y,=ZX f,BY s, forment une base
de H.

Si un ¢-sous-groupe H, de H est normal dans G, on peut faire un
changement d'opérateurs et de paramétres, a coefficients complexes,

(33") Yo= .‘.;',"/(9" Y,, n°= szpa")’P,- 7= XV KP7T,

tel que I'on ait
(X; Yo) = 2 eir Y4 (=1, ..., 9).

Les opérateurs conjugués Y,=2X"k,°Y, engendrent évidemment un
q-sous-groupe H, normal dans G.

Le groupe AG stabilise donc deux variétés conjuguées V, et V,,
représentées par les équations

(34) S"KBno=0, 2'KBrn'=o0 (B=¢g-+1,...,m).

Ce systéme de 2(m — q) équations est évidemment équivalent a un
systéme de 2(m — q) équations a coefficients réels. Les deux variétés
n’ont donc en commun aucun point aulre que zéro (v = 0), sans quoi
elles auraient en commun une sous-variété réelle, stabilisée par AG,
a laquelle correspondrait un sous-groupe réel de H normal dans G.
En conséquence le systéme (34) est de rang m, ce qui exige 2(m—q)2m,
ou 2g<m, et les deux groupes H, et H, n’ont aucun opérateur
commun, en sorte que les 24 opérateurs Y, et Y, sont indépendants.

Soit W =2(A*Y,,+ 1*Y,) un opérateur de leur 2¢-famille. Sil'on
pose

(35) Yo=Uyg+ iV,, Yo=U,— iVq,
on aura
va:)\z_i_‘,_a, 2)\x:vz_ ,'pa,

(36) W=2X2U,+ 2p*V, ot = i(A% — p3), B pr= v+ ip*.
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Les 2¢ paramétres v* et p* peuvent parcourir, de facon indépendante,
I’ensemble des nombres réels. W parcourt alors une 2g¢-famille d’opé-
rateurs réels, deux & deux échangeables, soit W, = ZA,*Y, + ZXT“Y";;
et I'on voit que tout alterné (X; W,,) appartient & la 2¢-famille. On a

donc um 2¢g-sous-groupe de H normal dans G. L’hypothése exige
donc 2¢=m ("').

16. Si la matrice D n'est pas dU, on peut choisir une base de H de
- 5_ dU, a0, & , . . s ;
maniére que D = ~ ' U, désignant la matrice-unité de degré q.
— a0, 40,
Soit en effet 5, un zéro de [D —sU|. Le déterminant |D — s, U |, ne
pouvant étre de rang zéro, devra étre de rang %:q, et le sys-

téme (D —s5,U)7 =0 devra déterminer une de ces g-variétés imagi-
naires V,, étudiées au n° 18, auxquelles répond un sous-groupe
imaginaire H, normal dans G, ayant pour opérateurs imaginaires
les Y,. Faisons, dans H, un changement de base, la nouvelle base
étant formée des opérateurs U, et V, définis par (35). 1l est aisé
de voir que le systéme D7 =s7 est invariant dans tout changement
simultané d’opérateurs et de paramétres.

Au changement d’opérateurs Y =X f,*Y, répond en eflet le chan-
gement de paramétres

=2 furn'%, ou 7 :fﬁ’.
Entre les anciennes et nouvelles constantes de structure, on a
Sepb fL =3 fik i, ou b f=fé, ou F=Férf.
On en déduit
5‘”:]‘1 Ei]" &= f ’C[C‘f, D/:]'_l f)]‘
Alors de D7), = 57, en multipliant a gauche par /~' et remplacant 7
par £/, on tire D'7/=s%'. On a d’ailleurs |D'|=|D|.

Dans la nouvelle base réelle, les opérateurs V, seront notés U, ,. Les
opérateursimaginairesseront Y,=U,+:iU,,, Y,=Y,, =U,— Uy

a+q’

(*) Cf. W., p. 236.
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Les paramétres relatifs a la base réelle et ceux relatifs a la base ima-
ginaire seront liés par

(37) na___nm+ n/a+q’ nr+I— l'(.nla_ .nla+q)_

Les g-variétés imaginaires conjuguées V, et V, seront représentées
par
(38) 7+ in*ti=o,

(39) % — in*1=o.

AB systéme (38), par exemple, doit étre équivalent le systéme D N=5,7,
(D nouvelle matrice), qui s'écrit
(4o) 2V —sowt)nt=0  (p=1, ..., m).
Chacune des m formes linéaires (40) doit étre combinaison linéaire
des ¢ formes linéaires (38), soit
(41) dyt — sougt = ki¥, dy g — soub, g = thy"

Pour <q, on en déduit syu,t=di+ idj, 5 la matrice D étant

réelle, on en tire, d ! =di, ,—o (p£a), et si s;=d+id, d,*=d,

d;.,=d'. Pour p.> g, on en déduit s,ul, , =dj, — id,*. On en tire

de méme di, ,=d.}=o (n#a+9), dii=d,d,>"=—d'. Ainsi la
matrice D relative a la nouvelle base réelle a bien la forme énoncée.

17. 1l en résulte que le déterminant |D | ne peut pas étre nul. Dans
les deux cas, en effet, on a T =md, donc (n° 13) d est un nombre

rationnel positif. Dans le cas 2° (n° 14), on a | D | = d". Dans|le cas 3°,

si|D I était nul, il existerait, entre les éléments de toutes ses colonnes,
une méme relation linéaire & coefficients non tous nuls, soit

IV dat =0, I\ da b =0 (a=1, ..., q).
D’aprés la forme de D (n° 16), ces relations se réduisent a
Yad—hargd'=0, Iad'+hAaigd=o0.

Il faudrait donc d* + d'*=o, donc, d et &’ étant réels, d =d'=o.
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18. Le théoréme s’étend au cas général par un procédé de double
récurrence (') reposant sur deux théorémes. a. Si le sous-groupe
invariant intégrable principal (sgiip) H d’un groupe G contient un sous-
groupe H, normal dans G, H|H, est sgiip de G |H,. b. Si G’ est un
sous-groupe de G, le pged H' de G’ et H est sgiip de G'.

Le procédé de double récurrence apparaitra plus clair si I'on
commence par étendre le théoréme au cas o le sgiip est abélien et ou
il existe une suite de groupes H,=H, H,, H,, ..., dont chacun est
normal dans G et maximum de cette sorte dans le précédent (ceci
ayant éventuellement lieu au point de vue réel). On prendraune base
de H dans laquelle Y, ,,, ..., Y, sera une base de H;(j =o, 1,2, ...,
h,=1). La structure de G sera

(42) (Xl Y:x)———zg,;icia)'Y‘A (a:hj+ly ey h/‘—H;J.:Oy I, 2, ),
(43) (X Xi) =2 e X+ 2V e Yy (4 k=1, ..., p).

Le groupe G | H, a pour structure

(X: Yo ) =23, Y, (a=1, ..., by),
(Xi X3) = Zew/ X+ Zhen Y.

Son sgiip H|H, est abélien etn’a aucun sous-groupe normal dans G |H,,
sans quoi G en contiendrait un entre H et H,. On peut donc rem-
placer X; par X;+ Z* f2Y,, de maniére & annuler les constantes
ci* (\=1, ..., h)), les f étant éventuellement réels. Comme les Y
sont deux a deux échangeables, aucune autre constante de G ne sera
changée.

La structure de G, ainsi modifiée, montre que G contient le
(p+ m—h,)-groupe G,={X,, ..., X,, H,}, dont le sgiip est H,.
Le groupe G, |H, a la structure

(XiYq) =3P e, (@=hi~+1, ..., hy),
(Xi Xi) = Zew/ X+ Zhr et Yy,

et son/’sgi’ip est H,|H,. On pourra de méme remplacer X; par

(*) Cf. W., p. 230.
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X+2y,, Y, de maniére 4 annuler les constantes c;” (h=h,+1, ..., h,)
sans changer les autres, et ainsi de suite ().

19. Dans le cas général (), la suite des dérivés successifs de H,
tous normaux dans G, se termine par un h-groupe J abélien
pour 2 >1. Soit une base de H telle que J=Y,, ..., Y,}, et
H={J, Y,.,, ..., Y,}. Lastructure de G sera

(Xi Yo) =ZVeint Yy, (X Yg) =2t Yy + 20 et Yy,

(XI X/r) = EI; c,-k"x,'—k 2-’,’ C,'[" Y',‘ —+- EZL‘ I'i,(.l"Yu

‘ (Yo Yg)=0, (Y5 Yq)= ZI,' (::5.:‘" Y, (YyYo= Z/,' rr_q.{‘ Y, + 23, cayt Yy,
(44) ?

(a=1, .., by Byy=h+i, ....om; i, k=1, ....p).

Soit m,=m — h < m. Le (p+ m,)-groupe G, = G |J a pour sgiip
le m,-groupe H,=H |J. La structure de G, se déduit de celle de G
en supprimant Y, ..., Y,. .

St le théoréme est vrai pour G,, il l'est pour G. Dans cette hypothése,
en effet, on peut remplacer X; par X;4 X}, f*Y, de maniére &
annuler les ¢;*. Sur la structure de G, ainsi modifiée, on voit que G
contient le (p + h)-groupe G'={X,, ..., X,, J}, dont la structure
est

(Yo Ys)=o0, (XiYo)=23"cl*, (XiXp)=2lci/X;+ SheutY,.

Le sgiip de G’ est le h-groupe J abélien pour /> 1. Le théoréme est
donc vrai pour G’. On peut remplacer X; par X;+ T f+Y, de maniére
a annuler les ¢,*. Alors G/, et par suite G, contient un sous-groupe de
structure (c;/) isomorphe &4 G| H.

Si le m,-groupe H, n'est pas abélien pour m,>1, son dernier
dérivé est un k,-groupe J, abélien pour &, > 1. Soit m,=m, —h, <m,.
Le (p + m,)-groupe G,=G, |J, a pour sgiip lem,-groupe H,=H, | J ;
et le théoréme est vrai pour G, s'il I'est pour G,.

(1) Ce raisonnement démontre le théoréme dans le cas ol 1] est le central
de G. A chaque échelon s’applique le théoréme dans le cas 1© (n* 2).
(*) Cf. W, p. 230.

<~



SUR LA DECOMPOSITION D'UN GROUPE CONTINU FINI. 161

On formera ainsi une suite de (p + m;)-groupes G; ayant pour sgiip
les m-groupes H;, lesquels ont pour derniers dérivés les h-groupes
J; abéliens pour 4 >1. On aura G;=G._,|J_,, Hi=H_,|J_,,
m;=m;_,—h; ,<m;_,. Le théoréme sera vrai pour G, s'il I'est
pour G;. Or, on arrivera nécessairement a un groupe G, ayant pour
sgiip un my-groupe H, abélien pour m,>1. Le théoréme est vrai
pour G;. Il 'est donc successivement pour G,_,, G;_., ..., G, G.



