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Quelques résultats quantitatifs
de théorie analytique des polynomes;

Pir J. DIEUDONNE.

Dans un Mémoire récent ('), j'ai obtenu un certain nombre de
propositions d'ordre qualitatif concernant les domaines décrits par
les zéros des dérivées d'une fraction rationnelle dont on assujettit un
certain nombre de zéros et un certain nombre de podles & varier dans
des ensembles fermés du plan complexe, les autres zéros et poles de
la fraction étant arbitraires. J'aborde, dans ce travail, le cdté quanti-
tatif de ces questions, qui consiste i essayer de déterminer les
domaines dont les raisonnements qualitatifs prouvent ’existence, ou
tout au moins d’obtenir quelques renseignements sur leur ordre de
grandeur. Mais, tandis que, pour la partie qualitative de ces pro-
blémes, on dispose de méthodes générales (*) permettant, dans un
grand nombre de cas, d’épuiser complétement la question, on n’a pu
jusqu’ici obtenir de résultats quantitatifs que par I’emploi d’artifices
variés et de valeur trés inégale; et le présent Mémoire ne constitue
pas une exception a cette régle, comme le lecteur s’en apercevra aisé-
ment. La plupart des résultats que nous obtenons sont sans doute trés
loin d’étre les meilleurs possibles, méme en ce qui concerne leur ordre

(') J. Digubonng, Sur la variation des zéros des dérivées des fractions
rationnelles (Annales de 1’Ecole Normale supérieure, 3¢ série, t. 5k, 1937,
p- 101-150).

(*) Voir un article de l'auteur, intitulé : L'aspect qualitatif de la théorie
analytique des polynomes (Annals of Mathematics, . &0, 1939, p. 748-754).
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de grandeur; ils ne donnent en somme qu’un premier dégrossissage
des questions traitées.

Dans les problémes que j’étudie ici, on ne fait d’hypothéses que
sur les pdles de la fraction rationnelle; les zéros restent arbitraires.
De fagon précise, on considére 1’équation

a, s ay iy .
O R P U Gz Tt G Tt e
ou les coefficients a,, a,, ..., a, sont arbitraires, ainsi que les
(n—q) pdles 5.y, ..., 5,; les autres podles z,, 5., ..., 3, sont assu-

jettis A rester dans un ensemble fermé A du plan complexe; je me
bornerai au cas ou A est formé de 'intérieur d’un cercle et de sa
circonférence; on peut toujours supposer que c’est le cercle-unité
|z|<1. J'ai démontré alors (') que 1'équation (1) a toujours
N = m(g — 1) racines bornées, autrement dit qu’il existe un nombre
Ry tel que I'équation (1) ait au moins N racines dans le cercle | z |[<R,,
quels que soient les coefficients a;, les poles arbitraires z,.,, ..., z,,
et les poles z,, ..., 5, dans A; en outre, cette propriété n’est plus
exacte quand on remplace N par N + 1.

Soit ryla borne inférieure des nombres Ry ayant la propriété précé-
dente; et plus généralement, pour chaque nombre p compris entre 1
et N, soit r, la borne inférieure des nombres R, tels que I’équation (1)
ait au moins p racines dans le cercle | 3|<R,. I.e probléme quantitatif
qui se pose consiste a déterminer les nombres r, (1<p<N) en fonction
de n, m, p et g, ou tout au moins a obtenir des limites inférieures et
supérieures de ces nombres.

Je n’ai pu jusqu'ici trouver de méthode permettant de traiter ce
probléme dans tous les cas. Dans ce qui suit, je détermine en premier
lieu une limite supérieure de ry dans le cas particulier ol ¢ = n; puis
j'obtiens une limite supérieure pour r, dans tous les cas; enfin, dans
une troisi¢me partie, je traite complétement un probléme particulier,
correspondant au cas ot m=1, ¢=2 et ol 'on assujettit en outre
les poles arbitraires z,, ..., z, 4 étre confondus, ainsi que tous les

(1) Voir le Mémoire cité dans la Note (*) de la page précédente, p. 146.
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zéros de la fraction rationnelle de degré n dont (1) est la dérivée;
dans ces conditions, on peut obtenir la valeur exacte de la borne infé-

rieure des nombres R tels que (1) ait toujcurs une racine au moins
dans |5/ <R.

I.

Lorsque g=n, on a N=m(n —1); il existe donc au plus n—1
zéros de (1) de module supérieur & ry. Or, si x,, @,, ..., Z, sont
n zéros de (1) (distincts ou non), les 27 nombres z,, z,, ..., 3,
Zyy Xy, ..., &, sont liés par la relation obtenue en divisant, par le
produit des déterminants de Vandermonde des z; et des 3; la
relation

('Tl ——Z,)f"'_' (1?1 _:2)—111—1 - (.1'1 __zn)—m—l
(2) [(@i—5))—n—1 | = (@ — 5™ (2 —5)™ Lo (X — B —o.
(xn —_ Zi)_"‘_‘ (-z'n _52)—111-—1 e (-l'n. . ;n)—m—-l

. o . - I
Soit p un nombre positif et <1, et posons y;= 5, On aura donc

i

(3) Hr—pyizj)y ™ |=o.

Nous allons chercher a déterminer une valeur de ¢ telle que I'équa-
tion (3) (divisée par les déterminants de Vandermonde des y; et
des z;) ne puisse étre vérifiée pour [y;|Stet |5 (S1(i=1,2,...,n).
Il en résultera, d’aprés ce qui précéde, que r,é;[ .

Pour trouver une telle valeur de ¢, nous nous placons dans I’hypo-
thése ol |y;[<1 et [3;]<1 ({=1, 2, ..., »); nous développerons en
série entiére suivant les puissances de p le déterminant qui figure au
premier membre de (3); aprés mise en facteur des déterminants de
Vandermonde, il restera une série dont nous majorerons les coeffi-

)
cients par des nombres indépendants des y; et 3..
Comme

(1 — )=—"m— :i (— "2_ l>uk,

k=0

il est immédiat qu'on aura le développement du déterminant (3) en
Journ. de Math., tome XI1X. — Fasc. 2, 1gfo. 16
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faisant la somme, pour tous les syst¢émes de n nombres entiers «,,
®ay ..., ap, telsqueoSa, < a,<...<a,, des expressions

(4) (— l)a,+...+an<~ m—1 ) - (_ m— '>Pa.+...+a,.

23} An
a &€, -3 - - -0
AL e " syS NI
< R T 5% 3% oL 39
................. I R A U
),a. ),a, y%n o T N ~0,
n Jon b o I ~n ~n et ~n

Nous allons montrer qu’aprés division de cette expression par les
déterminants de Vandermonde des y; et des z;, il reste un polynome
—m —1 .

en y; et 3; a coefficients positifs. Comme (—1)"( p >>o, il
suffira de voir que le quotient du déterminant

T T
- BT Y
(9) ’
X X X 3
.l"’ ) ot ‘1/”"

1 x 2!
TR N 17 )
Viry, ..., xp) = = ll (i — zj),
. 2 gig<n
. plt— =
T . i<

est un polynome g coefficients positifs.

La proposition est évidente pour r»=2; nous la démontrerons
par récurrence. En divisant au besoin par (z,2,...x,)", on peut
supposer a, = 0; en retranchant la premiére ligne du déterminant (5)
de toutes les autres, on obtient le déterminant d’ordre n —1

WOl . s - %3 &
ap—af aPp—a ... afr—aln
3 o, Q. % Qo O

. Ay — o Tp—ah .. o — x|
o oy 2 Q. O r%
¥ —xf xp—2p ... agm—a(n

qui est égal au produit de (x,— ) (x;— #,)...(z,— x,) par
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le déterminant
I S e A L A L ST L R L L
~
T T L SR 2 B o By
E I e a7 - I e Sl al R ok il

En multipliant la colonne d’ordre £ par }*~**** et en la retran-
chant de la colonne d’ordre £ 41 (k=1, 2, ..., n—2), on voit que
ce déterminant est égal a

B S Y T 1 S . A RNRLISE Y 2t B SRR
R I Y Y T - R - e L2

.
BT S R Y e e T s ot LN 7 o L et o Ch B

Or, ce dernier déterminant se décompose en une somme de produits
d'une puissance de x, par un déterminant du méme type que (3),
mais d'ordre n — 1; par hypothése, chacun de ces déterminants est
égal au produit de V(a,, x,, ..., @,) par un polynome a coefficients
positifs ; comme

(Ly— o)) (5 — &) oo Aln— &)V (2ay &y ooy &) =V (L, L2y oo vy X)),

on obtient finalement le résultat cherché.

Pour avoir une majoration des coefficients de notre série (autres
que le premier terme, indépendant des y; et des z;), il nous suffira
donc d’y faire tous les y; et les z; égaux d un.

Pour cela, laissons d’abord fixces les y;; le déterminant (3) est de
la forme ‘

. Sils) filzm) oo fi(za)
(6) So(5) folz) ool [fi(za)

Si, dans un tel déterminant, on pose s5,=1, 3,=1-+4Ah,
sy=1+42h, ..., 5,=1+(n—1)h, qu'on développe chaque fonc-
tion suivant la formule de Taylor et qu’on fasse tendre A vers zéro,
on voit qu’aprés mise en facteur d'une puissance de &, qui n’est autre
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que le déterminant de Vandermonde des 3, il reste, & un facteur
constant preés, le déterminant

Siln)y fi(n)y oo fiei()
So(1) fo(r) oo fe(a)

........................

Ja(1) Sut) ... S0
ce qui donue, dans le cas actuel, 4 un facteur constant prés,

(t—py )™ pya(t—py )™ ... Y (1 —pya) T

(I - P)/2 )—m—1 P).z (l — P)'.' )—m—- - pn—i },r‘;—l (l _ P)"l)_m—"

........................................................

(1 - pyn)—na—l P}'n(l — P,}’n )—m—z - Pu—ly,r:—i(l - P_)’n)hm_n
ou encore
( 1 )n~l ( I )u—:
—_— —1 —_ =1 e 1
PY1 PI1
nin—1) 1 n—I1 1 \ n—2
p B (),13.1“.‘},")11—1 (E}—-’_l) (T——l) cee I
[((C—=pya) (V—pya) e (T —pya) ™™ |
( I )n-l ( 1 >n £
—1 —1 1
PIn pYn

Mais il est immédiat que le déterminant en facteur n’est autre que le
déterminant de Vandermonde des quantités 5%7 —1; en divisant par
le déterminant de Vandermonde des y; et faisant ensuite les y; égaux
a 1, il reste enfin la série de somme

I
(l — p)n ETT

On voit donc que la somme des termes dépendant des y; et des z; que
nous avons majorée, est certainement inférieure, en valeur absolue, a

l —
(1 — P ) m+n

L’équation (3), divisée par les déterminants de Vandermonde des
y.: et des 3;, ne pourra donc étre vérifiée si I'on a
I
(1 — p)nim+n - lg"
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c'est-a-dire
1

1\ am+n)
=)

1
gnlm—+n)

(7) NS —

Zn(m—i—n) — 1

ce qui donne

Lorsque m et n sont grands, le second membre de (7) est équiva-

, n{m+n)
lent & —l(;gT

trés loin de donner I'ordre de grandeur de ry en fonction de m et n.

On vérifie aisément que, pour n=2, ry croit indéfiniment, en
fonction de m, comme une expression de la forme 4m (£ constante).
Mais, au contraire, tous les exemples ou, grice a une répartilion
simple des points x; et 3, on peut calculer des limites inférieures de
ry en fonction de n, m restant fixe, donnent des valeurs bornées
lorsque n croit indéfiniment. La limitation (7) est donc sans doute
trés grossiére. '

On peut étudier de la méme maniére les systémes de 22 nombres,
Zyy Ty ..., Tny 3y, Bay ... 3, liés par la relation

Mais il est vraisemblable que cette expression est

(8) |(z:—zj)*|=o (k entier2 n),

divisée par les déterminants de Vandermonde des «; et des z;. En

posant ici y;=— rﬁ, onz<1,0na
(9) 1a+pyizpf|=o,

et I'on peut déterminer p de sorte que (g), divisée par les détermi-
nants de Vandermonde des y; et des 3;, ne puisse étre vérifiée pour
lyi|Sret|s|<1(i=1, 2, ..., n). Le calcul est tout a fait analogue
au précédent; on aura certainement un nombre ; répondant a la
question si

(14 g)rk—nriidy,

c¢’est-a-dire si
1
IO § .2111k—11+n — 1,
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Cette limitation est encore trés grossiére, car pour £ = n, on sait,
d’aprés le théoréme de Grace, que tout cercle contenant les a; con-
tient aussi un au moins des z;.

II.

Dans un travail antérieur ('), j’ai montré que, lorsque ¢=n, on a
r, =1, quel que soit m, autrement dit que I’équation (1) a toujours
une racine au moins dans un cercle contenant zous les points z;. En
appliquant une méthode analogue a celle qui nous a conduit a ce
résultat, nous allons obtenir une limite supérieure pour r;, lorsque ¢
est quelconque (2 ¢ <n).

Cette méthode repose sur I'identité suivante (') : en désignant par
ZyyLay .« oy Eimrrn—) les Tacinesde (1), on a, quel que soit k(1< k<),

1 1 1

+ +...+ —+ +.
%) — 3% Z9— %k Sp—1— 5k Zk41— Sk Sp— %Sk
}n

(10)

(rm-+1 —1j

X, — 5k

Supposons alors tous les x; 4 I'extérieur du cercle |z |[SR(R>1) et
les points z,, z,, ..., 3, dans le cercle |3i<1; on peut évidem-
ment supposer qu'un des z;, par exemple z,, est sur la circonférence
| 3] =1 (sans quoi on ferait une homothétie amenant ceux des points
3:(1<i<q) de plus grand module sur la circonférence | z| =1, ce qui
augmenterait le nombre R); par une rotation, on peut en outre sup-
poser que z,={. Effectuons, sur les x; et les 3;, la méme substitution

homographique
- p_ Rz +r,
"Ri— y’

et, pour simplifier, appelons encore z; et z; les points transformés;
I'équation (1) est invariante par cette substitution. Les points
z[1Si<(m—+1)(n—1)] sont alors dans le demi-plan inférieur
J(y)<o; les points z,, 3,, ..., 5, sont dans le cercle () ayant pour

(*) C. R. Acad. Sc., t. 203, 1936, p. 767-769.
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. . .. s . . (R+1)
diamétre le segment joignant les points ia et ib, ol a= R0’
__(R—1), .
b= R en outre, on a 3, =1a.

Faisons la somme des identités (10), pour k=1, et pour les
indices % tels que J(3.)>a; on remarquera qu'il y a au plus
(n—¢q) indices ayant cette derniére propriété. Dans la somme des

premiers membres de ces identités, les termes » correspondant

I
a deux des indices considérés, se détruisent; el, en vertu du choix des
indices, il reste uniquement des termes dont la partie imaginaire est

posttive; en outre, ceux de ces termes qui sont de la forme G
Ih— %

(g—1),
(e« —b)’

cette quantité est donc aussi une limite inférieure de la partie imagi-
naire du premier membre de I'identité obtenue.
D’autre part, pour chacun des indices & considérés, la partie

ont une somme dont la partieimaginaire est au moins égale 4

imaginaire de (_x'p——lt_zT) est au plus égale & -::, quel que soit p; comme

on a additionné au plus (n — ¢ + 1) identités (10), il vient donc

g—t, 2 (m+ypr—nrn—g+1

n—0=m-+1 u

d’ou
(R+1)* 2(n—g+1)(n—1)
ftR = qg—1

’

et a fortiort

(11) R<8(n—q+1)(n——|)_

Le second membre de (11) est donc une limite supérieure de r,;
cette limite n’est d’ailleurs certainement pas la meilleure possible,
puisque pour ¢ =r, elle est égale a 8, alors que ,=1. Pour ¢ =2,
elle est de I'ordre de n*, ce qui est sans doute trop élevé; mais il faut
remarquer que la valeur de r,, dans ce cas, est au moins de’ordre de n,
car le théoréme de Grace-Heawood (') montre que tous les zéros de

(') Voir, par exemple, J. Dievnonnt, La théorie analytique des polynomes
( Mémorial des Sciences mathématiques, fasc. 93, p. 46).
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la dérivée d’un polynome de degré n qui s’annule aux points =1,
peuvent étre confondus en un point de module cotg:——:-

On remarquera que la limite (11) est indépendante de m, et qu’elle
reste bornée si n et ¢ croissent indéfiniment, de sorte que n— ¢ soit
borné; il est vraisemblable d'ailleurs que, dans ce cas, r, tend
vers un.

I1I.

Considérons la famille F des fractions rationnelles de degré n de

la forme
(x—a)

(@—1)(z—p)—~’

R(z)=

ol « et 3 peuvent prendre des valeurs arbitraires. Nous supposerons
d’abord » > 3; dans ces conditions, la dérivée de R(x) doit étre
considérée comme ayant un zéro d’ordre n— 3 au point §3; elle a par
ailleurs un zéro d’ordre n—1 au point «; enfin, elle a encore deux
autres zéros x,, x,, qui sont racines de I'équation

n n—2 2x
— — =o,

r—a x—fB x—1

c’est-a-dire de
(12) xna—(n—2)B]—22(1+af)+[nB— (n—2)a]=o.

Soit r(a, 3) le module minimum des quatre nombres x,, 2., , §3;
nous allons déterminer la borne supérieure p de r(a, 3) lorsque « et f3
varient arbitrairement, n restant fixe. Le nombre p est la valeur de
r(a, B) pour une fraction R(x) de la famille F telle que trois des
nombrés x,, x,, «, } aient méme module r(a, ), le quatriéme ayant
un module 2r(a, 3); en effet, deix quelconques des quatre nombres
x,, x4, «, 3 sont fonctions algébriques des deux autres; s'il y avait au
plus deux de ces nombres ayant un module égal a r(«, 3), les autres
ayant un module >>r(a, ), on pourrait faire varier deux de ces
quatre nombres de facon que le module minimum (', ') correspon-
dant & leurs nouvelles positions soit >r(«, 3); on aurait donc

r(e, B)Fe.
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D’aprés (12), on a

2(1 4+ za?)
(13) T = as)’
s—a
(14) x'x.l:}l—az’
n—2
en pOSﬂDl 5= p—’ a—= .
[~4 n

De (14), on tire que |x,x, |1 si|3|<1; on a donc dans ce cas
r(a, B)<1; or, nous allons voir qu’on peut avoir r(«, 3) >1. Il en
résulte que, pour la recherche de ¢, on peut se borner aux fractions
R(x) de la famille F telles que |z, |= |2z, |=la|=r,et|5]| >1.

On déduit alors de (13) et (14) que

z—a
(15) ri= >1.
Posonsu=a?,t=>"";0na|t|=|u|=r et
? 1—az’ I ’
(16) Ty =,
(17) 24 20 n tw+a(t+u)+1
7 ! T a(n—1) a ’

ou encore, comme on peut écrire t = xe™, u =xe ", avec | x| =1r?,

(18) 212 = ate,

T 1 )
oze"”l‘—(.z'—i— ;) +acosw|-

(19) .z'.—i—;z'::”_l

La comparaison de ces deux équations, compte tenu du fait que

\

. 1 1
|z, |=!x,|=|a|=r, montre que I'’expression P (a:+ ;) ~+acosw

doit étre réelle, ce qui entraine que x est réel; on peut donc prendre
x =1, et 'on a alors la condition

a(n —1)
-

<
= n

2

1/ 1
~ (1"3 + —,,) ~+ (L COS®
: ot

nécessaire et suffisante pour qu'on ait |z,|=|z,|=|a|=r; le
maximum des valeurs de r pour lesquelles il existe une valeur de w
Journ. de Math., tome XIX. — Fasc. 2, 1g4o. : 17
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satisfaisant & cetle condition est évidemment tel que

1 1 a(n —
.._<r!+._”>_‘_a:_(—l_).
2 r: n

Ce maximum est donc la valeur de ¢, ce qui donne

(20) p:\/l—%+\/2_%

On a exclu les cas n=2 et n=3. Pour n= 3, les zéros de la
dérivée sont « (double), z, et x,; r(«, 3) est le module minimum de
ces trois nombres ; on voit comme ci-dessus que la borne supérieure g
de r(a, 3) ne peut étre atteinte que si |z, |=|x,|=|a|=r(a, B)
et|s|>1; la fin du raisonnement est alors la méme, et donne encore

pour p la valeur (20), c’est-a-dire ici 3.

z sz 1
Pour n=2, les deux zéros de la dérivée de R(x) sont « et ~, donc

¢ =1, ce qui est encore conforme i la formule (20).

On observera que la valeur de ¢ croit avec n, et tend vers 1+ /2

lorsque » tend vers + cc.



