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Sur

quelques nouvelles acquisitions de la géométrie du tétraédre ;

Par Pauvr DELENS.

(Le Havre).

On sait l'intérét particulier porté a la géométrie anallagmatique
par M. J. Hadamard. Ayant moi-méme recu de lui de précieux encou-
ragements dans des recherches sur ce sujet, j’espére que mon
témoignage de gratitude justifiera mon apport 4 ce Recueil sous la
forme de 1'exposé suivant d'une étude élémentaire, mais dont la base
est la géométrie anallagmatique.

1. IntrobucrioN. — La géométrie du triangle a cessé d’étre un amas
de faits particuliers quand la théorie des groupes a permis d’en coor-
donner les propriétés. A ce point de vue, comme a d’autres, la géo-
métrie du tétraédre est assez en retard surla précédente. La géométrie
métrique euclidienne est en effet le croisement, le carrefour, d’autres
voies plus étendues : géométries projective et affine, anallagmatique,
des sphéres de Laguerre et de Lie, etc. Les divergences entre certaines
de ces géométries s’accentuent quand augmente le nombre des dimen-
sions de l'espace. Ainsi, les groupes des géométries affine et anallag-
matique du plan dépendent de 6 paramétres et n’accordent aucun
invariant & un systéme de 3 points; dans I'espace, ces groupes étant
a 12 et 10 paramétres, le systéme de 4 points ne posséde aucun inva-
riant affin, mais a 2 invariants conformes.

Pour comparer les géométries du triangle et du tétraédre et tenter
I’extension au second de certaines propriétés du premier, il semble
important de reconnaitre d’abord I’origine de ces propriétés, les voies
d’accés au carrefour commun. On devra s’occuper, non seulement
de la nature (affine, anallagmatique, etc.) des propriétés, mais aussi
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de cette origine, de leur Aérédité. Une particularisation métrique, par
exemple, procéde de propriétés de diverses natures; les généralisations
du triangle au tétraédre posent la question : dans quelle voie, sous
quelle géométrie, telle propriété métrique trouve-t-elle son extension
la mieux appropriée, la plus compléte ?

Il m’est ainsi apparu, les angles du triangle étant aussi ceux de ses
cdtés avec le cercle circonscrit, que c'est sous cet aspect qu'ils interve-
naient dans plusieurs questions remarquables. L'introduction d’angles
analogues était alorsindiquée pour le tétraédre. Le choix de systémes
fondamentaux de quantités et d’angles a substituer aux coOtés et aux
angles du triangle, dépendant de la géométrie envisagée, je justifie
ci-aprés un tel choix pour les questions touchant 4 la géométrie
anallagmatique; avec la synthése de mes recherches sur ce sujet,
sans entrer par suite dans le détail des calculs, j'indique les résultats
qu'il m’a permis d’atteindre (').

2. NortaTions GENERALES. — Soient & = ABCD le tétraédre de base, V
son volume, @==(0,R*)saspheére circonscrite, de centre O, rayon R.
Je pose

BC =a, CA=1b, AB=c, DA =a/, DB=1¥’, DC=c¢.

Aux sommets J = A, B, C, D sont opposées les faces 1 =a, B, 7, ¢.
L’indice J caractérise en général les éléments relatifs aux sommets
de G ou aux faces respectivement opposées : j'appelle 4,, s,, R, les
hauteurs du tétraédre, les aires des faces, les rayons des cercles
{O,, R]} circonscrits a ces faces. l.es éléments relatifs aux paires
d’arétes opposées, DA et BC, DB et CA, DC et AB, sont affectés d’un
indice r =1, 2, 3. A de tels éléments peut en étre adjoint un autre
dépendant symétriquement des quatre sommets, des trois paires
d’arétes, qui recevra l'indice o, généralement sous-entendu. Les

(1) Les éléments de ces recherches ont fait I'objet de Notes aux Comptes
rendus (203, 1936, p. 837 et 1213; 204, 1937, p. 319 et 1150; erratum, p. 1516).
Un exposé plus détaillé est en cours de publication dans Mathesis [ Sur la
géométrie du tétraédre (1™ partie), 51, 1937, p. 119-127].

Cet exposé a é1é complété en 51, 1937, p. 444-456 et 52, 1938, p. 62-79. Cf.
aussi I'Enseignement mathématique ( Formules du tétraédre). — Note ajoutée
a la correction des épreuves).
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sommations indiquées portent donc soit sur trois termes i =1, 2, 3,
soit sur quatre, J =A, B, C, Doui=o, 1, 2, 3.

3. SYSTEMES DE TETRAEDRES DESMIQUES. — En rappelant certaines pro-
priétés de géométrie projective et leurs particularisations de diverses
espéces, j'insiste sur un premier principe : rechercher les relations
entre éléments géométriques pour en déduire les relations numériques,
chacune de moindre généralité. La géométrie des points-masses el
éléments analogues est appropriée a cette intention; autrement dit,
'emploi des méthodes de Mobius et Grassmann avec la contribution
que j’ai pu leur apporter (*). Cette forme du langage tensoriel moderne
permet de géométriser le plus possible ce qui se rapporte aux systémes
de coordonnées tétraédriques et aux transformations associées.

Une notion fondamentale est celle des systémes de tétraedres
desmiques de Stevhanos. Les sommets J de % étant congcus comme points
affectés d'une masse-unité, soient J'=A’, B’, C’, D’ les points-masses
en ces sommets, de masses n,;, donc J'’=n,J. Les deux groupes de
quatre points-masses, situésen M; ( =o, 1, 2,3) et M,

sM'= A'+B'+C+D, aMy=—A'+B'+C+D,
2M\= A'—-B-C+D, 2Mp= A'—B'+C' 4D/,
() aM,=— A+ B'—C'+D, aMi= A'+B—C+D,
aMy=—A'— B+ C'+D, aMy= A'-B+C—D,

définissent deux tétraédres (M;), (M,) formant avec (J) = % un systéme
desmique. D’aprés (1) et les formes équivalentes, ces trois tétraédres
. sont autopolaires chacun par rapport aux autres et leur symétrie pro-
jective, leur réciprocité, est compléte. Les relations (1) entrainent les
mémes relations, numériques, entre les masses m;des M;, m,des M, n,
des J'. Par produits extérieurs de Grassmann, on déduit de (1) les
relations entre les vecteurs glissants portés par les arétes des tétraédres
(et les vecteurs libres); puis les relations, analogues a (1), entre les
plans-masses des faces. Par produits algébriques de Grassmann, on
tire encore de (1)

(2) 3)=3M?=3Mj,

(*) Géométrie conforme des congruences de courbes (Bull. Soc. Math.
de France, 61, 1933, p. 95-127).

Journ. de Math., tome XVIII, — Fasc. 111, 1939. 40



306 PAUL DELENS.

donc, les sommets des tétraédres desmiques (J), (M;) (M;) forment
3 groupes de 8 points associés, communs aux quadriques d'un réscau
ponctuel. Les 3 tétraédres sont conjugués ¢ une méme quadrique Q, dont
chaque membre de (2) représente le noyau algébrique de la forme
tangentielle; cette forme est le double produit scalaire du noyau par
le carré algébrique du symbole d’un plan arbitraire. Le centre-
masse N’ de Q est

(3) N'=3n}] =3ImiM,= ZmiM,
et de (2) ou (3) s’ensuit encore la relation entre masses
(4) Sn}=3m?=3m}.

En méme temps, les faces des tétraédres desmiques forment 3 groupes
de 8 plans associés, communs aux quadriques d’un réseau tangentiel.

A. RELATIONS LINEAIRES ENTRE spHERES. — En substituant dans (2) les
produits ¢ntérieurs aux produits algébriques, on obtient des relations
linéaires entre les sphéres de Monge des quadriques tangentielles en
jeu (quadriques et sphéres réelles, dégénérées ou évanouissantes,
idéales). Le produit scalaire de deux noyaux intérieurs de sphéres, de
masse-unité, est la puissance mutuelle des sphéres. Les noyaux inté-
rieurs seront écrits entre parenthéses : (AB) représente la sphére de
diamétre AB, O = (Oz—R’ ) la sphére circonscrite a G, Zdésignant
un vecteur unitaire arbitraire. Le systéme desmique (1) introduit,
par (2), la sphére de Monge de Q, X(J'?), orthogonale & O; aussi,
dans un réseau orthogonal & @, le systéme de 6 sphéres telles que
(n,A* —n,D?*), ..., dont les centres

naA — D =A'—D'=Mp— My= - (My+M,), ...,

sont les points d’intersection d’arétes des tétraédres (J), (M,), (M,).
D’ailleurs un procédé d’extension aux sphéres des relations linéaires
entre points repose sur le principe : toute relation linéaire entre points
entraine la méme relation entre les sphéres ayant pour centres ces points
et orthogonales ¢ une méme sphére (condition linéaire); j'en ferai
usage (n°412) pour des sphéres orthogonales a O (*).

(1) Les relations linéaires, telles que (1), s’étendent aux semi-sphéres orientées
de Laguerre, chaque point en cause étant le centre d'une semi-sphére dont le
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3. CoORDONNEES TETRAEDRIQUES ET TRANSFORMATIONS. — La donnée du
systéme de masses n;, aux sommets de %, équivaut & fixer, par son
point-unité 2J'= Zn,J, un systéme de coordonnées (%) linéaires ponc-
tuelles [ (%) = tétraédrique, pour le tétraédre ©]; la position du point-
unité correspond aux coordonnées homogénes, aux valeurs propor-
tionnelles des n,. .

A chaque systéme de coordonnées (%) homogénes ponctuelles est
attaché un systéme de coordonnées analogues de plans. La corres-
pondance entre point et plan de mémes coordonnées homogénes est
réalisée par la polarité (Q), relative a la quadrique définie en (2). Les
substitutions contragrédientes

(5) J'=n;lJ, U=n3', 1= n3'py, u, — nyu,

permettent le passage des coordonnées ., u, de points et de plans &
celles d'un autre systéme p;, u; de & si I'on impose (en fixant des
coordonnées absolues) la conservation desrelationsM' =Xy, J = Zp;J’
pour un point, A'=Xu,'’ =ZXu; V' pour un plan. Ci-dessus et dans la
suite les ., désignent les coordonnées (&) (= barycentriques) homo-
génes ponctuelles; pour les coordonnées (b) absolues, Xy, =1. Les
coordonnées (n) (= normales) absolues d’un point sont ses distances
algébriques aux faces de %, d,= w,h, avec y, absolues; les masses n,
28;
5V
A tout systéme de masses n, appartient une tnversion (%), transfor-
mation cubique involutive entre points, définie pour deux points de
- coordonnées (%) homogénes x, y, 3, tetz', y', 5/, t’ par

correspondantes valent

(6) xx' =yy = z3s'=1tt'.

La polarité (Q, n,) etl'inversion (%, r,) sont indifférentes aux change-
ments de signes des n,, les valeurs n} intervenant seules dans (2)et(6) :
clles se rapportent G un systéme desmique; les sommets de (M;) et (M,)

rayon (algébrique) est dans un rapport constant avec la distance (algébrique) de
ce centre 3 un méme plan, plan d’homothétie du systéme de semi-sphéres ainsi
constitué. Je ne m’arréte pas a cette extension ni a celle qui atteindrait, suivant
les principes précédents, les sphéres orientées de Lie et leurs combinaisons
linéaires.
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sont les points doubles de I'inversion (%) considérée. Les relations (5)
montrent l'effet d'un changement de coordonnées sur ces transfor-
mations. La polarité (%), transformation de la géométrie projective,
est indépendante des n,.

6. UnsysTEME DESMIQUE FONDAMENTAL. — Il existe un systéme desmique
de tétraédres B, ,=(L;), .= (L,), de propriétés caractéristiques :
le tétraédre L; est le seul tétraédre (M,) autopolaire pourla sphére © (done
orthocentrique); le tétraédre (L,) est le seul tétraédre inscrit dans ©. Ces
tétraédres correspondent au systéme de masses n, proportionnelles
aux

(7) vy=4Rysy=ab’'c', bc'd’, ca' V', abe (J=A,B,C, D).

J'appelle G, le tétraédre principal, , le tétraédre adjoint de G, et G
’adjoint de %,, la relation métrique entre & et %, (et anallagmatique
quant a leurs sommets) étant réciproque. Le point L de Lemotne, point-
unité du systéme de coordonnées principales correspondant aux ¢;, est
intérieur a G, donc & O; son plan polaire pour et ©,A=L, L, L,,
plan de Lemoine, extérieur a O, définit avec cette sphére le faisceau
linéaire O, A de sphéres de Schoute, d’axe OL, droite de Brocard, de points
limites réels W, W*, centres isodynamiques de G ('). Ce faisceau con-
tient la sphére (OL) de Brocard et la sphére 2= (L., — »*) de Lemoine,
idéale. Au réseau de sphéres orthogonal & O, A appartiennent les
six sphéres d’ Apollonius (v, A* — ¢, D?), (¢,C*— ¢,B?), . ... Les coor-
données normales du plan A sontinversement proportionnelles aux ¢,,
c’est-a-dire que les produits scalaires (J, A) satisfont &

(8) oa(A, A)=o5(B, A) = 0 (C, A) = vp(D, A);

les puxssances p; des sommets de & pour chaque sphére de Schoute
sont aussi inversement proportionnelles aux ¢;.

Les sections antiparalléles aux faces de &, dans les triédres opposés
a ces faces, sont des triangles 0, associés & ©; leurs plans sont inverses

(1) J'ai conservé autant que possible les dénominations en usage dans la
géométrie du triangle et parfois, déja, dans celle du tétraédre; mais la derniére,
centres isodynamiques, est, comme on le verra (n® 14), mal appropriée au
tétraédre,
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de O dans les inversions (J, p;) et les triangles O, sont égaux pour les
puissances p, relatives  une sphére de Schoute. Ces plans coupent les
faces des tétraédres correspondants sous les ternes d’angles J = A, B,
C, D des faces de © avec O. Les céviennes d’un point M ont
pour traces dans les triangles @, les points dont les coordonnées

. d
(0;, n) absoluessont les ternes de quantités o, = s—u{—] Les coordonnées

(p) (= principales) du tétraédre sont proportionnelles & ces

( _dy __2Rdy _ 4{Rs;dy _ 12RV
9) =gl T 2R, — ey T e

m (2p=1);

les coordonnées (p) absolues sont les @;, liées par

(10) Svyoy—=12RV =238,

8, étant 'aire du triangle associé 0, de Von Staudt, de cdtés aa’, bb', cc'.

En rapportant & la sphére O les propriétés harmoniques du systéme
desmique B, G,, G,, on voit que les sommets de ces tétraédres définissent,
& parur de B, sur © la géométrie binaire complexe d'un groupe de
quatre points, et dans ’espace la géométrie anallagmatique du méme
groupe (). Une inversion de pble D, par exemple, conduit & une con-
figuration connue du triangle ®,=D,D,D,, rattachée aux centres
des cercles tangents aux ¢dtés. Plus généralement l'inversion (%, p)
est ramenée aux inversions (0,, n) dans les triangles 0,.

7. SYSTEME FONDAMENTAL DE GRANDEURS ET D’ANGLES DU TETRAEDRE. — La
"géométrie anallagmatique conduit au choix des 7 grandeurs fonda-
mentales

(11) Ji=aa', b, ¢’ vi=4Rysy=ab’c’, be'a’, ca’b’, abe
(i=1,2,3;J=A,B,C, D),

(') Cf. Frank et ¥. V. MorLey, Jnversive geometry (Londres, 1933); les élé-
ments de cette théorie y sont exposés en divers points, sinon coordonnés.
J. NevBerG, Mémoire sur le tétraédre (Bull. de I’Ac. royale de Belgique, 1884),
avait déja reconnu I'importance des ¢;, mais s’en était tenu au cas du tétraédre
isodynamique; cf. aussi N. AvtsniLLer-Court, Modern pure solid geometry
(New-York, 1935).
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liées par I'identité

(12) (J1J2/3)?= vavpvcop.
Inversement
(13) a— V.A‘TD) a't— V.B().Cp R |
JoJa JoJs

J'introduis en outre le systéme de 7 angles fondamentaux
(14) Ji=1J,,3,,J,, J=A,B,(C,D,

les premiers étant ceux d'un triangle © associé a G, les seconds ceux
des faces de T avec O. Ces angles sont liés par deux identités; la pre-
miére est £J;— w. Pour la seconde, j'ai fait appel & la puissance d’un
point par rapport a O, soit en coordonnées (b) absolues
p=—2(@pppc+ a’pppa)  (Zp=1)-
Avec les notations
o;=sinlJ;, (i=1,2,3); o+ 0, + 0, =S, 6,0,0, =P
Py(zy) = G3&p+ Gy ¢+ Ty Xy,
Py(zy) =032, —+ Gy x¢+ Ty,
(15) Pe(ay) =gyza+ 0y 28 -+ @3 Zp,
Py(xy) =020+ 028+ 0325

Qi(xs) = xparc+ Tp&a, X Xp~+ XIpXp, TaZy~+ Tpac,
JdP(xy)
d‘lj ’

P(x,)EZaiQ,»(x,)z ;E-Z‘] PJ(«TJ)) PJ(J'J):

on a, en coordonnées (p) absolues ('),

aa' bd' cc’ , o _
(16) p=— mzaa (mnwc+meA)——F20in(m;).

En substituant dans (16) les coordonnées de O, @, = R cotJ, et posant
ys=cot], on obtient, entre les angles J; et J, les identités fonda-
mentales

(17) 2)i=m, 20:Qi(n)=P (ys=cotJ).

De (17), s’ensuit que P = P(y,); je poserai aussi P, = P,(y,).

(*) 11 ne semble pas y avoir de confusion & craindre entre I'abréviation (p) et
‘I'expression p de la puissance indiquée.
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L’équation p = o donne une autre relation remarquable : en expri-
mant que le plan 4 I'infini est polaire (9) de O, on obtient les relations

2R sinA sinJ, sinJ, sinJ,

(18) ha= sinJ, cotD + sinJ, cotC + sinJ; cotB’
ou

8 hy=2Rsind ©
(18") hy— 2R s1 [T,

Les relations (17), et (18) correspondent aux relations connues du
triangle
2R sinA

(T.l) ZCOlBCOtC:l, IlA: m,

8. ExtensIoN A L’ANATETRAEDRE ('); CuNsEQUENCES. — Les anglesJ;sont
des invariants conformes du tétraédre, plus exactement du quaterne
de ses sommets (2 invariants indépendants). Les angles J sont des inva-
riants conformes d’un systéme de 5 points, particularisé en les sommets
de % et le point & I'infini, et complété par les faces de G, la sphére O,
les arétes et cercles d’intersection, qu’une opération sphérique trans-
forme en systéme général de 5 points M, A’, B’, C’, D', 5 sphéres con-
courantes par 4 et leurs cercles d'intersection. Rapportant cette figure
a la sphére circonscrite 4 A’, B’, C’, D/, dont je supprime désormais
les accents, je parlerai de 'anatétraédre = M.ABCD, de points-base
A, B, C, D, de psle M, de sa sphére circonscrite O et de ses invariants
con formes (ceux du systéme des 5 points). Les cinq invariants con-
formes de I’anatétraédre & sont donnés par les angles J; et J liés par
les identités (17); ceux de & sont les angles J; (au signe prés) et les
angles J'=A’, B’, C', D', des sphéres Q, anncxes de M [ menées par M
et les cercles { O;, R} des faces] avec O, liés par les mémes relations
(17). Pour % et ' de mémes points-base, on pourra écrire (17), pour
les J et, pour les J', la combinaison (par différence)

(19) ZciQi(AJ)—FZPJAJE%EAJPJ(XS—FXJ):O,

(') J'ai emprunté I'usage du préfixe ana, dans le sens indiqué, a M. G. BouLiGaND
Premieres lecons sur la théorie générale des groupes (Paris, 1935, p. 58).
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ou
xs = cotd, yi==cotlJ’, A=y —
D’aprés (18)
vy [;RJSJ _ 2R sinJ . P,| vy
(20) 6V =ahs — R =P % Pegy=Pe

donc : les quantités 61{7’ lies aux cotJ parlesrelations (20), avec coeffi-

cients a,=sin J,, sont des invariants conformes absolus del’anatétraédre
(au sens indiqué); les v, en sont des invariants relatifs.

9. Ancres pE Brocaro. Senire £ pE LEmoine. — Je définisles angles
de Brocard de B, U principal, { auxiliaire ou normal, par

(21) 2 cotd =cotU, 2Zv;=12Vcoty;

ces angles se rattachent au point L ou 4 I’axe OL. Les combinaisons
linéaires analogues a celles de (1) introduisent, pour les points asso-
ciés Li(i=1, 2, 3) et L;, ou les axes OL; et OL,, les angles
associés U;, U, ¢;, ¢, par

(22) % ZXJ_Q(X“—'_XC): COtU“ ey Zx,—zXA: COlUA, ey
Sv;j—2(vp+ve)=12Vecotd,, ..., Ze;—2p¢,=12Vcoty,,
De (20) on tire en particulier les relations
(23) cotU 2_P_’ R, cotU; R
coty — 8§ - &’ coupi——(f{’

R, R,, R; étant les rayons des cercles circonscrit, inscrit et exinscrits
a un méme triangle 6.

Les coordonnées @, d’un point sont ses distances obliques (algébriques)
auzx faces de G, évaluées parallélement aux génératrices des cdnes circon-
serits @ O des sommets du tétraédre G,, tangentiel de . Ces coordonnées
sont égales pour L & Rtang{ = ®R,,, rayon du cercle inscrit a un
triangle principal ©,, dont le plan passe par L : les quatre triangles
assoctés principaux sont égaux et leurs cercles inscrits sont des grands
cercles d’une sphére de Lemoine £"= (L, R.)) coupant les faces de &

sous les angles g —J, donc découpant surchaque face un cercle de rayon
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R,,cos]. Cette sphére correspond au secord cercle de Lemoine d'un
triangle.

Les sommets des triangles @, résultant de ceux de © dans les inver-
sions (J, p,), les inversions (J, kp;) leur substituent ceux de triangles @,
égaux; L est le centre d’ homothétie des tétraédres dont les faces découpent
sur® des triangles associés égaux (avec disposition convenable), et de G,.
Soit {I, R; | le cercle inscrit dans un triangle ®,, M I’homothétique
de O par(L, 1 — k). De R, =k®R,p, M1 = (1 — k) OJ, on tire

(2[') Pg:d{ﬁ+m2:k’0{ﬁp+([_k>2ﬂe;

les quatre cercles analogues a {I, R;} appartiennent 4 une méme
sphére M= (M, p?) et les sphéres JW", inscrites & quatre triangles asso-
ciés égaux, sont celles d'un systéeme de Ticker, d’azxe OL. J’étudierai ce
systéme en le rattachant au faisceau O, A de Schoute (n°10); les
axes OL; et OL,; introduiraient des systémes analogues, 4 quelques
détails pres.

Pour un triangle T = ABC, de cdtés j =a, b, ¢, les coordonnées
(T, p) absolues sont encore les &, = % et aux 60_\’/ correspondent les
quantités
(T.2) J: _J __ 2Rsin]

2S T hy T hy

Appelons cdne principal du tétraédre un cone de sommet J=A, B,
C, D, de base le cercle { O, R} }; plan central un plan défini par O et
une hauteur de %, chaque plan central coupe le cne principal corres-
pondant suivant un triangle central de %, T,=JJ,J;, de sommet J,
base J,J,=2R;, hauteur A;, inscrit & un grand cercle de ©. Les
angles J de G sont les angles minima principaux des cénes principauz,
angles aux sommets des triangles centraux. Les triangles centraux T,
complétent, avec les triangles associés 0, la figuration des grandeurs
fondamentales de .

Soit V I'angle de Brocard d’un triangle T; on a

9

.a? a
1.3) 3S = I, =cotB + cotC —=cotV — cotA v 5
) va 2R, (COL _Tb—)’

V= = cotA;+ cotAy—=rcotV,— cotA

V, étant I'angle de Brocard de T,.
Journ. de Math., tome XVIII, — Fasc. III, 1g3g. 41



314 PAUL DELENS.

10. FAISCEAU DE SCHOUTE ET SYSTEME NORMAL DE SPHERES DE TUCKER. —
Les sphéres O et £ (idéale) du faisceau de Schoute sont orthogonales,
leur sphére moyenne étant (OL); autrement dit © + £=2(OL). La
sphére courante 1, de centre M, est donnée par

M=AiL+ (1— k)0, M=ke+ (1—k)o.

Soient L* I'intersection de OL et A, 0 le demi-diamétre apparent de ©
pour L*. Par (16) et (23), on obtient aisément

— S
OL —~R‘~’.—_—)\‘-’:—(E—)B?tann‘2 =— 4R*tangUtang ¢,
(25) P o q’ =] Dq)
OL = R*(1 — 4 tangU tangy),
/ »=Rcosd =Ry/4tangU tangy (),
\ OL —Rsinf, OL*:—.B—,
sinf
(26) /
L*W =L*W*=Rcot/,
oW, OW*:RE.Cﬂ:Btangee,Rcot*?-
sinff 2 2

D’aprés (24) et 'expression (M?), la sphére OM” de Tucker a pour
noyau
>2
o= (M:— 027 ) = k*£" 2 k(1 — k) (OL) + (1 — k)0,

M= O + A2 (£ — £) = N + M_—O (£"— £).
LO

Les carrés des rayons, p. de M, p"=p; de IN”, sont donc liés par

)

R3p—+ A* _ tang®( + cos?d

(27) pw=p+KMO  avec K= o =

Définissons la paire de points P’, P” par la relation algébrigue d’invo-
lution

(28) WW* 4+ K.O*= (1 + K)P'P,

entrainant la méme relation entre les noyaux intérieurs correspon-

(*) Pour un triangle T, on a de méme cos§ —\/3 tang V.
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dants; d’ou, pour les produits scalaires de sphéres (avecle symbole|),

p=(M2) [ (WW?),
P = (M2) [ (WW*+ K.0%) = (14 K).(M*) | (P'P") = (1 + K) p".

Les sphéres de similitude des sphéres de Tuicker, prises deux & deux,

forment le faisceau linéaire de sphéres /= (M, '), de points

limites P’; P” imaginaires conjugués; (28) s’écrit encore
P'P"=L2cos*{ + O*sin®{,

donc

(29) P, P'=e¥(cosy.L+zeisiny.0) (e=z1;i=y=1).

Les coordonnées (%, n) de L et O étant respectivement R sin J tang¢
et RcosJ, celles de P’ et P” ont pour produit constant d; d; =R?*sin?{,
les points P’ et P" sont isogonaux (') et sont les foyers d’un cercle
(normal) de Brocard, %, lui-méme cercle focal d’un ellipsoide de
Brocard, &, de révolution autour de OL., aplati, inscrit @ G. Le cercle €
appartient & la sphére (OL) de Brocard et est vu de O sous U’angle 2.
L’ellipsoide & est U'enveloppe des sphéres O du systéme normal de
Tucker.

La relation (25) est, pour les sphéres O et £, analogue & la rela-
lation d’Euler du triangle; il s’ensuit : les tétracdres ayant méme

\ . . , . . s S
sphére circonscrite ©, méme point L de Lemoine et méme valeur de

(donc portant des triangles associés capables d’étre inscrits et circon-
scrits & des cercles respectivement égaux) ont méme ellipsoide normal &
_ et constituent le systéme des tétraédres inscrits a O, circonscrits @ &.

11. Terraéores parTIcULIERS. — Pour un tétraédre G isodynamique,
. . ™ . LY
les j; sont égaux, J;= 7, et (17), se réduit &

(30) 2Qi(y5) = Z(cotBcotC + cotD cotA)= z
Pour % équifacial, L coincide avec O; les ¢; sont égaux, ainsi que

(') Les droites portant deux points inverses (%) forment un complexe du
3¢ ordre dont j'ai donné I'équation; celle-ci n’est pas nécessaire ici pour le
complexe de l'inversion (&, n) considérée, auquel appartiennent OL et les axes
associés,
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les angles J ou les quantités ,; on a

===
et
N P R, ¢ 3S 1
(31) XI————;S—:ma Gczﬁx,:;cotq):cotxp,.

Un tétraédre a la fois isodynamique et équifacial est régulier.
Dans le domaine réel, on a, pour © quelconque, R 2 2R, et, dans (25),

OL 2o, d’ou pour les angles aigus positifs § et U, les inégalités
(32) coty>2cotU, cotU cot 2 4;

les égalités limites de (32) caractérisent : la premiére seule, le tétra-
édre isodynamique; la seconde seule, le tétraédre équifacial, avec

encore cot U=y8P/S.
Pour

- /5
coty =2cotU =2y/2, cotd :\'—4—,
G est régulier. .
Dans le cas © isodynamique, il existe un systéme de sphéres de Tiicker-
Thébault( ') obtenu en remplacant dans (27) R, par
R,—2R,,—= Rtang U,

donc ¢ par U; l'ellipsoide correspondant n'est plus inscrit a .

12. SECOND SYSTEME DESMIQUE FONDAMENTAL. — Soit &,= A ,B,C,D,,
de faces o, 3, v, 0, le tétraédre tangentiel de ®; dans le systéme
(B, p), ou V' =9¢,J, '=19¢;"1, je désigne ses sommets et ses faces parJ;
et t,. En posant y,= cosJ,(i =1, 2, 3) et tenant comptede Zo;v,=2P,
6,Y:+ 6,7, = g3, etc, on obtient sans peine

P.A'= ;B +0.C,+o,D;, 2A/=— A"+ ;B +v,C+y,D/,
P.B'=0,A; +0,C,+0o,D, 2B, =y;A'— B +v,0+7.D),
(33) P.C'=0o,A;+0,B; +a,D;, 2C, =y, A+, B— C+y,D,
P.D'=oc,A| +0,B, +5,C}, 2D, =y A+ 71, B’ +71,C— D

(1) Cf. V. TutsavLr, Sur la géométrie du tétraédre (Mathests, 1932,
supplément).
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Ces relations entre les J' et les J, sont aussi celles entre les t, et
les v'; mais ce sont aussi celles données en (15)*, auxquelles satisfont,

. L vy . .
d’aprés (20), les quantités 3 el y,. Les relations (33) sont en effet
valables pour les coordonnées (p) homogeénes, et pour les coordon-

» ’ . W) “ p, .
nées (p) absolues réduites @] = _p» les masses modifiées des points

sont les produits par 2R des masses initiales et deviennent exaclement

les 3% pour les points J, les y, pour les J,, et aussi coty pour le

point L, etc., de sorte que les relations (20) sont conséquences de (33).

Les combinaisons linéaires des relations (33),, a partir desJ, suivant
’ p ty

les équations (1), mettent en évidence, a cOté de G, G, G,, son systéme

desmique polaire (©), soit B, ©,, B, ol B, est le tangentiel de

I’adjoint &, de . On a en particulier

(3%) P.2¥V=S.3J, 23)=(Zy,—1)ZV (zY,»— 1= ESE),

etc., dont les relations (23) entre masses sont les conséquences. Consi-

dérons encore les relations

P(B'+ C')=¢a, (B, + C)) + (6,4 3) (D; + A}), ceey

35
(%9) P(B'—C)=0,(Ci— B) + (o — &) (Ai = Dp), ...,

et leurs inverses, qui traduisent les alignements et concours relatifs

aux systémes desmiques. D’oui : les sommes ou différences de deux des )’

Vi
6V
en g; ou Y,) de deux quantités analogues relatives aux J, [ou V', ou y,],

et tnversement.

Comme il a été dit au n° 4, les relations linéaires (33), (34), (35)
s'étendent encore aux spheres ayant pour centres les points en cause et
orthogonales & O, sphéres représentées par leurs noyaux intérieurs
affectés des mémes masses que ces points dans lesdites relations, a

[ou 1, ou ] sont des fonctions linéaires homogeénes (avec coefficients

. o *2 . ’ € ’ .
savoir (6%) (J*) et x,(J; —R?*tang?J.u ) substitués a J' et J, respecti-

vement (pour les coordonnées @7). A coté des sphéres d’Apollonius,
normales ou de 1™ espéce, I;, N, c'est-a-dire

(v C— vy B?)

- (VAA2— VDDZ)
6V ’

(36) AN = N, = = ,
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s'introduit le groupe de sphéres d’Apollonius, principales ou de
2°espéce, S;, S, , soit

>3 2
(37) S, = cotC(C§ — R2tang*C.u ) - cotB(Bi —Re tangB.Z ), 8, etey
entre ces deux groupes de sphéres, les relations (35)., donnent

(38) — Py =0,8, + (0,—0.)8,,

13. TETRAEDRE METAHARMONIQUE D'UN POINT POUR B. — Les faces d’un
anatétraédre &' = M.ABCD, c’est-a-dire (n°8) les sphéres Q, annexes
de son pole M, coupant la sphére © sous les angles algébriques J',

l'inversion (M, p), ol p= MO — R?, transforme &' en un tétraédre %,,,
métaharmonique de & pour M (et inscrit dans ©), dont les angles fon-
damentaux sont, aux signes prés, les angles J; et J' de ©'. Désignons
par o, le centre de Q, et posons Ow, = £, mesure algébrique dans le

R(cotd’ — cotd)

o , on obtient

sens de d,. Comme p=2£,d,, £, =

(39) Pk ol = 2w,
9 2R~ R ~cotd—cotd ~ cotU —cotl’

ou cotU’'=ZcotJ’ (U’ angle de Brocard pour %').

Laissant de coté diverses conséquences relatives a I'inversion (%, n)
et a certains systémes de coordonnées angulaires de points ou de sphéres
[quand la relation (19) n’est pas satisfaite] qui apparaissent ici, je
remarque que, d'aprés (39) et avec des conventions de signes conve-
nables, les coordonnées principales absolues du point M sont égales dans
les tétraédres © et G, relatif a ce point. En particulier le tétraédre
Bo=(Bn), relatif a L conserve ce point comme point de Lemoine, donc
ausst (n° 10) le systéme normal de Tiicker de G. En posant, pour (%),
A;=A, (19) donne 24 4 cot U =0, ou

(4o0) cotd +cot(—J)=— écotU,

J’ et (—J) se rapportant respectivement aux anatétraédres de L et
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de O. Pour ,, J,=J'=—1, et (22) donne

(41) 2 cotJ,—= — cot Uy, cotU,— — cotU.
1%. TitratoRES B, EQUIBROCARDIENS ET FAISCEAU DE SchHoute. — La
formule (39) donne I'identité
. cotU’
(42) (n—1)pcotU —2RZm,—=o, ou n=_—;

p=oestl’équation de ©, 2w, =o celle du plan A de Lemoine, donc (42)
définit, pour les valeurs constantes de n, les sphéres du faisceau de
Schoute; & deux valeurs opposées de n correspondent deux sphéres
inverses (O). Les tétraédres métaharmoniques de G pour les points d’une
sphére de Schoute sont équibrocardiens (mémes angles U et {). Avec la
puissance p’ de M pour la sphére £, (42) prend la forme simple

(42") p—np=o ou p cotU — p cotU'=o;

le rapport des cotangentes des angles de Brocard U, U’ (de méme ¢, {')
de G et de ©'= M.ABCD est celui des puissances de M pour les sphéres ©
et 2 du faisceau de Schoute. En particulier, n=1 pour A, —1
pour (OL); les centres isodynamiques W, W* donnent, d’aprés (26),

=z cos == /4 tang U tang, cotU' == \/%),

donc (n° A1) les tétraédres métaharmoniques de & pour les centres iso-
dynamiques sont équifaciauz.

~ Une méthode élémentaire classique permet de compléter les résul-
tats précédents; les formules de I'inversion (M, p) entrainent en
effet

(43) (95)m=|p?| <MI;I]—> ) avee MM=MA .ﬁ2 MC MD".

Or, en acceptant ici (J;),,=—1J;,on a

(12RV)*=Po,vpocep, (ﬁ)ﬂ:w

’
\% VaVBVYCc YD

cotU,, . COlLPm _ VZ(VJ)m — ZVJ.NTJQ.
cotU 7 coty T VpuZep T [p[Zes’

(44)
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formule équivalente, avec les conventions faites, a (42), car

—_—2
_ZVJ(JZ) _ ZV)MJ
(45) £==5 =5
13. ComprimeEnTs. — Le noyau intérieur d'une sphére orthogonale

a O est de la forme X3,(J?), avec coefficients 3, arbitraires. Les sphéres
d’Apollonius de 1™ espéce ayant les noyaux (¢, A?— ¢, B?), etc. (& un
facteur prés), les centres isodynamiqucs W, W* sont définis par les
équations

(46) v,\m': v,,m"): e K'I_Cl.: meg,

et le réseau de sphéres par W, W* a pour équation

(47) ‘ Z.T,v,mg—_—o avec 2Iory;—o
ou
(47" 2x;(vi)m=o0, Ir;=—o,

d’aprés (43). L'égalité des (¢,),, pour W et W*exprime encore I'équi-
facialité des tétraédres ®, correspondants. Chaque sphére du réseau
par W, W* est définie par une relation linéaire homogéne, a coefficients

constants, entre les différences des quantités v; MJ 2(3 différences indé-
pendantes), ou celles des (v,),,; pour chaque sphére d’Apollonius de
1 espéce, une de ces différences est nulle. Mais on peut aussi utiliser les
différences des quantités cotJ,,.

En posant, selon les formules (15)*, Py,=P,(«;), le réseau en
cause est encore défini par

(48) Zy,cotJ(m?—thangﬁJ):o, Iy;—=o
ou
(48") Syjeotln=o0, Zy;=o0;

pour chaque sphére d’ Apollonius de 2° espéce, une des dufférences entre
quantités cotJ,, est nulle, et par (48) ou (48') une sphére du réseau par
W, W* est caractérisée comme précédemment. Dans le premier cas,
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on utilisait les sphéres-points (J?), donc les puissances g;= M7 ; dans
le second, les sphéres de base orthogonales & © ont pour centres les

sommets J, de B, d’ou les puissances ¢, = I\TITI:— R?tang?J. En adjoi-
gnant aux sphéres de 'un ou de 'autre groupe la sphére © ortho-
gonale, on obtient un pentasphére de repére et un systéme de coor-
données pentasphériques p, g,, ou p, g;, pour un point M; systéme
qui peut étre étendu, comme on sait, aux coordonnées d’une sphére,
employé sous la forme absolue précédente ou sous forme homogéne,
et encore modifié par multiplication des quantités p, ¢, [ou p, ¢;] par
des facteurs arbitraires. L'interprétation des équations (42'), (47'),
(48") dépend ainsi d’'une méthode générale de géométrie anallag-
matique sur laquelle je n’insiste pas davantage.
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