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Sur

quelques nouvelles acquisitions de la géométrie du tétraèdre,-

pAll PAUL DELENS.
(Le Havre).

On sait l’intérêt particulier porté à la géométrie anallagmatique
par M. J. Hadamard. Ayant moi—même reçu de lui de précieuxencou—
ragements dans des recherches sur ce sujet, j’espère que mon
témoignage de gratitude justifiera mon apport à ce Recueil sous la
forme de l’exposé suivant d’une étude élémentaire, mais dont la base
est la géométrie anallagmatique.

!. INTRODUCTION. — La géométriedu triangle a cessé d’être un amas
de faits particuliers quand la théorie des groupes a permis d’en coor—
donner les propriétés. A ce point de vue, comme à d’autres, la géo-
métrie du tétraèdre est assez en retard sur la précédente. La géométrie
métrique euclidienne est en effet le croisement, le carrefour, d’autres
voies plus étendues : géométries projective et affine, anallagmatique,
des sphères de Laguerre et de Lie, etc. Les divergences entre certaines
de ces géométries s’accentuentquand augmente le nombre des dimen-
sions de l’espace. Ainsi, les groupes des géométries affine et anallag—
matique du plan dépendent de 6 paramètres et n’accordent aucun
invariant à un système de 3 points; dans l’espace, ces groupes étant
à 12 et 10 paramètres, le système de 4 points ne possède aucun inva—
riant affin, mais a 2 invariantsconformes.

Pour comparer les géométries du triangle et du tétraèdre et tenter
l’extension au second de certaines propriétés du premier, il semble
important de reconnaître d’abord l’origine de ces propriétés, les voies
d’accès au carrefour commun. On devra s’occuper, non seulement
de la nature (affine, anallagmatique, etc.) des pr0priétés, mais aussi
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de cette origine, de leur hérédité. Une particularisation métrique, par
exemple, procède de propriétés de diverses natures; les généralisations
du triangle au tétraèdre posent la question : dans quelle voie, sous
quelle géométrie, telle propriété métrique trouve-t—elle son extension
la mieux appropriée, la plus complète ?

Il m’est ainsi apparu, les angles du triangle étant aussi cena: de ses
côtés avec le cercle circonscrit, que c’est sous cet aspect qu’ils interve-
naient dans plusieurs questions remarquables. L’introduction d’angles
analogues était alors indiquée pour le tétraèdre. Le choix de systèmes
fondamentaux de quantités et d’angles à substituer aux côtés et aux
angles du triangle, dépendant de la géométrie envisagée, je justifie
ci-après un tel choix pour les questions touchant à la géométrie
anallagmatique; avec la synthèse de mes recherches sur ce sujet,
sans entrer par suite dans le détail des calculs, j’indique les résultats
qu’il m’a permis d’atteindre (').

2. NOTATIONSGÉNÉRALES. — Soient ‘Zê E ABCD le tétraèdrede base,V
son volume, (9 E (O, R“) sa sphère circonscrite, de centre O, rayon R.
Je pose

BC=a, CA=b, AB=c, DA=a', DB=b', DC=c'.
Aux sommets J = A, B, C, D sont opposées les faces L: a, B, 7, 3.

L’indice J caractérise en général les éléments relatifs aux sommets
de ‘6 ou aux faces respectivement opposées : j’appelle le,, s,, B, les
hauteurs du tétraèdre, les aires des faces, les rayons des cercles
{O,, RÏ} circonscrits à ces faces. Les éléments relatifs aux paires
d’arêtes opposées, DA et BC, DB et CA, DC et AB, sont affectés d’un
indice i: 1,_ 2, 3. A de tels éléments peut en être adjoint un autre
dépendant symétriquement des quatre sommets, des trois paires
d’arêtes, qui recevra l’indice o, généralement sous-entendu. Les 

(‘) Les éléments de ces recherches ont fait l’objet de Notes aux Comptes
rendus (203, 1936, p. 837 et 1213; 201», 1937, p. 319 et 1150; erratum, p. 1516).
Un exposé plus détaillé est en cours de publication dans Mathesis [Sur la
géométrie du tétraèdre (1'° partie), 51, 1937, p. 119-127].

Cet exposé a été complété en 51, 1937, p. 444-456 et 52, 1938, p. 62-79. Cf.
aussi l’Enseignementmathématique (Formules du tétraèdre). —— Note ajoutée
à la correction des épreuves).
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sommations indiquées portent donc soit sur trois termes i= 1, 2, 3,
soit sur quatre, J =A, B, C, D ou i=o, I, 2, 3.

5. SYSTÈMES DE TÉ'I‘RAÈDRES DESMIQUES. —— En rappelant certaines pro—
priétés de géométrie projective et leurs particularisations de diverses
espèces, j’insiste sur un premier principe : rechercher les relations
entre élémentsgéométriquespour en déduire les relations numériques,
chacune de moindre généralité. La géométrie des points-masses et
éléments analogues est appropriée à cette intention; autrement dit,
l’emploi des méthodes de Môbius et Grassmann avec la contribution
quej’ai pu leurapporter(‘ ). Cette forme du langage tensoriel moderne
permet de géométrz‘ser le plus possible ce qui se rapporte aux systèmes
de coordonnées tétraèdriques et aux transformations associées.

Une notion fondamentale est celle des systèmes de tétrae‘dres
desmiques de Stevhanos. Les sommetsJ de % étant conçuscomme points
affectés d’une masse-unité, soientJ’: A’, B’, C’, D’ les points—masses
en ces sommets, de masses n,, donc J’=n,J. Les deux groupes de
quatre points—masses, situés en M,— (l': o, 1 , 2,3) et M,,

2M’= A’+B’+C’+D’, zMÇ,=—A’+B’+C’+D’,
2M’,= A’-—B’— C’+D’, zM'= A’—B’+C’+D’,

… 2MC,=—A’+B’—C’+D’, 2M’= A’+B’-C’+D’,
2M’,=—A’—B’+C’+D’, 2M’= A’+B’+C’-D’,

définissent deux tétraèdres (M,-), (M,) formant avec (J) E % un système
desmique. D’après (I) et les formes équivalentes, ces trois tétraèdres

. sont autopolaires chacun par rapport aaa: autres et leur symétrie pro—
jective, leur réciprocité, est complète. Les relations (1) entraînent les
mêmes relations, numériques, entre les massesm;des M} , m, des M} , n,
des J’. Par produits extérieurs de Grassmann, on déduit de (I) les
relations entre les vecteurs glissantsportés par les arêtes des tétraèdres
(et les vecteurs libres); puis les relations, analogues à (1), entre les
plans-masses des faces. Par produits algébriques de Grassmann, on
tire encore de (l)
… 2J’2=E %=2Mî, 

(‘) Géométrie conforme des congruences de courbes (Bull. Soc. Math.
de France, 61, 1933, p. 95—127).

Journ. de Math., tome XVIII. —. Fasc. III, 1939. 40
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donc, les sommets des tétraèdres desmiques (J), (M,) (M,) forment
3 groupes de 8 points associés, communs aux quadriques d’un réseau
ponctuel. Les 3 tétraèdres sont conjugués à une même quadrique Q, dont
chaque membre de (2) représente le noyau algébrique de la forme
tangentielle; cette forme est le double produit scalaire du noyau par
le carré algébrique du symbole d’un plan arbitraire. Le centre—
masse N’ de Q est
(3) N'=znÿJ=zmïMi=znz;—’MJ,
et de (2) ou (3) s’ensuit encore la relation entre masses
(4) Enï=2mï=2m}.

En même temps, les faces des tétraèdresdesmiquesforment 3 groupes
_

de 8 plans associés, communs aux quadriques d’un réseau tangentiel.

4. RELATIONS LINÉAlRES ENTRE SPHÈRES. — En substituant dans (2) les
produits intérieurs aux produits algébriques, on obtient des relations
linéaires entre les sphères de Monge des quadriques tangentielles en
jeu (quadriques et sphères réelles, dégénérées ou évanouissantes,
idéales). Le produit scalaire de deux noyaux intérieurs de sphères, de
masse—unité, est la puissance mutuelle des sphères. Les noyaux inté-
rieurs seront écrits entre parenthèses : (AB) représente la sphère de
diamètre AB, (9 E (02—R21Î” la sphère circonscrite à ‘25, Zdésignant
un vecteur unitaire arbitraire. Le système desmique (I) introduit,
par (2), la sphère de Monge de Q, Z(J”'), orthogonale à (9; aussi,
dans un réseau orthogonal à (9, le système de 6 sphères telles que
(n,,A’ — n,,D“), .. . , dont les centres

nAA—nDDEA’—D’=Mb—Mi : … (MÇ_,+ M3),

sont les points d’intersection d’arêtes des tétraèdres (J), (M,), (M,—).
D’ailleurs un procédé d’extension aux sphères des relations linéaires
entre points repose sur le principe : toute relation_linéaireentre points
entraîne la même relation entre les sphères ayantpour centres ces points
et orthogonales a une même sphère (condition linéaire); j’en ferai
usage (n° 12) pour des sphères orthogonales à (9 ('). 

(‘) Les relations linéaires, telles que (I), s’étendentaux semi-sphères orientées
de Laguerre, chaque point en cause étant le centre d’une semi-sphèredont le
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5. COORDONNÉES TÊTRAÉDBIQUES ET mmsronmnmns. — La donnée du

système de masses n,, aux sommets de ‘îë, équivaut à fixer, par son
point-unité ZJ’= En,J , un système de coordonnées (%) linéaires ponc-
tuelles [(%) = tétraédrique, pour le tétraèdre ‘ë]; la position du point-
unité correspond aux coordonnées homogènes, aux valeurs propor—
tionnelles des n,. .

A chaque système de coordonnées (Ta) homogènes ponctuelles est
attaché un système de coordonnées analogues de plans. La corres-
pondance entre point et plan de mêmes coordonnées homogènes est
réalisée par la polarité (Q), relative à la quadrique définie en (2). Les
substitutionscontragrédientes
(5) J'=n,J, t'=nî‘t, p',=nï'p.,, uî_ =n,u,
permettent le passage des coordonnées p.,, u, de points et de plans à
celles d’un autre système p.}, u', de ‘îä si l’on impose (en fixant des
coordonnéesabsolues) la conservationdes relationsM’= Xp., J: Ep.}J’
pour un point, 7t’=X.u,t’=Eu'L t’ pour un plan. Ci—dessus et dans la
suite les {J., désignent les coordonnées (6) (= barycentriques) homo-
gènes ponctuelles; pour les coordonnées (6) absolues, Zp.,=l. Les
coordonnées (n) (= normales) absolues d’un point sont ses distances
algébriques aux faces de ‘6, d,: p.,/z, avec {t, absolues; les masses n,

281
W'

A tout système de masses nJ appartient une inversion (%), transfor—
mation cubique involutive entre points, définie pour deux points de

< coordonnées (î?) homogènesx, y, z, t et x’, y’, z’, t’ par

correspondantesvalent

(6) xx’=yy’=zd=tt’.
La polarité (Q, n,) et l’inversion (‘îä, n,) sont indifférentcsaux change—
ments de signes des n,, les valeurs nÏ intervenantseules dans (a) et (6) :

elles se rapportent à un système desmique; les sommets de (M,—) et (M,) 
rayon (algébrique) est dans un rapport constant avec la distance (algébrique) de
ce centre à un même plan, plan d’homothétie du système de semi—sphères ainsi
constitué. Je ne m’arrête pas à cette extension ni à celle qui atteindrait, suivant
les principes précédents, les sphères orientées de Lie et leurs combinaisons
linéaires.
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sont les points doubles de l’inversion (‘îô) considérée. Les relations (5)
montrent l’effet d’un changement de coordonnées sur ces transfor-
mations. La polarité (%), transformation de la géométrie projective,
est indépendante des n;.

6. UN SYSTÈME DESMIQUEFONDAMENTAL. — Il existe un système desmique
de tétraèdres %, %,,E (L,-), ‘ë,,E (L,), de propriétés caractéristiques :

le tétraèdre L,- est le seul tétraèdre (M,—) autopolairepour la sphère @ (donc
orthocentrique); le tétraèdre (L,) est le seul tétraèdre inscrit dans @. Ces
tétraèdres correspondent au système de masses n, proportionnelles
aux
(7) v,=l.R,s,=ab’c’, bc’a’,ca'b’, abc (J=A,B,C,D).

J’appelle $,, le tétraèdre principal, ‘îôa le tétraèdre adjoint de %, et ‘ë
l’adjoint de ‘ëa, la relation métrique entre ‘13 et ‘ëa (et anallagmatique
quant à leurs sommets) étant réciproque.Lepoint L de Lemoine, point-
unité du système de coordonnées principales correspondantaux v,, est
intérieur à ‘îê, donc à (9; son plan polaire pour % et (9, A E L, L., L,,
plan de Lemoine, extérieur à L‘), définit avec cette sphère le faisceau
linéaire L‘), A de sphèresde Schoute, d’axe OL, droite de Brocard, de points
limites réels W, W*, centres isoa‘ynamiquesde ‘îê (‘). Ce faisceau con-
tient la sphère (OL) de Brocardet la sphère E E (L, — 7.2) de Lemoine,
idéale. Au réseau de sphères orthogonal à @, A appartiennent les
six sphères d’Apollonius (0AA2— vDD2), (vc C2— v,,B“), . . .. Les coor-
données normales du plan A sont inversement proportionnelles aux v,,
c’est—à-dire que les produits scalaires (J, A) satisfont à

(8) VA(A,1\)=VB(B,J\)=Vc(C,1\)=V0(D,;\);

les puissances pJ des sommets de ‘25 pour chaque sphère de Schoute
sont aussi inversement proportionnelles aux v,. ‘

Les sections antiparallèles aux faces de ‘ë, dans les trièdres opposés
à ces faces, sont des triangles @, associés à ‘Zä; leurs plans sont inverses 

(‘) J’ai conservé autant que possible les dénominations en usage dans la
géométrie du triangle et parfois, déjà, dans celle du tétraèdre; mais la dernière,
centres isodynamiques, est, comme on le verra (n° 1h), mal appropriée au
tétraèdre.
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de (9 dans les inversions (J, p,) et les triangles ®J sont égaux pour les
puissancespJ relatives à une sphère de Schoute. Ces plans coupent les
faces des tétraèdres correspondants sous les ternes d’angles J = A, B,
C, D des faces de % avec @. Les céviennes d’un point M ont
pour traces dans les triangles @, les points dont les coordonnées

. , d
(O,, n) absolues sont les ternes de quant1tesm,=

ËiËJÎI' Les coordonnées

(p) (= principales) du tétraèdre sont proportionnellesà ces

( _ d; _2Rdg_4B$;d}_12RV9) mJ_sin_J_ 2RJ
_ V, _

v; #: (2…=1); 
les coordonnées (p) absolues sont les m,, liées par

(10) Zv;w;=12RV=2Z—î},

ESS étant l’aire du triangle associé & de Von Staudt, de côtés aa’, bb’, cc’.
En rapportant à la sphère @ les propriétés harmoniques du système

desmique ‘îä, ‘îä,,, %… on voit que les sommets de ces tétraèdresdéfinissent,
à partir de ‘23, sur @ la géométrie binaire compleæe d’un groupe de
quatre points, et dans l’espace la géométrie anallagmatique du même
groupe (‘ ). Une inversion de pôle D, par exemple, conduit à une con-
figuration connue du triangle ®DED.D2D3, rattachée aux centres
des cercles tangents aux côtés. Plus généralement l’inversion (‘îä, p)
est ramenée aux inversions (®;, n) dans les triangles &.

7 . SYSTÈME FONDAMENTAL DE GRANDEURS ET D’ANGLES DU TÉTRAÈDRE. — La
'géométrie anallagmatique conduit au choix des 7 grandeurs fonda—
mentales

(1 I) .Il: aa’, bb’, cc’, v,: [;R;s,= ab’c’, bc’a’, ca’b’, abc(i=l, 2; 3; J =A) B) C‘: D)) 
(’) Cf. FRANK et F. V. MORLEY, Inversive geometry (Londres, 1933); lesélé—

ments de cette théorie y sont exposés en divers points, sinon coordonnés.
J. NEUBERG, Mémoire sur le tétraédre (Bull. de l’AC. royalede Belgique, 1884),
avait déjà reconnu l’importance des v,, mais s’en était tenu au cas du tétraèdre
isodynamique; cf. aussi N. ALTSHILLER-COURT, Modern pure solid geometry
(New—York, 1935).
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liées par l’identité

  (12) (J)j«J:)’= VA"B"C"D-

Inversement
V V (: ;)

(13) az: Î’."; a”: .“ .C’ ---a
Je…/:! J‘AI-‘—

J ’introduis en outre le système de 7 angles fondamentaux
(14) Ji=JUJ2)J:) J=A; B) C) D)

les premiers étant ceux d’un triangle @ associé à ‘5, les seconds ceux
des faces de ‘îî‘v avec (9. Ces angles sont liés par deux identités; la pre-
mière est BJ,-= Tt. Pour la seconde, j’ai fait appel à la puissance d’un
point par rapport à (9, soit en coordonnées (b) absolues

P=— 2(a‘2enyc+a’îenm) (Ees=l>-
Avec les notations

a,—=sinJ,—, (i=1, 2,3); a,+a._,+a,_=S, c,a._,oæ,=P

PA(ŒJ)E anæB+az-TC+Üt-TD)
PB(1'J)EUn-TA +Üi—TC+Üz—TD)

PC(æJ)Eaz-TA+ °”1—Tu +°:fl'n;(15) ”
PD(æJ) E aiæA+ a,æB+ as…/cc;

Qi(ŒJ) E ænïc+ ‘TD—ÏA) æC-TA+ J‘D1‘B; 'TAæB+ »Tnïc;

 
()P .P(ŒJ)EEGÏQi(-ÏJ)E£ZŒJPJ(ŒJ), PJ(æJ):%’2 J']

on a, en coordonnées (p) absolues (‘ ),
aa’bb’cc’ , 1(16) p:— W2aa (Œnïôc+lfinïfiA):_ ÎjZO‘[QÏ(ŒJ)-

En substituant dans (16) les coordonnéesde 0, m, = R cotJ, et posant
x,=cotJ, on obtient, entre les angles J,— et J, les identités fonda-
mentales
(17) ZJ;=1r, ZaiQ,—(XJ)=P (X1= cotJ).

De (17)2 s’ensuit que P : P(x,); je poserai aussi P, = P,(x,). 
(‘) 11 ne semble pas y avoir de confusion à craindre entre l’abréviation (p) et

l’expression }) de la puissance indiquée.
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L’équationp = 0 donne une autre relation remarquable : en expri-
mant que le plan à l’infini est polaire (L9) de 0, on obtientles relations

2R sinA sinJ1 sinJ.2 SinJ3 (18) h": siuJ,cotl)+sinJ,cotC+sianCOlB’
011

_ P(IS,) Il;=2RSIDJË°

Les relations (17)2 et (18) correspondent aux relations connues du
triangle

2 R sin A(T.1) ZcothotC=1, IzA=m,
8. EXTENSION A L’ANATÉTRAEDRE(‘ ); CONSEQUENCES. — Les anglesJ,—sont

des invariants conformes du tétraèdre, plus exactement du quaterne
de ses sommets (2 invariants indépendants). Les angles J sont des inva-
riants conformesd'un systèmede 5 points, particularisé en les sommets
de ‘5 et le point à l’infini, et complété par les faces de ‘ë, la sphère @,

les arêtes et cercles d’intersection, qu’une opération sphérique trans—
forme en système général de 5 points M, A’, B’, C’, D’, 5 sphères con-
courantes par 4 et leurs cercles d’intersection.Rapportantcette figure
à la sphère circonscrite à A’, B’, C’, D’, dont je supprime désormais
les accents, je parlerai de l’anatétraèdre îä'.=_ M.ABCD, de points-base
A, B, C, D, de pôle M, de sa sphère circonscrite (9 et de ses invariants
conformes (ceux du système des 5 points). Les cinq invariants con-
formes de l’anatétraèdre ‘Zâ sont donnés par les angles J ,- etJ liés par
les identités (17); ceux de ‘ë' sont les angles J,— (au signe près) et les
angles J’ = A’, B’, C’, D’, des sphères Q, annexes de M [menées par M
et les cercles {O,, RÎ} des faces] avec (9, liés par les mêmes relations
(! 7). Pour ‘5 et ‘6’ de mêmes points-base, on pourra écrire (17)2 pour
les J et, pour les J ’, la combinaison (par différence)

(19) EaiQi(A;)+ZPJA,EâEA;P;(xS—+—x,)=o, 
(' ) J’ai emprunté l’usage du préfixe ana, dans le sens indiqué, à M. G. BOULIGAND

Premières leçons sur la théorie générale des groupes (Paris, 1935, p. 58).
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où
XJ: cotJ, x3= cotJ’, A;= xi — XJ-

D’après (18’)

(20) &_[;RJ$J_2RSlÛJ=ÊJ OU P£=PJ;(iv—211… "“
h; P 6V

- ' V - , .donc : les quantites 6_l7’ ltees aux cot J par les relations (20), avec coeflï—
cients oy-= sin J,, sont des invariants conformes absolus de l’anatétraèdre
(au sens indiqué); les v, en sont des invariants relatifs.

9. ANGLES DE BROCARD. SPHÈRE E” DE LEMOINE. — Je définis les angles
de Brocard de ‘îê, U principal, £lJ auæiliaire ou normal, par
(21) Ecotl=cotU, Ev,=mVcotrÿ;

ces angles se rattachent au point L ou à l’axe OL. Les combinaisons
linéaires analogues à celles de (I) introduisent, pour les points asso-
ciés L,-(i= 1, 2, 3) et L,, ou les axes OL,— et OL,, les angles
associés U,, U,, LP,—, xp,, par

Ex;—2(XB+XC)= cotU,, ..., ZXJ—2XA= cotU… ...,
2VJ—2(VB+VC)=IZVCOÈKPH ..., Ecu—2cg:12Vcottla,(22)

De (20) on tire en particulier les relations
cotU __ 2P _ Œ0 cotU,— _ GL—(23)
cottl;

_
S

— Î’ cottla,—
_— â ’

(R, 010, Œ,- étant les rayons des cercles circonscrit, inscritet exinscrils
à un même triangle @.

Les coordonnéesw, d’un point sont ses distancesobliques(algébriques)
aaa: facesde ‘Z5, évaluéesparallèlementaaa:génératrices des cônes circon-
scrits à @ des sommets du tétraèdre ‘ï5,, tangentiel de ‘Zä. Ces coordonnées
sont égales pour L à Etangs};: (R… rayon du cercle inscrit à un
triangleprincipal ®,,, dont le plan passe par L : les quatre triangles
associés principaux sont égaux et leurs cercles inscrits sont des grands
cercles d‘une sphère de Lemoine E’”E(L, Œ.Ï,,) coupant les faces de ‘Zä

TE !sous les angles
E

— J , doncdecoupant surchaque face un cercle de rayon
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Œ,,, cosJ . Cette sphère correspond au second cercle de Lemoine d’un
triangle.

Les sommets des triangles @, résultant de ceux de ‘ü dans les inver—
sions (J,p,), les inversions (J, kp,) leursubstituentceux de triangles @,

égaux ; L est le centre d’homothétiedes tétraèdresdont lesfaces découpent
sur ‘î‘ê des triangles associés égaux (avec disposition convenable),et de ‘îä,.

Soit {I, 510} le cercle inscrit dans un triangle &, M l’homothétique
de 0 par(L, ! — k). De Œ,=IcŒ… MÏ= (! — lc)Œ, on tire
(24) pâ=æ3+Œ’:lææf—,,+(i_k)2R‘z;
les quatre cercles analogues à {l, Œâ} appartiennent à une même
sphère JR.”E (M, 93) et les sphères ON.”, inscrites à quatre triangles asso—

ciés égaux, sont celles d’un système de Tücker, d’axe OL. J ’étudierai ce
système en le rattachant au faisceau (9, A de Schoute (n° 10); les
axes OL,— et OLJ introduiraient des systèmes analogues, à quelques
détails près.

Pour un triangle T—=— ABC, de côtésj=a, b, c, les coordonnées
(T, p) absoluessont encore les m,: s%iÏ et aux -£7 correspondent les
quantités

, '2 '
2 R sinJ( I‘. 2)

:—S
:

l]ÎJ
:T-

Appelons cône principaldu tétraèdre un cône de sommet J = A, B,
C, D, de base le cercle {O,, R? }; plan central un plan défini par O et
une hauteur de ‘5, chaque plan central coupe le cône principal corres-
pondant suivant un triangle central de %, T,EJJ,J… de sommet J,
base J,J,,= aR,, hauteur h,, inscrit à un grand cercle de @. Les
angles J de ‘6 sont les angles minima principauxdes cônesprincipaux,
angles aux sommets des triangles centraux. Les triangles centraux TJ
complètent, avec les triangles associés @, la figuration des grandeurs
fondamentales de ‘25.

Soit V l’angle de Brocard d’un triangle T; on a  ;‘ï : 3 =cotB +cotC =cotV -—cotA .

(T 3) 28 h” " EJ!
_

ÇA 2R (cot _. 45),(Îf :
h—AA

: cotA;+ cotA;,= cotVA— cotA

VA étant l’angle de Brocard de T,.
Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. III, 1939. [Il
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40. FAISCEAU DE Sonoma ET SYSTÈME NORMAL DE SPHÈRES DE TÜCKER. —-

Les sphères (9 et E’ (idéale) du faisceau de Schoute sont orthogonales,
leur sphère moyenne étant (OL); autrement dit (9 + E: 2(OL). La
sphère courante 2m., de centre M, est donnée par

M=kL+ (l——k)O, :m=kÆ+ (l_ l…).

Soient L* l’intersection de OL et A, 0 le demi-diamètreapparent de (9

pour L*. Par (16) et (23), on obtient aisément
—2 2_ ‘2._ 28 2 …! __ : (, (,

(25)
OL —R _—A __

<—P—)R tanb o_ [.R tanbUtanbtp,

Î-=Rï(l—AtangU tangnP),

/ X=Rcosô=Pw/AtangUtangal; (’),

\ OL=Rsin9, OL*=—ET>smi(26) / L‘W=L‘VV‘=RCOtO,
110059OW, OW*= R

_, 9 2 9
sin() =Rtang ? Root 5-

D’après (24) et l’expression (M2), la sphère î) ” de Tücker a pour
noyau

Mou”: (M?— p;—;u ) : k=f"+ 2k(1— k) (OL) + (1 _ Ayo,

on”: au + kî(f”— £) : au + M=O__ (f;‘”- L“).
LO

u. de DTI, p.”: pâ de GTL", sont donc liés parLes carrés des rayons, ‘

_2 2 '2 t 2,2 26(27) P": ;.L + K. MO avec K : Œ‘Î_"_Î,
)\ : an_

inÎÜCOS
_

OL
 

Définissons la paire de points P’, P" par la relation algébrique d’invo-
lution
(28) WW*+K.OÎ=(1+K)P’P",
entraînant la même relation entre les noyaux intérieurs correspon- 

(1) Pour un triangle T, on a de même 0058 = \/3 tangV.
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dants; d’où, pour les produits scalaires de sphères (avec le symbole |),
P=(M’)l(WW*),

p.":(M’)
[
(ww'+ K.O‘£)=(1+ K).(MË)

]
(P’P”) E ([+ K…'.

Les sphères de similitude des sphères de Tücker, prises deux à deux,
forment le faisceau linéaire de sphères JÏ1’E (M, pl), de points
limites P’, P" imaginaires conjugués; (28) s’écrit encore

P’P"= L'2 00524! + O’ sin‘-’u{;,
donc

(29) pr)pf'_—_e—îitll(cos@.L+sisinÿ.O) (E=Îl; l=\/—_I>
Les coordonnées (%, n) de L et 0 étant respectivementR sin J tangz};

et RcosJ, celles de P’ et P” ontpour produit constantdj dj' =R“’sin*tla,
les points P’ et P” sont isogonauæ (‘) et sont les foyers d'un cercle
(normal) de Brocard, @, lui—méme cercle focal d’un ellipsoz“de de
Brocard, &, de révolution autour de OL, aplati, inscrit à ‘î‘à. Le cercle @?

appartient à la sphère (OL) de Brocard et est vu de 0 sous l’angle 2tlJ.
L'ellipsoide 63 est l’enveloppe des sphères Oil.” du système normal de
Tüclcer.

La relation (25) est, pour les sphères @ et E’”, analogue à la rela-
lation d’Euler du triangle; il s’ensuit : les tétraèa‘res ayant même

_ . . 4 . . , S
sphere czrconscrzte @, meme poznt L de Lemozne et meme valeur de?
(donc portant des triangles associés capables d’être inscrits et circon-
scrits à des cercles respectivement égaux) ont même ellipsoi‘de normal&

4

et constituent le système des tétraèdres inscrits à (‘), circonscrits à 65.

“. TÊTBAÈDRES PARTICULIERS. — Pour un tétraèdre ‘îä isodynamique,
' r 7: r ‘ \

lesh sont egaux, J,—= ä’ et (17 )2 se redu1t a

_ 3_
4

Pour ‘25 équ1facial, L coïncide avec O; les v, sont égaux, ainsi que

(30) .‘.‘.Q,(p)EZ(cothotC—t—cotDcotA) 
(1) Les droites portant deux points inverses (‘t?) forment un complexe du

3° ordre dont j’ai donné l’équation; celle-ci n’est pas nécessaire ici pour le
complexe de l’inversion (‘ë, n) considérée, auquel appartiennent OL et les axes
associés.



316 PAUL DELENS.

les angles J ou les quantités XJ; on a

73
‘lJ1=‘l—’z=äl—Jn=g

et
.,_ P __ Œ0 (’,) __3S _ I __(31) XI—2—S—Œ) “6—v—îXJ—ECOLP_COUPJ.

Un tétraèdre à la fois isodynamique et équifacial est régulier.
Dans le domaine réel, on &, pour‘îê quelconque, (R à 2 Œo et, dans (25),

O—L__?__o, d’où pour les angles aigus positifs a]; et U, les inégalités
(32) cottl@2cotU, cotU cottl@[;;

les égalités limites de (32) caractérisent : la première seule, le tétra—
èdre isodynamique; la seconde seule, le tétraèdre équifacial, avec
encore cot U = VSP/S.

Pour
_ @cot$=zcotU=u/z, cotJ=Î,

% est régulier.
_

Dans le cas ‘Zê isodynamique, il existe un systèmede sphèresde Tücker—
Thébault(‘ ) obtenu en remplaçantdans (27) 01…, par

Œ,,= 2Œ0,,= Etang U,

donc t.]; par U; l’ellipsoïde correspondant n’est plus inscrit à %.

12. SECOND SYSTÈME DESMlQUE FONDAMENTAL. — Soit %tEA,BIC,DH
de faces ou, Q,, y,, à, le tétraèdre tangentiel de ‘îä; dans le système
(‘Z‘â, p), où J’= v,J, v.’= v,“‘ L, je désigne ses sommets et ses faces parJ',
et L} . En posant y,—= cosJi(i= 1 , 2, 3) et tenant compte de Za,-y,—=zP,
a. @+ 5274 = 03, etc, on obtient sans peine

P.A’= asB;+agcç+alD;, 2A,’=—A’+y,_B'+YÈC’—l—Y1DÇ
P.B'=a,,AQ +03CQ+QD2, 282=3@,A’—— B’+YIC’+YÏDÇ(33) P.C’=a,AQ—t—qBQ +a;D}, 2CQ=YÊA’+7,B’— C’+7;,D’,
P.D’=QAQ+QBQ+QCL 2DQ=YIA’+Y,B’+73C’— D'. 

(’) Cf. V. THÉBAULT, Sur la géométrie du tétraêdre (Mathesz‘s, 1932,
supplément).
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Ces relations entre les J’ et les J', sont aussi celles entre les L', et

les L’; mais ce sont aussi celles données en (15)*, auxquelles satisfont,
‘ . , VJ . —

d’apres (20), les quant1tes BV et x,. Les relat10ns (33) sont en effet
valables pour les coordonnées (p) homogènes, et pour les coordon-

, , . ŒJ . , .
nees (p) absolues reduztes c:}’: Œ’ les masses modifiées des pomts
sont les produits par 2R des masses initiales et deviennent exactement

":
ë—V

point L, etc. , de sorte que les relations (20) sont conséquencesde (33).
Les combinaisons linéaires des relations (33),, à partir des J', , suivant
les équations (I), mettent en évidence, à côté de %, ‘îä,,, ‘ë,,, son système
desmique polaire (0), soit ‘ë,, ‘îê,,, %… où ‘Zä,,, est le tangentiel de
l’adjoint ‘ëa de Ta. On a en particulier
(35) P.ZJ’=S-É«U, 22Ji=(zYi—I)EJl <zYi—I=îÊ>r

les pour les points J, les x, pour les J,, et aussi cola}; pour le

etc., dont les relations (23) entre masses sont les conséquences. Consi-
dérons encore les relations

P(B’+C’)=a,(BQ+CQ)+(a.,+a;,)(DQ+AQ), ...,
35( ) P(B’—C’)=a,(CQ—BQ)+(a_—,—a,)(AQ—D2), ..., 

et leurs inverses, qui traduisent les alignements et concours relatifs
aux systèmes desmiques. D’où : les sommes au dzflérencesde deux des J ’

'l 7 6 V
en c,— ou y,) de deux quantités analogues relatives aux J', [ou t' , ou x,],
et inversement.

Comme il a été dit au n° 4, les relations linéaires (33), (34), (35)
s’étendent encore aux sphères ayant pour centres les points en cause et
orthogonales à @, sphères représentées par leurs noyaux intérieurs
affectés des mêmes masses que ces points dans lesdites relations, à

; V . . , . _ .

[ou
' ou —'] sont des fonctions lmeazreshomogenes(avec coeffic1ents

. 01 ., “>! . , .savoxr <ÊN) (J‘-‘) et y_,<J; —R‘-’tang’J.u ) substitués à J’ et J,respect1-
vement (pour les coordonnées 532). A côté des sphères d’Apollonius,
normales ou de 1re espèce, 9“(,-, BZ}, c‘est-à—dire

(”CC2— VBBÊ)
6\/

(VAA2— VnD2)(36) 3113 W , ...,, {914’.
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s’introduit le groupe de sphères d’Apollonius, principales ou de
2° espèce, $,, $} , soit

—>2 —>2(37) 29,5 cotC(Cî —— R2 tang’C.u )— cotB(Bî — R‘-’ tangB.u ), ‘»5’,, etc.;

entre ces deux groupes de sphères, les relations (35)2 donnent

(38) “Pæ1=ai$i+(aa_ge)$u

15. TÉTRAÈDRE MÉTAHARMONIQUE D'UN POINT POUR ‘5. — Les faces d’un
anatétraèdre ‘î’9’E M.ABCD, c’est—à—dire (n° 8) les sphèresQ, annexes
de son pôle M, coupant la sphère (9 sous les angles algébriques J’,
l’inversion (M, p), oùp: MO-— R“’, transforme ‘Zä’ en un tétraèdre%…
métaharmonique de ‘5 pour M (et inscrit dans (9), dont les angles fon-
damentaux sont, aux signes près, les angles J,— et J’ de ‘ë’. Désignons
par c», le centre de Q, et posons Ow,: E,, mesure algébrique dans le

R(cotJ’— cotJ)
sin , , on obtientsens de d,. Commep = 2E,d,, E, =

dJEJ GS,] 2551.Il—___ _(39) 2R— R —cotJ/—cotJ—cotU’—cotlÿ" 
où cotU’= EcotJ’ (U’ angle de Brocard pour ‘îä’).

Laissant de côté diverses conséquences relatives à l’inversion (‘6, n)
et à certains systèmesde coordonnéesangulaires de points ou de sphères
[quand la relation (19) n’est pas satisfaite] qui apparaissent ici, je
remarque que, d’après (39) et avec des conventionsde signes conve—
nables, les coordonnéesprincipalesabsolues du point M sont égales dans
les tétraèdres ‘îë et ‘(‘5,,,, relatif à ce point. En particulier le te'traèdre
‘ë,,E (‘Em)L relatif à L conserve ce point comme point de Lemoine, donc
aussi (n° 10) le système normal de Tüc/cer de ‘Zä. En posant, pour (??)…
A,: A, (19) donne 2A + cot U = 0, ou

(40) cotJ’+cot(—J)=— âcotU,

J’ et (——J ) Se rapportant respectivement aux anatétraèdres de L et
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de 0. Pour ‘îâ… Ja=J’=—J, et (22) donne

(41) 2cotJa=—cotU,, cotUa=—cotU.

1/1. TÉTRAÈDRES ‘ô… ÉQUIBROCARDIENS ET rmscmu DE Sonoma. — La
formule (39) donne l’identité

_ cotU'_(42) (n—r)pcotU—2Rîw,=o, où n_Èü—,

p=o estl’équationde (9, Em,: o celle du plan A de Lemoine, donc (42)
définit, pour les valeurs constantes de n, les sphères du faisceau de
Schoute; à deua: valeurs opposées de n correspondent deux sphères
inverses (©). Les te'traèa‘res métaharmoniques de ‘E— pour les points d ’une
sphère de Schoute sont équibrocardiens (mêmes angles U et ul»). Avec la
puissancep' de M pour la sphère B, (42) prend la forme simple

(_42’) p’—np=o ou p’ cotU—p cotU/:o;

le rapport des cotangentes des angles de Brocard U, U' (de même 41, &l/)
de ‘îê et de ‘îä’ —=—. M.ABCD est celui des puissancesde M pour les sphères @

et E‘ du faisceau de Schoute. En particulier, n = 1 pour A, — 1

pour (0 L); les centres isodynamiquesW, W* donnent, d’après (26),

n=:cosô=çV4tangUtang% cotU’=ï\/%;
donc (n° 11) les tétraèdres métaharm0niques de ‘îä pour les centres iso—

dynamiques sont c’quzfaciauæ.
‘

Une méthode élémentaire classique permet de compléter les résul—
tats précédents; les formules de l’inversion (M, p) entraînent en
effet

lVT.Ï2 ———2 -—2 — -—2(43) (VJ)rn=lp3l<—I—I—>(JJ avec H::MA .MB .MC2.MD .

Or, en acceptant ici (J,—)…=_Jh on a

(l2RV)3=PVAVBVCVD, <fi)a=(VAVB—_Ln)m,V VAVBVcVD

(44) °°‘Um _ …th _ V2(v:)… _ zu,'M—J2_ 
cotU _ coup _

V…Zv;
_— |p|2v;’
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formule équivalente, avec les conventions faites, à (42’), car —2ZVJ(J2) EVJMJ5 L‘-’ E ': ——-(4 )
EV;

’ EV,

15. COMPLEMENTS. —— Le noyau intérieur d'une Sphère orthogonale
à (9 est de la forme Zz,(J“), avec coefficientsz, arbitraires. Les sphères
d’Apollonius de !" espèce ayant les noyaux (v,,A"— v,,B2), etc. (à un
facteur près), les centres isodynamiqucs W, W* sont définis par les
équations  ‘!

7
(46) pAMÎ2= p.,fi2= vCK4Î2= v.,Ml)

et le réseau de sphères par W, W* a pour équation

(47) ET: V;ÎJ2: 0 avec 213 = 0

ou
(47,) zæl(Vl)ln=0) Z-TJ=O,

d’après (43). L’égalité des (v,)… pour W et W* exprime encore l’équi-
facialité des tétraèdres ‘îê… correspondants. Chaque sphère du réseau
par W, W* est définiepar une relation linéaire homogène, à coeficients
constants, entre les dfiér‘ences des quantités v, MJ2(3 différences indé—
pendantes), ou celles des (v,)…; pour chaque sphère d’Apollonius de
I” espèce, une de ces diflérencesest nulle. Mais on peut aussi utiliser les
différences des quantités cotJ….

En posant, selon les formules (15)*, Py,=P,(æ,), le réseau en
cause est encore défini par

(48) 2 ,cotJ l\Î.ÏÎ—R‘£tang*J =o, Zy,=oJ’

ou
(48') 2y,cotJ…=o, 2y,=o;

pour chaque sphère d‘Apollonius de 2° espèce, une des diflérences entre
quantités cot J… est nulle, et par (48) ou (48') une sphère du réseau par
W, W* est caractérisée comme précédemment. Dans le premier cas,
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on utilisait les sphères-points (J2), donc les puissances q,= W“ ; dans
le second, les sphères de base orthogonales à (9 ont pour centres les

sommets J, de ‘îä,, d’où les puissances q', = IVÜÎ— R°tang’J. En adjoi—
gnant aux sphères de l’un ou de l’autre groupe la sphère (9 ortho-
gonale, on obtient un pentasphère de repère et un système de coor—
données pentasphériquesp, q,, ou 1), g}, pour un point M; système
qui peut être étendu, comme on sait, aux coordonnées d’une sphère,
employé sous la forme absolue précédente ou sous forme homogène,
et encore modifié par multiplication des quantités p, q, [ou 1), q}] par
des facteurs arbitraires. L’interprétation des équations (42’), (47'),
(48') dépend ainsi d’une méthode générale de géométrie anallag-
matique sur laquelle je n’insiste pas davantage.
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