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EQUATION FONCTIONNELLE ET CERTAINES SUITES DE FACTEURS. [305  
Sur

une équation fonctionnelle et certaines suites de facteurs;
PAR Glonens VALIRON.

Si l’on considère une fonction entière
f(z): l + EC,,Z",

à coefficients positifs et de l’espèce la plus simple : exponentielle,
fonctions de Mittag-Leffler ou de Lindelôf, fonctions à croissance
très lente qui s’introduisent dans la théorie des fonctions invariantes
par une substitution (3, oz), a réel, fonctions d’ordre infini tendant
vers zéro lorsqu’on s’éloigne indéfiniment dans'un angle d’ouverture
voisine de mr, les arguments des points où f(z)=a arbitraire se
condensent autour d’une ou deux valeurs. Il n’y a qu’une ou deux
directions de Borel. Mais on sait que la multiplication des c" par des
nombres de module 1 pris au hasard dans certaines suites disperse en
général les directions de Borel dans tout le plan. Je me suis proposé
de trouver des suites qui jouissent de la propriété de disperser les
directions de Borel lorsqu’on multiplie des c,l par les nombres de la
suite pris dans leur ordre naturel. Si l’on multiplie chaque c,, par

a"’, lui:! (n=1,2,.…),
où X est un entier positif et où l’argumentde c est incommensurable à 11,

on disperse les arguments des coefficients. Le cas )\ = 1 n’apprend
rien puisquef(z) est transformée en f(zo); le cas le plus simple est
donc celui de 7\ = 2. Il se prête à une étude assez précise dans certains
cas grâce au fait que l’équation différentielle fonctionnelle

f'(Z)=f(W)
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admet pour solution la fonction
°° n(n-1) ,,

1 +2 O' 2 f—, ,
Il .

1

qui apparaît ainsi, à un certain point de vue, comme la fonction
entière la plus simple après ez. Cette circonstance permet de mettre
la transformée de f(z) par la substitution (c… c,,c'”) sous une forme
assez commode lorsque l’argument B de a est commensurable à Tt.

%

Je me suis borné à considérer le cas des fonctions d’ordre fini
positif. Dans le cas des fonctions d’ordre nul à croissance très lente et
très régulière, on obtient des valeurs approchées des zéros en prenant

Lorsque est irrationnel, on l’approche par des nombres rationnels.

le rapport — c,, : c,l+| , toutes les suites a”’ dispersent les argumentsdes
zéros. Dans le cas de l’ordre infini la dispersion dans les diverses
directions des points 2’ où le moduleest voisin de son maximum
sur |z | : |z’| assure la dispersion des directions de Borel;les résultats
qui seront obtenus avec certaines suites a"’ s’étendront à certaines
classes de fonctions d’ordre infini.

Dans une première partie, je donne des propriétés du module des
solutions d’équations différentielles fonctionnelles généralisant celle
envisagée ci—dessus. M(r, f) désignant le module maximum de f(z)
pour |z|=r, je détermine incidemment toutes les fonctions pour
lesquelles M(r, f…): M(r, f) quel que soit l’indice de dérivation :.
Je montre que l’indicatrice de Lindelôf des solutions des équations en
question est constante, ce qui entraîne des propriétés des modules des
zéros et aussi le fait que les séries entières associées par les méthodes
de Borel Mittag—Leffler admettent la circonférence de leur cercle
de convergence comme coupure, c’est notamment le cas pour

Za"’z".

J ’indique aussi une conséquence relative au domaine de convergence
de séries du type de Dirichlet construites à partir de ces solutions.

Dans la seconde partie, j’étudie les directions de Borel. Je montre
que, si l’argument B de a appartient à certaines classes de nombres,
les transformées (c,,, c,,a”’). des fonctions de Mittag—Leffler et des
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fonctions voisines possèdent toute direction pour direction de Borel
du type maximum sans valeurs exceptionnelles et que leur module
|f(z)| reste de l’ordre de M(is|, f) sur une suite de cercles dont le -

rayon croît indéfiniment.
Il convient de signaler que les séries

1ZM 2—»°"’5"Il .

ont été données respectivementpar MM. Hardy et Littlewood (‘) et
par M. P. Lévy (’) comme des exemples de cas où il y & abaissement
du module maximum. Ces auteurs supposent que B : 1t jouit de
certaines propriétés portant sur le développement en fraction
continue.

1.

1. Je désignerai par E(z, a) la fonction entière égale à 1 pourz= o
et qui vérifie l’équation fonctionnelle
(!) f’(:)=af(za‘-’) (:a[=1).
On a

Une transformation immédiate ramène cette fonction à celle consi-
dérée dans l’Introduction. Comme on déduit de (1) que

-
f‘”‘(Z)=U"’f(W”'%

on a

(2) M(r,f‘”')=M(r,f) (p=i,2, ...).
Cherchons toutes les fonctions entières telles que f(o)= [ et qui

vérifient (2). Posons
(3) f(z)=1+2C,.e”ns" (C,.go).

1 
(‘) Acta mathematica. t. 37, 1914, p. 155-239.
(9) Bulletin de la Soc. math… t. 58, 1930, p. 39-59, 127-149.

learn. de Math., tome XVII. — Faso. IV. r938. 53
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Faisant tendre r vers 0 dans (2) nous voyons que

(4) Cu:L ("=1,2,...).n!
Si l’on écrit

@(r, <p)=[i+ C1rcos(a,+cp)+ Cgr‘lcos(ag+zcp) +...]'2
+ [C,/‘sin(a1+cp)+Cgrlcos(ag+zcp) +.. .]‘-’

=1+ 2C,rcos(oq+cp)+ [Ci + 2C2005(a2+ z<p)]r‘-‘
+ [2C,Cwos(ag+cp—a,)+ 2C;,cos(ocg+ 3cp)]r“+. . .,

ona
M(r,f)2=0[r, ÇP(I‘)]=V(Ï,f),

cp= cp(r) désignant la solution, bien définie pour r assez petit (à un
terme additif en 2117: près) de l’équation

1 09 . w _
- _—;;)Ê=C,sm(cp+a,)+2tglsm(a2+2cp)+…._o,

pour laquelle
C1 cos(<p+og) +. ..>o.

qa(r) est holomorphepourr assez petit et est égal à — oc. lorsque r=o.
Ona

rwn=—2%“M%—2ŒN
v(r, f) est holomorphe pour r assez petit et l’on & 

 

v’(mf) = ? + %? ‘P'lo=°‘c“
V”(O,f)= _% + 2âÎîp cp’+ %Ëcp”+ gg <p”]o=2Cï + 4C.2 cos(aî— 20z,),

VII/(O f): —(d_® + @ç’)m+ 3ÆCP”+ 362_9_(PlŸ/1_+_ 0—6
(Pu/]:

_ dr d<P Ôï‘dq) dcp.) d‘? 0

we am , we %

=_Ëî+3EEËQ+3EÛËÇPZ]0 @: 12[C1C2 cos(a2— 2a1)+ C;;cos(oq;—— 30:1 )] + 24
C——

sin”(a._,—— mg).
1

Comme on doit avoir
6»

—ia,,

(plC,,)-v[r, CPp!f*/‘l]=v(r,f) (q=1, 2, ...), 
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on obtient, compte tenu de (4),
(5) COS(°‘p+-z—2“P+14' d,,)=cos(ou—za,),
(6) cos(a,…,—3ap+,+2a,,)=cos(a;g—Bar,).

Il est loisible de supposera. = o puisqu’on peut remplacer 2 par e“’“‘z.
L’égalité (5) donne alors
(7) a::=3a—g

ou

(7,) “:=“?-
On a ensuite

a,_—2an+a2=iag, a,,—3a,=ia…

de sorte que (7) et (7’) conduisent respectivement à

(8) “5:61:
011

(8') a5=2a2.

On voit alors par récurrenceque (7) entraîne
la,,={;n(n—r)aî (n=3,4,….),

tandis que (7’) donne
def/=qa2v “eq+1=qaz (q=2; 3) ----)

Il s’ensuit que :

l. Les seules
_fonctionsf(z) holomorphes autour de l’origine et pour

lesquelles f(o)=1, M(r, f…): M(r, f), s: 1 ,2, . . . sont les fonc—
tionsentiêresE(uz, of),

] a] = [,
| o" = 1 etlesfonctionsch(bz)+Bsh(bz),

La vérification de la propriété pour la seconde classe de fonctions
se fait sans difficultés.

2. L’équation fonctionnelle
f'($)=Af(=0’)+Q(S) (l°l=l),
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où A désigne une constante et Q(z) un polynome, admet pour
solution générale

yE<âAz, a) + Q,(:),

Q, (z) étant un polynome et y une constante arbitraire.
D’une façon générale, considérons l’équation

(9) f'(=)=P(5)f(°5)+Q(S) (|°‘l=‘%

où P(z) et Q(z) sont des polynomes donnés. Les solutions sont des
fonctions entières dépendant linéairement d’un paramètre (“). Sif(2)
est une solution non polynomiale (la solution polynomiale, s’il y en a
une, est unique) et si A est le module du coefficient du terme de plus
haut degré : de P(z), on a

M(r,f’)œAr—‘M(r,_f).

Mais on sait que, si r est une valeur ordinaire (“), si N(r) est le rang
du terme de module maximum de la sérief(2), on a

N I' r dxM(r,f’)œ#M(r,f}, logM(r,f)wf N<æ)Î’
1

et que, r étant une valeur ordinaire, il en existe une autre plus-
grande 1" dont le rapport à r tend vers 1 lorsque r croît indéfiniment.
On a donc ici

N(r) N Ars“,
et
(10) logM(r,f)mA[_æ$dx=A. o

,—5+1 S+l‘

Ce résultat général peut être précisé dans le cas de la fonction 
(”) Les théorèmes généraux d’existence des solutions (qui dans le cas envisagé

ici, ]a|=1, sont des conséquences immédiates de ceux relatifs aux équations
différentielles) sont dus à M. Leau (Comptes rendus, t. 119, 1894, p. 901-902).
Voir aussi Flamant, Rendiconti Circolo mat. Palermo, t. 158, 1924, p. 135-208.

(") Voir Annales de l’École Normale, 3° série, t. 37, 1920, p. 220-253, et
Lectures on the general theory of integral functions, chap. IV.
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E(z, o); l’inégalité

,

2 ‘ ,:1nM(r. E)
>2_——…….

montre que
logM(r, E) = r — h(r) logr,

h(r) étant positif et
ÎrËh ( r ) g
[”=” .L\|

:—

5. Nous désignerons par F (2, a) une solution non polynomiale
de (9). Lorsque a=eif3, @ étant commensurable à 11, l’élimination
de F(zo'”, a) entre les équations déduites de (9) par dérivation
montre que F(z, o) vérifie une équation différentielle linéaire à coef—
ficients polynomiaux. Les solutions de telles équationsont été étudiées
par Poincaré et ses successeurs.

Nous supposerons que l’argument {3 de a est incommensurable à 1t.
Partons d’un point 3’ du cercle |z |

= r, en lequel on ait
IF(Z', O‘)|=M(I‘, F)

Appliquons (9) au point z'o" , puis dans l’égalité
F”(z)=aP(z)F’(az)+ P’(z) F(az)+Q'(z)

=aP(z) P(za)F(a’z)+ P’(z)F(az)+aP(z)Q(az)—+—Q’(z),

faisons : = s’r”, etc. Nous obtenons pour chaque }) inférieur à un
nombre fixe, pourvu que r soit assez grand,

|
FlP’(z’a—P, a)

] > M(r, F),

lorsque P(z) est effectivement un polynome et une inégalité
analogue dans laquelle on multipliera le second membre par une
constante moindre que 1 lorsque P(z) est une constante. A chaque
nombre ?] donné positif et arbitrairement petit correspond un
nombre 1200 tel que tout arc de longueur nr du cercle |z|=r
contienne l’un des points z’o“" avec p <p(n). Appliquant le théorème
de Cauchy sur le module des dérivées aux cercles ]z—z’o“"| =*qr,
on obtient l’inégalité

FW z’a-P a nr "< max ! F sur la circonférence.; P
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Prenant alors a = 27}, on est conduit à cette proposition :

Il. & étant donnépositif arbitrairementpetit et M(Z, &, F ) désignant
le maximum de [F(s, o)|pourlz—Z!ËEICÎ, on a, pourvu que ]’Çi soit
assez grand,
(Il) « M(Ç,e,F)>M(|Çi,F).

Autrement dit, si l’on considère une couronne de centre origine et
dont l’épaisseur est arbitrairement petite par rapp0rt à la distance à
l’origine, les points de cette couronne en lesquels le module de F est
de l'ordre du maximumdu moduledans la couronne ont des arguments
voisins de tout nombre donné; il y a dispersion des points de grand
module.

Compte tenu de ( ro), l’inégalité (1 1) entraîne que l’indicatrice de
croissance de Lindelôf est constante : on a

(12) h(CP,F)=Œ…=L' |__ ,—s+
! _: } S+1

D‘abord, h(cp, F) est au plus égal à 1. D‘autre part, si sur un
rayon <p… h(:p… F) < [, les théorèmes de Lindelôf (“) montreraient
qu’on aurait dans un angle {<p —— p.,} < s’,

,.
losîF(ref?, 0‘)Î<‘Uog\l(r', F). «;<._ 7=7'>h

ce qui serait en contradiction avec (l 1).
Comme application de (l_2) et d’un théorème classique de Borel et

Servant généralisé par Mittag—Leffler, on voit que :

Ill. Si l’onpose
::

F(:, 0') =2 c,,z”;
0

la fonction définiepar la série entière
1:

w.
/ n(:P I+ :"21" < s+1> ’

0

  
(5) LINDELÔF et PHRAGMEN, Acta mat/t., t. 31, 1908, p. 381-406.
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où F(æ) est la fonction eulérienne, admet comme coupure la frontière
du cercle de convergence

s+—l & + I
l " l < ‘/ A

'

En particulier, la fonction définie par

 
:
E: O‘": ;n
0

n‘est pas prolongeable au delà du cercle |z [
= 1 .

Observons à ce sujet que la théorie des équations différentielles
fonctionnelles fournit des exemples immédiats de fonctions non
prolongeables. La fonction

Il
1+2:(1+0)(2+0“)….(n—1—ÿ-gü-‘)äî

!

est solution de l'équation
(! — =)f’(=) =f(05),

et ne peut donc pas être prolongée au delà du cercle
!
z

i
= 1 puisque

l’argument de a est supposé incommensurable à n. Le module du
coefficient de z" est compris entre

—|-'—n:°—l
et 1(°).

4. On peut faire les remarques suivantes au sujet de l’indicatrice
de Lindelôf.

Supposons que la série

(13) 2ans”
0

admette le cercle
;

:
i

= 1 comme cercle de convergence et coupure et 
(°) Les exemples de M. L.-B. Robinson, qui nécessitent la démonstration

préalable de l’existence des solutions, sont un peu moins simples (Voir Bulletin
Soc. mat/a., t. 6h—. 1936, p. 66-70, 213-215).
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que la fonction définie par
a

(7- »"
Elan—‘ ;
0

où l’on suppose
(14) “mi/leu: =,

N:»

n’admette que le point 3 = 1 comme singularité sur le cercle de
convergence. La série

(_12 nn
rrh. ”

définit une fonction qui n’est pas prolongeable au delà de |z|=1.
Car. si cette fonction était régulière en un point zo de module 1,
d’après le théorème d’Hadamard sur la multiplicationdes singularités,
la fonction (13) serait aussi régulière en ce point (z() 56 1).

Passant aux fonctions entières associées, on obtient cet énoncé :

IV. Supposons que la série (13) admette pour cercle de convergence
et coupure le cercle |z ]

= 1 et que, les g,, vérifiant la condition (14),
l’indicatrice de Lindelo"fde la fonction

;-ll

È I‘(1h_a—l_i—_Üy)11

où Y est donné positif, n’atteigne son maæimum qu ’en un seul point.
Dans ces conditions, l’indicatrice de Lindeläf de toutes les fonctions

a:

au :”
£).I‘(l+3n)' (6>0)

0

est COMÊGÏI‘C.

On peut partir de ez; on voit que l’indicatrice de Lindelôf des
fonctions

Ë_____a" :"
I‘( 1 + ôn )

est constante; on pourra prendre notamment au: a"’ (B incommen—
surable). On peut aussi partir d’une série entière dont 2 = 1 est le



ÉQUA1‘ION FONCTIONNELLE ET CERTAINES SUITES DE FACTEURS. 415
seul point singulier; par exemple, d’après un théorème de Le Roy,
Faber, Wiggert, on peut prendre pour g,] une fonction entière de n,
à coefficients positifs et du type minimum de l’ordre 1.

La constance de l’indicatrice implique que, dans le cas de l’ordre
entier, il n’y a pas de valeurs exceptionnelles de Borel. Car si une
fonction entièref(z) est du type moyen de l’ordre entier p et si r(n, a)
étant le module du n‘”"‘ zéro de f(z) — a, la série

Z r(n, (z)—P

converge, on peut écrire
[(s) ——a=e“…ll(z),

H(z) polynome de degré 9 et H(z) produit canonique de genrep — 1;
en vertu du théorème de Poincaré,

lim logM(r. Il)
…… rP

: ,

l’indicatrice de f(3) ne peut être positive dans les angles où la partie
réelle de Hçz) finit par être négative.

5. Voici une autre conséquence de la proposition 11. Soit ®(z) une
fonction entière vérifiant la propriété II et pour laquelle

, . logM(r,0)_(“’> l;“1—îîrp———"

B et 9 étant donnés positifs. Considérons une série de Dirichlet
généralisée,

(16) Zbnw<sln>,

où les X,, sont des nombres complexes ou réels donnés, rangés par
ordre de modules non décroissantset tels que

logn(17) lim ,… =o.
n=z
 

Le seul domaine de convergence d’une série (16) est le cercle |z | < R,
Journ. de Math., tome XVII. — Fasc. IV, 1938. 54
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R étant donnépar
.— 10“

|

[)
|_ Rp_—_— _b__"_

n’=“l B|t.|P ’

et la convergence est absolue et uniforme dans tout cercle {z { 5 R’ < R.

La seconde partie se démontre de suite; il suffit donc de prouver
que la série ne peut pas converger dans tout un cercle ;; — 2-() j < a

si {zo { > H + a > R. Supposons qu’il en soit ainsi. D’après un
théorème de M. Montel (7) un tel cercle ne contiendrait un
autre i: — :. Ï< &. };. I

dans lequel la convergence serait uniforme.
Or, il existe une suite infinie de n pour lesquels

|bnle…W> ',
donc, d’après (1 1) et (15), pour chaque n assez grand de cette suite le
cercle

 

31 512—51 1+ ;) <Îl51|
contiendrait un point s,, pour lequel

lbn‘D(znln)
| > !;

la convergence ne peut pas être uniforme dans i., — z,
[ < &. iz. ].

Les séries (16) sont donc analogues aux séries entières en ce qui
concerne la forme et la détermination du domaine de convergence,
mais elles possèdent toujours les propriétés bien connues des séries de
Dirichlet; si aucune condition n’est vérifiée par l’écart des )… consé—
cutifs la circonférence du cercle de convergence peut ne contenir
aucune singularité de la somme de la série.

Les séries en question s’introduisent dans l'étude des solutions des
équations différentielles fonctionnelles d’ordre infini de la forme

f(z) +a1f’(az) + a2f”(agz)+. . .=o,

où les aj sont des constantes et où la fonction 1 + a| u + a,u°’+. . .

est entière; les fonctions (I) sont alors des fonctions E et les >… les 
(7) Voir Leçons sur les familles normales, Paris, 1927, p. 200.
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zéros d’une fonction entière. La question est liée à la question ana-
logue correspondant à a = 1 (”).

II.

6. On sait que la connaissance de l’indicatrice de Lindelôf ne
renseigne que d’une façon imparfaite sur les propriétés générales des
arguments des zéros de f(: ) — a. Pour obtenir des résultats sur la
dispersion des directions de Borel, nous emploierons une méthode
d’approximation.

Supposons que l’argumentde a soit commensurable à r.; soit
[fl‘a=œ", œ=e ,

P et Q étant des entiers premiers entre eux et Q impair. On &

2inPm
a(n) =a”’= w 9 ,

 
donc

U(fl+Q)=°(fl)-
On peut écrire

Q—| Q—l
. - l' _ A—‘ : 7 , __ l l' “1—-(18) Et…-. … )_ZA,,e '“ , A,… (DE“ ,) M.

l]=0 [):0

Les nombres A,, ont tous le même module. On a, en effet,

E'-" (;, m") = 0"“"' E(sœ'—’"-", œ"),
donc

v=Q—l f/‘=Q—l

Z Aqœqseso)? E 2 -\,I'U"2esmq"up,

.
q=0 q'=u

ce qui entraîne

|A,,'|=|Aoi si q’+2sPao (mod.Q).

Or, ce q’ prend toutes les valeurs |, 2, . . ., Q —-l puisque P et Q sont
premiers et Q impair. 

(") Voir VALIRON, Annales École Normale, 3° série, rgzg, t. (1—6, p. 25—53.
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QA0 est une somme de Gauss dont le module est JQ. On a donc

&
v’Ô

L’étude du module de la somme d’exponentielles

A'I= (levl=ll-

Q—l

‘F(z)=EÛ,,e“°v (|9,,l=l),
720

où w.,=1, co., .. ., co.,, .. ., œQ_, sont les racines de (n°:! rangées
par ordre d’arguments croissants, est la même dans les Q angles

 

! ‘n‘(19)
|<?

+ 5arg(œqwq+.) 55 (ep=argz»

On sépare les deux termes correspondant à w,,, œ,,+1 et l’on remplace
les autres par leurs modules. Dans la somme

(20) 9,,e“°q+ 6,H_1ez‘°v+l

l’un des deux termes a son module supérieur au double de celui de
l’autre, sauf dans le voisinage de la bissectrice de l’angle (19). Si l’on
pose

! arg(wqwq+.)+cp=+, r=lzl,
&
2’TE

l’angle restant, on considérera les arcs de cercle r= const. sur
lesquels la différence des arguments réduits des deux termes de (20)

?.

ceci aura lieu si r|u]1i> pourvu que Q soit assez grand. Dans

. , TL' . I‘ ' . .restera supérieure & €; si
Q

est assez grand, ll existe de tels arcs sur tout

segment R < r< R + Q. Il s’ensuit que sur ces arcs que nous appelle—

rons A et dans la portion de l’angle (19) pour laquelle [a]; | > 2—3?
par—

tion qui existe dès que r> Q’K, (K fixe), le logarithme du module
de (20) sera au moins égal à

rcos £ — loge.
Q

Le rapport du module de l’un des autres termes de 1lé"(z) au module
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de (20) sera moindre que

(cosa—3,
— cos %) r=—— 2r(sin £ïzlQll—fi’

sin ((a—”:_ÇÙ—fi),

Q-—lv prenant les valeurs 1, 2, . . ., T° Il découle de là que, dans les

portions indiquées de l’angle (19), on aura encore -

11:

Q

On voit en outre aisément que, dans un intervalle R, R + Q,
où R > Q2 K, il existe un cercle complet |z! : r sur lequel

(21) log|‘F(z)l>rcos log3.

log
|
‘F(z)

| > rcos%
— [O — logQ.

Les zéros de la fonction (20) s’obtiennent de suite; ceux appar—
tenant à l’angle (1 9) sont près de sa bissectrice, le nombre de ceux dont
le module est compris entre R et R’ est

%(R’—R+h)sin;% (l/tl<l)-

D’après le théorème de Rouché, ‘F(z) s’annule donc film—ï
fois dans le secteur formé par la partie de (19) comprise entre deux
arcs de cercle A de rayons r et kr, [c > 1, [11 étant aussi petit que l’on
veut pourvu que Q soit assez grand et r> KQ“.

 

7. Revenons alors à une fonction E(z, a), l’argumentde a que nous
appellerons 2113 étant incommensurable à 7:. B est un nombre irra-
tionnel o<{3<1. Soient P et Q deux entiers premiers entre eux,
Q étant impair, et supposons que

(22)
|
(i —

%|
< k.

Nous allons chercher une borne de la quantité

(23) ;E(:,a)—œ’E(z,mp)| (œ=eäë>,
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œ’ étant un“ nombre de module 1 convenablement choisi et

KQ’< | z|=r<4KQÂ
D’après une propriété bien connue concernant la détermination du
module maximum d’une fonction entière par un groupe de termes
environnant le terme de module maximum, on a

"l ::,.]; er ,.]; er
2171 < @ 217! < (>?

0

pourvu que Q soit assez grand et que n. et n2 soient respectivement
la partie entière de

r—K1 /rlogQ, r+ K1 \/r‘lOg ,

K, étant une constante. L’expression (23) est donc inférieure à

 [.e"
"! "” ,. 4 .Œ+2[1_pqllî—!<e [Q2+nlax.|i—[le],

_ v __ . 2(P .
"_

,p.,,_ep, v,,_211rp \Î—)—Ç +!flr___w.\

Nous prendrons ro=p0 entier, |r—r0 ! < K’Q, et définirons m' par
l'égalité

argœ’+ 27rp‘â
<%

— B) :o,
de sorte que

IV,,
| < 2flÀ‘(p’—pä) < K2kr0.Vr0 logQ < K,,À‘W,

la constante K3 ne dépendant que de K. Il s’ensuit que l’expres—
sion (23) est inférieure à

Tt
el‘(‘flS(Ô)

WC»
’

pourvu que
_<——L, lr—r0|<K5Q,

VQ7108'Q
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les constantes KA et K5 ne dépendant que de K. Remplaçant alors la
fonction E(:;, ou") par son expression (18) et appliquant les propriétés
de ‘F(:) et le théorème de Ronché, puis faisant varier ro, on obtient
l’énoncé suivant :

V. Désignons par ain? l'argument de a, 0 < 3< 1, et supposons
qu’il existe une suite infinie de fractions irréductibles P : Q, Q étant
impair, telles que

(24)
|5“%i<w_—nrlo_î

m étant un nombre inférieur à une certaine constante. Dans ces condi—
tions: 1 ° Le nombredes zéros de E(z—, a)=ædans un secteur

i
q: -— % | < &,

j:
] < r étant désignépar n(r, <p… e, E— a:), on a quels que soient cp… &, œ

m…_7ÇP;’_E’_Œ—)>sx(ln)>o_l'=Z

2° Il existe une suite de courbes fermées entourant l’origine sur
lesquelles Rq< iz' < R,,+ (/Î{q, li_n:

R,, : oc , et telles qu’on ait uni/or—
mément

,,_

lim loglE(:, o")l :|
t/== !

5
|

Ainsi, toutes les directions sont directions de Borel du type
maximum sans valeur exceptionnelle; il n’y a pas de valeurs asymp—
totiqnes.

Si l’on remplace le dénominateurde (24) par Q“, on peut prendre des
cercles pour courbesjouissant de la seconde propriété et x(m)= 1 :21t
dans la première; la moyenne m(r, f) de Nevanlinna satisfait aux
conditions

lim =1. lim
_ m(r,f) ——-m(r,f)_1
, r,_logM(r,_f) r.__t ' _ ’

et il n’y a pas de valeurs exceptionnelles au sens de Nevanlinna.
Les nombres vérifiant une condition telle que (24) forment

évidemment un ensemble de mesure nulle, ils se construisent comme
les nombres de Lionville. D’après un théorème de Thue ils ne peuvent
pas être des nombres algébriques de degré moindre que 5.
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8. Les résultats précédents s’étendent au cas des fonctions

an,“.F"(“” "É——I‘(—l—+ ôn)

déduites de la fonction de G. Mittag-Leffler, G(z, 1). Car, d’une
façon générale, si l’on transforme une fonction entière quelconque

(25) f<z)=x+2c,,zn,
1

et si
2_l1_1a=œ", w=e ° ,

on a, comme au n° 6,
ac 0—1

I+Eamcnsn=2Al/f(;w7),
‘] 0

les A,, étant les mêmes que dans (18). L’étude du comportement d’une
telle fonction est ramenée à l’étude dans l’angle (19) de

(26) 9,,f(sœ7)+97+1f(zœ'l+‘),

qui remplace (20). Il suffit que f(z) se comporte comme une expo-
nentielle sur les arcs |: |

: const. voisins des points de l’axe réel (on
suppose les c,, positifs) pour que (26) se comporte comme (20), il
suffit ensuite que la croissance soit suffisammentrégulière pour qu’on
puisse appliquer comme au n° 7 la méthode d’approximation. De ces
conditions, la plus délicate est la première. Il n’y a aucune difficulté
pour les fonctions de Mittag—Léffler qui sont asymptotiquement
égales à une exponentielledans l’angle où elles croissent indéfiniment.

On voit de même que d’une façon plus générale

VI. Moyennant une condition (24), la proposition V s’étend aux
fonctions

(_'(Il )O'"Qu.-n
[ +È—_l‘(l + dn)

où g(n) est une fraction rationnelle en n.
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En particulier, les dérivées de ces fonctions jouissent des mêmes

propriétés. On peut enfin, d’après un théorème de Biernacki et
Ranch (") ajouter à ces fonctions une autre fonction arbitraire du

. . , 1 ., , . .type m1mmum de lordre 5
sans changer la propr1ete de d1spers10n

des directions de Borel. 
(°) Bmmucm, Acta mat/t., t. 56, 1930, p. 197-203; BAUCH, Journal de Math.,

9e série, t. 12, 1933, p. 109-171.
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