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Sur les suites de Laplace

contenant des éléments orthogonauæ;

Pan P. VINCENSINI.

Introduction.

Dans ce Mémoire, j’entreprends l’étude des particularités que pré—
sentent les suites de Laplace, de réseaux ou de congruences,contenant
des éléments*orthogonaux.

C’est C. Guichard, qui, le premier, a montré tout le parti que l’on
pouvait tirer d’une étude simultanée des réseaux et des congruences;
et ses recherches sur ce sujet, exposées dans un important Mémoire
des Annales de l’École Normale supérieure, sur les systèmes orthogonauæ
et les systèmes cycliques, 1897, 1898, 1903, ont abouti aux lois de
parallélismeet d’orthogonalüé,qui, en même temps qu’elles ont donné
leur véritable signification à de nombreux rapprochements, ont
profondément modifié l’orientation des recherches géométriques
ultérieures. .

Dans un premier paragraphe,je rappelle les résultats de C. Guichard
qui trouveront une application dans la suite.

Après avoir étudié les suites de Laplace contenant, soit deux, soit
une infinité d’éléments orthogonaux, je reviens plus spécialement sur
le cas où les éléments de la suite sont orthogonaux de deux en deux.
.l’ai pu ramener la résolution de ce problème à l’intégration (non
effectuée) d’un système (compatible) de trois équations aux dérivées
partielles, dont deux du troisième ordre et une du second, à deux
fonctions inconnues.
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Le cas où deux éléments consécutifs d’une suite de Laplace sont
orthogonaux, m’a amené à présenter quelques observations sur les
surfaces de Voss et de Guichard, qui, depuis la publication de deux
Mémoires importants de M. Gambier (Acta Mathematica, 1927; et
Annales de l’École Normale, 1931 )ont donné lieu à de bellesrecherches
géométriques.

Les lois de parallélisme et d’orthogonalité de Guichard m’ont
permis de présenter sous forme simple des résultats connus, et en
même temps d’ajouter de nouveaux résultats à la théorie.

J’attire plus spécialementl'attention sur le problème de la recherche
des transformationsde Bibaucourtransformant unesurface de Guichard
en une nouvelle surface de Guichard.

J’ai pu donner une solution complète de ce problème en utilisant la
belle transformation des surfaces de Voss étudiée par Eisenhart dans
un Mémoire de 1914, Transformationsofsurface of Voss (Transaction
of the Américan MathematicalSociety).

Je renvoie au Mémoire de M. Gambier cité plus haut [Surfacesde
Voss et Guichard (Annales de l’École Normale, 1931)] pour tout ce qui
concerne les résultats actuellement connus et labibliographie des sur-
faces de Voss et de Guichard.

l. RAPPEL nr. RÉSULTATS FONDAMENTAUX. —-— Dans ce premierparagraphe,
nous rappelons les définitions et les principaux théorèmes indi5pen—
sables pour l’intelligence de la suite. Pour les démonstrations nous
renvoyons au Mémoire de C. Guichard signalé dans l’introduction.

Réseaux etcongruencesconjugués. — Soit ( M ) un réseau quelconque
décrit par un point M, MR et MS les tangentes aux courbes u et v du
réseau (' ); G une droite issue de M engendrant une congruence (G)
quand M décrit le réseau. On dit que la congruence (G) est conjuguée
au réseau (M), si les développables de (G) correspondent aux courbes
du réseau.

Inversement le réseau (M) est conjugué àla congruence (G). Les
problèmes de la.recherche des congruences conjuguées à un réseau, 

(‘) Pour éviter toute confusion, nous appellerons courbes (( et 9, les courbes
le long desquelles u et (: varient respectivement.
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ou des réseaux conjugués à une congruence, dépendent chacun d’une
équationde Laplace de la forme

â’X dX ôX
dudv —PË+QÊ +RX'

Réseaux et congruences harmoniques. — On dit qu’une con—
gruence (G) et un réseau (M) sont harmoniques, si la droite G qui
décrit la congruence est constamment dans le plan tangent du réseau
en M, et si les foyers de G sont constamment situés sur les tangentes
conjuguées du réseau. Lorsqu’il en est ainsi, les courbes du réseau et
les développables de la congruence se correspondent; en outre, le
premier foyer de la congruence (G) (correspondant à la variation
de u), est situé sur la deuxième tangente du réseau (M) (tangente à
la courbe v), et le second foyer de la congruence est sur la première
tangente du réseau.

Pour obtenir toutes les congruences harmoniques %: un réseau (M),
on considère l’une des congruences focales du réseau [par exemple la
première (MR)] et l’on construit un réseau quelconque (E) conjugué

Fig. !. 
à (MR) (fig. 1); la deuxième congruence focale (EF) du réseau (E)
est la congruence harmonique cherchée la plus générale.

Si l’on part de la congruence (EF), pour avoir les réseaux harmo-
niques à ( EF) on construit une congruence quelconque (MR) conjuguée
au deuxième réseau focal (E) de la congruence (EF); le premier
réseau focal (M) de (MR) est le réseau harmonique le plus général
cherché.
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Réseaux et congruences parallèles. —— Deux réseaux sont parallèles
si, les courbes se correspondant, les tangentes de même rang en deux
points homologues quelconquessont parallèles.

Deux congruences sont parallèles si, les développablcs se corres-
pondant dans les deux congruences, les droites qui les décrivent sont
constammentparallèles.

Transformation de Laplace des réseaux et congruencesparallèles. —
Si deux réseaux sont parallèles, leurs congruences focales de même
rang sont parallèles; et si l’on soumet les deux réseaux à une suite de
transformations de Laplace dans le même sens, on obtient deux suites
de congruenceset de réseaux deux à deux parallèles.

Tout ce qui vient d’être dit s’applique aux réseaux et aux con-
gruences d’un espace à un nombre quelconque de dimensions.

Réseaux et congruences orthogonauæ (espace à un nombre impair de
dimensions). — Une congruence et un réseau (les développablcs de la
congruence sont toujours supposées correspondre aux courbes du
réseau) sont dits orthogonaux, si la droite qui décrit la congruence
est constamment perpendiculaire au plan tangent correspondant du
réseau.

Il est clair que dans la définition de l’orthogonalité, on peut
remplacer une congruence (ou un réseau) par une congruence (ou un
réseau) parallèles.

On voit sans peine que si une congruence et un réseau sont ortho—
gonaux, chaque congruence focale du réseau est orthogonaleau réseau
focal de même rang de la congruence, et l’on déduit immédiatement
de ce résultat la proposition importante suivante :

Envisageonsun réseau et une congruence orthogonaux. Appliquons
au réseau la transformation de Laplace en allant de u vers c (dans le
sens a), nous obtenons une suite d’éléments, alternativement con-
gruences et réseaux (les congruences sont les éléments de transforma—
tion). De même, appliquons la transformation de Laplace (dans le
sens a) à la congruence, nous obtenons une nouvelle suite d’éléments
alternativement réseaux et congruences (ici les éléments de transfor-
mation sont les réseaux). Deuæ éléments de même rang dans les deux
suites (l’un est un réseau, l’autre une congruence) sont 0rthogonauæ.
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Dans les espaces d’ordre pair les éléments se correspondant par

orthogonalité sont de même espèce; aux réseaux correspondent des
réseaux et aux congruences des congruences. On passe des théorèmes
d’orthogonalité dans un espace d’ordre impair aux théorèmes corres—
pondants dans un espace d’ordre pair par une simple transposition
d’éléments.

Suites de Laplace déduites d’un réseau et d’une congruence conjugués.
— Soient (fig. 2) (M) et (A) un réseau et une congruence conjugués,

Fig. 2. 
 

C et D les foyers de A (C est le premier foyer, D le second), MR et MS
les tangentes aux courbes u et v du réseau, R et S le second et le
premier foyer des congruences(MR) et (MS), respectivement.

Le réseau (R) est le transformé de Laplace de (M) dans le sens u;
(8) est le transformé de (M) dans le sens 9. Envisageons le premier
réseau focal (C) de (A). D’après la construction, indiquée plus haut,
des congruences harmoniques à un réseau donné, on voit que la con—

gruence (MS) est harmonique au réseau (C). Il résulte de là que la
deuxième tangente du réseau (C), CC1 (C4 est le premier foyer),
passe par S ; en outre la congruence (CC,) est conjuguéeau réseau (S).
Mais alors, en substituant au réseau (M) et à la congruence (A), le
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réseau (S) et la congruence (CC.), on constate que la deuxième
tangente (C, C2) du réseau (C,), est conjuguée au réseau (S,) trans-
formé de Laplace de (S) dans le sens 0, la congruence (SS,) étant
harmonique à (C,).

En poursuivant le raisonnement précédent, que l’on peut d’ailleurs
reprendre en échangeant les rôles de u et t‘, on est conduit aux deux
résultats suivants :

Si un réseau (M) et une congruence (A) sont conjugués.
a. Si l’on construit, dans le même sens (de u vers (» par exemple)

les suites de Laplace pour le réseau et pour la congruence (‘), ce qui
donne la suite de réseaux S, S, , Sa, ...et la suite de congruences(CC.),
(C1 C2), (C,C…), . . . , deux éléments de même rang dans les deux suites
sont conjugués.

b. Si une congruence (MS) est harmonique à un réseau (C), et
si l’on construit des suites de Laplace de même sens, à partir de la
congruenceet du réseau envisagés, on obtient une suite de congruences
(SS,), (S. 52), . . . et de réseaux (C,), (C.), . . .,tels que deux éléments
de même rang des deux suites soient harmoniques.

Cas particulier où (M) est le réseau des lignes de courbure d'une
surface, et (A) la congruence des normales de cette surface. — La
figure 2 jouit alors des particularités suivantes, qui résultent immé-
diatement des propriétés, énoncées plus haut, des couples de réseaux
et de congruences orthogonaux et des suites de Laplace qui en
dérivent :

Le réseau (C) est orthogonal à la congruence (MR),
” (Cl) . ” (BR,),

..................................................
» (C") » (R".1 Pin). 

(‘) Nous appellerons transformée d’une congruence dans le sens 11, la con—
gruence obtenue en prenant les tangentes aux courbes u du deuxième réseau
focal (celui qui correspond aux courbes v). Il est à noter que lorsqu’un réseau
et une congruence se correspondent par courbes et développables, la transfor-
mation dans le sens u du réseau se fait par l’intermédiaire de sa première con-
gruence focale, tandis que la transformation dans le sens u de la congruence se
fait par l’intermédiaire du deuxième réseau focal.
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et
'

La congruence (CC.) est orthogonale au réseau (R),
» (C. C!) » (Ri)!

» (G,,_1 C,,l » (R,...Ù.

Réseau:» et congruences 0 etp0. — Un point M(æ,, æ,, . . ., æ,,) de
l’espace à n dimensions décrit un réseau rectangulaire si les deux
tangentes en chaque point du réseau sont perpendiculaires.

Si E,- et n,- sont les paramètres normaux des deux tangentes, on aura

EE,-m: 0.
i

Dans le cas général, aucune des deux expressions ZEÏ, En? ne
[ !

sera nulle. Si l’une au moins de ces expressions est nulle, le réseau est
dit singulier. C. Guichard appelle réseau 0 tout réseau orthogonal
non singulier.

Un réseau 110 de l’espace à n dimensions est la projection, sur cet
espace, d’un réseau 0 de l’espace à n+p — 1 dimensions.

Une congruence est 0 oup0 si elle est orthogonale à un réseau 0
oup0.

Dans son Mémoire, C. Guichard a étudié spécialementles propriétés
des systèmes (réseaux ou congruences) 0, 20, 30, . . ., p0 de
l’espace à un nombre quelconque de dimensions. Nous en extrayons
le tableau suivant que nous aurons à utiliser dans la suite, relatif à
l’espace à trois dimensions, qui indique le nombre et la nature des
systèmes conjugués aux différents systèmes 0, 20, . . ., p0.

Systèmes 0.
s t‘ - , oooooooooooooooooooooooo . O,

5 emes con uoues —y ’ ° ( les autres................... 20

Systèmes 20.
2 .......................... 0,

Systèmes conjugués :>o1 ......................... 20,
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Systèmes 30.
oo' ......................... 20.

Systèmes conjugués oo’......................... 30,
les autres................... 40

aol"2 ....................... (p -—— I)O,
Systèmes conjugués œ/'—‘ ....................... p0,

les autres. ................. (p + 1)0

Les systèmes les plus généraux conjugués aux systèmes 0,
20, . . .,p0, sont respectivement 20, 30, ..., (p+ 1)0.

2. GENERALITES SUR LES SUITES DE LAPLACE. RÉSEAUX (Z). —— Je me
propose d’appliquer les résultats du paragraphe précédent à l’étude
des suites de Laplace dont deux éléments sont 0. Je me placcrai dans
l’espace à trois dimensions; l’extension des résultats aux espaces à un
nombre impair de dimensions est d’ailleurs aisée.

Je ferai tout de suite la remarque suivante. Soit une suite de Laplace
de réseaux; envisageonsune congruenceorthogonaleà l’un des réseaux
de la suite, et construisons la suite de Laplacede congruencesà partir
de la congruence considérée. Cette suite sera dite associée par ortho—
gonalité à la suite de réseaux. Chaque élément de l’une quelconque-
des deux suites est orthogonal à l’élément de même rang de l’autre
(pour l’une comme pour l’autre suite, on passe d’un élément au suivant
en allant dans le sens d’une même variable).

Si donc la suite de réseaux contient deux réseaux 0, la suite de
-congruences associée contient deux congruences 0. D’une façon plus
générale, les deux suites contiennent le même nombre d’éléments
0, 20, .. ., p0, ces éléments occupant les mêmes places dans les
deux suites. Il est clair que si l’on n’a égard qu’aux propriétés inva—
riantes par parallélisme ou par orthogonalité, on peut étudier indiffé-
remment la suite de réseaux ou la suite de congruences associée.

Mais, les résultats exposés au paragraphe précédent montrent
qu’il y a en général intérêt à étudier les particularités des suites de
réseaux, par les particularités qu’elles entraînent pour des suites de
congruences convenablement associées, et inversement.
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Partant de ce point de vue, nous attacherons àla suite de réseaux
dont nous nous proposons de faire l’étude, une suite orthogonale de
congruences, et nous étudierons les propriétés de l’ensemble obtenu.

Parmi les suites de réseaux contenant deux réseaux 0, il convient
d’attacherune importance spéciale aux suites déduitesdes réseaux,que
pour simplifier l’exposition ultérieure j’appellerai réseaux 2, définis
par cette pr0priété que leurs premiers transformés de Laplace dans les
deus: sens sont 0.

Toute congruence orthogonale à un réseau 2 jouit de la propriété
que ses premières transforméesdans les deux sens sont 0.

Nous appelleronsune telle congruence, congruenceZ.
Les congruences E sont les congruences dont les développables

touchent les surfaces focales suivant des géodésiques (u : const. sur
l’une des nappes focales, v=const. sur l’autre) à l’opposé des con-
gruences normales qui donnentsur les surfaces focales des géodésiques
comme arêtes de rebroussement.

Elles ont été l’objet de travaux récents de la part de MM. Drach,
Gambier et Finikofi'. L’ensemble des résultats obtenus par ces trois
géomètres est exposé dans un Mémoire de M. Gambier [Congruences
de cercles; points focauæ (Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouse, 1933)].

M. Gambier a introduit les con gruences Z comme congruences des
axes des cercles, osculateursàla fois aux lignes de courbure u = const.
d’une surface, et aux lignes de courbure v= const. d’une autre
surface.

Toute congruence2 peut, et d’une seule façon (sauf un cas de dégé—
nérescence qui sera étudié par la suite), être regardée comme la con-
gruence des axes A des cercles C osculateurs aux lignes de courbure
v: const. d’une surface S' et aux lignes de courbure u = const. d’une
autre surface 82 (fig. 3).

En outre, si M et N sont les points où C touche S, et 52, le point
de rencontre y. des tangentes à C en M et N décrit un réseau dont les
tangentes sont précisément pM et uN.

Les transformés du réseau p. dans les deux sens sont évidemment
les réseaux de courbure des surfaces S. et 52; p. est donc un réseau
du genre 2.

Journ. de Math., tome xv11.- Faso. IV, 1938. 44
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Je rétablis simplement les propriétés de la figure 3. Lorsqu’en
donne à u l’accroissementinfinitésimal du, le cercle C étant osculateur
à la courbe «‘: const. de S., son plan tourne autour de M p.; de même,
pour l’accroissement infinitésimal de, le plan du cercle C tourne
autour de N p.; p. est donc le point caractéristique du plan du cercle C.

Fig, 3.

(
\au\)

(S,) (C)

M
'N (52)

0
U} w D

lb

::

** A 

En outre, lorsque u varie seul, {J., qui est le premier foyer de la con—
gruence (IJ—M), se déplace dans la direction p…N.

Ainsi, pour un déplacement infinitésimal de ” suivant p.N, le plan
du cercle C tourne autour de p.M; p.M et {LN sont donc des tangentes
conjuguéessur la surface enveloppée par le plan du cercle C.

Lorsque u varie seul de du, l’axe du cercle C reste dans le plan
normal en M à la courbe v=const. de S,, et décrit par suite une
portion de développable; on a un résultat analogue si «‘ varie seul. Les
développables de la congruence (A) correspondent donc aux courbes
du réseau u (et la congruence est orthogonale au réseau p.). Enfin les
réseaux transformés du réseau «“ dans les deux sens étant 0, il résulte
des propriétés d’orthogonalité rappeléesau numéro 1 que les premières
transformées de la congruence (A), dans les deux sens, sont 0. Les
courbes u et v non arêtes de rebroussement sur les deux nappes focales
de la congruence (A) sont des géodésiques conformément à la propo-
sition de M. Gambier.

Il est à noter que la démonstration que nous venons de donner pour
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établir que y. décrit un réseau de tangentes p.M et p.N, a le caractère
projectif.

Le fait que la courbe C est un cercle n’est pas intervenu, pas plus
d’ailleurs que la qualité des lignes de courbure u et v de S4 et S..;
seule la propriété d’osculation a joué un rôle. On peut donc énoncer
ce résultat général :

Si une courbe plane quelconque C, variable de par la variation de
deux paramètres u et v, a constamment un contact du second ordre,
avec une famille quelconque de courbes (v : const.) d’une surface S.,
et avec une famille u : const. d’une autre surface S,, les tangentes
aux courbes v= const. de S1 et u = const. de S2 en leurs points de
contact M et N avec la courbe variable C se coupent en un point y.
décrivant un réseau dont les tangentesconjuguée: sont FM et uN.

Ainsi, à toute congruence (A) du type 2 défini plus haut, la con-
struction traduite par la figure 3 fait correspondre un réseau 2 (le
réseau p.). Mais il est clair que l’on n’obtientpas ainsi {ous les réseaux 2.
La totalité des réseaux 2 s’obtient en ajoutantaux réseaux particuliers
déterminés par M. Gambier(quej’appellerai dans la suite réseaux E.,),
tous leurs parallèles.

5. RÉSEAUX Z… — Le problème de la recherche des réseaux Z., étant
équivalentau problèmede la recherche des congruences2 déterminées
par MM. Drach, Gambier, Finikoff, une nouvelle méthode de
recherche des congruences ci—dessus consiste dans la détermination
préalable des réseaux Z…

Nous allons donner quelques indications sur ce nouveau problème,
et présenterquelques propriétés des réseaux en jeu.

Fig. 4. 
Soit (M) un réseau quelconque; u et v les courbes se croisant en M;

(B) et (S) les réseaux transformés de (M) dans les sens respectifs u
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et v; RR. et SS. la première et la deuxième tangente des réseaux (R)
et (8), respectivement (_‘fig. 4).

Si w.. (a, v), x,(u, v), æ,(u, 9) sont les coordonnéesde M, et si E,—, n,-
sont les paramètres normaux des tangentes MR et MS, on sait que
l’on a le groupe de relations (‘)

()æ_ ,, ôæ_(‘) ()Î—hg’ “a:—172,

(2)
%?
: Im, % =/uz;

d' à(3)
0%

:un,
d—Z=mâ

Une fois les E et ?, connus, il suffit de choisir la et lvérifiant(z) pour
pouvoir intégrer les équations (l) donnant le réseau par ses trois
coordonnées(x,, x,, x,).

y., y._,, _)/3 étant les coordonnées du point B; :., :._,, :, celles du
point S, on a

. [)l=œ+Plg (Pl=_ ;),
hz=æ+pm (%:—Æ)”

Écrivons les formules générales de la transformationde Laplace. Si -

â; 7): fi) 7) E} n

sont les éléments du réseau (R) transformé de (M) dans le sens U

(E' etfi étant les paramètres normaux), on a pour le nouveau réseau
le groupe des formules '

à" 1 dn. —_ç " —Eo 'Û=”C_v?: .—" du n du ' n
_ [ — d l(4) , }l_—ñ, [__nä;(;>7
__ 1 __ (mn—()îlogn"l—l—l, ll——ll m7 ' 

(’) Chacune des relations 1 et 3 en représente trois,
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Si un réseau (M) est du genreB.,, les deux réseaux (R)et(S) sont 0,

et en outre MR: MS.
Ces trois conditions sont su_fisantes pour qu’un réseau soit E.,.
En effet, il existe alors un cercle C tangent en R et S à MR et MS,

et l’on voit aussitôt que l’axe de ce cercle engendre une congruence
dont les développablestouchent les deux nappes focales suivant deux
familles de géodésiques.

(R) est 0 si

soit

ce qui peut encore s’écrire
_d— _l_ VÏ2 _“du n'—’

-” __

et donne
(5) EE-=n'—'V'—’ (V : fonction de :) seul).

En remplaçant v par une fonction de " on peut réduire V à l’unité,
et écrire
(6) Èi'—’= n’.

En exprimant que le réseau (S) est 0, on obtient la relation
analogue
(7) SYF= m'—’.

Les longueurs MR et MS ont pour expressions 
Œî2=lli:MH:lPÜVî”=‘Ïî'\ 

x\rlS: l /L'._.

La condition MR: MS fournit la nouvelle relation
(8) P: [c‘-'.

Les réseaux En s’obtiennent, en adjoignantau système(1), (2), '3),
les conditions (6), (7) et (8).

La condition (8) prouve que l’équation à laquelle satisfont les trois



340 P. vmcsnsm1.
coordonnées ponctuelles du réseau (M),

d’x [ âh âæ 1 ()l ()æ_ = __ __ _ + .- __ _
dudv h du du ! du du’

a ses invariants égaux.
Ainsi :

Les réseauæ 20 sont des réseaux à invariantsponctuels égauæ.

Ce dernier résultat est d’ailleurs une conséquence d’un théorème
de G. Kœnigs, suivant leqùel, pour qu’un réseau (R) soit à invariants
ponctuels égaux (non nuls), il faut et il suffit que si (M) et (N) sont
ses deux transformés de Laplace dans les deux sens, ilexiste une conique
ayant en M un contact du second ordre avec la courbe u du réseau (M)
et en N un contact du second ordre avec la courbe v du réseau (N).

Dans le cas des réseaux 20 la conique est un cercle.
On pourrait se demander si les réseaux 20 sont caractérisés (dans la

famille générale des réseaux 2) par la propriété d’avoirleurs invariants
égaux. C’est très probable. S’il existait des réseaux 2 à invariants
égaux autres que les réseaux X…, le théorème de G. Kœnigs ci-dessus
rappelé, établirait l’existencede congruences de coniques,osculatrices
aux lignes de courbure a d’une surface S.. et aux lignes de courbure v
d‘une autre surface 82.

En tout cas, il est facile de mettre en évidence une propriété inté-
‘

ressente des réseaux 2 les plus généraux.
On sait qu’un réseau étant donné arbitrairement, il n’y a générale-

ment pas de réseaux parallèles au réseau donné et à invariants égaux ;
s’il existe un tel réseau, il en existe nécessairement un second; et s’il y
en a plus de deux, ily en a une infinité.

Les réseaux 2 fournissent des exemples réalisant ce dernier cas.
Envisageons un réseau 2; soit (D) une congruence quelconque

orthogonale au réseau; (D) peut être considérée (d’une seule façon)
comme la congruence des axes des cercles C osculateursaux lignes de
courbure u et v de deux surfaces différentes; le point y… que la figure 3
associe à D décrit un réseau 20 à invariants égaux.

Les réseaux 3 sont donc parallèles à une infininité de réseaux à
invariants égaux.
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4. RÉSEAUX 20 mnrmumsas. SURFACES MlNIMA NON EUCLIDIENNES. — La

conclusion sur l’unicité du réseau 20 associé à une congruence (D)
dont les développables touchent les deux nappes focales suivant des
géodésiques, cesse d’être vraie pour certaines congruences dégénérées
formées de droites issues d’un point fixe (congruencespoint). Envisa—
geons une congruence point (8) parallèle à (D) ('). (8) peut être
regardée comme la limite d’une congruence homothétique à (D) dans
une homothétie dont le rapport tend vers zéro.

Dans cette homothétie, le réseauZ., associé à (D), a pourhomologue
un réseau dégénéré dont les tangentes sont issues d’un point fixe
(réseau point), qui, en général, est le seul réseau E., associé à (8).

Cherchons s’il existe des congruences point (8) auxquelles on peut
associer des réseaux E,, non dégénérés.

Soit (8) une telle congruence; tous ses rayons sont issus d’un point
fixe 0, et les deux familles de développables, v= const., u =const.,
sont deux familles de cônes de sommet 0.

Par hypothèse, il existe une congruence de cercles ( C) ayant pour
axes les différents rayons de (8), osculateurs à une surface S. le long
de ses lignes de courbure v = const., et à une surface 52 le long de ses
lignes de courbure u : const. ' '

Lorsque u varie seul, le cercle C reste constamment osculateurà une
ligne de courbure de S‘ (V: const.) en un certain point M, et il est
clair que la droite OM est constammentnormale à la ligne de courbure
en question, qui, de ce fait, est tracée sur une sphère de centre 0
(sphère qui contient (1). De même, lorsque 0 varie seul, C reste
osculateuren N à une ligne de courbure de S._, (tracée sur une sphère
de centre O) et touche S2 suivant une ligne de courbure(u: const.).

Sur S,, les deux systèmes de lignes de courbure sont tracés sur des
sphères de centre O; S. est donc une sphère (S) de centre O, et il est
clair que 82 coïncide avec S..

Les congruences (3) chercbées sont donc les congruences des axes
des cercles osculateurs à deux familles de courbes tracées sur une
même sphère (S). 

(') Les rayons de (6) sont parallèles à ceux de (l)) et les deux familles de
développables de (6) sont les deux familles de cônes qui correspondent aux
développables de (l)).
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Si p. est le point où se coupent les tangentes à C (et par suite à 8)
aux deux points d’osculation M et N, a décrit comme l’on sait, un
réseau (du genre 20) dont les tangentes sont uM et uN.

Réciproquement, si les tangentes {J.M et {J.N d’un réseau (a, v)
touchent une sphère fixe S en M et N, l’axe du cercle C tangent en M
et N à ,U.M et ptN passeconstammentpar O et décrit une congruence (3)
associée au réseau (,a) [les développables de (8) sont les cônes corres—
pondant aux courbes du réseau ].

Les surfaces portant les réseaUX (a) dont les tangentes conjuguées
touchent une sphère fixe 8, sont les surfaces minima de la géométrie
non euclidienne obtenue en prenant la sphère S pour quadriqùe
fondamentale.

Cés surfaces ont été étudiées par C. Guichard dans un Mémoire
des Annalesde l’ÉcoleNormale (Sur les surfacesminima non euclidiennes,
3° série, t. XII[, 1896). Elles jouissent de la propriété suivante,
indiquée par Guichard et facile du reste à retrouver, qu’une double
transformation de Laplace appliquée au réseau (u, «) transforme une
surface minima non euclidienne en une autre surface minima non
euclidienne du même espace. La surface obtenue par double transfor-
mation de Laplace est d’ailleurs transformée par polaires réciproques
de la surface initiale par rapport à la sphère fondamentale,et quatre
transformations de Laplace successives redonnent la surface initiale.

Il résulte immédiatement de là que les réseaux 2 particuliers,
parallèles aux réseaux (a, v) portés par les surfaces minima non eucli—
diennes, jouissent de la propriété remarquable de se transformer en
réseaux analogues après un nombre pair de transformations de
Laplace. .

Les réseaux compris entre deux réseaux 2 consécutifs sont 0, de
sorte que l’on peut dire que les réseaux de la suite de Laplace issue de
l’un quelconque des réseaux 2 actuellement envisagés, sont 0 de deux
en deux (avec deux représentationssphériquesdistinctes seulement).

Les suites de con gruences associées par orthogonalité aux suites de
réseaux dent il vient d’être question, offrent un exemple de suites de
Laplace de congruences normales de deux en deux, et leur existence
prouve la possibilité du problème général de la recherche des suites de
Laplace de congruencesqui sont 0 de deux en deux (ou de réseaux
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qui sont 0 de deux en deux), sur lequel nous reviendrons plus loin.

5. SUITES DE LAPLACE ISSUES n’UN ÉLÉMENT Z. -— Nous nous proposons
maintenant d’étudier les propriétés des suites de Laplace obtenues
à partir de l’un des réseaux 2 introduits au numéro 2 (dont les
premiers transformés de Laplace dans les deux sens sont 0), et des
suites de congruences associées par orthogonalité.

Soit R(u, v) le point décrivant le réseau 2 envisagé; M(u, v) le
transformé de Laplace du réseau R dans le sens 0, N(u, v) son trans—
formé dans le sens a; les réseaux M et N sont 0.

En transformant M dans le sens v, on obtient les réseaux successifs
M., M,, M,, ...; de même, en transformant N dans le sens u, on
obtient les réseaux N,, N,, N,, . . .. Il s’agit d’étudier la suite de
Laplace

' '! Mil) M2? M1) M} B) _N7 N1) N2)

Pour la raison indiquée au numéro 2, nous adjoindrons à la suite
de réseaux précédente, une suite de Laplace de congruences orthogo—
nales aux réseaux. On pourrait choisir arbitrairement la congruence
de la suite, orthogonale à l’un des réseaux; toute la suite se trouverait
alors déterminée; mais il y a avantage à particulariser la suite des
congruences, en prenant, par exemple, pour l’une des congruencesde
la suite, la congruence des normales à la surface portant le réseau M
[surface sur laquelle le réseau (u, v) est le réseau des lignes de

courbure].
Soient (fig. 5) C et I‘ le premier et le deuxième foyer de la

congruence des normales aux réseaux M; A et D les foyers de même
rang de la congruence des normales au réseau N. Les deux con-
gruences (CP) et (AD) sont 0.

Désignons par C.,, C,, C,, .. ., C,,, .. ., les réseaux déduits du
premier réseau focal C de la congruence (CI‘), par la méthode de
Laplace, en allant de 0 vers u; et par F,, F,, F,, . . ., I‘… . . ., le:
réseaux déduits du deuxième réseau focal F, en allant de u vers v.

De même, appelons A. , A._,, A,, . . . , A,,, . . . , les réseaux déduits de!
par des transformations successives de Laplace dans le sens v, e“
D., D,, D,, . . ., D,,, . . ., les réseaux transformés de D dans le sensu

Journ. de Math., tome XVII. — Fasc. IV, 1938. 45
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Si, pour simplifier l’exposition, nous posons M,E M, No;—: N,
si nous nous reportons aux résultats rappelésau numéro 1 sur l’ort
gonalité des réseaux et des congruences, nous voyons que le réseau

Fig. 5.

,? ">
 

[premier réseau focal de la congruence (CF)] est orthogonal à
congruence (MR) (première congruence focale du réseau M);
même

Le réseau C1 est orthogonal à la congruence RN…
» Cz » NON!)

» CII » A\ n—2, NI,—., .

Toujours d’après la loi d’orthogonalité :

La congruence CC1 est orthogonale au réseau B,
» C, C._, ” No:
» C: C,, » N,,
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Pour la même raison, le réseau l‘,, est orthogonal à la con-

gruence (M,, M,… ), et la congruence (l‘,… l‘,.) au réseau M…
Aux relations précédentes, il convient d’ajouter celles que l’on

obtient en remplaçantchaque lettre M par la lettre N de même indice,
chaque lettre C par la lettre D de même indice, et chaque lettre I‘ par
la lettre A de même indice.

'

Si l’on se reporte a ce qui a été dit au numéro 1 à propos des suites
de Laplace déduites d’un réseau et d’une congruence conjugués, et si

, l’on applique les résultats indiqués au réseau M et à la congruence
conjuguée(F C), on constate que les congruences (CC,), (C, C,), ...,
(C,,_,Cn) sont conjuguées aux réseaux M,, M,, ..., Mn; et que la
congruence(l‘,,l‘,… ) est conjuguée au réseau N,… .

Toutes ces relations subsistent après le changement de lettres et
d’indices indiqué plus haut.

Nous résumons les résultats qui précèdent dans les tableaux qui
suivent. La première ligne de chaque tableau contient les éléments
successifs d’unesuite de réseaux ou de congruences;les lignessuivantes
contiennent les éléments orthogonaux ou conjugués à ceux de la
première, deux éléments correspondants étant situés dans une même
colonne verticale.

TABLEAU 1.

Réseaux........ .... l‘". . . .. l‘,. l‘,. I‘. C. C,. C,. . . .. C,_.

CODgI‘. Ol‘lh0g.. . . . Nln+1Mn . . . M3Mg M2Ml M1 M0 hIoR RN0 NON1 . . . an_!Nn_i

TABLEAU Il.
Congruences............... .. .. l‘,,_,l‘,,. .. .. I‘,I‘,. I‘,l‘,. I‘,I‘. PC. CC,. C,C,. . C.,, CM,.

Réseauxorthogonaux. . . . . . . M,, . . . M, M, M, M, B N0 . . . N,.-,
Réseaux conjugués...... . . . .\',,-, . . . N, N,, R M,, M, M, . . . M,.+,

TABLEAU 11].
Réseaux......... A". . .. A,. A,.

_ A. D. D,. D,. . . .. D_.
Congr. orthog. . ... N,…., N,, . .. N,,N, N,N, N, N,, NOR RM0 MOM, . . . Mn_,Mn_,

TABLEAU IV.
Congruences............... .... A,,_,A". . . .. A,A,. A,A,. A, A. A D- DD,. D, D,. . . . . D_ D__,_,.

Réseaux orthogonaux. . . . . . . N,, . . . N; N, N, N,, R M0 . . . M,…l
Réseaux conjugués. ..... . . . M,,_, . . . M, M0 R N,, N, N, . . . N,.+,
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Je désignerai dans la suite par T,, T,, T,, T,, les quatre tableaux
ci-dessus.L’examen de ces tableaux conduit aux remarquessuivantes,
relatives à la nature des réseaux transformés par la méthode de
Laplace, d’un réseau quelconque R appartenant au type 2.

La congruence(C, C,), orthogonale au réseau (N E N,) qui est 0,
est une congruence 0; d’autre part, cette congruence est conjuguée
au réseau M2 (voir T2). Mais alors, le réseau M2, conjugué à une
congruence 0, est (en général) 20 (voir le numéro 1).

Le même raisonnement fait avec le tableau (T,) (ou une raison de
symétrie évidente) montre que le réseau N,, est aussi 20.

De même, la congruence (C,C.) est orthogonaleau réseau N2(T2),
c’est donc en général une congruence 20 (voir le numéro 1). Cette
même congruence est conjuguée au réseau M,,(T2); ce dernier réseau
est donc 30. Par raison de symétrie, le réseau de N,, est aussi 30.

En continuant ainsi, on est conduit au résultat suivant :

Si R est le réseau 2 le plus général, ses transformés de Laplace dans
les deux sens, sont, de deux en deux, à partir des deux premiers qui
sont 0, respectivement, 20, 30, ..., n0, ....

La loi d’orthogonalité des éléments permet d’énoncer un théorème
analogue pour les congruences du type 2 (dont les deux transformées
de Laplace, dans les deux sens, sont normales).

6. SUR LES SUITES DE LAPLACE DE CONGRUENCES(ou DE RÉSEAUX) QUI SONT 0
DE DEUX EN DEUX. — Envisageons la suite de Laplace formée par les
réseaux

_

-9 M2: M1) MEMm Ri, NEN0» Nl) N-_n ...,

dans laquelle les réseaux M et N sont 0, et la suite de congruences
orthogonales associées que le tableau T2 leur fait correspondre.

Le réseau M2 est en général 20 (voir le numéro précédent);
demandons-nousce qu’il faudrait pour qu’il soit simplement0.

Ma sera 0, au lieu de 20, si la congruence (l‘. l‘,) que (T,) lui fait
correspondre est 0 au lieu de 20.

Or (F4 13) est conjuguée au réseau N(T,.); si elle est 0, elle coïncide
nécessairementavec la congruence (AD) des normales à la surface qui
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porte le réseau N. Cela exige que le réseau A soit confondu avec P.,
et D avec F._,. Alors, la congruence (D.D2) coïncide avec (BF,).
(D. Da) étant orthogonale au réseau M (voir T,.) est 0; il en résulte
que la congruence (I‘3 I‘.) est 0 également. Mais, d’après le tableau T2,
le réseau M. est orthogonal à la congruenee (l‘3 l‘,); il en résulte que
ce réseau est 0, et que par suite :

Si dans une suite de Laplace de réseaux (ou de congruences), la
suite obtenue en prenant les éléments de deux en deux contient trois
éléments consécutifs O, l’élément suivant est aussi D'.

On peut donc énoncer ce théorème :

Sidans une suitede Laplacedéduite d ’un élémentorthogonaldonné(ë),
les deux éléments (ë_2) et (652) sont orthogonaux, tous les éléments sont
orthogonaux de deux en deux.

On peut dire que les éléments de la suite complète sont alterna—
tivement O et Z.

Les suites de Laplace issues des réseaux portés par les surfaces
minima non euclidiennesdéterminées par C. Guichard, dont il a été
question au n° 4, offrent des exemples de suites de Laplace dont les
éléments sont 0 de deux en deux.

Dans le Mémoire cité dans ce même numéro, C. Guichard a montré
qu’il n’y a que deux représentations sphériques distinctes pour les
réseaux orthogonaux consécutifs. Nous allons montrer que cette
propriété s’étend aux suites générales envisagées dans le paragraphe
actuel.

Les congruences (l‘3 l‘,) et (D, D?) étant confondues, comme on l’a
vu plus haut, les réseaux M,, et M respectivementorthogonaux à ces
congruences, sont en général parallèles au sens de Peterson; ils peuvent
être parallèles au sens ordinaire (les surfaces qui les portent sont alors
orthogonales aux rayons d’une congruence normale), ou même
confondus (C. Guichard dans son Mémoire donne des exemples de ces
deux cas particuliers).

Il résulte immédiatementde là, que le réseau M,… (n étant un entier
quelconque) a même représentation sphérique que M. Si donc, dans
la suite des réseaux orthogonaux, on prend les éléments de deux en
deux à partir de M, on obtient toujours la même représentation
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sphérique; comme la même chose a lieu si l’on prend les éléments de
deux en deux à partir de N, on voit que :

Dans une suite de Laplace dans laquelle les éléments (réseaux ou
congruences) sont orthogonaux de deux en deux, les éléments ortho-
gonaux ont, de deux en deux, la même représentation sphérique, de
sorte qu ’il n’y a que deux représentationssphériques dzstinctes.

7. GÉNÉRALISATION. SUITES DE LAPLACE DANS LESQUELLES maux ÉLÉMENTS

NON CONTIGUS A UN MEME ÉLÉMENT SONT O. — Les résultats des deux para—
graphes qui précèdent, relatifs aux suites de Laplace déduites d’un
élément 2, c’est—à-dire contenant deuxéléments0 contigus à un même

’

élément de la suite, peuvent être généralisés.
Supposons que dans la suite de Laplace de réseaux envisagée

au n° 5 :
' °: 1“:)) M2! M1) M) R: N’ NU N2) - ° -;

le réseau M soit un réseau 0, et qu’il en soit de même pour le le“…
réseau transformé dans le sens u, soit Nk_,.

Désignons respectivement par A et D, le premier et le deuxième
foyer de la congruencedes normales àla surface portant le réseau N,…;
par A., A.,, . . . , les réseaux transformés du réseau A dans le sens v, et
par D., D.,, . . . , les réseaux transformés de D dans le sens u. .

Rien n’est changé en ce qui concerne les tableaux (1) et (2) du
n° 5, puisque le réseau M continue à être orthogonal; mais les
tableaux (3) et (4) sont modifiés, car on fait actuellement jouer au
réseau N,..2 le rôle que jouait précédemment le réseau N.,.

On voit sans peine que ces deux derniers tableaux doivent être rem—
placés par ceux que l’on en déduit en laissant fixes les éléments de la
première ligne de chacun d’eux, en faisant subir aux deuxièmes lignes
un décalage de Ic——2 rangs vers la droite, et à la troisième ligne du
tableau (4) un décalage de lc — 2 rangs vers la gauche.

En particulier, le tableau (4) est à remplacer par le suivant :

(Ts)-
Congruences....... A,A,. A,A.

AD_.
DD,. D,,_,D,_,. D,‘_,D,‘_,. D,_,D,f. D&D/…-

Réseaux orthog. . . . .. N ;. Nk..1 Nk_2 NÆ_3 . .. N“ R M0 M,
Réseaux conj. . . . . . . . NÆ_. NÆ_3 N}:_2 NÆ__1 . . . N2Æ_L Nzk—a Nzk—z Nak—1
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Considéronsdès lors la congruence (CF. Ck), elle est orthogonale

au réseau N,_._2 (voir T.); ce dernier réseau étant 0 par hypothèse, il
en est de même de la congruence envisagée. D’autre part (C,… C,) est
conjuguée au réseau M,.(Ta); le réseau M,, (obtenu en soumettant M
à [: transformations de Laplace successives dans le'sens v), orthogonal
à une congruence O, est en général 20.

Par raison de symétrie, le réseau obtenu en soumettant Nk_2 à k
transformations de Laplace successives dans le sens u, soit N2k_._,,
est 20.

De même, la congruence (CH… (3%) est orthogonale au réseau N2k_3;
cette congruence est donc en général une congruence20. Or, la con—
gruence (C…… C.,.) est conjuguée au réseau M2k(T2), donc d’après les
résultats du n° 1, ce dernier réseau est 30. Par raison de symétrie
N3k_2 est 30.

En continuant, on voit que si dans la suite de Laplace formée par
les réseaux.

M… M,…, M., M,, M… B, N… N., N…

on considère la chaîne à lc + 1 éléments
1“03 R: No» N,, Ne: "': Nk—2)

dont les deux réseaux extrêmes M0 et Nk_2 sont 0, et si l’on prolonge
cette chaîne dans les deux sens(dans le sens 0 à partir de M0 et dans
le sens a à partir de Nk_2), les réseaux obtenus sont de le en I:, à partir
de M2 et Nk_2, respectivement20, 30, 40, ... , p0.

La loi d’orthogonalité associe aux suites de réseaux dont il vient
d’être question des suites de congruences possédant les mêmes parti-
cularités.

L’existence de ces suites de réseaux et de congruences est facile à
établir. Les propriétés de ces suites ne dépendentque de la représen—
tation sphérique de l’un de leurs éléments 0. On peut donc supposer
(en supposant qu’il s’agisse d’une suite de réseaux) que l’un des
réseaux 0 de la suite est porté par une sphère (S) de rayon 1. Soit

6132: E du"+ G dv‘3

l’élément linéaire de la sphère rapportée à un système ortho—
gonal (11,0).
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En exprimant que le k‘°"‘° réseau transformé du réseau sphé-
rique ( u, v) dans un sens déterminé, est un réseau 0, on sera conduit
à une certaine équation de condition entre les fonctions E et G. Cette
équation et l’équation de Gauss exprimant que la courbure de la
forme E du‘-‘+ de” est égale à l’unité, constitueront un système aux
deux fonctions inconnues E et G propre à déterminer ces fonctions.
Toute solution (E, G) de ce système fournira une suite de Laplace du
genre étudié, au parallélisme près.

8. SUR LES SUITES DE LAPLACE DONT LES ÉLÉMENTS SONT 0 DE k EN k. —
Nous venons de montrer l’existence de suites de Laplace de réseaux
et de congruences, telles qu’en prenant les éléments de k en lc en sui—
vant la suite dans un sens déterminé, on obtienne une nouvelle suite
formée d’éléments :

pO, (,,—1)0, 30, 20, 0, 0, 20, pO,

Portons notre attention sur les suites, généralisant celles du n° 6,
dans lesquelles les éléments sont 0 de I: en lc à partir de l’un d’eux.

Laissant de côté ici l’étude de l’existence de pareilles suites [cer—
taine pour Ic=2, probable pour k>2 mais semblant difficile à
établir (*)], nous allons montrer que l’on peut, pour ces suites (dans
l’hypothèse de l’existence), énoncer un résultat analogue à celui
donné au n° 6 pour le cas où la = 2.‘

Supposonsque les deux réseaux M0 et N,,_2 de la suite de Laplace
envisagée dans les numéros qui précèdent, soient O. Le réseau Mk
précédant M0 est, en général, 20, comme on l’a vu au n° 7. Flacons-
nous dans le cas où ce réseau serait 0 au lieu de 20. Le réseau Mk
étant 0, la congruence (l‘/:_.l‘k), qui, d’après le tableau (T2) (n° 5)
est orthogonale à Mk, est aussi 0.

D’autrepart, toujours d’après le tableau (T2), la congruence (I‘k_,I‘k)
est conjuguée au réseau N,_._,; ce dernier étant 0 par hypothèse,
(I‘,,_| I‘k) coïncide avec la congruence des normales àla surfacequiporte
le réseau Nk_2.

Cela exige que le réseau A soit confondu avec I‘,(_1 et D avec l‘A.. 
(‘) Pour k = 1 les suites en question n’existentque dans leplan (voir le n° 10).



‘

SUITES DE LAPLACE CONTENANT DES ÉLÉMENTS ORTHOGONAUX. 351

Il résulte de là que la congruence (D,…Dk) coïncide avec la con—
gruence (l‘…… F.,/‘).

Si l’on se reporte au tableau (T,), on voit que la congruence
(D,…Dk) est orthogonale au réseau M,; cette congruence, orthogo—
nale à un réseau 0 est 0, et il en est par suite de même de la con-
gruence (l‘2k_. I‘M).

D’après (T,), (l‘,,;_,l‘2k) est orthogonale au réseau M,,,; ce dernier
réseau est donc 0 lui aussi. On peut donc énoncer ce résultat, qui
généralise celui du n° 6 :

Étant donnée une suite (28) de réseaux, extraite d ’une suite de Laplace
en prenant les réseaux de lc en lc; si dans (28) trois réseauæ consécutifs
sont 0, le réseau suivant(dans un sens ou dans l’autre) est également0,
et par suite tous les réseauæ sont 0 .

La loi d’orthogonalité donne l’énoncé analogue relatif aux con-
gruences :

Si l’on prend les congruences d’une suite de Laplace de lc en k, et si
trois congruences consécutives de la suite obtenuesont normales, toutes le
sont.

Par un raisonnement analogue à celui qui termine le n° 6, on
établit que :

Si les élémentsd’une suite de Laplace (réseaux ou congruences)sont 0
de I: en lc, les éléments 0 de la suite ont de deuæ en deuæ même repré—
sentation sphérique, de sorte qu’il n’y a que deux représentations sphé—
riques distinctes.

9. SUR LA RECHERCHE DES CONGRUENCES NORMALES DONT LES TRANSFORMÉES
DE LAPLACE SONT NORMALES DE DEUX EN DEUX. — Les résultats du n° 6
conduisent à une méthode de recherche des suites de Laplace formées
de congruences normales de deux en deux. Le problème est identique
à celui de la recherche des suites de réseaux qui sont 0 de deux en
deux. Si l’on connaît un réseau 0 donnant lieu à une telle suite, toute
congruenceorthogonale à ce réseau donne lieu à une suite de Laplace
jouissant de la propriété voulue.

Journ. de Math., tome XVII. — Fasc. IV, 1938. 46
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Une transformation par parallélismen’altérant pas la propriété des
suites de réseaux dont il est question, il est clair qu’on peut se borner
à chercher les réseaux sphérz‘ques donnant lieu aux suites de Laplace
cherchées.

Envisageons sur une sphère (S) de rayon 1, un réseau sphérique
M(u, v) répondant à la question. Ses deuxièmes transformés de
Laplace dans les deux sens sont 0, et il suffit, comme on l’a montré
au n° 6, d’exprimer cette condition, pour avoir le réseau sphériqueM
le plus général donnant lieu à la suite de Laplace voulue.

Soit
ds‘-’= li du.“ + G di”,

l’élément linéaire de (S) rapportée au réseau M(u, v). Désignons
par X., Y., Z, les cosinus directeurs de la tangente à la courbe u,
par X… Y.,, Z2 ceux de la tangente à la courbe v, et par X,, Y… Z3
ceux du rayon OM de la sphère (S).

Si E,, ’;Ï_., E,; n., m,, ?]3 sont les paramètres normaux des tangentes
en M aux courbes u et.v du réseau, et si x., æ2, æ;, sont les coordon-
nées de M, on a (voir le n“ 5) :

()æ __ ._
()Iz __ dE, __

5Îg _ h_, (Î __ [m,
a};

_ nn,

(î‘Ï—l—r fl--—hn ?E—mï
dv

_ '” du _ ’ du — "'

Or :
().Z‘ *: . du.) I‘" . ().‘Ï3 " ‘

—()Î1=\/E\H —dÎ=\E\U —dÎ=\EZI.
()«I‘1 _ —‘ . dæz __ “" ,. ’ ().I’:: _ /—*r .

ä‘T—\/G-Xav ‘æ“—VG\:) ()V _\/GL:5

on peut donc prendre pour paramètres normaux :

(9)
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et l’on aura alors _ .

h= \/E, {: «€,
1 dJE 1 dVG’ Il—-—

=Î/_G dv VE _d—u
 

Les éléments du premier transformé de Laplace M,, du réseau M,
dans le sens u, sont, comme on l’a rappelé au n° 5 : 7_Ë ‘ d_'Î': _—.Ê

@ dit—Edu“ n_n’
- d l — [(10) l—‘—' ä&(îi) Il———;l,

;—.‘ ÏL—n …_"”°g"_Îz’ _ dudv .

Pour le deuxième réseau transformé, M2, on a, en surlignant d’un
double trait les éléments correspondants :

a_ôä 1_ __— _ : —",
du n du”J\

M? sera un réseau 0 si

ce qui peut s’écrire :

011 encore :

«) 25“(Il)
àË ;?

=().

En tenant compte de (g) et (9'), on a

;2__ ()X, 0 0 | ()VÏÎ‘ , 2

EQ —2 [fi —îu'°——<Vî du )“]
_ 1 d\/—\, d 1 d\/ÏÎ 2

“Ë[Ta Tv’+““““«7+u°°‘g<x/Ë du__“)X]
?-z_ ‘

d__—\/E\2+ a I "‘/È2c, “h+ —(l}_<dv/ +[d_ulo° <ÎÊ du )]2 ’

Zz_.(adâ>î
1 awaWë 02

1
[ m/ä ?

“É du \/E—G dv du _dudv og
T}? du

'
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La condition (1 1) s’écrit donc :

4
1 d\/Ë 2 d ” 1 d\/ÎÏ 2

( @ E+Ë< dv ) + [filo° <V’Ë du >]12 —— … ., _ _ .
,… .,’ du 1 d\/G -

1 awaam a2 in 1 ()\/G -

E du fÊ dv du _dudv °° ÿî du…

La condition pour que le deuxième réseau transformé de M dans le
sens v soit 0, se déduit de (12) en permutant E et G ainsi que u et v;
on trouve alors

1 d\/ÎÏ 2 d
_

1 d\/Ë “

a G+Ë< du >
+

[di—'…” <(/_(_} dv )]“”a: 1 m/Ë‘“ ! NEW—G— 02 ,OO_'_._a\Æ
2=°'

Ü dv) ‘/Ë(Î dv du _dudv "
V'ô dv

       
Une première intégration des équations (12), (13) introduit deux

fonctions U, V de u et v respectivement. En remplaçant u par une
fonction de v, on peut réduire U et V à l’unité. On obtient alors le
système -

'

4
! Në ‘1 ; WËm/ä_ 02

100 __I_Ô\/ë
?

(I ) Ë du \/È_GÏ dv du dudv °
\/Ë du

__ d | d\/ë 2
1

d\/Ë>2
,

—[-a'°v(çÆ du )] +ë< «» +“'*

(15 1 NE ‘-’ ‘ aJË Në_ d2_ 100 _IWË ’
) Ü dv \/Ë(Î dv du du dv ” (/Ü dv

_ a
_ lou/È ’

l(a\/ë)‘l_[dÎilo”<Ç/—Ë dv >] +Ë\du +G'

Si aux équations (14) et (15) on ajoute l’équation de Gauss :

à 1 WC“ 0 1 WË _,—
—— -— _— —- —— =— la…” du <VË du >+dv<\/É dv >

‘/ G’

on obtient un système de trois équations [14, 15, 16], deux du
troisième ordre et une du second, aux fonctions inconnues E et G,
nécessairement compatible (puisque les représentations sphériques
des transformés de Laplace des réseaux portés par les surfaces minima
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non euclidiennes le vérifient), dont l’intégration fournira, par leur
représentation sphérique, les réseaux 0 se reproduisant O de deux en
deux dans la suite de Laplace à laquelle ils donnentnaissance.

10. CAS PARTICULIER où LA SUITE DE LAPLACE CONTIENT DEUX ÉLÉMENTS

CONSÉCUTIFS omnocomux. — On connaît les travaux auxquels ont
donné lieu les surfaces de Voss, qui possèdent deux familles de géodé—
siques conjuguées, et les surfaces de Guichard qui peuvent s’associer
deux par deux de façon à former les deux nappes focales d’une con—
gruence rectiligne dans laquelle les réseaux focaux sont orthogonaux
(formés de lignes de courbure).

Les propriétés des surfaces de Voss et de Guichard n’ont été
découvertes, comme le montre M. B. Gambierdans l’un desMémoires
qu’il a consacrés à ce sujet [Surfaces de Voss_ et Guichard (Annales de
l’École Normale, 1931)], qu’avec assez de peine par les géomètres suc—
cessifs. L’ensemble des résultats acquis dans ce domaine, et dus prin-
cipalement à Voss, Guichard, Razzaboni, Bianchi, MM. Eisenhart,
Gambier, Finikofl', est exposé dans le Mémoire cité de M. Gambier.

Récemment, M. Lebel(‘ ), dans un Mémoiredu BulletindesSciences
mathématiques, a introduit les surfaces de Guichard d’une manière
originale.

Je me propose de montrer comment les considérations déve-
loppées dans les paragraphes qui précèdent, permettent d’unifier
des résultats connus, de retrouver simplement la transformation de
Guichard des surfaces de Voss, et de donner des aperçus nouveaux
sur la belle transformation de ces mêmes surfaces étudiée par
Eisenhart, correspondant à la transformation asymptotique de
Bianchi-Bäcklund des surfaces à courbure totale constante, pour
l’exposé complet de laquelle je renvoie au Mémoire de M. Gambier
cité plus haut.

Supposons que les deux réseaux consécutifs M et R (R est trans—
formé de M dans le sens u) de la suite de Laplace envisagée au n° 7

.., M,, M.,. M,, M, R, N, N,, N,,

soient des réseaux 0, et conservons toutes les notations du n° 7. 
(‘) Sur les surfaces de Voss et de Guichard, 2° série, t. LVII, 1933.
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Les surfaces M et R portant les réseaux considérés sont alors deuæ
surfaces de Guichard associées, et pour avoir toutes les surfaces de
Guichard, il suffit de chercher les réseaux 0 dont les transformés de
Laplace dans un sens (a par exemple) sont 0.

Avec les notations du n° 7 [ici k = 1 , et la congruence (AD) est la
congruence des normales à la surfaceportant le réseau B], on voit que
la congruence (CC,), orthogonale au réseau R, est normale.

Les deux congruences focales du premier réseau focal C de la
congruence (CF) des normales à M, étant normales, C est un réseau
de Voss.

Donc, si M est un réseau de Guichard se transformant par la
méthode de Laplace, dans le sens a, en un réseau de Guichard
associé R, le premier réseau focal de la congruencedes normales à M
(celui pour lequel les courbes a sont arêtes de rebroussement) est un
réseau de Voss. Par raison de symétrie, le deuxième réseau focal D
de la congruence des normales à R est aussi un réseau de Voss.

Dès que M est connu, B se trouve déterminé par les formules défi—
nissant la transformation de Laplace, ainsi que le premier et le
deuxième réseau focal C et D de M et R respectivement, qui cons—
tituent deuæ réseaux de Voss associés.

Supposons que l‘on connaisse a priori un réseau de Voss C. Les
tangentes aux courbes u de C forment une congruence normale; les-
développables de la congruence déterminent, sur une surface quel—
conque orthogonale aux rayons de la congruence, un réseau ortho—
gonal M, qui, se transformant par la méthode de Laplace dans le
sens u, en un réseau R orthogonal à la deuxièmecongruence focale du
réseau C (donc en un réseau 0), est un réseau de Guichard. Le
deuxième réseau focal D de la congruence des normales à R, est,
comme on l’a vu plus haut, un réseau de Voss associé à C.

La transformation qui fait passer de C à D est la transformationde
Guichard des surfaces (des réseaux) de Voss.

En remplaçant M par une surface parallèle quelconque, on rem-
place D par un réseau parallèle.

En échangeant les rôles de u et v sur C, on fait correspondre à C
une série de nouveaux réseaux transformés (D’) (définis à un parallé—
lisme près).



SUITES DE LAPLACE CONTENANT DES ÉLÉMENTS onruocommx. 357
En opérant sur l’un des réseaux transformés D ou D’, comme on l’a

fait sur le réseau initial, on obtient des chaînes de réseaux trans-
formés, qui ne s’arrêtent que si l’on obtient un réseau sphérique.
Dans ce dernier cas d’ailleurs, la connaissanced’un réseau admettant
pour représentation sphérique le réseau sphérique en question,
permet d’amorcer une nouvelle chaîne.

Notons que le réseau C est orthogonal‘a la congruence MR (vou le
Tableau T,), et que, de même, le réseau transforméD parla méthode
de Guichard est orthogonal à (MR). Les deux réseaux R et D, ortho-
gonaux à une même congruence sont parallèles;donc, dans une chaîne
de réseaux de Voss transformés les uns des autres par la méthode de
Guichard tous les réseaux sontparallèles.

Il résulte immédiatement de l‘a que si l’on joint les points corres—
pondants de deux réseaux quelconques d’une chaîne de Guichard,
et si l’on envisage le point partageant les segments obtenus dans un
rapport constant arbitraire, ce point décrit un réseau de Voss.

Montrons maintenant comment, en restant dans l’esprit de ce
Mémoire, on peut déterminer (au parallélisme près) les surfaces de
Guichard, et par suite leurs transformées de Voss.

M(u, v) étant une surface quelconque de Guichard, la représenta-
tion sphérique de M sur la sphère S de centre O et de rayon 1 , est un
réseau parallèle au réseau de courbure de M. Les suites de Laplace
issues de deux réseaux (ou de deux congruences) parallèles, étant
formées d’éléments deux à deux parallèles, on voit aussitôt que l’un
des réseaux transformés du réseau sphérique ci-dessus est 0, et que
par suite :

La représentation sphérique d'un réseau de Guichard est un autre
réseau de Guichard.

Pour avoir les réseaux de Guichard, il suffira donc de chercher les
réseaux 0 dont les transformés dans un sens par la méthode de
Laplace sont 0. Le réseau le plus général jouissant de cette propriété
est la représentation sphériquedu réseau de Guichard le plus général.

Désignonspar M(u, 9) un réseau sphérique de Guichard, tracé sur la
sphère S. Supposons que le réseau R de Guichard associé à M, soit le
transformé de M dans le sens 11.
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Soit
ds2= E du? + G d«»=,

l’élément linéaire de S rapporté au réseau (u, v).
Les paramètres normaux (&, n,), (€,—, n,-) du réseau M et de son

transformé ont les expressions donnéesau numéro précédent.
Exprimons que le réseau R est 0; la condition est

soit

2 -, êâ _ }. 0_"» _ 0€ du n du“ _ ’

et, en tenant compte des valeurs (9) de E. , E._,, E:, :

ân_—— __ o.du
. /—

En remplaçant n par son expressmn<
’ ù—G'

% du >, nous obtenons

finalement la condition
à l () VÜ _(17) (ÎIÎ<Œ du >_O'

L’équation (17), jointe à l’équation de Gauss

(18) £<_L_‘NÜ)
"

‘_"V'h>=_\/EG.‘/ÎÎJ du +()_6
\V—‘ñ dv

 
qui, en vertu de (1 7) même prend la forme simple

() 1 ()\/Ë _ _—‘<——->
fournit un système de deux équations [(17), (19)] dont l’intégration
donne les coefficients E et G de la représentation sphérique de
Guichard.

On déduit de l’équation (17)

%_l_ô““du : V (V: fonction de v).
tr.
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En changeant le paramètre 9, on peut prendre V =]; on a alors

— (? VG/ _
v E _

du
) 

et l’on est conduit à la forme caractéristiquesuivante (obtenue diffé-
remment par M. Lebel dans le Mémoire cité plus haut) de l’élément
linéaire de la représentation sphérique des surfaces de Guichard

ds2=
<d——:dVG )22du +Gdt"-.

Cette forme de l’élément linéaire appartient aussi aux surfaces de
Guichardelles-mêmes, et non pas seulement à leur représentation
sphérique,et se prête à des méthodes analytiques de transformations
pour l’exposé desquelles je renvoie au Mémoire de M. Lebel.

Demandons—nous s’il existe des suites de Laplace dont tous les
réseaux sont des réseaux de Guichard.

Pour qu’un réseau 0 donne lieu à une telle suite, il faut et il suffit,
d’après les résultats du n° 8, que ses transformés de Laplace dans les
deux sens soient 0.

En supposant le réseau 0 envisagé, sphérique (négligeant ainsi
une transformation par parallélisme), la condition s’exprime, avec les
notations du paragraphe actuel, par les deux équations

1 _IŒ>_du \JË
()u

/
_0’

à ( ! ()\ È
)

(— _L'Î : ).
dv _\…G dr '

 
Le système de ces deux équations est manifestement incompatible

avec l’éequation (18) de Gauss.
Il n ’eæzste doncpas de suztes de Laplace dont tous les réseaux sont 0

(réseauæ de Guichard), tout au moins si l’on n’a égard qu’aux réseaux
non tracés sur des surfaces développables. On voit aussitôt que les
surfaces développablesproprement dites sont à écarter, et que seul le
plan peut donner des réseaux 0 donnant lieu à des suites de Laplace
dans lesquelles tous les réseaux sont 0.

Les réseaux plans donnant lieu à de telles suites sont d’ailleurs les
Journ. de Math.. tome XVII. — Fasc. IV, 1938. 47
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projections des réseaux de l’espace dont l’une des congruencesfocales
est normale et dont l’autre appartient à un complexe linéaire, sur un
plan perpendiculaire à l’axe du complexe (‘ ).

“. LA TRANSFORMATION D’EISENRART DES SURFACES DE Voss, RATTACHÉE A

LA TRANSFORMATIONDE RIBAUCOUR DES SURFACES DE GUICHARD. — Ce dernier
paragraphe est consacré à une étude nouvelle, et purement géomé—
trique, de la transformation des surfaces de Voss envisagée par
M. Eisenhart dans son Mémoire de 1914, cité dans l’introduction.

En étudiant la possibilité de transformer, par la méthode de
Ribaucour (par systèmes cycliques, ou enveloppes de sphères), une
surface de Guichard en une autre surface de Guichard, j’ai reconnu
simultanément, que le problème est possible, et que cette nouvelle
méthode de transformation des surfaces de Guichard correspond à la
transformationd ’Eisenhart de leurs développéesde Voss.

Il était dès lors naturel d’essayer de rattacher les propriétés de la
transformationd’Eisenhart à celles de la transformationde Ribaucour.
La possibilité de ramener à une inversion suivie d’une transformation
parparallélisme (transformationde Combescure)toute transformation
de Ribaucour, conduit, en particulier, sans effort, à la notion de
surfaces spéciales de Voss qui joue un rôle si important dans la pré-
sentation de la méthode d’Eisenhart. '

Je commence par rappeler très brièvement en quoi consiste la
transformation d’Eisenhart.

Envisageons une surface pseudosphérique quelconque Z (de cour—
bure —— 1 par exemple) et donnons—nous une constante arbitraire et.

Il existe oo' congruences (pseudosphériques) ayant 2 pour première
nappe focale et ou pour angle des plans focaux. La deuxième nappe
focale E’ de cette congruence est une nouvelle surface pseudosphé—
rique de même rayon que 2, et, sur 2 et X', les asymptotiques se
correspondent.

A la surface 2 correspondent une infinité de surfaces de Voss,
parallèles entre elles au sens de Peterson, leur réseau géodésique
correspondant aux asymptotiques de Z. 

(1) Voir la Thèse de M. JACQUES. Paris, 1922.
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De même, l’une quelconque des transformées E’ de 2. donne lieu
à une infinité de surfaces de Voss.

Eisenhart a été conduit à sa méthodede transformation en cherchant
à associer les surfaces V relatives à Z aux_surfacesV’ relatives à E' . Il
a montré qu’à chaque surface V on peut associer œ“ surfaces V’,
jouissant entre autres propriétés, de la propriété suivante (caracté—
ristique de la transformation) : les tangentes aux courbes du réseau de
Voss, de même nom, sur V et l’une quelconque de ses associées V’, sont
concourantes. '

Une transformation convenable par parallélisme de Peterson,
permet de placer deux surfaces de Voss transformées l’une de l’autre,
en correspondanceperspective (surfaces spéciales de Voss).

Je me borne à ces indications, renvoyant pour une analysecomplète
de la méthode d’Eisenhart au Mémoire de M. Gambier de 1931 cité
plus haut.

Envisageons maintenant (fig. 6) une surface de Guichard quel—

Fig. 6. 
conque G. Soient (u, v) le réseau des lignes de courbure de G, et G.
la surface de Guichard associée à G obtenue en transformant le
réseau (a, v), par la méthode de Laplace dans le sens u.

Considérons une congruence cyclique quelconque (MR) harmo-
nique au réseau (G) [M est sur GG. ]. La transformation de Laplace
effectuée dans le sens u, transforme G en G., et la congruence
cyclique (MR) en une congruence (MS) qui, étant harmonique au
réseau orthogonal (G. ), est également cyclique.



362 P. vmcsnsm1.
Le réseau (M), conjugué à la congruence (de Guichard) (G(i,),

jouit donc de cette propriété que ses deux congruences focales sont
cycliques, et d’ailleurs, tout réseau conjugué à une congruence de Gui—
chardpossède la propriété énoncée (‘ ). '

Cela étant, appliquons au réseau G la transformationde Ribaucour,
définie par la congruence cyclique (MR), qui remplace la surface G
successivement par les oo' surfaces orthogonales aux cercles de la
congruence cyclique envisagée.

Je dis que s’il existe, parmi les 00 " réseaux transformés de G, des
réseaux de Guichard autres que G, leur nombre est nécessairement
limité.

Si les co ‘ réseaux transformés de G par (MR) étaient de Guichard,
leurs transformés de Laplace dans le sens u le seraient aussi, et l’on
pourrait réaliser un mouvement continu de la droite GGl au cours
duquel les points G et G, décriraient des cercles d’axes dfiérents
(MR et MS), ce qui est impossible.

Il résulte même du raisonnement précédent, que le nombre
maximum de surfaces de Guichard pouvant faire partie de la famille
orthogonale aux cercles d’un système cyclique déterminé est deuæ.

L’existenée de trois surfaces de Guichard, dans une même famille,
entraîneraiten effet l’existence d’un cône de révolution de sommet M
(fig. 6), contenant deux cercles ayant pour axes, l’un MR, l’autre MS,
ce qui ne peut avoir lieu qu‘e si MR et MS sont en prolongement.

Si donc il est possible de transformer, d’une façon continue, par
la méthode de Ribaucbur, un réseau de Guichard G, en une suite
de réseaux analogues, les paramètres de la transformation doivent
affecter la congruence cyclique qui sert de base à la transformation.

Il est dès lors intéressant de se poser le problèmesuivant : Un réseau
de Guichard étant donné, eæiste-t—ildes transformationsde Bibaucour le

transformant en un autre réseau de Guichard ?

C’est ce problème que nous allons résoudre.
Soit G (fig. 7) un réseau de Guichard arbitrairement donné; M le

point qui le décrit; u et () les lignes de courbure de la surface G, et R
son premier centre de courbure. 

(’) Une étude spéciale des congruences cycliques se transformant en con-
gruences analogues par la méthode de Laplace, serait sans d0ute intéressante.
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Par hypothèse, la tangente à la courbe 9 du réseau R (u, v) (réseau
de Voss) décrit une congruence normale.

Désignons par G’ un réseau de Guichard transformé de Bibaucour
de G, par M’ le point (homologue de M) qui le décrit, et par u et v les
lignes de courbure de G’ correspondantaux lignes u et v de G.

Fig. 7. 
G et G’ sont les deux nappes focales de l’enveloppe d’une famille de

sphères, dont les centres sont sur une certaine surface 2, les points de
contact M et M’ étant symétriquespar rapport au plan tangent en (n

à Z et les courbes de Z correspondant aux lignes de courbure u, v
de G et G’ déterminant sur la surface un réseau conjugué.

Considérons les deux congruences( MR) et (M' R) ; elles déterminent
sur E un même réseau conjugué (u, v). Il résulte alors d’un théorème
bien connu (‘) que les droites joignant les foyers de même rang
sur MR et M’R engendrent des congruences dont les développables 

(‘) Voir G. Dmaoux, Leçons sur la théorie générale des surfaces, t. IV,
p. 108.
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correspondent aux courbes u, v du réseau; et qu’en outre, ces droites
sont des tangentes conjuguées sur la surface enveloppée par le
plan (œMM’). On conclut de là que la congruence (RR’) est conjuguée
aux deux réseaux R et R’. Ces deux derniers réseaux étant conjugués
à une même congruence sont, comme l’on sait, harmoniques à une
mêmecongruence.Cela exige que les tangentes en R et R’ aux courbes v
des deux réseaux se coupent en un certain point ou,; la congruence
harmonique commune est (w w, ).

Les tangentes aux courbes 0 sur G et G’ se coupent en un point
de mou, équidistant de M et M’ (propriété de la transformation de
Ribaucour); donc com. est dans le plan médiateur de MM’, qui est
tangent en ou à Z; la surface2 est par suite l’une des nappes focales de
la congruence (ww. ), le plan focal correspondant bissectant le
dièdre (R, ww, , R’); l’autre nappe focale est une certaine surface Z,.

Le fait que les tangentes conjuguées de même rang des deux réseaux
de Voss R et R’ se coupent, est, comme on l’a rappelé plus haut, carac—
téristique de la transformationd’Eisenhart. Donc, les deus: réseaux R
et R’ sont transformés d ’Eisenhart l’un de l’autre.

Réciproquement,supposons que les deux réseaux R et R’ soient en
transformation d’Eisenhart; les tangentes aux courbes u des deux
réseaux se coupent en un point tu décrivant un réseau (2) conjugué
auæ congruences normales décritespar les deux tangentes, et alors, les
surfaces normales aux deux congruences (surfaces de Guichard) sont
deux à deux en transformationde Ribaucour.

En faisant jouer aux courbes v le rôle qu’on a fait jouer aux
courbes a sur R et R’ (le point ou. où se coupent les tangentes aux
courbes v remplaçant le point en), on voit que les surfaces de Guichard
normales aux congruences (Km.), (R’w,) sont aussi deux à deux en
transformation de Ribaucour.

On a observé plus haut que le plan focal de la congruence(mm.)
relatif au foyer m est l’un des plans bissecteurs du dièdre (R, ww. , R’);
le rôle symétrique que jouent u et 0 sur R et R’ montre que le plan
focal relatif à ce, est l’autre bissecteur du dièdre mentionné, de sorte
que la congruence (coco.) est normale (cette propriété se trouve
indiquée dans le Mémoire de M. Gambier).

Le problème que nous nous étions posé est complètement résolu, et
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sa solution, en même temps qu’elle a prouvé l’existence de surfaces de
Guichard transforméesde Ribaucour d’une surface de Guichardarbi—
trairement donnée, a mis en évidence un lien remarquable entre le
problème de la transformation de Ribaucour d’une congruence de
Guichard, et celui de la transformation d’Eisenhart de sa développée
de Voss. Nous résumons cette solution :

Soient G une surface Guichardquelconquerapportéeà ses lignes de
courbure, M( u, v) l’un quelconque de ses points, R sa développée
de Voss lieu des arêtes de rebroussement des développables des nor—
males à G le long des courbes u.

Transformons R par la méthode d’Eisenhart, soit R’ une surface
de Voss transformée, les développantes de R’ normales aux tangentes
le long des géodésiques a sont parallèles à une transforméede Ribau-
cour G' de G.

Pour fixer complètement G’ dans la famille de surfaces parallèles,
il suffit de dire que c’est la seconde nappe de l’enveloppe de la famille
des sphères de centre (» (ce est le point où se coupent les tangentes aux
courbes u de R et R’) et de rayon (DM.

L’énoncé que voici condense l’étude qui vient d’être faite :

Les transformées de Ribaucour d'une famille (G) de surfaces de
Guichard parallèles, sont les développantes (suivant une famille de
géodész‘ques convenable) des transformées d’Eisenhart de la développée
de Voss de (G).

Le lien exprimé par l’énoncé qui précède entre la transformation de
Ribaucour des surfaces de Guichard et la transformation d’Eisenhart
des surfaces de Voss, explique géométriquement, de la façon la plus
simple, la possibilité de mettre en perspective deux surfaces quel—
conques transformées d’Eisenhart l’une de l’autre, moyennant une
transformation par parallélisme de Peterson de chacune d'elles.

Envisageons deux surfaces de Voss R et R’, en transformation
d’Eisenhart, et soient G et G’ deux de leurs développantes de Guichard
transformées de Ribaucour l’une de l’autre.

Toute transformation par parallélismedes réseaux de Guichard G
et G’ (transformation de Combescure des surfaces G et G’) remplace
les réseaux de Voss associés R et R’ par des réseauxparallèles; et l’on
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sait d’autrepart que tout couple de surfaces transforméesde Ribaucour
l’une de l’autre, peut toujoursêtre transformé, moyennantune trans—
formation de Combescure convenable (‘ ), en un nouveau couple de
surfaces transformées par inversion l’une de l’autre.

Cela étant, au moyen d’une transformation de Combescure, trans—
formons les deux surfaces de Guichard G et G’ en deux nouvelles
surfaces G0 et G}, inverses l’une de l’autre dans une inversion de pôle 0.
G0 et G'0 étant respectivement parallèles à G et G’ sont, elles aussi,
des surfaces de Guichard (en transformation Spéciale de Ribaucour).

Désignons par R0 et R'0 les développées de Voss de G() et GQ,. On a
vu plus haut (théorèmede Darhoux rappelé) que la droite joignant les
différents couples de points homologuessur R0 et R'o, est tangente àla
surface enveloppée par le plan de deux normales correspondantes
de G0 et G'0. Ici cette surface se réduit visiblement au point 0. La
droite Ro R}, joignant les couples de points homologues sur R0 et R'0
passe donc constammentpar O, et les surfaces de Voss R0 et R'0 sont en
correspondance perspective (surfaces spéciales), tout comme les sur—
faces de Guichard associées G0 et GQ,.

'

Nous terminerons par la remarque suivante.
Effectuons sur les deux réseaux de Guichard les plus généraux, G

et G’, transformés de Ribaucour l’un de l’autre, envisagés plus haut,
une transformation de Laplace dans le sens u. On voit aussitôt que les
deux réseaux transformés G1 et G" sont eux aussi transformés de
Ribaucour l’un de l’autre. Les réseaux de Voss R4 et R', attachés
à G. et G' sont, d’après ce qui précède, en transformationd’Eisenhart;
or, ces réseaux sont les réseaux associés à R et R’ par la méthode de
Guichard (voir le numéro X); donc :

Si deux réseaux de Voss sont en transformationd’Eisenhart, il en est
de même de leurs associés. 

(1) Pour l’exposé détaillé de cette transformation de Combescure, Voir
L. BIANCHI, Lezioni di geométria dij]érenziale, vol. II, p. 181.


