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EXTENSION DE LA FORMULE DE TAYLOR. 213

Sur une extension de la formule de Taylor;

Par J. DELSARTE,

Professeur a la Faculté des Sciences de Nancy.

Le présent travail est consacré a une extension formelle assez large
de la série de Taylor. On I'a obtenue en remplagant I'opérateur de
dérivation par un opérateur linéaire possédant un spectre continu,
ainsi que certaines propriétés d’unicité. La sommation des séries ainsi
introduites est un probléme de prolongement d’opérateur fonctionnel
et équivaut a 'inversion d’une équation linéaire et homogéne portant
sur une fonction de deux arguments; la détermination du reste, dans
les formules analogues & la formule de Taylor, revient & I'inversion de
la méme équation lorsqu’elle a un second membre. Il y a plus : le
développement du formalisme qui vient d’étre esquissé conduit & con-
sidérer une famille d'opérateurs linéaires ayant des propriétés
comparables a celles des opérateurs de translation sur la droite; on est
ainsi amené a une généralisation de la notion de fonctions moyenne-
périodiques et a des formules nouvelles, jouant par rapport a ces
fonctions et a ces opérateurs, le méme role que la formule sommatoire
d’Euler-Mac Laurin par rapport a la série de Taylor et aux fonctions
périodiques. J'ajoute enfin que le procédé formel général de dévelop-
pement des fonctions en séries, que j’ai indiqué ailleurs ('), ne prend
tout son sens qu’a la suite des considérations qui vont maintenant étre
exposées.

Pour faciliter la lecture de ce qui suit, on a indiqué immédiatement

(') Sur un procédé formel de développement des fonctions en séries et sur

quelques applications (Journal de Mathématiques pures et appliguées, t. 15,
fasc. I).

Journ. de Math., tome XVII. — Fasc. 111, 1938. 28
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aprés chaque groupe de définitions et d’énoncés généraux, I'applica-
tion qu'on en peut faire aux deux cas les plus simples et les plus
importants.

1. La lettre A désignera une classe linéaire de fonctions de la
variable réelle z; b ou.[ £(£)]sera un opérateur linéaire défini dans A
et possédant un spectre continu S faisant partie du plan de la
variable complexe A. A toute valeur X de S correspond donc une
fonction j; () appartenant & A et telle que I'on ait

[N (E)] =2/ ().

On peut, en choisissant convenablement l'origine sur la droite et en
multipliant j,(«) par un facteur convenable indépendant de x, sup-
poser que j, (o) se réduit & I'unité, quel que soit A dans S; en choisis-
sant convenablement 1'origine dans le plan des A, on peut supposer
que A =o appartient & S; de plus, nous supposerons que, dans un
voisinage de 'origine on a, quel que soit A de S appartenant a ce
voisinage,

(1) N(E)=94(z) + Ao (z)+. ..+ A @p(Z) +...,

le second membre étant convergent pour toute valeur finie de x et les
fonctions ¢,(x) faisant partie de la classe A. On a alors nécessaire-
ment
9o(0) =1, ¢n(0) =0,
puis, par identification,
v 9o (E)] =0, e[ ¢n(2)] = Pns (2).

Exemple I. — Prenons pour classe A I'ensemble des fonctions
définies dans tout ou partie de l'intervalle (—ac, 4 o) et une fois
dérivables dans leur domaine de définition.

. . P d .
L’opérateur b sera 'opérateur de dérivation - ; le spectre S est

constitué par tout le plan de la variable complexe A, et les fonctions

propres sont les exponentielles

e)\x,

on a

o(@)=1, gal2)="1;.
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Ezemple II. — Prenons pour classe A 1'ensemble des fonctions
définies dans un intervalle [0, a], « étant positif, ou [0, + o« ), deux
fois dérivables dans leur domaine de définition, la dérivée premiére
étant nulle pour = o.

L’opérateur » sera I'opérateur de Bessel défini par
2p+1 df

b
x dx

nlfE)= 2L+

p étant un nombre complexe dont la partie réelle est plus grande
que — =; le spectre S est constitué par tout le plan de la variable
2

complexe A, et les fonctions propres sont données par
2k 'f 2k.
//(-l' ( \/)\)p ,,(I-Z'\/)\) Z/\‘ (p+/()' ( > ’
avec la notation habituelle pour les fonctions de Bessel de premiére

espéce, on a
— ()"
=0 (p+n)‘< )

2. Considérons maintenant la série formelle d’opérateurs
Tr=0u()E+ 0, (3)v+ 9. ())v +. ..+ @u(y)dP ...,

ol ¥ désigne le n*™ itéré de I'opérateur v; la variable réelle y joue
ici un role paramétrique ; en général, 'opérateur T7 n’aura de sens que
dans une classe linéaire o faisant partie de A; cette classe a n’est
pas vide, car

Ty /(D] =7 () J2 (),

pourvu que A appartienne, dans S, au voisinage de I'origine pour les
points duquel le second membre de (1) converge. De plus, I'opérateur
T* se réduit évidemment a I'identité, et il est clair que les opérateurs
T» sont deux a deux permutables, et sont aussi permutables avec d et
tout ses itérés, pourvu qu'on restreigne convenablement les domaines
de définition.

Dans ce qui suit, nous allons donner un certain nombre de relations
formelles entre opérateurs; ces relations seront valables pourvu que
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les fonctions de A, qui servent d’arguments & ces opérateurs soient
dans des sous-classes linéaires de A assez restreintes; le lecteur verra
sans peine que ces classes ne sont pas vides en constatant qu’elles
contiennent les fonctions j, () pour lesquelles vaut la relation (1).

Remarquons d’abord que T%[ f(£)] est en réalité une fonction des
deux variables réelles et y. On peut donc regarder le résultat de
'application de cet opérateur & f(x), comme fonction de y, « jouant
alors un réle paramétrique; on adjoint ainsi & T2 un nouvel opérateur
linéaire que nous appellerons le transposé de T?, soit

TL/@)= (@) S() + 0 (@) [SE)] +- -+ gu(@)W S+
etil vient
vt TELA)] = @o(@) 0 [SE)) + - o @am ()WL) -
et aussi
o (TE[S(M])) = 9o (2) 05 [ S(E)] - - .+ @ (2)V[ S (E)] - - -5
donc
(2) ve A TELS ()]} = { TELS ()] 5
on constate de méme que
WATELA )]} =92 (TELS ()]}
:(Po(x)h,(rg)[f(z)] ...+ q’n—:’(x)by”[f(a)l +...,
W {TE[/ ()]} =2 {TELS ()]}
= @o(@)PP[S(E)] +- -+ Pnp(2)W[S(B)] +- - -
et qu’enfin, quel que soit z réel,

THTS ] = 00(3) THAE] +- oo oa(P A TELS )]+
= 0(2) T [SE)] +- - @)W TELf(m)] } +- ..
=TH{ TS =TH TS ] = T3 {TE[S )] };

d’ou la relation entre opérateurs

T Te="T=T0.
Un opérateur quelconque de la famille T” est donc permutable avec
un opérateur quelconque de la famille des opérateurs transposés.
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1l s’agit maintenant de prolonger les opérateurs T en conservant
ces diverses propriétés. On y arrive grice a I'équation (2). Posons

O(z, y)=TL[f(2)],

I’équation (2) s’écrit
(3) % [@(z, 1)] =P=[P(E, ¥)]-

Nous ferons sur 'opérateur b, une hypothése complémentaire que
nous nommerons hypothése d’unicité et qui se formule ainsi :

La seule solution ®(x, y) de I’équation (3), appartenant a A, soit
comme fonction de x, quel que soit y, soit comme fonction de y, quel
que soit x, identiquement nulle pour y = o, est identiquement nulle.

Conséquemment, I’équation (3) admet une seule solution ® appar-
tenant a A, soit comme fonction de x, soit comme fonction de y, et se
réduisant 4 f(x) pour y =o0; si I'on admet que cette solution est
développable en une série procédant suivant les ¢,(y), on retrouve le
développement formel qui a servi de définition a 'opérateur T7; la
solution unique de (3) quand elle existe, sous les conditions aux
limites indiquées, fournit donc le prolongement fonctionnel de cet
opérateur. Il faut maintenant montrer que ce prolongement a toutes
les propriétés formelles déduites de la premiére définition de T-.
Remarquons d’abord que la seconde définition implique que T° se
réduit a I'identité. Convenons de dire qu’une fonction ®(x,y, 3) des
trois variables réelles x, y, 3, appartient 4 A par rapport 4 toutes
les variables lorsqu’elle appartient a A quand on la considére comme
fonction d’une seule des variables, les deux autres ayant des valeurs
- constantes finies quelconques; montrons d’abord la permutabilité

TrT==T=T».
Pour cela posons
®(z, y, 5)="T;{ Te[/(n)]}-

Par définition, cette fonction appartient 4 A par rapport a toutes les
variables, satisfait a ’équation
(4) 2 [Py, 3)]=0:[0(, 5, D),

et est telle que
Q(z, y, o) =TL[ f(D)] = P(z, y),



218 J. DELSARTE.

c’est la seule satisfaisant a toutes ces conditions. Posons encore
3 [®(x, m, 5)]| =W (z, y, 2),
2[R, y, 5)] =0 [R(z, ¥, O] =Wi(2, ¥, 5).

Pour continuer le raisonnement, il est nécessaire de restreindre un
peu le choix de f(x) dans la classe linéaire formée par les fonctions
pour lesquelles 'opérateur T prolongé & un sens, il faut supposer
que f(x) est telle que W et W', appartiennent 4 A par rapport a toutes
les variables, et telle aussi que les opérations qui vont suivre soient
légitimes. (Le lecteur verra sur les exemples de quelle nature sont ces
restrictions.) Appliquons I'opérateur v, aux deux membres de (4), et

supposons que le résultat puisse étre obtenu par application de b, sous
les signes b, et b,, on trouve

Bv[lp(aa y; ;)] ZBZ[W(‘x} ]7 C)]'

De méme, appliquons I'opérateur 3. aux deux membres de (4), et
supposons qu'au second membre, le résultat puisse étre obtenu par
application de b, sous le signe ¥, on trouve

(Wi, 3)]=0:[¥i(x, ), )]
De plus, il vient, & cause de I’équation (3),

¥ (z, e o)zh).[(l)(.z', n, 0)]
:b)‘[(p(‘z'; Y))J :b-t[d’(E’ )’)] :h@[@(ia .}’7 0)] = qrt('/v; )’) 0);

I’hypothése d’unicité entraine alors
U=y,
Elle entraine aussi, par suite, que la fonction ® peut étre définie par
’équation
2[RE y, 5)] =0 [®(2, 0, 5)),
jointe a la condition aux limites
®(z, 0, 5) =T[S(2)] = ®(, 5),

et au fait que @ appartient a la classe A par rapport a toutes les
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variables; il en résulte, par définition,
®(z, y, 5) =Ty (TE[S(n)] };

d’ou la permutabilité annoncée.
Montrons maintenant que I'on a aussi

Ty Ts=Ts T,
Pour cela posons
Tz {T5[f(n)] | =@ (=, ¥, 5);

par définition, cette fonction appartient & A, par rapport a toutes les
variables, satisfait 4 I’équation

(3) ”.r[‘l’(i, Y ""’)]:bs[d)(x) Y C)])

et est telle que
®(z, y, ) =T7[f(0)]=@(y, 2);

c’est la seule satisfaisant a toutes ces conditions; posons encore

hJ'[‘I)(x‘v n, 5)]:‘If($, Ys :')y
2 (@S, ¥, 5)]=2:(R(=, ¥, {)| = Wi(2, ¥, 5).

Supposons que f(x) soit telle que W' et W', appartiennent 4 A par
rapport a toutes les variables, et telle aussi que les opérations qui vont
suivre soient légitimes. Appliquons I'opérateur 3, aux deux membres
de (5), et faisons ’hypothése que le résultat puisse étre obtenu par
application de b, sous les signes b, et 3., on trouve

b_,_.[llf(g’ Y z)]:hs[lp(x) Y C)]

De méme appliquons l'opérateur 3, aux deux membres de (5), et
supposons (u’au second membre le résultat puisse étre obtenu par
application de 3, sous le signe b,, on trouve

(Wi (E y, 5)]=0:{Wi(z, ¥, )]
De plus il vient, 4 cause de I'équation (3),

¥(z, y, 0) =0, [®(x, m, 0)] =2, [®(m, z)] =2.[®(y, §)]
et
‘Fl(x,v _yy O)ZD‘,:[(D(Z’, .)’; 0)]:3_,_.[([)(}/’ E)]: lp(m, .}’! 0);
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I’hypothése d’unicité entraine alors

¥=yY,
et aussi

(6) b.v[d)(ay Y5 s ]:DJ.[(I)(x, n, 5)]
Considérons d'autre part la fonction

®(o, y, 5) =T; I TS [ f(m)]}.
On a
@ (o0, y, o) =TR[f(m)] =S(¥)s

et les résultats précédents donnent, pour x=o,
3:[® (0, ¥, §)] =P [R(E, ¥, 5)] =0y [®(0, 0, 5)];
une nouvelle conséquence de I'hypothése d’unicité est donc
®(0, y, 5) =T [ f(n)] = P(, ).

La fonction ®(x, y, 5) peut donc étre définie par I’équation (6), par la
condition aux limites précédente et par le fait qu’elle appartienta A,
par rapport a toutes les variables; on a donc

® (@, y, ) =TF TE[f(n)]};
d’ou la permutabilité annoncée.

Exemple I. — L’équation (3) s’écrit
o0 _ 0%
oz — dy’
I'intégrale prenant la valeur f(x) pour y = o est évidemment
T /B =S (x+ ).

Le prolongement ainsi obtenu pour I'opérateur T est aussi vaste
que possible, puisque cet opérateur s’applique maintenant a toutes les
fonctions d’une variable réelle. Toutes les propriétés de permutabilité
sont évidentes; on remarquera que dans ce cas 'opérateur T est
identique a son transposé. Dans cet exemple, lesrestrictions apportées
aux choix de la fonction f(z), pour que la démonstration donnée plus
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haut des propriétés de permutabilité soit valable, se raménent &
demander que f() soit deux fois dérivable.

Ezemple I1. — L’équation (3) s'écrit
0*®  2p+10® _ 0*®  ap—+1 dD

Wtz wmo gty oy
Elle rentre dans la catégorie des équations aux dérivées partielles du
second ordre que Darboux qualifie d’harmoniques; le changement de
variables

u:%(x+y)"—’, v:%(m——y)?

la raméne & une équation d'Euler-Poisson
e ;) 1 [0 907 _
dudv+(P+§ wu—v|dv du |

Bien que les données de Cauchy soient portées par une demi-droite
singuliére pour les coefficients de I’équation, et qu’on ait ici & résoudre
un probléme mixte : données de Cauchy sur le demi-axe O, données
de Neumann sur tout 'axe Oy, on se trouve dans des conditions ou
les formules de Poisson sont applicables; ces formules donnent
I’expression suivante pour la solution se réduisant a ¢ () pour u =y,
et dont le développement, suivant les puissances de u — ¢, quand il
existe, ne contient que des puissances paires positives

’l _.’ _.1
o= I/I(P+I) fq.ou—{— V—u)t] ’(l—t)p tdt;
r(g)r(pﬁug

posant

remplacant « et ¢ par [E(x—{—y)" et i(x—y)‘-’, ainsi que {(u) par
S| 2vu], il vient
D(x, y)

Tip—+r1)

e

Journ. de Math., tome XVII. — Fasc. III, 1938. 29

) / f[\,w'-’+y'*—2xycosq)]sin‘—'/'q>dc?.
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Cette expression est symétrique en x et y, lorsque la fonction f est
une fois dérivable, elle satisfait aux conditions aux limites
9P - . b y=o,
@_0 pour & —o, ¢ —f(x), oz —¢ Ppour z3 o,
et il y acontinuité de ® pour z = y; enfin, si f est deux fois dérivable,
® est solution de I'équation (3); d’ailleurs @ appartient & la classe A
par rapport aux deux variables; la solution obtenue satisfait bien &
toutes les conditions et elle est unique, car Darboux a démontré que
les formules de Poisson donnaient toutes les solutions de 1’équation
considérée. Le prolongement est donc effectué, on peut écrire

T(p+1)

1 I
expression valable pour toute fonction f(x) définie et sommable dans
tout intervalle fini. On remarquera u’ici encore

Tr="T.

Tz f@)]=

K
f SIVZ+Fy*=2zy cos¢ | sin¢ do,
) o

La propriété de permutabilité peut se constater dans le cas le plus
étendu par un calcul direct, la démonstration donnée plus haut est
valable ici, pourvu que f () soit quatre fois dérivable.

3. Nous allons maintenant donner la formule généralisant la
formule de Taylor limitée. Nous remarquerons d’abord que 'hypo-
thése d’unicité a pour conséquence le fait suivant : ’équation

(7) By[d)(xa n)]_bl[d)(g’ }’)]—_—f(x; )
quand elle a une solution ® appartenant & A par rapport aux deux

variables, identiquement nulle pour y = o, n’en a qu’une. Nous dési-
gnerons cette solution, quand elle existe, par la notation

(8) ®(z, y) =1z [f(E )],

ou i,, désigne un opérateur linéaire défini dans une certaine classe
linéaire. Cela étant, considérons I’expression

O(z, y) =TLFE] = X, e )PPLSE)];

p=0



EXTENSION DE LA FORMULE DE TAYLOR. 223,

nous supposons que f (&) soit telle que chacun des termes du second
membre existe, et aussi que ® appartienne & A par rapport aux deux
variables. On a, dans ces conditions ('),

v [ )] =T ([ f()]} — X, e[ ],

p=v

puis
%[ ®(2, n)] =2 {TE[/(n)]} 2,<Pp—1(y e [S(2)]
=1
=Ty { %[ f(n)]} 2<pp<y>w+’ /),
p=0
et enfin

®(z,0)=0, B [®(x, )] =[P, ¥)=0.(y)E[f(Z)]
Il en résulte donc

®(z, y)=in, fou(n)® [ S(O)]}
et

n

(9) TLLSD) =, @[S + by {2a ()@,

p=0

qui est une généralisation de la formule de Taylor limitée. On remar-
quera que le reste de la formule a nécessairement un sens pourvu que
JS(x) satisfasse aux conditions que nous venons d’indiquer.

Exemple I. — L’opérateur i s’obtient en inversant I'équation
o0 0d
5‘}7 - d_x :f( xz, .}/)’

® devant étre nulle pour y = 05 on trouve de maniére immédiate

,
ey (S m) = [ Sty — u w)du

(') Nous admettons ici les permutabilités T =T»d et I ="T7¥; on les
établit en procédant de facon analogue a ce qui a été fait au paragraphe 2, pour
démontrer T=Tr = TvT* et T=Tr= T>T.
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d’ot la formule de Taylor limitée

d
f($+y)—zlf—:d%{ f"‘*“(z+y——u)—du-

E:cemplel II. — Ici 'équation (7) s’écrit

o 2P 1 9@ 1 0P
(10) dy‘_» oz 2+(2P+1)[;(E—de] =f(z, ¥),

et il faut en chercher I'intégrale satisfaisant aux conditions aux limites
suivantes :

— aq\ _ G _
(1)  f(«x, 0)=o, (d‘_}’)r—_-o_o (z20) et (a—:v>3=0—0'
On peut substituer & ce probléme mixte hyperbolique un probléme
de Cauchy pur; prolongeons la fonction f(x, y) par symétrie par
rapport & I'axe Oy, et cherchons I'intégrale de (10) définie dans tout
le plan et satisfaisant aux conditions de Cauchy

JS(z, 0)=o, (3—‘;)1:“:0 (x2 o).

L’équation et les données restent invariées quand on changexen —z,
il en sera de méme de la solution; cette derniére sera donc une fonc-
tion paire de x, réguliére pour  =o, elle satisfera par suite aux
conditions (11). Tout revient 4 la détermination de la fonction de
Riemann pour I'équation (10) dont, comme nous l'avons dit, le
premier membre est une transformée du premier membre de I'équa-
tion de Poissoun; la fonction de Riemann cherchée se rattache aux
fonctions hypergéométriques; il y a aucune difficulté provenant du
fait que les données de Cauchy soient portées par une droite singuliére
des coefficients de I’équation, car ces données sont nulles, et, d’ailleurs,
la fonction de Riemann devient nulle sur cette dr01te, elle est nulle
aussi sur 'axe des y; la méthode classique s’applique sans modifica-
tion et ’on trouve, tous calculs faits,

ey [f(E n)]=

(4En )P f(&, m)
A:

f[(y+n>2~<x—a>2]”+'[<w+z>2~(y—n)ﬂ]
1 (=2 = (=) (=4 — O+ ) . 4
2 [(z—E2) —(y+n)*][(x+2)— (0 —n)?] &,

1
P+

XF%I p+- ,p+—,
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ou A,, désigne le triangle compris entre Oz et les deux paralléles aux
bissectrices des axes par le point de coordonnées x et y. On en déduit
la généralisation suivante de la formule de Taylor :

I'(p—+1)

r(i)r(p+;

___nx p! Y\ [ [ 2p+1 4"
_Zm(p+m)!(z> [dx'-’+ x dzJ J(=)

m=0 § s P‘ n n dz 2P+l d n+1 L
et () [ 4] o

R (G G D N (CE RIS CET I
1 [(x—i)"—(y—n)ﬂ[(x+2)2—(y+n)2]}d;dn'

¥ P RNy it 1A ‘ 2
x {"P+2 Py ==+ ar @+ —(y — a1

U3
f fIVZ+ yi—axy cosg | sin¢ do
) }

1
P+

4. Passons maintenant & l'extension de la notion de fonctions
moyenne-périodiques, qui découle des considérations qui précédent.
Toute famille 4 un paramétre y, d’opérateurs linéaires T> sera dite
Samille abélienne lorsqu’elle satisfait aux conditions suivantes :

To=E, ToT:=TTy, TrTs=TsTr.
Un opérateur linéaire A sera dit attaché a cette famille s’il est permu-
table, quel que soit y, avec T~
TrA= AT
Il vient, en développant cette condition,
A AT ="T7 [ Al F ()] 5

faisant ensuite x = o, compte tenu de T° =E,

Ay [fE]= A TF[f(n)] .

Le second membre donne une forme nécessaire pour les opérateurs A,
A, y désigne une fonctionnelle linéaire quelconque. Inversement, on
a, si A est de cette forme,

A TE[F()] = A (TS { T2 A ])
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et
Ty { A [ ()]} =T (A { TE[ ()] ) = A0 (T { T5[S(O1)),

mais la permutabilité de T~ et T* entraine
TE{THL/@)] = TR TEL/ @],

et 'on voit que la forme obtenue pour A est nécessaire et suffisante (*).
Nous dirons qu’une fonction f(x) est moyenne-périodique par rapport
a la famille abélienne T~ et par rapport a I'opérateur A attaché a cette
famille, lorsqu’elle annule identiquement cet opérateur

A:[f(O)]=o.
Remarquons que I'on a, dans le cas présent,
A /(D= 8o I TELAM] = Ao /i () /()] == A () i),

en posant
‘ A =34[/i (D)
La fonction A(2) est l'indicatrice de 'opérateur A. Si A(1) a des

racines
)\l’ )\2} e 7\71’

dans S, les fonctions
Jo, (1)

sont moyenne-périodiques relativement a la famille abélienne T et &
I'opérateur A attaché a cette famille.

I1 est ensuite facile de définir des fonctions bernoulliennes ana-
logues aux polynomes bernoulliens; supposons que A soit tel que
A(}) soit développable en une série procédant suivant les puissances
positives croissantes de A dans un voisinage de I'origine du plan des A
appartenant & S; alors on a, pour A assez petit en module et apparte-

nant a S,
Ju(z)
A(R)

=By () +ABy(2)+. ..+ M Bp(x)+...,

oti B3(x) est une combinaison linéaire a coefficients constants de ¢, (),
0(x), ¢2(@), ..., pu(x), de cette formule, on déduit aisément, de

(') On notera que les opérateurs T sont des opérateurs A.
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proche en proche, les relations suivantes :
A-'t'[‘Bn(Z)];——?'t(-l’): 2o [Bo(2)] =0, V| Ba(Z) ]| = Buoi () (n#o0).
qui généralisent les propriétés bien connues des polynomes de

Bernoulli.

Exemple I. — La famille abélienne est constituée des opérateurs de
translations

Tz /@) =/(x+5);
les opérateurs A attachés a cette famille sont de la forme
A[f@)=AS (2 + D)5

les fonctions bernoulliennes correspondantes, définies par le dévelop-
pement

e rr

AL

=B,(2) +AB(z)+... 4+ B, (x)+...,

avec )
A(d)= Ao[e"g])

sont des polynomes en = de degré marqué par leur indice; on a

. rt dB, dB,
AdB.(DI="0  St=o,  S=Ba(@)  (nxo)

Lizemple 1I. — La famille abélienne de Bessel est constituée par les
opérateurs

T /@)=

T
_lr(_p 2 1 f Jlva+y =22y cose] sin* ¢ do,
r(z)r(p+3)”
les opérateurs A attachés a cette famille sont de la forme

I'(p+1)

I 1
OGS
les fonctions bernoulliennes correspondantes, définies par le déve-
loppement

A S = A, : jn f[\/x=+ & —axf coscp] sin*’ @ d¢ %,

(557!)/, J"(Ai‘f)}fl) =@By(x)+...+ MBp(x) +...,
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v [H560)

sont des polynomes pairs en = de degré marqué par le double de leur

indice; on a
p‘ x 2n
A [Ba(E)] = (_nTﬁT'( ) ’

I
n!

d*a3, 2p+1 ddi3, 17£30;) 2p+1 doi,
ar T Tz dz dx‘-’ -+ x d

avec

= 03p—y ().

8. Ces fonctions bernoulliennes permettent de donner une généra-
lisation trés large de la formule sommatoire d’Euler-Mac Laurin;
posons (')

¥ (@, 7, 5)= D, Bp(3)TL 0 f ()]} — DL [F O T B, (2)],

ona a "
V(z, o, z):io‘.&p(')n(” Zn"” [f(E)]Bp(s)=0,
puis = =
vV 7, 2)]= 2,0%( YTZ Y[ f ()]} 2» POLFE) ] T @(E)),
p=0 _

n—i1i

b [¥ (2, m, »)]—Za3p<z>'w (UL )} — D AT B (D)]

p=0 p=0

3 [W(z, n, 5) ] —2[W(E, ¥, 5)]=2 [ f(E)] TL [ Bn(B)];

et

d’ou, par suite de 'hypothése d’unicité,
W (2, y, 5)= iy {3 [S()] T2 Ba(2)]}-

Calculons d’autre part

n n

AW (@, n, 2)]= X, B, ()8 [ ()]} — 2L [F(E)]op(5)

p=0 p=0

(*) Il va sans dire que f(x) est supposée telle que ¥ existe et appartienne
a A par rapport a toutes les variables.
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et, compte tenu de la formule (9),

AW (2, 0, 5)]= Zos (2) A ¢ ()]} — T5| £(E)]

Atz { Pa ()OS (O] )5
d’ou encore

TIAE)= D, Bp() A [ f(m)]}

p=0

+ ey {on (LA} — B [ VS0 THBa(E)]}]

Sil'on remarque enfin que
| #a(m) =40 [ T3 @(2)])
(la fonctionnelle A, jouant sur la variable «), on voit qu'on a
e L @a(m¥ LSO} = Ao [ier 0[SO TR Ba(D)]]
et la formule sommatoire généralisée prend la forme définitive (')
TLLf(6)]= Zas (8= {3 [f(n)]}
p =0

+ Aofizy 2T [ (O] TR B (D]} — i L[S0 THB(O]]-

Sil'on prend, pour fixer les idées, le cas de I’exemple I, cette formule
devient, aprés quelques réductions,

) —%

f(w+y)=EB,1(y)A.r[f""(£)J+Ao[ [

p=0

B.(u+ a) frri(z+y — u)a’u].

Nous laissons au lecteur le soin d’écrire la formule analogue dans le
cas du second exemple.

6. Revenons maintenant sur I’hypothése d’unicité; soit

oz, )= () f(¥),

(') Comme dans le cas de la formule de Taylor généralisée, le reste existe
pourvu que les autres termes de la formule existent.
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JS(y)appartenant 4 A, on a
L9 (2 1)) —2:[9 (5 »)]=Ju(@) 3, [f(E)] = Af ()]s
une conséquence de I’hypothése d’unicité est donc que 'équation
% [fE)] =2 (y)=0

n’a pas, dans A, d’autre solution nulle pour y =0, que la solution
identiquement nulle. Il en résulte que 1'équation

(12) 2 [fE)—=2Af()=8(»),

lorsqu’elle a une solution appartenant 4 A et nulle pour y =o0, n’en a
qu'une; cette solution s’exprime aisément a I'aide de I'opérateur i, on
le voit en calculant

iy [ (E) g ()],

et en remarquant que si /() est la solution de (12) appartenant a A
et nulle pour y = o, la fonction j,(x) f(y) est la solution de I'équa-
tion

v (o (@ m]—=2[9E y)]=/r(2)8(¥)

nulle pour y = o et appartenant a A par rapport aux deux variables,
de sorte que

f= m—m iz /2 (8) g(0)]-

En particulier, pour g(y)=j.(y), la fonction

f(y)zj-——“-yx):ﬁ*(y)

satisfait a toutes les conditions, et 1'on a

NP —Je) _
A—u I(z)

iy [/ (E)Jp ()]

Soit alors f(y) une fonction de A moyenne-périodique par rapport a
un opérateur A attaché & la famille abélienne T} si I'indicatrice A (1)
de A posséde des zéros dans S
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et si 'on admet que f(y) est développable en une série procédant
suivant les j, (y)

J()= X anp (),

n—

la détermination formelle des coefficients de ce développement se fait
de maniére immédiate en utilisant les relations que nous venons de

rappeler, etl'on a
_ Bofiz [/ (E) (D))}

“= T @ A ()

Le procédé formel général de développement des fonctions en séries
apparait donc maintenant comme donnant le développement des fonc-
tions moyenne-périodiques relativement a un opérateur A attaché a
une famille abélienne T”, ce développement procédant suivant les
fonctions propres j,(x), qui sont moyenne-périodiques.



