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THÉORÈMES RELATIFS AUX DIRECTIONS DE BOREI.. IO9 

JExtenstons de théorèmes relatifs aux directions de Borel 
des fonctions mêromorphes ; 

Par A. RAUCH. 

I M'ROD UCTION. 

Lorsque M. Picard en 1879 a découvert ses deux théorèmes devenus 
maintenant classiques, il a donné un essor nouveau à la partie des 
études mathématiques concernant les fonctions uniformes. Dans le 
premier de ses théorèmes il a démontré qu'une fonction entière prend 
toute valeur finie a sauf une au plus, dans le second que plus généra-
lement une fonction uniforme prend autour d'un point singulier 
essentiel isolé toute valeur a finie ou infinie sauf deux au plus (/, i°, 
2°, 3»)('). _ 

Après lui, à son tour en 1896, M. Borel a précisé le premier théo-
rème de M. Picard en démontrant que, si /{:·) est une fonction 
entière d'ordre positif et fini ρ, l'exposant de convergence des racines 
de /(:) — χ est égal à ρ pour toute valeur finie de χ sauf une au plus. 
Définissant ensuite l'ordre ρ d'une fonction méroinorphe il a démontré 
plus généralement que si /'(-) est méromorphe d'ordre ρ et ïï(;)méiO-
morphe d'ordre p'<^ f, l'exposant de convergence des racines de 

(1 ) Τ'otr la bibliographie. 

Journ. de Math., tome XII. — Fasc. U, 1903. 
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/'(;■ )—II(V) est égal à ρ sauf pour deux fonctions 11(^ ) au plus 
(b, i°, 2% 3U, !t°\ 

Ces théorèmes oui donné naissance à une foule de travaux très 
intéressants tantôt de nature qualitative comme ceux de M. Picard, 
tantôt de nature quantitative comme ceux de M. Borel. 

La puissante théorie des familles normales de fonctions édifiée par 
M. Monte! (£') a permis de découvrir de nouveaux résultats qualitatifs 
plus précis que ceux de M. Picard. Ainsi M. Julia a trouvé en 1919 le 
théorème suivant : 

Soit /'(:) une Jonction méromorphe possédant une valeur asympto-
tique; il existe une suite infinie de envies Γ(η ) d'équation 

\z — ,v(u)\ lim α(/ί )-= «'. lim
 ;
 ^ jc, 

tel que J\z ) prend dans l'ensemble de ces ceivles une infinité de /"ois 
toute valeur sauf deux au plus {e, 1", 2", p. 127). 

Il en a déduit qu'il existe au moins une direction (»1 ) telle que dans 
tout angle de bissectrices il y a une suite infinie de cercles Γ(η). 

M. Yaliron appelle (J) une direction de Julia. 
lin 1924 M. Milloux réussit à trouver indépendamment de la 

théorie de M. Montel de nouveaux résultats (/, i°). Il a démontré 
que si J\;i est une fonction méromorphe à valeur asymplolique, il 
existe une suite infinie de cercles Γ(/ι ) tels que, si ; décrit Γ(«), la 
représentation sphérique de ,/\V) couvre toute la sphère de Biemann 
sauf peut-être les environs de deux points, raison pour laquelle il 
appelle les cercles Γι η ) cetvles de remplissage. 

lin 1920 M. 11. Nevanlinnn a publié sa remarquable théorie des 
fonctions méromorphes basée sur Pemploi cle la fonction T(r; /") 
ouvrant ainsi aux recherches de nouveaux chemins. H retrouve, 
généralise et précise des résultats tie MM. Borel, Hadamard et 
Yaliron. 

Dans plusieurs tie ses mémoires M, Yaliron a repris la théorie des 
cercles de remplissage et poussé leur étude à un haut degré de perfec-
tion. Il y a introduit la fonction 1\r; /"). 11 a démontré l'existence 
de cercles de remplissage pour toutes les fonctions méromorphes pour 
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lesquelles on a 
1 (-I^7F=ao ( J· 

En 1928 («"; 3°) il a trouvé des résultats à peu près définitifs sur le 
nombre η ■ des zéros de f(js)—ΓΙ(; ) dans le cas où /'(;) est d'ordre 
positif et 1I(V) une constante ou une fraction rationnelle. II a démontré 
l'existence d'une suite infinie de cercles de remplissage d'équation 

• r — ,<■(' »)] = λ(«) |.r(«) ]. I i ni n) = «>. lim .»·(«) ' = χ. 

dans lesquelles on a 

Τι = 'ί(,η· 

Il découvre ainsi pour les fonctions d'ordre fini ρ l'existence d'une 
direction (lî) au moins, telle que l'exposant de convergence des 
racines de /(:-) — Π( r) situées dans un angle quelconque de bissec-
trice (B) est égal à ρ sauf pour deux fonctions ll(V) au plus. Le théo-
rème de M. Borel se trouvant ainsi complété il appelle (B) une 
direction tie Hon"/. 

M. Miltoux a repris et précisé la dernière étude de M. Valiron dans 
le cas où H(-) est une constante, trouvant (/·, 20) 

«,>χ4(«)Τ(Γ„:/) 

et donnant ainsi aux résultats de M. Valiron une forme plus simple. 
Puis M. Valiron a précisé encore davantage plusieurs résultats de 
M. Milieux (i"; 4°, 5°) et donné finalement à son théorème cette forme 
simple et élégante : 

Soit fi ζ ) mêromorphe ri 'ordrefini et positif ρ et tel que i 'intégrale 

.... Τ ( /·„ : /' ) , 

diverge: il existe une suite infinie de cercles Y {n) d'équation 

| ; — .r( η ) ! = x( η V .r ( η ) . Ιΐιιι x( «) = '·'· lim. | j = 

jouissant de la propriété suivante : Pour chaque n, J\z) prend f>i(«) 

(1 ) Comptes rendus, t. 181», p. 1189-1191. 
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fois an moins dans 1\« ) ion h' râleur, sauf au plus celles qui sont 
représentées sur la sphère de Itie/nann à {""intérieur de l'un ou de l'autre 
de deux cetvles de rayon rl(n \, la série 

Λ ( a ι 

étant divergente tandis η ne 
· ,r( « ) ? 

converge. /I s'ensuit qu'il existe toujours une direction ι 15) telle que la 
série 

r.,(C:/ — 

étendue aux modules r,, des zéros de f\f) — a' appartenant à un angle C 
arbitraire de bissectrice (B) diverge pour tous les χ sauf deux au plus. 

Il a ensuite étudié les fonctions d'ordre ρ ^> ·' - En s'appuvant sur 
une proposition antérieure (ι; ι° p. 13a) il a précisé le dernier 
théorème par l'énoncé suivant (r; 7"). 

Soit /'{ζ") une fonction méivmorphe d'ordre ζ · · .Sï la série 

/·.,· γΛ ι J — a ) 

relative à un petit angle A' de mesure inférieure à j diverge, il existe 

dans tout ungle A de mestti e supérieure à ^ et contenant A' à son 

intérieur fut sens strict) une suite in finie de cercles Γ(η) d'équation 

:■ — .et 11 i — y. 1 n ) .<·(. " .> .. lim 2(7/'! ·__ ο. iim χl. /< ι — χ. 

telle que dans n ) f( z )prenil fois au moins toute valeur χ sauf 
au plus celles qui sont représentées sur la sphère de Hiemann à l'intérieur 

île l'un ou de l'autre de deux ceivles de rayon :> % la série 

2i 1777777-
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étant divergente, II χ Ynsuit qu'il existe toujours une direction (B3 intc-

rieure à A te/le que la série 

'VU 

diverge quel que soit l'angle C de bissectrice ( Π "ï <7 pour tous les χ sauf 
deux au plus. 

Dans un travail récent (ï; 6°) il a précisé davantage encore la distri-
bution asymptotique des valeurs de jf(s) dans certaines directions en 
démontrant qu'à chaque direction (Y) est attaché un nombre ?(V)-
limite pour tous les .r sauf peut-être ceux d'un ensemble de mesure 
linéaire nulle de l'exposant de convergence des racines de /fs)— a' 
appartenant à un angle de bissectrice (Y) et dont l'ouverture tend 
vers zéro. Il appelle ζ t. Y ï « l'ordre moyen » de /(:) dans la direc-
tion (λ \ 

En 1928 M. lliernacki {a ) a donné une généralisation importante 
du premier théorème cité de M. Yaliron en démontrant que : 

/\; \ étant une fonction méromorphe d'ordre ζ. II(V) une fonction 
méromorphe d'onlre ζ'<Y ('t Ξ A 0 un nombre arbitrairement petit, il 
e.ris te une suite de cercles !'(«) d'équation 

; — .»·( /1) ' =. αί a V .im'hV. lim ï(«) = n. lîm' .»·(«) ' =*. 

dans chacun desquels /'(;) — ll(;) admet plus de χ { η) racines 
quel que soit 11(a) .v«« /' pour deux fonctions exceptionnelles au plus. Il 
en résulte qu'il existe toujours une direction (B) d'argument ο telle que 
l'exposant de convergence des racines des équations /(si — ll(s) situées 
duns l'angle arg; — r ext " ?j 9"e^ 1ue solt z sauf Pmr (^elt·1' 
fonctions ll(;3 au plus. 

fie sont des généralisations de ce genre mises sous la forme des 
théorèmes de M. Yaliron dont il s'agit surtout dans le présent 
travail ('). 

Pour atteindre ce but nous généraliserons d'abord un théorème de 
M. Yaliron. f. P. Q, Il étant des fonctions méromorphes dans un 

1 1 \ l"n résumé a été publié dans les Comptes rendus, t. 102. p. 1189-1191. 
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cercle t C > soit Λ la limite supérieure du nombre des zéros de 
/—1*, /—Q, /— H dans (C). Nous calculons une limite supé-
rieure du nombre des zéros de/{*) — .»· dans un cercle concentrique 
à (G) et de rayon vingt fois plus petit pour presque toutes les valeurs 
de .r. Cette limite est linéaire en Λ (théorème Π. Xous en déduisons 
une généralisation d'un théorème de M. Millouv donnant une limite 
inférieure du nombre des zéros de /"(;) — Il ι < ) dans un certain 
cercle, U(-) étant Tune ou l'autre de trois fonctions niéromorphes 
(théorème li t. 

Dans le Chapitre II nous établissons à l'aide de ce dernier résultat 
et d'un théorème de M. Milieux l'existence d'une suite infinie de 
cercles de remplissage pour tontes les fonctions /'(-)— IIt ; t dans le 
cas οΐι/(;) est d'ordre fini positif ou nul et où II( ~ù vérifie des condi-
tions de la forme 
(l) T[( ι — x\r: il ! < χ' 'Γι r: /1 

dans le cas de l'ordre positif et fini, on 

(2) I h ι — atr: Il 1 <" α1 —i =—* Ion-; :— — χ 

dans le cas de l'ordre nul ι χ est inférieur à un nombre fixe) ι tbéo-
rèiue 111). Nous précisons ce résultat dans te cas de l'ordre fini et 
positif y IV). 

Dans le Chapitre III nous généralisons ensuite le premier théorème 
cité de M. Yatiron en l'étendant aux fonctions /\ô)— H(i)où I h - 'ï 
vérifie une condition du genre (i)(V, N I, VU i. Dans les cas particu-
liers nous retrouvons le théorème de M. Biernucki et nous complé-
tons ua théorème de M. Xevanlinua en montrant l'existence d'une 
direction ( l> ) pour toutes les fonctions /\ ^ > — Π(-Υ où / et II sont 
respectivement de la classe de divergence et de convergence de loin-
ordre : ( Vif). 

Dans te Chapitre IV nous étudions les fonctions d'ordre ? ς dans 
le sens de M. Yaliron en étendant son théorème déjà cité aux fonc-
tions/^)— ΙϊύχΥΙΙΙ, IX). 

Dans le Chapitre Y nous démontrons en appliquant la méthode de 
M. Yaliron, qui lui a permis de démontrer son deuxième théorème 
cité, que sur chaque direction (B) il existe une suite infinie de centres 
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de cercles de remplissage pour toutes les fondions /(s)— H(O> où 
ll(i) est une constante ou une fonction méromorphe. Ici encore les 
théorèmes ont une forme analogue à ceux de M. Valiion ( Χ, XI). 

Le Chapitre Vil est consacré à des généralisations de deux théorèmes 
de M. Milieux concernant les fonctions d'ordre nul vérifiant une 
condition du genre (2) et les fonctions d'ordre infini pour lesquelles 
on a une inégalité tie la forme 

T[(» — jOr; 11] < a* T( r: f\. 

Pour les fonctions d'ordre nul nous montrons l'existence de direc-
tions (.1 ) pour /'(î) — 1I(<) ( XllV 

Dans le cas de l'ordre infini nous trouvons des cercles de remplis-
sage pour J\ —llr<\ où llig?) est d'ordre fini ou d'ordre infini 
ι Xlll. XIV. Wl On en déduit pour ces fonctions des directions ana-
logues aux directions de Borel. Ο 

Le dernier Chapitre s'appuie sur le théorème de M. Valiron con-
cernant l'ordre rnovon pt.V) de /1 ~ ^ dans une direction ι λ"i quel-
conque. Nous nous bornons aux directions (V) d'ordre ffV^^0· 
Nous montrons que sur chacune de ces directions il y a une suite 
infinie de centres de cercles de remplissage d'ordre : ι \ ) pour toutes 
les fonctions y\ s) — °ù lit-?) est d'ordre inférieur à ;^V1. On 
en déduit que toutes ces fonctions /(si — lit si sont dans la direc-
tion t \ i d'ordre moyen et V k Comme dans le Chapitre V nous avons 
essayé île donner aux résultats la forme du deuxième théorème cité de 
M. Valiron. 

Qu'il me soit permis pour terminer cette introduction d'exprimer 
ici même toute ma reconnaissance à M. Valiron qui a inspiré et dirigé 
ce travail et auprès de qui j'ai trouvé une aide constante. 

CHAPITRE I. 

NOTATIONS DE M. ΝΕΥΑΝ1.1ΝΝΛ. 

I. Soient J\s > et g i ; i des fonctions méromorphes dans un cercle 
d'équation 

;5-3.. = n. 
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«( ^ — 5« =r;/=«> désigne le nombre des racines de/\s>= 
situées dans le cercle 

| s — r ,r< H κ 

chaque racine étant comptée autant de fois qu'exige son ordre de 
multiplicité. 

Si t Γ* est ce dernier cercle, on écrira aussi 
MI 5 —5»i=r; /=.4·'· μ[(Γ>: /=4*]-

On pose 

ui\ s — ^," = r:/—4> r- -ί- | log-'/ts»— r/'t—A'ts* — d§. 

m | ï — — r: _·. -- / log i ;—- ^r- j i/5. 
où 

log V\ ' = log ■ Λ ' <i ' V > ι. 

log \ ο -i \ :ι- ι. 
On a donc 

les V ' —· lou A —log|-l -

Nous écrirons plusieurs fois 

^ ' *\| — ' 'Vs '°s| "γ | * 

Les foutions Λτ et Τ sont définies comme suit : 
/" r .... , . . lit 

·— / 1« I, 5 — --- I : I 4 I — it i — ο : / — i·] · -

~ nu ; — ;
Λ
 —ο; / — «) loge: 

V ; — 4·= se')· 

— / 1«< -· · · S* -_· llj — ï --il - «< = 

-- «s s—o;/ — 4» = xA loge: 

\ / / 

ss m fis — ' ~r: ) — \ ! — r: / ~- ν 1 : 

T(J s — = r: / — 4··) 
3s MI { : ; — ^ ï = r:/— g) — \(! s — 3„ | = r: / — „4» = *). 
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c étant le coefficient du premier terme du développement de 
/'(; ) — iî (s^ autour de s

0
 nous écrivons 

C ( / — i· ) = loi; '[ <■\ ; 

si — o, nous mettons simplement C-{ f—if). 
On sait qu'on a, d'après M. U. Nevanlinna (A, p. 6\ 

€(/- λ'^.= T(:
;5
- s. · = ΐ"/-

Λ
')-τ(| s — 5

a
j = r: jZTT^j · 

Remarques préliminaires. 

ϋ. Nous utiliserons dans la suite souvent les inégalités suivantes de 
M. Nevanlinna : 

loi' a — A j s log! o | -- log, A J -- toga : 

log ' ttft \ ί log I « ; ■+■ log i ft : 

toi ο — ft = toi ff —- A — loi ! —-—— < toi l n , — log! A1 loss. 

On a donc. /(;) et £'(-) étant deux fonctions méromorphes. 

m ι r ; f — g ι ί m ) r : f l — m ι r: g ι — I og \>. 

Or comme on a évidemment 

\ir; f — g"— χ- > > \( r: *1 -f- \ (/·; g == se). 

on en déduit 
Tu*:/—gl sT(r: f\ — Ttr: gt + log a. 

bin particulier, si a est une constante, 

Ti r: f — <ι) ζ Τ ( r: f) ~ logrr -f. log a. 

Généralisation d'un théorème de M. Valiron. 

Dans son mémoire p. 77et Si) M. Valiron a donné une limite 
Journ. de Math., tome XII. — Fase. II, igSS. 15 
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supérieure du nombre des zéros de /( ;) — r dans le cercle j - — ^„ j = r, 
eon naissant une limite supérieure du nombre des zéros de /\Y—WY), 
./(-) — Q(Y): J\z^ — lï(-) dans le cercle j ; — = ar. dans le cas 
où /(Y) est méromorphe et Ρ (Y), Q(Y), Il (Y) rationnels. Ce théo-
rème a été précisé par M. Milloux ( ' ) dans le cas où P. Q, Il sont des 
constantes, puis de nouveau par M. Yaliron (-). Nous allons le 
généraliser pour le cas où l\ Q, Il sont méromorpbes. Nous appli-
quons la méthode de M. Yaliron en introduisant comme M. Milloux 
un théorème de lïoutroux(cY 

3. Soient /{Y), P(Y). Ql Y\ ll(^) des fonctions luéroinorpltes 
dans le cercle j ; ; — /·. <i étant une constante, nous nous proposons de 
trouver une limite supérieure du nombre des racines de f(^)=n 
dans un certain cercle intérieur au précédent, connaissant une limite 
supérieure du nombre des racines de f—P. /"—O. / — Il dans le 
cercle Y ! = /·. 

Si Y — 5„ ' = ρ est un cercle intérieur au cercle Y = r. on a. en 

ι M Soil f\ ; ) une fonction mèromorplie «tans te cercle ; = i. et η ν prenant 
pas plus de Λ fois trois lalenrs ο. Λ, <- dont les distances sphôriques sont supé-
rieures à o. Dès que «Y dépasse une constante numérique, le nombre des zéros 

} 
île — .r intérieurs au cercle 5 i = — est inférieur à 

Ο-οΛ — ι t los - — il lue 

tf désignant la distance sphèrique de ,r à une certaine valeur exceptionnelle 
possible (/: ». p. »o»\ 

Y) Si/(Y est méromorplie pour Y j < ι et ne prend que «Ή fois au plus les 
valeurs ο. ι. ac. le nombre des zéros de f(') — dans le cercle | Y < c < ι est 
moindre que 

^ ^ l og N, 

sauf au plus pour les .r représentés sur la sphère de Riemann à l'intérieur d'un 
cercle C i, r ; /) de rayon ô < ι. Λ. 1>. a. p sont des constantes absolues t«": Γ>" i. 
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supposant /'(ί,,'ΐ fini, différent de u, et λ ι. 

\ i » s — 5„ — J>: f fi » f nt ; — . — / ; J — «) · -

■ · ; ;i3„ i —.η 

= « ; — s„ ' — ·* f — "1 '«si· 

Or comme on a 

\i ; — = o; /*.— ,ι) <Tt r- — ' — s: f — «ι) -ι- Ios»! «*■— |» 

ΊΊ, ί ; — " — ρ ; f — »ι ι <T( ' 5 — /) logi a \ — liça, 

on en déduit 

Π» » ( ' î — J = : ; f—n ) 

C , ' . "Γι : — . *v: /1 It's; — - j -'· t«»u-, »1 ! -·- II»·;·'. I. 

Cherchons maintenant une limite supérieure de T(;— î
(
,= ç; /') 

en faisant intervenir les fonctions /'—P. f—Q. f—H. On a. en 
écrivant 'Γ( ç) à la place de T( j ; — 1 = ρ : ρ). 

f - : (/ — Ο I -ί- Ι}, 

il'où 

( I, ) Ti f ! < T{ /'—It) -4- T(tt) -i- liçs ; 

d'ailleurs 

(/,) Τι; 1,1 » T(—-f- Cl/— Ol^: 
V -· 

de même 

/-- It ~ /_ η 1 > _ ρ ' 
d'où 

ι _ η -1» ι 
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de même 
ο — P_ f_l» 

d'où 

"r>i T
(t

=r
«? j-

T
i/^Q; 

de même 

/ - ρ /— ρ u — κ — ν 

d'où 

KHM£^VT(ï^)! 

de même 
7 - η 7 — 4» H - ι* η - v»' 

d'où 

"'** T(IfîrTi) Tl ,M -1- ΐ(4>> -T
( ir^l) · 1,0--·>· 

En ajoutant de (/,) ù (4) membre à membre, on trouve 

'1 ' 7—4» "π-1"!» * 

T( P) ·+· --- Ci/— 4»4„ — ·» logs, 

d'où, en remplaçant dans ti4 

(îV />( ; r
v

 ; — ? ; Î::n) 

<rfe['·F>^T(irrij)h- '(rdru) -r'·'> ~ 'T<v>| ̂ , 

-- 1—ΓI lea: -τ:—; 1 — Ci f — »>)- -- les tt ' -- è lus ·» I. 

où tes fonctions Τ du premier crochet du second membre sont 
relatives au cercle j 5 — j — ; et où l'on a posé 

'1 ' 7—4» "π-1"!» * 

1. Pour limiter Τ (F) nous appliquons une inégalité fondamentale 
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de M. Valiron (7; 3", p. 72). 

^ 3 » 11 ; ; — 5„ j = ρ ; l' ) 
< —^,; = μο: F = «») +M, s — 3,| = μρ: F =1.1 

··· Ni; ; - - ;„ί; = μο: F = « )] 

-v- 36 l>iu r-1 loi; Ft Iosï «L—r-r- eonsl. (y. > ι). 

On en déduit finalement 

C.) "( 5 - v. - {; /=*) < jA^.V - Β H-t:>. 

où Γοιι a posé 

, V = ·>. ί [ Ν ι ; — : F = ο » 

j \ 1 ; — ; = μ?: F = ι)-^\ι;5 — 5„ , = pp ; F=x|, 

1
 lî

 —
 1

 ('
 3
 -

 3
» = ·

5;
 1«ΖΓΐ»)

 1
 ^

 ;
 ~ > = ?

:
 u) 

^:>) I τ Γ 3- 5m . — ι* ! -i- *T t-,5— 3„ 1 = 0 : t>), 

I 1 ; r= 1 > luu Ι·" 1 t -·- C·. f— Ο ι.» - l"- — 

f — 36 lue ·- lue: ; -- lue' " ·;· à lue m -+- cottsl. 

On remarque que l'inégalité (4) n'est utile que si F'(s
0
) n'est pas 

trop petit, sans quoi il faut utiliser l'inégalité (2). Nous distinguerons 
donc deux cas suivant que jF'(;

w
)[ est grand ou petit. Nous suppo-

sons bien entendu que le cercle | s — -<« f = p? est encore dans le 
cercle j ; j = i\ et que F(;„) ac. 

Pour trouver une limitation des expressions nous décomposons 
les fonctions Τ en leurs composantes m et N. et nous les limiterons 
séparément. 

iî. Limitation des fonctions Ν. — Soit 3^;) une fonction niéro-
morphe dans le cercle ! .31 = r. Soit \ ζ — j = 11 un cercle intérieur 
à | ^ j = r. Si Ρ,, P

â
,..., Pp sont les points intérieurs à j - — s01 = R. 
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en lesquels on a =-t ~ ) = b. et si ;— on peut écrire 

.\(,.- U: .· - -
 Λι

 ·
|n

? Μϊ·(. Ml',.. -MI';," 

où M est le point d'aflîxe Or le dénominateur peut être limité par 
le théorème de Boutroux. que nous utilisons sons la forme de 
M. 11. Cartan (d: p. itO : P

l;
 IV .... P.. étant ρ points distincts ou 

non d'un p/un et h un nombre positif arbitraire, on a 

MP,. Ml\.. .ΜΙ',ΛΑ'" 

pour tout point M. sauf peut-t'ire pour des points ι/iii peueent être 
en fermes dons des ceivfex en un nombre au plus égal ύ ρ dont lu somme 
des rayons est a eh. 

Nous en déduisons que dans toute bande de largeur Iv, formée par 
deux courbes parallèles, il y a au moins une courbe (lï\ parallèle 
aux courbes frontières de la bande, telle qu'en tout point M de (ll\ 

l'inégalité précédente est vérifiée, pourvu qu'on prenne h <f ^ 

( par exemple Λ = ^^· Nous appellerons une telle courbe (. P>1 une 

courbe de Boutroux. Pour un tel poinL M d'at'fixe on a donc 

\ ι r- — H ; ο — ο l -< lo^ —-,—:— zzz μ loi; —— · 

Si ~ est une constante numérique supérieure à i. ce qui aura tou-
jours lieu dans la suite, on a donc 

Ν ( ■ s — ■ — I* : y = Λ ι <C const. f. 

(î. y 11, i. — Kevenons à notre problème. Soient Λ le plus grand 
nombre des zéros de f— P. f— Q. f— 11, et η le nombre des zéros 
et des pèdes de l'ensemble des fonctions P. Q. 11. Ρ — Ο. Q — II. 
11 — Ρ dans le cercle ; = r de centre O. 

Définissons une courbe ^B) relative à l'ensemble de toutes ces fonc-
tions, c'est-à-dire relative aux points P,, P.. P,, en lesquels on 
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a i,*ι ;) — o, avec 

i / - Γ. /- n, /— It. !". i H, I' — ν». V» — It. H - I'. 

f v ' <y ιΓ — u' ιΓ^Τ' 

Nous considérons d'abord «ne bande formée par deux droites paral-
lèles situées à une distance du point O. La courbe de lîoutronx 
correspondante est une droite (D ). Nous considérons ensuite la bande 
formée par la couronne circulaire de centre O', projection de Ο sur 
la droite (D\ et dont les cercles limites ont pour ravons - et - -f-
La courbe de lioutroux correspondante est un cercle (G) de centre O'. 
Nous prendrons comme courbe (B) l'ensemble formé par le cercle (G), 
et la partie de la droite (D) intérieure à (G\ c'est-à-dire son diamètre. 

Dorénavant, le point de (a) ou (i) sera toujours sur la 
courbe ( B\ On eboisira les constantes λ et ;jl de façon que le cercle 
s — = jr contienne toujours le cercle Ι». = et que le cercle 

j s — 5„ ' = pp soit toujours intérieur au cercle j s [ = r. Pour cela, il 
suffit par exemple que le cercle j - — j = ζ ait son centre sur (B\ 
soit tangent au cercle ; = ̂ r et qu'on prenne 

. ίο ^ lOy 

Dans ces conditions, on voit immédiatement que toutes les fonc-
tions Ν intervenant dans (2) ou (4) sont limitées supérieurement par 
l'expression 

(b) 11 > ' 1 l li t» 

où A„ et 11,, sont des constantes numériques. 
Distinguons alors les deux cas annoncés à la tin du nu L 

PREMIER CAS. — t:n un point de lu courbe ( Β ) on a 

loi; uoj F'( s„) | >■ — ». 

Cherchons d'abord une limite supérieure pour G (5). Nous choisi-
rons pour ;

(l
 le premier point satisfaisant à l'inégalité précédente, 



124 Λ. K.VUCH. 

rencontré en cheminant snr (B) à partir de O'; on a donc en appe-
lant O" l'affixe dn point O' 

| l· ( | I* (1 & ) [ -t- eousi » ι 
donc 

lojs; F(ï,i) j <1 lo«j I/O) \ oonsl. 

.Nous supposons maintenant J\O') Uni, sans quoi on prendrait un 
point voisin de la corde (B) comme le centre du cercle (B). De même 
nous supposons f(3

a
) fini, quitte à remplacer par un point voisin 

rencontré avant et en lequel on aurait, par exemple. 

Ιομμο\V - "· 

En choisissant ensuite Ρ (;) et Q (r- ) de façon que l'on ait 

! /·,.(>·)_. I/O')! .. 

on peut écrire 

1 ' **· { '■'= /1/0")—Ρ(0')| "\ ll(O') — I'M.)') I 

< h*, I/O/, -î- Ioîï" M(»v ι ' - '»s|K(iV)_].|,t<n| - a h**. 

(/,) tu/— /);,.= Κ'μ./15») — t
v
q;„)

 (
< \θ£·/( s„> Ιο;/ t^5„i — Ιομ··.. 

En tenant compte des inégalités v/-) et (/), on trouve finalement 

1 " ι <;<> '. loss l'«OU;-T- mlog/JiO'i ^-ialosï|
l>(0

.
)
^

K(0
,
)

| 

H- A.a-e const.-.
 ('"SJFT J-., | + " h'S.«'i|)· 

En tenant compte de (6) et de l'hypothèse (II,) on trouve immé-
diatement 
(S) Λ ·< V. ,*U I i; Il. 

Limitation, des fonctions »<. 

7. Pour limiter la quantité B (S') nous sommes obligés de faire une 
nouvelle hypothèse permettant de limiter les fonctions m intervenant 
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dans B. M. Valiron nous a suggéré de limiter la moyenne superficielle 
de façon que P, Q, et R dilVèrent sensiblement et que en même temps 
Ρ et Q ne deviennent pas souvent trop grands. Supposons donc qu'on 
ait relativement au cercle | s ] = 

(IL) jj logj 'Γ(;) | </σ< log-l (rf< i), 

où Ψ est l'une quelconque des fonctions P, Q, JTZTQ' {TZ~R' R _ p' 

On s'appuie alors sur le lemme suivant : 
Soit M'(ô) une fonction méromorphe dans un cercle de rayon r. Si 

l'on a pour ce cercle 
-L· W"iogiT(3)irfar< A, 

il existe dans toute couronne 

t% f k% · 

intérieure au cercle j ^ [ = r au moins une circonférence j ; — s01 = r
0 

telle que l'on ait 
= r au moins une circc 

(Pour plus de clarté, nous reporterons la démonstration de ce lemme 
à la fin de ce paragraphe. ) 

8. Le premier terme par exemple du second membre de Β (5) 
s'écrit 

1 ; —

 ! — ?· F=X>) ~
 M

 ('
5 — 1

 ~ Ρ — Q) 

-+- Ν(s — ! ~ ο; Ρ — Q = ο). 

Comme le cercle | - — «ο i = ? est tangent au cercle j j | = ^i — 

il existe dans la couronne, formée par ce cercle et le cercle concen-
trique tangent au cercle | j | = /·, une circonférence j -s — -1 = pour 
laquelle on a 

(l =- l = '"ο< C, logi, osp + £. 

Jour», de Math,, tome XII.— Faso. II, ig33. 
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Nous avons évidemment, d'après l'hypothèse (H, ), 

\(j : — j = /·„: Γ — =: ο) < Β ». 

Or comme la fonction T(r) est non décroissante, on a donc 

Τ | = ?:
 {>^0

) ^ Τ; — s» j = r„: ιΤ=Π>) <
 C

< '«Pj + H»»■ 

En procédant de la même façon pour les autres tenues de Β (.V), on 
trouve finalement 

( >> ) Β -< Β, m — C\ K>s -7 · 

Les hypothèses (IL) nous permettent maintenant de limiter davan-
tage la quantité C (7). Nous avons par exemple pour un cercle quel-
conque de centre O" et intérieur au cercle j j : = r\ 

U<P(tV)| = T[|
5
-0·;: BvOl — *rjj3 — iV,:-j^y JiTlS 3-O" j: V(z)\. 

En faisant intervenir comme tout à l'heure une couronne centrée 
en O', intérieure au cercle j s j = r, et dont les rayons sont dans un 
rapport constant avec r, on y trouve encore un cercle pour lequel on 
a, d'après l'hypothèse (IL\ 

tu î; ; — O' ; : Ρ ) < 11. K»e τ 

Or comme on a dans tous les cas, d'après l'hypothèse (H,), 

\ ; — O' j; I' _ χ ) < B,». 
011 trouve 

loa t*(0 ) [ < B,/Î -r- Co los — 

Nous pouvons appliquer le même procédé aux termes analogues du 
second membre (7). 

Nous trouvons ainsi 
(ιο) Ι.χ I!. ti -f- C., tua-; -1- eonsi. 

~ h»5iî τ.—: j --- I»? /t5n) I -t- log! « î -



THÉORÈMES RELATIFS AUX DIRECTIONS DE BOREL. I27 

Finalement on a 

j A - Β ι ι 

-< α Λ 5« ν lua -ζ 

- kè- Hiïà=-« I
+

'^
!/(5#) :

 +
uT?|

" il
 +ci,,isl-

La dernière parenthèse est de la forme 

1* = log ' -i- logj A j -F- logj Β j. 

Pour limiter une expression de ce genre, considérons deux cas : 

ι" L'un au moins des .nombres |A[ ou |B[ est inférieur assoit 

-V D 

On a 
logj A j = ï-ogj A — !» Β j " logj A — lî j -F- logj Β j -F- log"», 

d'où 
Ρ Sj log -—log! A — Β ] -F- a log} Β j -F- logs 

ξξ logj —i—g 4- a log j Β [ -F- loga. 

En supposant 
| A — Β j > i. i Β j < 4 > ο < -, 

on a donc 
Ρ < log'g · 

a" Aucun des nombres | A | et | Β | n'est inférieur à 4- On a donc 

I A i ^ 

logj A 1 - log| A |, log] Β j = log| Β ], 
d'où 

Ρ — log! . *^k = log » 



128 Λ. BATCH. 

|Τ — Β j rePr®sente distance des inverses des points s = Λ et s = i> 
par rapport au cercle j ̂  = ι. En supposant donc la dislance sphériqne 
des images sphêriques des points s = A et ^ = Β supérieure à s, on 
voit facilement que Ton a 

Ρ < eoust. Ioû 4 · 

Ceci reste naturellement exact dans le premier cas. On en déduit 

( l l) M — 3„ ; = | ; /= 

·< ait -3« - r, les -τ- v. los ' — const. |rf< '»e< - h 

quel que soit «, sauf peut-être pour les « dont les images sphêriques 
peuvent être enfermées dans un cercle de la sphère de rayon o. 

Comme le cercle ! 3 — j = 2 contient le cercle j s ! = — » le second 
membre de (ι i) limitera a fortiori le nombre des zéros de /{:-) — a 

dans ;5{= 

DEUXIÈME CAS. —En tout point s de lu courbe (B) on a 

losμρ· F'(î > <1 — «. 

On en déduit comme plus haut 

log> F( ;) j < log F(O') j — const. < Β « — C log 2 _j_ const. 

Si r, est le rayon du cercle γΒ) on a donc 
tu ( s — Ο', — r,« Fi< Β"h — C los —, ~i- const.. 

N<{ s — O" j = r, ; F=*) <.Vit B'n — Clog2 ~ const. 

Appliquons (a) en y faisant s
e
=0\, s =r,. D'après les inégalités 

précédentes on a : 

T('< s — 0'j = r, : F) < Α'Λ B'« -j- C tog 2 const. 

Les autres termes intervenant au second membre de (a) se limitent 
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comme dans le premier cas, el comme le cercle | ; — G' | = y contient 

encore le cercle j s | = — » nous avons finalement le théorème : 

I. Soient J\s\ P(V), Q(~), R(-) des fonctions mëmmorphes ifnns 

un cercle de rayon r, d et 0 des nombres donnés inférieurs ét ^ > Λ le plus 

grand nombre des zéros des fonctions f—P, f—Q, /— R et η le 
nombre des zéros et des pôles de Γ ensemble des fonctions Ρ, Q, R, Ρ — Q, 
Q — R, R — Ρ dans ce même cercle, Si dans ce cercle 

Λ = " "1 = À ' 

le nombre des racines de f (5)— a dans un cercle concentrique de rayon ̂  

est au plus égal à 

Jti'l -f- 3« -Γ- V, Ioï-î -f- lo» -r -+- const., 

sauf ait plus pour des râleurs a dont la distance sphérique (««■ la sphère 
de Hiernann ) à une râleur exceptionnelle possible est in férieure éi 0, ( x, 
β, γ,, sont des constantes numériques). 

9. Donnons maintenant la démonstration du lemme. 
Soit *T( j) une fonction méromorphe dans le cercle |.s j = r. Suppo-

sons qu'on ait dans ce cercle 

•^p || log| Ί"( 3) ' dis < A. 

Nous avons donc a fortiori dans la couronne (,t·) définie par 

i.<| - - ' < , 

supposée intérieure au cercle p| = r, 

r^
a
 Jjf* Ïo-I Ψ( 3 ) 1 c/cr <c A, 
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c'est-à-dire 

/ trft f log-jï'*(50-i-f(ff|)!</5<À. 

Le pi^mier membre s'écrit encore 

4/ ' >H }_ f A f l «1 (i ; — | — l; *1") r//. 

Or comme la dernière intégrale est supérieure ou égale à 

4- f i«(s-z
v

\ = l :Ψ),if. 

on a, a fortiori* 

~ f «I ) r// < \. 

Il y a donc dans l'intervalle ^ ÎJ âj' au uioins une valeur t = r
0 

telle que 
»'C; 5 — ?,» | —· f\ : Ψ) C , 

où C est convenablement choisi. Car, s'il n'en était pas ainsi, on aurait 

M='=o*>C/c*=£C(Î-Î)-

11 y a contradiction si l'on prend ce dernier terme supérieur à A . 
Ο11 voit qu'il suffit de prendre 

ι ASA' 

10. Faisons dans le théorème I </ = £ = <τ*Λ. On obtient comme 
limite supérieure des racines de /\V) — λ-

α — jeVi -r- 5« const. 
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L'ensemble exceptionnel est inclus dans un cercle de rayon e Λ. Si 
deux valeurs ,r sont à une distance sphérique supérieure à l'une 
d'elles au moins est extérieure à l'ensemble exceptionnel- Si l'on sup-
pose ensuite que le nombre des aères de f— -r correspondant à ces 
deux valeurs de-r est supérieur à Λ, on se met en contradiction avec, 
le théorème I, de sorte que l'une au moins des hypothèses de ce théo-
rème ne sera plus exacte- Ou obtient ainsi immédiatement le corol-
laire suivant, généralisation d'un théorème de M. Milloux ( /"; 2% 
p. 2.02)' : 

I'.. Soit P, Q1. Il un système quelconque de trois fondions méro-
morphes dans un cercle C de rayon r, et vérifiant dans ce cercle l'iné-
galité 

-^-|lrLîHirbtHinb|)'*<*· 

Supposons que le nombre des zéros et des pâles des fonctions P, Q, IL 
Q — 11, Ρ — Q- Il — Ρ tbms le cercle (C) soit inférieur à -Λ, où s est 
inférieure à une certaine constante numérique 1. Aï la fonction f{s), 
méwmorphe dans le cercle (C\ prend dans le cercle concentrique à (C) 
et de rayon 20 fois moindre. plus de ίΊ fois deux valeurs, dont la dis-
tance sphérique est plus grande que e~iX. l'équation f— II = o, où Π est 
Γune au moins des fonctions P- Q, 11, admet dans le cercle (O plus de 
ki>i racines. 

k est une constante numérique. Le corollaire est valable dès que Λ 
dépasse une certaine constante numérique. 

11. On déduit immédiatement du théorème I une généralisation 
d'un théorème de M. Milieux <,/; 2", p. 200V Soient f\z% P^V). 
Q<V); ll(ji des fonctions méromorplies dans une région (A) conte-
nant à son intérieur un domaine 1 Di. Partageons le domaine (D ) en 
p domaines partiels ^D, i, (DO, , tD^i. Soit (Γ/> le cerele concen-
trique au plus petit cerele contenant ^Β,Λ et de rayon 20 fois plus 
grand. Nous faisons les hypothèses suivantes : 

i° Le nombre des zéros de
 %
/\;^ — a dans la région (Di est supé-

rieur à M pour certaines valeurs de a ; 
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2° Le nombre des zéros et des pôles de l'ensemble des fonctions P, 
Q, R, Ρ — Q, Q —11, R — Ρ dans la région (Jk) est égal à η ; 

3e On a, relativement à chaque cercle (Γ<\ / = ι, 2, .../>, 

s·"· c./'i I v=<3 I ̂  I "is I -1 κ - τ-1 ) ■,h < '··* '.ι 

(*<>■ 

4° Le nombre des zéros de f—P, f—Q, /—R dans chaque 
cercle (Γ,) est inférieur à Le théorème I nous montre alors que 
dans un quelconque des domaines (D,4 le nombre des zéros de /( ; ) — <1 
est inférieur à 

3Λ 4- 3η -f- γ, los -, 4- v. los —^—7- -I- const., 

où A,- désigne une certaine valeur exceptionnelle possible pouvant 
dépendre de tD,4. Par conséquent le nombre des zéros de /(-) — <1 
dans le domaine (B) est inférieur à 

xpPl -e Jp/ι -h γ, » los -5 -- γ- los -, r—, r—; 7—r -t- p const. 

Pour limiter le dernier terme, supposons l'hypothèse i° vérifiée 

pour toutes les valeurs «r du cercle s de façon à pouvoir appliquer 

le théorème de Boutroux-Cartan. Nous prenons comme valeur de ti 

l'afGxe d'un point de Boulroux du cercle J ^ | < ^ pour lequel on a 

j«ï —A,l-l« —Α,,ι> — 

a étant choisi ainsi, le nombre des zéros de /{:) — a dans le 
domaine t D") est inférieur à 

xpOï -f- Ζ pu 4- y,/» log - — p const.. 

ou α,
 (

3, γ, sont des constantes numériques. Nous mettons l'hypo-
thèse il> en contradiction en prenant 

d = e~~M — y»[< χ -i-γ,)Λ -i- 3« 4- const.] =/)(Αίϊ 4- B« 4- C). 
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En supposant w <C on en déduit le théorème : 

II. Soient /(s). P(-)? Q'(-), R(s) des fomettons mêromorphes dans 
une région (â) du pian contenant à son intérieur un domaine (D). On 
partage le domaine (D) en ρ domaines partiels et l'on construit les 
cercles (Γ,) concentriques aiuv plus petits cercles contenant les domaines 
partiels (D,-) et de rayons 20 J'ois plus grands. On fait les hypothèses 
suivantes : 

f Le nombre des zéros dans f(z) — a dans (D) est supérieur à M pour 

' ' '! i toutes tes valeurs de a pour lesquelles on a | β j < ^ -

(t>i )
 ^T:JJ

V

U
^ (' P i "H I + | P^TIT I Q_R I + Κ — Ρ )rf<r< J' 

f Le nombre des zéros et des pôles des fonctions P, Q, R, Ρ — Q, Q — H, 

(,·.) \ R — Ρ dans (A) est inférieur à ( où ε est inférieur à une certaine 

{ constante numérique inférieure à t ). 

Alors il t\cisie nécessairement un cercle (Γ,·) à Γ intérieur duquel Véqua-
tion f— Il = ο, II étant fane au moins des fonctions P, Q, R, admet 
plus de c racines, c est une constante numérique. Le théori-me est 

valable dès que dépasse une certaine constante numérique. 

Ilemart/iie. — Il est évident que II est encore exact si l'hypo-
thèse t e, 1 est vérifiée pour les valeurs «, dont la représentation sphé-
rique est incluse dans un cercle de rayon i· 

CHAPITRE IL 

SUR LES CERCLES DE REMPLISSAGE DES FONCTIONS JIÉROMORPIIES 

DANS LE PLAN SAUF A L'INFINI. 

12. Nous allons généraliser quelques-uns des théorèmes établis par 
MM. Yaliron et Milloux sur les zéros de /(y )—Π (s ) dans les cercles 

Journ. tfe .WiiiA., tonte XIL — Ease. II, ty3 >. 17 
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de remplissage. J\z) el ΙΙί,-ό élaul des fonctions méromorphes sauf à 
ritiiini. Nous nous appuierons pour cela sur des théorèmes établis par 
ces auteurs dans le cas où les IT sont des constantes en adaptant leurs 
méthodes à ce cas un peu plus général. 

15. M. Milieux démontre le théorème suivant ( /'; a", p. 2o(>) : 

Soit f(zi) une function mèrotuorphe d'onlre nui ou fini. Dans lu con-
nut ne C(r, H) définie pur 

| < R. 

le ηοηώιν ties zéros de f(z)— tt est supérieur à 

T( R: /) 

pour toutes les valeurs tie a dont les représen tu fions sphcriques sont 
incluses dans un cercle de rayon et ceci dès tjue Γ on a 

T(H) > «·(/), T(H) >
 lo

$ 7 (' <
 Λ

" < 7)
 1 

c\f) est une constante dépendant uniquement de ,/V~V 

14. Nous allons appliquer à cette couronne le théorème II. Intro-
duisons les notations de ce paragraphe. Partageons le plan par des 
demi-droites issues du point ; = ο en angles égaux de mesure x. Leur 
nombre est — · Traçons ensuite les cercles 

1 : ! — -t- x)' (1 = 1. 3. «), 

de façon à diviser la couronne C(r, Π ) en ρ quadrilatères curvilignes 
semblables. On voit qu'on a 

tt = -j : „ ! 

d'où en prenant χ assez petit 

p— :—COUSt* 

Les cercles ( Γ,Λ dépasseront un peu la couronne C(r, R) mais ils 
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restent dans la couronne 

( t — lia) r < r. | ·< ( ι — 15 a ) R. 

Nous prendrons donc cette dernière comme domaine (A) et la pre-
mière comme domaine t D V La condition (c, ) sera vérifiée, si l'on 
prend 

1 — H' 

Passons à la condition (r,\ Soit r, le module du centre du 
cercle (ΓΛ; son rayon est (r,α const.). Soit ( Q, ) la plus petite cou-
ronne de centre 3 = ο contenant (Γ,). Elle a pour rayons iy, r> : 

(ι — ι5α)/-,·< '',ζI 3 j Sr;< (i -f- i5a)r>. 

On a évidemment 

ρ- (I l'y Ρ( ;) j (h < - fi Ιομ": Γ(:'| '■ <te 

- f <<ft — f lois S p {11"''1 ) ! <n 

=
 ̂ :!'(:·)V'/' 

S ^H'v 

a-r,- X, 

Or comme on a quel que soit i 

"l'Lry P(=)] ST[(i - ι»*)Κ: F(:)]. 
on a aussi 

iïïSlL f
r

. P(5) 1 ï![(l + ,5*>R: Ρ(')1· 

De même, on trouve pour les autres termes de la condition (e.O 

^Φ-jT l Kyj Q(;) i (h < —T[(i -y K>a)R: 

s iS'Ios— 
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Or on a 
T('"· xj~) = T(r; Ρ - Q) - C(P - Q) 

< T(r; P)-+-T(r;Q) — G(P — Q) -t- log a. 
Done 

airer.Jfp, ^ P(;)_Q(;) "σ 

< coasL | T[(l + l5o()R. p(;)] 

+ T[(i -+- i5»)R: Q( --)] — C(P — Q) -i-loga J, 

et deux expressions analogues en Q — R et R — P. La condition (c
a
) 

sera donc renforcée par 

consU,3T(R.. p(.)] + 3T[Ri. Q(-)]h_ a T[R'; R( = )] 

- C(p - Q) - C<Q - R) - C(R- Ρ) -+- 3 logs j < -· 

R' = (ι -t- i5st)R. 

En tenant compte des valeurs de M et ρ on voit donc que la con-
dition (c>) sera vérifiée si l'on a 

[ τ[(I + ■ 5α) R ·■ 9()] < «a y (R\:n const., φ(:.)-Ρ(Γ.). (0(5), R(c·); 

( '"s ") 

\ T(5) = P(3) -Q(3), Q(3)-R(3), R(3)-P(S). 

Passons à la condition (e
#
). On a par exemple : 

' «(/; P(z)=ao)-f 

έ #»[(i -t- i5aR; P(s) = ao] log 

= const. « w [ (ι -r- i5a)R; Ρ(;) = oe]. 
d'où 

«[(i -4- i5a)R; P{s) =oo] < coll!>t· ,\[(i -+- i6«)R; P(s) = »] 

<-^T](i + i6«)R;P(
S

)l· 
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Le dernier membre limite a fortiori le nombre des infinis de P(;) 
dans (A\ On procédera de même pour les infinis de Q, R, Ρ — Q, 
Q — R, R — P. Pour ces derniers on a évidemment des inégalités de 
la forme 

« [ ( t 4- 15 a ) R ; Ρ ( 3 ) — Q ( 3 ) = » ] 
< « [(ι 4- ι5α)R: P(3) = »] -+- /t[(i 4- iax)R; Q(s) =w] 
< const. , T[.(( + l6at)R; + T[(i 4- i6a)R; Q(3)| 

L'ensemble des infinis de P, Q, R, Ρ — Q, Q — R, R — Ρ dans (A) 
est donc limité par 

^ ;T[R'; P(
3
)] 4-TLR'Î Q( = )] +T[R'; R(

3
)] 

R'= (i 4- iGa)R. 

Pour limiter le nombre des zéros de ces mêmes fonctions dans (A) 
on écrira 

«[(ι — 15se) 1\; P(
3

) = o] < —τ|~(ΐ4- i6a)R; ppyj 

= ̂  { T[(I4- 16«)R; Ρ (s)] - C(P) j. 

et deux expressions analogues pour Q(s) et R(V). 
De même 

«[(i4-ioa)R: P(3) — Q(3) = o] 

p(5)-Q(5)=roi 

=
 const. ( T[(l ï6jt)R. p(3) _ Q(.)] _C(p _ Q) . 

g j T(i 4- iGa)R; P(
3
)] 4- T[<i+ i6a)R; Q(

3
)] 4- log a - C(P - Q)}. 

L'ensemble des zéros de P, Q, R, Ρ — Q, Q — R, R — Ρ dans (A) 
est donc limité par 

^ { aT[R'; P(
5

) i 4- aT[R'; Q(
3
)) + aT[R'; R(a)] - C(P) 

- C(Q) - C(R) — C(P — Q) — C(Q - R) - C(R- P) 4- 3 loga}. 
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On voit donc que la condition (c
;s
) est vérifiée dès que Ton a 

T[(i-i- »6q)R; ο(:)J < —1^—T(R;/), 

?( = ) = *'(5), L>0)· H(5): 

ί 1 (-)■!> / R\s ' 

ί r(S)=l»(S), ^(5), R(;}. !'(;)-g(5). t>(;)_nU), 

Nous vérifierons évidemment (1) et ^2) ù la fois par les seules iné-
galités {·>). en y faisant CE — α, Χ étant choisi assez petit. On en déduit 
finalement : 

III. Soient f\s) une fonction méromorphe (Contre nul ou fini^ 
!'(-), Q(-), R(v) un système quelconque de trois fonctions méro-
morphes. Supposons vérifiées tes conditions su ironies : 

<·*) Ίν'·/)>'·(/>. 'ι|; />> 1 J l'"-τ· A<i-<^y 

!T|(i + *)«; v(s)| < '' ' 9( = ) = ·*(·>, W=>. «(s); 

( ' » - ) 

»r(-.)-!'(=). Qô>. R(5h 11(;)-Q(0- gw-R(:), R( = ) — !*( = )„ 

Alors it co-is te dans la couronne C(r, U) un point d'afjùve 
.r(r < |α·|< 11) centre d'un cercle (F) d'équation 

1 5 — .r| = qj.r|, 

À Γ intérieur duquel te nombre des racines de F(Z)—H(-)> OÙ ll(-) est 
Γηη€ au moins des fonctions P(;), Q(; ), ll(j), est supérieur à 

K) 

Le théorème s'applique dès que «, et ^ dépassent des constantes 
numériques. 
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Application aux fonctions mèromorphes d'ordre positif. 

to. Nous allons d'abord montrer que la condition (^lt) est vérifiée 
pour une suite infinie de valeurs de r, si l'on prend pour C(r, R) des 
couronnes d'épaisseur relative finie. 

Prenons La condition (JE) se réduit à la suivante : 

( ̂  , > "l'( r; /) > ·-· "Γ ( Âr: f) ( r > r, ) · 

Soit : Tordre de la fonction J\z ]> o). On sait que l'intégrale 

u , t J 

diverge quel que soit λ<(ρ. [On écrira dans la suite Τ (ri au lieu 
de "l\r; /").] Or on a, en posant 

' -I 1 '' ' ·ι » 

fini
 t/(
 J'y f l'ï±fhlL J'y T(r

r<
.,, f

 l

^L = e*n Jy
T(r

-

Par conséquent la série 

0) ^4 ,-X —//«-!) 

diverge, quel que soit λ p. Or, supposons qu'on ait à partir d'une 
certaine valeur /1 de l'indice « 

( à ) Τ ( ) < Λ 4 Τ ( 

on en déduit 

V* TT('V-,) , "Or,.)!', , , /a-iV . I 

Si nous prenons χΐ <i, le crochet restera fini et la série (4) ne 
pourrait plus diverger. Nous démontrons ainsi deux faits : 

i° Quelle que soit la valeur initiale r
0
 de r. il existe une infinité de 
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nombres de la suite 
' \l . Aï\l, A" / > . ». r*W - . . ν A y 'ΐ.| 

(quel que soit λ <( ρ), pour lesquels on a 

(S) Γ( ΑΛ~' ί\,) > s.'i Τ(A * ι\,). 

a" Si nous supprimons dans la série (4) tous les ternies pour 
lesquels on a (5), la série des termes restants est encore divergente. 
Nous avons donc une série divergente (4 ), quel que soit λ <( p. 

(V) ν liiil ! X 

Faisons correspondre à chaque terme V' de la série (4') la cou-

ronne r^j. Comme on a 

Ύ(ι\) > ·>.; 1 

cette couronne peut contenir le centre d'un cercle de remplissage fil 
suffit que les conditions (C) soient vérifiées et que Ton ait Si 
ces couronnes ont des parties communes ou se touchent, il peut arriver 
que certains cercles de remplissage soient comptés plusieurs fois. Afin 
qu'il n'en soit certainement pas ainsi il suffit de supprimer dans (4') 
assez de ternies, pour qu'à chaque terme de la série ainsi modifiée 

puisse correspondre une couronne n'ayant avec les autres 

couronnes aucun point commun. Mais pour que cette opération soit 
intéressante, il faudrait naturellement que la nouvelle série diverge 
encore. Or nous allons démontrer qu'on peut supprimer, de trois 
ternies consécutifs de (4 )> pour lesquels les couronnes se touchent, 
chaque fois les deux premiers sans changer la divergence de la série 
ainsi modifiée. En effet on a, dans ce cas. 

Iil5=s) -f. Tlipi! < liîiil ( AAHrlt = const. 

Après avoir supprimé ο, ι ou a termes consécutifs partout où cette 
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opération est nécessaire, nous avons finalement la série divergente (4") 

|r,> A5/·,-.. 

(quel que soit λ <( ρ). 
Or (4") restera divergente si l'on prend λ = λ(η), fonction de n, 

tel que 
/,(«)■< p. 1ίιηλ(«)=ρ. 

Nous pouvons modifier ensuite la série 

yéTÇn.) 

sans changer sa divergence en supprimant tons les termes inférieure 
ou égaux aux termes de même rang de la série convergente 

ςπ (ι >£>o): 

car l'ensemble de ces termes supprimés forme une série convergente. 
Nous aurons finalement une série (4"*)? 

CD v 1 C'C ' e \ 

divergente, où chaque terme vérifie 

..λ». > ,,1-i K A h 

Donc en posant 

>»(«) = ρ — r,(«) [lim *;(») = «}, 

on a pour η assez grand, en remarquant que/(s) est d'ordre p, 

' D1 " < T( r„) < lim s, (M ) — ». 

Nous pouvons donc appliquer le théorème III dans la couronne 

(^3' r«) correspondant au n'*"* terme de la série (4"*). Ou obtient : 

Journ. de Math.) tome XIL — Faso» II? 
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IV. Soit f(ζ} une fonction meromorphe d'ordre positif. Etant donné 
un nombre «. if existe une suite r,. rs, r,. ... de valeurs de r. 

9 , ti 9 , V . 

jouissant des propriétés suivantes : 

U>g*% * 

a* La série 

>:■ 2~· " 

f/iVtv«x quel que soit λ<λ(#ιΊι <^ s ; limÀ(/n ~ ; : 
3e Ni" 1I(;) est une fonction meromorphe telle qu'on a 

T[(ι — .*)#%. H| ■< jt' T(r„. /). 
ClII(5> i^ .χ' l\/\. />. 

il e.viste dans la couronne ~ < \ ζ j <C^ "n point d'afjLve ,r(n\, centre 

d'un cercle de rayon a|.r(«)[. à l'intérieur duquel le nombre des sertis 
de f(z) — Π(-) est supérieur à 

1 

pour toutes les fonctions 1I(«) pour lesquelles on a 

Ci 11 — 11».,) > - - .χ' T(/\. j). 
C(II — II..,) > — λ1 Ί - /)-

n
e
.*(s) et II, ,(5) sont deu.r fonctions e.vceptionnelles possibles^ véri-

fiant les conditions 
V(Hv„)>— -νT<>v /). 
Vc.II,.,)> χ* Τ (r,. /). 

C(II».,— II,.,) > — a1 T(#\. /). 

Le théorème est applicable dès que χ est plus petit qu'une certaine 
constante numérique. 

Remarque. — Si l'intégrale 

/•ïiXQ," 
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diverge, c'est-à-dire si f(Î) est, d'après une classification de M. λ aliron 
de la classe de divergence de son ordre, on peut remplacer dans IV 
partout λ par s. 

Ill et IV sont des généralisations de deux théorèmes de M. Milieux 
(/; 2°. p. 207, 209), 

Cas particuliers. 

16. 1" Considérons d'abord le cas simple des fonctions 1I(«) 
d'ordre ç'<A. Etant donné ;)>ooapeut écrire 

"Π'ν- /) > '"«= '4/. s). 
T(r: H ) < rf'-*, r s): 

d'où 
Τ[(ι — α)/·,: II j < (ι : χ)?'-*/*'-'". s). 

Le théorème IV sera donc applicable dès que l'on a 
( 1 — J:)?'-·5R*'-5 < A1 r':

t

 4 

ou encore 
ι-. · > r 

Comme χ est une constante, ceci a lieu à partir d'une certaine 
valeur r„^> r(c). Si l'on a par exemple 

p'Ss — 3î.' 

quelque petit que soit ε, prenons X = i— ε, d'où ç'<^ λ s. Il est 
évident que la condition 

C(II)>-x>T(r„:/) 

sera vérifiée à partir d'une certaine valeur Γ(Π, x\ si l'on suppose 
U(3) 3d <>. 

A chaque fonction II correspond un r(ll, ε ) et un /\lï, x). Or comme 
la série (7) diverge, il en est encore ainsi de la série 

γ TQv /> 

I /·„(H) > '"tH- x). ri II. ε). r(j\ ε). r{s)"|. 
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On peut donc appliquer IV à toutes les fonctions 1Ι(ΓΛ :Ξ Ο et 
d'ordre inférieur à t.. A 

2" Un autre cas plus général est celui des fonctions 11(5) pour 
lesquelles on a. quel que soit r„^> r,. 

(M Τ|ί ι — 5 111 <jr T(r, : /}. 

Supposons par exemple que /'vérifie 

11. ) —-pr^— > /ι ( r > r ! ). 

où A est une constante positive. Pour avoir </, ) il suflit 

T[{i-- jt)r: IlJCa'/ir? r{ ). 
ou encore 

ΊΊ u — -j. ι r : Il ] x'h , 

ou encore 
(O : : I ·' >'·,). 

Ceci a lieu pour toutes les fonctions 11 pour lesquelles 1 * ^ * tend 
vers zéro. A chacune de ces fonctions 11 correspond un nombre r(ll'i 
tel que Ton a (is). r, · · r(lï ). On raisonnera ensuite comme dans le cas 
précédent. 

Rema/que I. — Les fonctions telles que 1 se présentent assez 
souvent. Il en est par exemple ainsi si Fou a 

hr'r f) <Z ( r >■ ), 

où A et k sont des constantes positives. M. Yaliron appelle ces fonc-
tions « très régulières ». 

Remarque Π. — Les fonctions telles que ( /- ') comprennent en parti-
culier la classe de convergence de l'ordre p. Car l'intégrale 

j ——Λ»' 

étant convergente, on a 

5 > X ,9- > ,iU-11 'X "" "Tu? [K = K(î; I!) 1. 
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Le théorème IV s'applique donc aux fondions 11(5) de la classe de 

convergence de l'ordre ; chaque fois que la fonction f est « très régu-
lière « et du même ordre. 

CHAPITRE UL 

LES DIRECTIONS DE ROREL. 

17. M. Yaliron a découvert dans son Mémoire· w; 3°. p. 80. Sa) 
l'existence, pour toute fonction niérouiorphe d'ordre ; positif et fini, 
de directions, qu'il a appelées α Directions de Bore! », c'est-à-dire de 
directions \B) telles que l'exposant de convergence de la suite des 
zéros de f\ 5")—11^5) relatifs à tout angle admettant (B) comme 
bissectrice est égal à sauf pour deux fonctions au plus. M. Yaliron 
a démontré cette propriété dans le cas où les fonctions ÏI(s) sont des 
constantes ou des fractions rationnelles. M. Biernaeki ( «i a généralisé 
ensuite pour les fonctions H(5 > d'ordre inférieur à p. Nous allons 
généraliser ces résultats et passer ensuite aux fonctions /\5 \ d'ordre 
nul ou d'ordre infini. 

18. Pour cela, cherchons une fonction χ = z(n) tendant vers zéro 
avec y telle que, pour tout λ <( c, la série 

(S) •y α-ι >11 Τι r, \ 

correspondant à la suite <, r, 1 du théorème IY diverge, et que 
a\nY'l\r,A tend vers l'infini. Appelons S(«) la somme des « pre-
miers termes de la série i^~), et prenons par exemple 

Ί ' Κ 
On a 

χ-('« ) ;— - ... — χ-(η \ —: 

Svi)" r* -- S» «i-i rj 

[Ιίϋϊ_...+ Ιϋ^ΙΙ=*(„).-* 
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On en déduit la divergence de (8) dès que l'on ao<s<^· 

Évaluons Tordre de grandeur de «*(«). T(r„). On peut écrire 

(«) α'(»)Τ ^ 

— const. ?-\'s Τ (/·.·,)!-ls. 
Car on a 

/·]· "" " "" r·; ̂  r* V ~ Ax " "" ' ' A^j " rf *' > "M > 

1! suffirait de prendre ε entre ο et ~ pour que le produit al(n).T(r„) 

augmente indéfiniment. Mais T(r,0 étant de Tordre ; on peut choisir 
s = £(n) et λ = λ(η) fonctions de η, ε tendant vers zéro et λ tendant 
vers ρ, pour que le dernier membre de (9) soit d'ordre ρ et pour que 

( » > Τ (/·.,) 

diverge, donc pour que (8Λ diverge pour tout λ < s, 
On a ainsi le théorème suivant, généralisation d'un théorème de 

M. Yaliron (ι : 4°) ■ 

Y. Soit f{.s) une fonction mémmorphe d'ordre ρ ο. Il twùte une 
suite in finie de cetvles F(n) d'ét/uation 

| r- — α·(/ι) | = a(«) j.v(«) !. lim «(«) = ».». tim|u*(n) | = ac 

jouissant de la propriété suivante. Pour choque η le nombn* des sènw de 
f(s·)— Π ( ; ) da m Γ ( Η ), soit η [ Γ ( Η ) 5 Y = 11 ], vérifie 

Μ[Γ(Λ): /= Π] > xi(f») Τ{ r„: /). !.r(») j < r,< A5. 

pour toutes les fonctions lï(^Y pour lesquelles on a, quel que soit n, 

[;Γ(Λ: /)} Ύ) M — α(« )]/·,: Π ! < α'(«) Τ (/y: /). €(11) > — je*(«)T(/y; /), 

sauf peut-être pour celles pour lesquelles 

C(*T)g— se1 (m) T(#y: /)„ TsU-Π,,,,, II — BM. 

Ι1
0
.,,(:Ο et 11,..,t 5 ) étant deux fonctions e.cceptionnellespossibles de la 
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famille ίϊ·(χ, /') vérifiant la condition 

H'M») ^ ^ J ) " 

Quel que soit λ < λ (η") ρ, liin λ («) = ρ, la série 

(.ο) 2i—μ— 

diverge et 

losav(iOT(r..,: f) 

Si /(s'y «f i/ti la classe de divergence de son ordre p, on peut remplacer 
dans(10)λ par p. 

19. Si donc Π(3) est une fonction non exceptionnelle de la 
famille ï^x,/), on a 

«1Γ(«):/=Π1 >«»(«) Tir»;/), 

de sorte que la série 

γ »[Γ(«): /= II] 

diverge, ce qui entraîne la divergence de la série 

(»,>) 21 ,ν1Γ(«); /= Π]ν-> * 

étendue aux modules des zéros de f—11 situés dans la suite des Γ(η) 
et réciproquement. Je dis que (12) diverge pour toutes les fonctions Π 
de la famille ;>(x,sauf deux au plus. 

Soient en effet deux fonctions Ρ (s) et Q(-) de cette famille 
[Ρ^3>==Ξ Q(-S)]. Supposons que les séries (12) correspondantes, 

'·,[Γ(«);/=Ρ]λ'« el '>[Γ(«);/=^]λ" ' 

soient convergentes. Il en est donc de même pour les séries 

(il') Σ η[Γ(«);/=Ρ| 
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et 

yi »[Γ(Η): /— Q1 

L'ensemble des termes de (10) pour lesquels on a 

,ι[Γ(«);/=Ρ] v ats(»)T(r„:/) 

forme une série convergente, sans quoi (ι i') divergerait. En suppri-
mant ces termes dans (10), il nous reste une série divergente (to') : 

(10'> /= "I < «'<«> T«V f). 

L'ensemble des termes de (10') pour lesquels on a 

ro[T(»): / = > α-(r>) T(r„;./) 

forme une série divergente sans quoi (ι 1") divergerait. En supprimant 
ces termes dans (10'), il nous reste une série divergente (10") : 

(ior) Σ 'α-{/>) Τ(/·.,; /) ί « [Γ(ti); / = Ρ] < x-('t) Τ(r„: /). 

Comme on a évidemment à partir d'une certaine valeur r
0
 de r„ 

C( Ρ — Q) > — «'{'O (r„ = r„). 

P(^) et Q(-> peuvent servir de fonctions exceptionnelles pour la 
suite (s) des cercles Γ(η) correspondant à (10"). On a donc pour tout 
cercle Γ(η) de la suite (A) 

h|T("); / = r1 > q~(«) T('v- /) 
pourvu que 

C(R- Ρ) > — (κ) Τ(r„; /). 
G(R — Q) > — <**('*) T(r„: /), 
C(R) >— »*(«) Τ (/·„:/). 

Il en est évidemment ainsi pour toute fonction R(s) de la 
famille ί?(α, /') telle que 

P(r-) == Q(s) S R(;) =â P(s). P(-) Q(-) R(-) fâ o, 
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dès que r„ est assez grand. Comme (10") diverge, il en est encore ainsi 
des séries 

Σ'»[Γ(»):/=ΐνΐ 

et 

2 r.
f
 [ Γ («):/= R ]'■ ' 

On en déduit : 

VI. Soient f(s) une fonction méromorphe d'ordn* Ο Ο et II(Ô) une 
fonction méromorphe de la famille F (x, /') définie par 

1/.) ! τ| [Ι-*-Λ(«)]Γ„. Π} <a,(«)T(r
ri
. /), [II(R.) = o]. 

Il existe une suite de cercles Γ(η ) d'équation 

ί ; — .<"(«) j — x(it) | .r(«) j. lim »(«■) = o, liui [ Λ·(η) j = oo, 

telle que, pour tout λ < λ (η ) ρ, lim λ (η) = ρ, la série 

(«;») Σ
/ν

]Γ
(Μ):/=

Π]>·' 

étendue aux modules des zéros de f(z ) — Π(- ) situés dans les Γ(η), est 
divergente quel que soit ll(^) sauf pour deux fonctions exceptionnelles 
au plus . 

Sî f{ z ) est de la classe de diverg ence de son ordre p, on peut remplacer 
dans ( 13 ) λ par ρ. 

20. Divisons maintenant avec M"" M. Collier (Thèse, Strasbourg) 
le plan en ρ secteurs égaux (Î,), (Î

2
), . . ., (A,,) par des demi-droites, 

issues du point ζ = ο. 
Supposons le secteur (A·,) défini par 

'i(f—1)~ . sir ,. . 

Répartissons la suite infinie des cercles Γ(η) du théorème V en 
ρ groupes (g,), (g»), ..., (g>), de façon que le groupe (g,) ait ses 
centres dans le secteur (s{). Réunissons ensuite les termes de la série(io) 
relatifs à chacun de ces groupes (gi). Soient S,, S2, ..., S,, les 
sommes correspondantes. Il est évident que la série (io) pourra ainsi 

Journ. de Math., tome XII. — Fasc. II. ig33. "9 
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se mettre sous la forme 
s, + S!+...+s„. 

Comme (î j) diverge, il en est encore ainsi de l'une au moins des 
sommes S,. Soit/l'indice correspondant (i </</>). Nous pouvons main-
tenant citer pour ce secteur (S/) un théorème identique à V avec cette 
différence que la suite des Γ(η j ne se compose plus que de ceux qui 
ont leur centre dans (S/), et que la suite des fonctions excep-
tionnelles 1I

U
.„, II,,„ est plus restreinte. Nous en déduisons ensuite un 

énoncé analogue à VI, se rapportant au secteur (V) seulement, avec 
deux fonctions exceptionnelles au plus. Ces fonctions exceptionnelles 
ne sont plus forcément les mêmes que celles du théorème VI, en ce sens 
qu'elles peuvent être exceptionnelles dans le secteur (s,*) sans l'être 
dans le plan entier. Par conséquent ces fonctions exceptionnelles peu-
vent dépendre du secteur (.v,"). 

Subdivisons ensuite le secteur (j,) en secteurs égaux et opérons sur 
le groupe de cercles (g,) et la série (j>) comme nous avons fait pour la 
suite Γ(/0 de V et la série çio). Nous mettons ainsi en évidence un 
nouveau secteur d'ouverture —^ pour lequel on a encore des théorèmes 
analogues à V et VI. En continuant toujours de la même façon, 011 
voit qu'il existe chaque fois au moins un secteur d'ouverture de plus 
en plus petite, pour lequel on a toujours des théorèmes analogues à V 
et VI avec la remarque précédente sur les fonctions exceptionnelles 
possibles. Soit (B) la limite des bissectrices de ces secteurs. Il est évi-
dent que tout angle ayant pour bissectrice (B) et une ouverture arbi-
traire contiendra pour » assez grand les cercles Γ (») appartenant à 
un secteur de rang assez grand. On en déduit : 

VII. Soient f {s) une fonction méromorphe t Γ ordre Ρ ]> Ο et 11 (S') une 
fonction méromorphe de ia J'umille F(z, f\ il existe toujours une direc-
tion de Borel (B) telle que pour tout λ ρ la série 

Q(5)=roi 

étendue aux modules des zéros de f{z)—ll(-) appartenant à un angle 
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arbitrait* de bissectrice (. Il) diverge quel que soit II(s) sauf pour deux 
fonctions exceptionnelles an plus. 

Si f(s) est de la classe de divergence de son ordre p, on peut remplacer 
λ par p. 

Cas particuliers. 

21. Comme dans le n° 16, nous allons appliquer les théorèmes Λ , 
VI el VU à certains cas particuliers. Nous avons vu (n° 18) que, si 

Ton prend x(« ï = a\n). T(r„ ; /') est pour η et ^ assez grand 
de l'ordre ρ. 

i° En raisonnant comme au n™ 16, on voit que Y, VI el VU sont 
applicables aux fonctions méromorphes lit-') d'ordre inférieur à c. 
Ou retrouve ainsi un théorème de M. Biernaeki (*Λ. 

Û" Un autre cas plus général est celui où l'on a que! que soit r,, f>r„ 

ΐ ; 11 — Λ ( « ) ] r„; Π i < X1 ( I» ) Τ ( r, : /). 

Ceci a lieu pour toutes les fonctions pour lesquelles ... ... {kf>i) 

tend vers zéro avec - -
Supposons par exemple que /'(;0 vérifie 

* > ft > ο (r > r,. h = const.). 

Parmi les fonctions Π se trouvent alors celles pour lesquelles 
1 tend vers zéro, en particulier les fonctions de la classe de con-
vergence de l'ordre p. 

3° Etudions encore le cas où / et Π sont respectivement de la classe 
de divergence et de convergence de l'ordre ρ[n(s);~ o]. Remarquons 
que si l'on prend oc(ii) = S(n)~\ la série 

)~4> la séffi^ 

diverge pourvu que l'on ait î La démonstration se fait comme 
au n° 18. 
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En prenant donc ε la série 

ν«.(.)ΐ!ΐϊϋ 

diverge. Or, Π(ί) étant une fonction quelconque delà classe de con-
vergence, la série 

Τ j [ι — α(«)]/·,.: II |· 

converge» 
Soit (S) la suite des cercles Γ(η) du théorème V. La série (i5) 

correspondante 

ί,ηΛ V «'Î'QTpV./') 

diverge tandis que 

-r;[.^ *(»)]/·,,·. π ; 

converge. Je dis que la série 

^r,,!T(»):/=II]? 

relative à la suite (S) des cercles Γ(η) de centres &*(«) diverge, sauf 
pour deux fonctions Π au plus. 

Nous appliquons la méthode du n° 19. Soient P(-) et Q(s) deux 
fonctions exceptionnelles de la famille, et lit.- ) une fonction quel-
conque de la même famille (P =é" Q === R Ρ : PQR ps o). Nous avons 
donc les séries convergentes suivantes : 

(16) 
rivet uue foi 

^ T; [n-a(M)]r„: Ψ| 

(i5) étant divergente, nous prouvons en extraire par cinq opérations 
successives analogues à celle du n° 19 faites avec les cinq séries (16) 



THÉORÈMES RELATIFS AUX DIRECTIONS DE BOREL. l53 
une nouvelle série (i5') divergente et telle que 

[Γ(Η): / -= Ρ ] < »'(«) Τ(/·,,: f), 
m [Γ(«): /-Q1 < χ·{» ( Τ/), 

τ; [« -h a(»)ir,,: ι» ; < *»(«) τ(,„ι /). 
Τ; [N- *(«)_(/·„; Ι < Α1 (Η) Τ(/·„; /), 

τ; 11 ··· χ(η)]ι\: Η ! < α'(>) /)· 

Soit (S') la suite des I\n) correspondant à (IJ'I D'après les deux 
premières inégalités (i 5') on a, a fortiori, 

((5'), #4Γ(«): /= v ! <aH»)T(r,: /). ?{;) s P(;): t^(s). 

D'ailleurs à partir d'une certaine valeur de « on peut écrire 

(IÀ')Î C(W) > — IT* (/') T('V. /)- ΜΞΡ — Q. L> — Κ. IL—Ρ, Ρ, Q, R. 

En tenant compte des trois dernières inégalités t. κ»') ainsi que de 
(i5"h et (i.V Y, on voit que le théorème Y s'applique aux fonc-
tions P. Q et H, Ρ et Q sont deux fonctions exceptionnelles, tandis 
que 11 ne l'est pas; donc 

(*:) h j !'(«): /= U] > xi(ti ) Τ (r„: /)· 

La divergence de (ià,s> entraine forcément celle de 

γ'χ^ίΐ ΐ'Πίν / | 

En tenant compte de (17) on en déduit que les séries 

V ' »[Γ(ιι1:/=Β1 V?' 1 

divergent. J fortiori, la série 

(18) —^Γ,,[Γ(«>: /— R)? 

relative à la suite (S1) diverge. 
Nous précisons ainsi un théorème de M. II. Nevantinna (A; 3). 
Subdvisons maintenant le plan comme au u° 20 en ρ secteurs égaux. 

Pour l'un au moins de ces secteurs la partie contributive correspon-
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dan te de la série (i5) relative à la suite (.v) des cercles Γ(η), ayant 
leurs centres dans ce secteur, diverge. On opérera sur (O comme nous 
avons opéré précédemment sur (S). On trouvera encore une série 
analogne à (τ85 mais relative aux Γ(«) ayant leurs centres dans le 
secteur en question. Les fonctions exceptionnelles peuvent naturel-
lement dépendre du secteur, mais leur nombre est au plus égal à deux. 
En continuant ensuite comme d'habitude, on obtient le théorème : 

VII'. Soient f(~) une fonction méromorphe d'on/re ρ et tie la classe de 
divergence et U(s) une fonction méromorphe d"ordre ρ et de la classe de 
convergence [11(5) s£ o], il existe toujours une direction de Borel (B) 
telle que la série 

2 / —ψ 

étendue aux modules des zéros ties f( z)— ll(^) appartenant à un angle 

arbitraire A de bissectrice (B), diverge quel que soit II (~) sauf pour 
deux fonctions exceptionnelles au plus. 

CHAPITRE IV. 

SUR LES FOXCTIOXS MKRO.MOUIMIES D'ORDRE FINI C ~> - · 

22. Nous allons généraliser le théorème suivant de M. Yaliron 
Ο · ^ 

Soit f(z) une fonction méromorphe t l'ordre ρ > Si lu série 

(.) Y ,, 1 

étendue aux modules des racines de /\ζΛ—a situées dans un petit 

angle A' diverge 
y
 il existe dans tout angle A de mesuie supérieure ét — 

et contenant A' à son intérieur(au sens strict) une suite de cercles C(«) 
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a vant pour équation 
, V. , ,. , .. \ |.*(«-H*) {>*!·*<») 1-

I Inn a(«) = o» nm |,r(«) \ — x, 

tels ijm\ dans C(n\, ./"(·;) — .r admet au mains i>i ( n) solutions pour tous 
les Λ" sau f au plus cemv ι/ui sont représentes sur la sphère de iîieimmm 

dam dense cercles de ravan e % la série 

{>A y_mj± 

étant divergente. 

[x(n) est la fonction habituelle. On peut aussi considérer à sa place 
«ne constante a aussi petite que l'on veut, j 

Nous appliquons à ces cercles le corollaire I". Nous ne considérons 
que ceux des cercles iô/rt pour lesquels Λ ( « ) dépasse la cons-
tante numérique du corollaire Γ. H y a dans chacun de ces cercles 
certainement deux valeurs de .r dont la distance sphérique esl supé-
rieure à ,·—pour lesquelles/(;)— -r admet plus de ̂ i(n) racines. 
Vérifions les conditions de Γ. Soit l\n t le cercle concentrique à C^») 
et de rayon 20 fois plus grand. P, Q. 11 étant, trois fonctions mêro-
morphes quelconques, il faut qu'on ait d'une part 

«ï.v Γ<«> j(. „ P ; S ~ | | ̂  | ÎTZTÛ | ~ | ÎT=T» j,ts < M{n}· 

et d'autre part le nombre des zéros et des poles des fonctions P, Q. 
11, Ρ — Q, Q—11, 11 — Ρ situées dans F(«) doit être inférieur 
à inférieur à une constante numérique). Introduisons la 
couronne 

(1 — tàot) Lr(ti) | <U| <(»-*-»»,*) [.«.·(«) i 

contenant le cercle Γ(ιΟ et procédons connue au n° i l. On voit que 
nos conditions sont vérifiées si Fou a 

Τ1 (ï — Uîa) i-r(M) yi:) | < <·ΐ*Λ<«). 
-■·;·> - tv>- f'if. for.u 
c [ *r ( s )]>—«-s* λ ( » ). 

«F(5)-t'(S). QO). tt(ô). IMO-OO). <*(=) —R(=>. H(o-F(5). 
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Nous remplaçons encore e s par a. Nous supprimons ensuite dans la 
série (a) tous les termes pour lesquels on a 

Τ r-s- ^ I V» Ιιιηγ; — ο. 

Cela ne change pas la divergence de la nouvelle série, et les Λ(«) 
seront de l'ordre de | .*·(ηΛ )■% donc supérieurs à la constante numérique 
du corollaire 1'. Finalement on a le théorème : 

λ III. Soit f( ζ ) une /onction tnirornorphe d onl/v f ~ Supposons 

que la série 

jx(M) Ρ ~ Μ1-"*· 

étendue aux modules des racines de f(s}— a situées dans un petit 

angle (.V') dicerge. Soit (a) un angle quelconque de mestttr supérieure 

à contenant {.A' ) à son intérieur (UN sens strictV II existe dans (A) 

une suite de cercles Γ(«) d'équation 

j : —A'(n) j =aja?(ii) j, ·,«·(« -i- a) j > .«·(«) | {« > x< Jt»>. 

à l'intérieur desquels le nombre des zéros des _/'(;) — .r est supérieur 
à ù\(n)sauf pour les râleurs de χ intérieures à deux cercles sphériques 

de rayon e if en est de même pour les z-éros de ,/ (■?) — lliVu où ll( j) 
est une fonction mémmorphe telle qu'on a 

T[(i at) | .c(«) II] < 3tî Λ («)» 
0[?(5)]>-«ίΛ(«). ? - H. Il - 11».*.11 - H,,o 

II
0
 ( ; ) et II, ( ; ) étant deux fonctions exceptionnelles possibles rérijiant 

les conditions 
CiM,

v
A>-λ-Λ («). 

C(li,,
M
)>— *sin(M>. 

C( Πβ.„ — II..,,) > — χ- Λ (M). 
On a déplus 

.. les; Λ ( « ) 
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et la série 

tç Λ S » » 

diwrvr. 

23. Du procédera ensuite comme d'habitude. Ou prendra pour α 

une fonction x\ η t tendant vers atéro avec ^ * tuais pas trop vite de 

façon que la série Σ χ8 ̂  η i *
s
 diverse encore, et que xst,ni Λ<λ ! 

continue à tendre vers· l'infini ν cette dernière quantité pourra même 
rester de l'ordre de aX/A On introduira ensuite la famille «H'tXA des 
fonctions définies par 

.X' ' -t > ' T'ft — îiinj .ri « ί . Il ; a;;t η t .e> ». ι Il s -- - jt- j » ι , h i. 

Celte famille dépend naturellement de J\ζ >. car cU^iA en dépend. 
On obtient le théorème suivant : 

IX. Sut J\z^ une fonction méwmorphe d'onire · ^>-y· Supposons 
que in série 

r... ( V:/= »»)' 

. 
r&ofrsjr. .Srwi A un angle de mesure supérieure ù % et contenant A' ù sen 

intérieur (au sens strict). Il ezciste dans (à) une suite de cercles Γ (/A 
d'équation 

; — ,r< « ι : - χι « ι .ri » t . lin» .1;η i »>. lim .rt».' — x. 

telle que lu série 

•«■a 11 * η i : — Il a? 

étendue aitar ntotlules des zéros de f—H située dans F(«) est divergente, 
et ceci pour toutes les constantes II sauf detur an plus. et pour toutes les 
fonctions II de la famille K(x. /X sauf deu.v au plus. k(x. /X est 
définie pur 

/ · j T; h —x*w*JUe»«)U ; <Λ<«». Hi si 31;»>. 
Joarm. A'E VEM . TEASE XII. — USE. II. IAI>. 20 
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!ί eadste done duns Γ angle \A,' toujours une direction tie Borel^B^ te/ie 
que lu série 

-VXvV^u)·' 

étendue aine modules des zéros de f— Il appartenant « un angle arbi-
traire A" de bissectrice (B)> dicerge quel que soit II sauf au plus pour 
detuv constantes II et deiw fonctions 11 de ta famille Κ ^a. /"). 

Remarque. — Ici encore on voit que la famille Κ (a, f) comprend 
en particulier toutes les fonctions inéromorphes d'ordre inférieur à 
mais aussi certaines fonctions d'ordre p, ou pourrait procéder comme 
au n° 21. 

CHAPITRE V. 

I.KS lUUECTIONS or. BOREL ET LES CERCLES OE REMPLISSAGE 

DES FONCTIONS MÉROMORPIIF.S D'ORRRE ρ POSITIF ET FIAI. 

2Λ. Nous avons-vu que les cercles de remplissage donnaient nais-
sance à des directions de BoreL Cherchons à établir la réciproque. 
Cour cela nous suivrons la méthode de M. \ alirou pour établir son 
théorème du n" 22. 

ι Β > étant une direction de BoreL la série 

t I s 

r,f ( V : / = a) 

étendue aux modules des zéros de j\s t — a relative à tout angle l,A ) 
de bissectrice ν H h diverse pour toutes les valeurs de a sauf deux au 

Λ 
plus et quel que soit λ ρ. Considérons donc un petit angle A quel-
conque de bissectrice < Β > et de mesure a. Considérons les quadrila-
tères Qvp\ limités par les côtés de cet angle et par les cercles 
j s [ = ·»·" et s j = '. Divisons les quadrilatères Qt/D en quadrila-
tères homothétiques Qv/>. 11 par les cercles 

; = y(l — Λ y (f= I. A. 
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On voit facilement que si α est assez petit, on a 

const. 

Soit l\p. i) le cercle concentrique au plus petit cercle circonscrit 
à Q\p. Λ et de rayon 20 fois plus grand. Soit Λ y», Ο le minimum 
du nombre des racines du produit [/\s)—a·, j[/(O—av. |[ —.r, ] 
pour tous les systèmes de trois nombres α·,, av., a>

s dont la distance 
sphërique inutuelle est supérieure à a-'*. D'après le théorème de 
M. Yaliron le nombre des racines de /'ι ̂ — .1· dans Q(p, 1) est donc 
inférieur à 

Λ .-Κ ι /·, ί ι — U/» 

sauf peut-être pour les .r extérieurs à un cercle r
t
( p, i) de rayon 2-''. 

L'aire totale des cercles τ,(ρ, i.) pour 1 — 1. a, .. ., ,r, el pour ρ fixe 
est 

oonsL * con^L 

Donc l'aire totale de tous les cercles R,(P, A(P = 1, 2. ...;Î= 1, 2...Λ 

est 

const. oonsl. ^ ι 

Or, cette série converge, on peut donc prendre Ρ assez grand pour 
qu'on ait 

i Ο > —- — < ι r ( aire de la inhere de Kienianu). 

On déduit de là qu'il y a des valeurs 0 de .r extérieures à tous les 
cercles exceptionnels. En appelant «Uyj. m) le plus grand des 
nombres i) on a, a fortiori, quel que soit λ >o, 

en y ! ,<00.,s.. Γ ν ν χ" 

Ι-\λ Λ ι />. m t \i /> 

Il est évident que la série y converge, car a est fixe. Comme 
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la bissectrice de l'angle A est une direction de Borel, le premier 
membre de t 3") diverge quel que soit x et pour tout λ p, de sorte 
que 

^ f>t (/». m > 

diverge quel que soit α et pour tout λ p. On peut même mettre à In 
place de x et λ des fonctions x(p) et λ ι p\ tendant vers zéro et vers ρ 

respectivement, de façon que ^ continue à converger et que 

"V '''1 !'p
t

 ] ne cesse pas de diverger. Aux tenues de cette dernière 
série correspondent des cercles de remplissage Γ(/κ m). Nous avons 
donc : 

\. au étant une demi-droite de Bond d'une fonction J\:·) merc-
morphe d'otdre p. il existe sur \ IU une suite de points d'à/fixes xyn'o 
centtrs de cercles Γ ι m f d'équation 

; — .rt « j =ai iM .«·(»■* . lîm at m) — lim .ta » ) = x. 

ù l'intérieur desquels l'équation f\ s')— ,r possède i>l\n) séros pour 
tous les χ sauf au plus ceux qui sont représentés sur la sphère de Kiemann 
dans deux cercles de rayon la série 

«~>t t η ι 

étant divergente pour tout λ p. 
Si la dùvclion y Β > est une direction de divergence de son ordre p. on 

peut remplacer λ pur ρ. 

En continuant ensuite comme au n" 22. on trouve : 

\1. ν Β ι étant une demi-droite de Borel d'une fonction J'y s f méro-
morphe d'onfre p. il existe sur y Il \ une suite de points d'à/fixes x(n ), 
cent/es de ce/vies l\/i ) d'équation 

— ,j i n ι ■ ' X\n ι i.ci n) '. lim jtι /f ι ο. lim j,c( ο \. = x. 

à l'intérieur desquels le nombre des séros de f\s > — Ut jï est supérieur 
à dt(n\. 
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QueÎque soit λ s, lu série 

^ Λ ( /# ) 

diverge et 
losi Jt—1 ( η ) Λ ( ii ï 

Les fonctions ÏI comprennent toutes les constantes sauf deujv au plus 
ainsi que toutes les fonctions mciomorphes de lu famille K(x» /) dèjïnie 
par 

{ Κι Î:. Jν | 'Γ ; [ t -- α{ιι ) j .r (n)
;

: II ! < χ-1 H \ Λ ( » ) [H(;) s ο] 

sauf demv au plus. 
Si ) est une direction de divergence de son on Ire s, on peut rem-

placer λ par c . 

Hctnarque. — Ici encore la famille K.(a, f) comprend en particulier 
les fonctions méroniorpbes d'ordre inférieur à ρ ainsi que certaines 
classes de fonctions d'ordre ç. 

CHAPITRE VI. 

SLR LES FONCTIONS MÈROMORPIIKS tt'oHDUE M l. ET D'ORDRE INFINI. 

1. Sur les fonctions mèromorphes d'ordre nul. 

2i>. Le théorème 111 n'est applicable que si n, et ^ sont assez 
grands. Comme on peut écrire (voir ce théorème) 

. Τ ι H: /n /Π H: / ) . ^ 

il suffît que ^ |
(V

,j»y. soit assez grand. 

Les conditions (JIÎ ) sont toujours réalisables, si l'on prend assez 
grand. Les couronnes C(r, R^ ne sont plus forcément d'une épaisseur 
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relative Unie. Les conditions <^C) seront vérifiées, si Ton a 

\\ίχ-·~χ)\Λ·.ν]< «· 

Cl'l'f -VI > — «ι " · · 

On généralise ainsi le théorème de M. Milieux {A P· ao8) et 

Ton trouve : 

VIL Soient f ( s i une fonction méromorphe tV ordre nul pour laquelle 
on a 

Il tu —Τ : ™ OC 

rtiKO une fonction tie lu famille §{«■. f) 

fv» ίΛ./'i] T; [ ι — x(.n )]r; II | <χK{n) *. '' | Iï(s) si o. r> /·„]. 

Il existe une suite de eervles l\m) d'équation 

| ; — .ι·('« \ ' = α(.«) l = a(«) S .'·(» ι I"i» χ in ) = ». limj x(n) ;= ». 

dans lesquels f{ ζ) — I ï ^ s > admet une in finite de zéros quel que soit IL; i 
sauf pour deu,v fonctions exceptionnelles au plus. 

Nous en déduisons l'existence d'une tlûrction de Julia (J ') corres-
pondant à ces fonctions ILVv 

S. Sur les fonctions méromorphes d'ordre infini. 

2tî. Comme au n° 15, partons du théorème suivant de M. Milieux : 

Soit J\.z) une fonction méromorphe d'ordre infini. Dans la cou-
tonne C(r, R) définie par 

et uue 

le nombre des zéros de f \ ζ ) — a est supérieur ù 

ΤI H — 1 
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pour toutes les râleurs de a dont les représentations sphériques sont 

incluses dans un cercle de rayon et ceci dès que Γοη a 

11 κ — ι) | ■ J ι : ι« — ι ) Ιοί;/, ■ /· 

('<*<")· 

En suivant la méthode du n° 14, on trouve la généralisation sui-
vante d'un théorème de M. Milloux ( /'; 2% p. 214") : 

Y111. Soit /\ζ) une fonction méromorphe d'ordre infini, 

l'(3Ï. Q{3), Hi;). 

un système quelconque de trois f'onctions méromorphes. Supposons véri-
fiées les conditions suivantes : 

pii'i 
T( If: / ) > '·( fK Τ (If: f) > ■»', l«sli, 

iv=n-.—-i—_ (,< /><-); 

Tr, „ ΐ( If ; /') 

r>
 ] ^fc); lit = 1; 

11 κ — ι) | ■ J ι : ι« — ι ) Ιοί;/, ■ /· 

. M ' r r- > — !>(;); Ο t" : H(s): l'f - Q( Q( - H( ; ) ; lt< : !— I'( 

Alors il existe dans la couronne C( r, 11) un point d'affLve a*. 
(r f | .r | < Il ) centre d'un cercle ( Γ) d'équation 

\ ; — ,t·
 t
 — x'.«■ ' 

ii l'intérieur duquel le nombre des racines de /{:·) — H(-). où II(-) est 
Γ une au moins des fonctions P. Q, R, est supérieur à 

„ ΐ ( If ; /') 
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Le théorème s'applique dès que u, et ^ dépassent des constantes 

numériques. 

27. Nous allons montrer qu'il existe une infinité de couronnes 
d'épaisseur relative arbitrairement petite pour lesquelles ^">11') est. 
vérifiée. 

Prenons 
— = h : A* = ι -f- a. 

Les conditions tJIY) se réduisent à 
Τ ( Γι ' ) > 7-Λ Τ ( /./· ) ( /■ > r„ >. 

Il est évident que l'on a pour r assez grand 

r < fer < fe-r < 1« ' < fe-r. 

Donc il suffit d'avoir Τ ( le- r") - a 'Γ t kr), pour que (Jli') soit 
vérifiée dans C(r, le3 r). Or, on ne pent pas avoir tout le temps 

T< /et} < 7> T(/ ) U>/J 
sans avoir 

Ί"('l $ const. / 1 

ce qui est impossible si J\ :· ) est d'ordre infini, aussi petit que soit la 
constante «. 

Nous avons ainsi en particulier le théorème suivant : 

YIY. Soit f ι ; ) une fonction nuromorphe d'ordre infini. Il existe une 
suite de pâleurs r,, t\. . . ., r„ de r jouissant des pivprictcs suivantes ; 

lop Τ (,·„:/> ι 

2- suif,) est une fonction méromorphe telle que 

[JCt'a. ./'1 T| 11 -f- χ ')-/■„ : il] < χ- Τι r»;/>, G (II) >— *4Τι>„:/>. 

il existe dans la couronne 

1 Ιο?'",, "" χ 
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an point d'afjixe x(n), centre dyun cercle Γ(») dy équation 

; : — Λ(Η ι j = x\.v(tt) 

à Ρ intérieur duquel le nombre des zéros de f— Π est supérieur à 

Τ(r„ : f ) const. 

pour toutes tes Ht ;) de lu famille «?C(3t, f ) sauf peut-être pour celles 
pour lesquelles 

C(Ψ) >-x° Tt r„ : /). Ψ = II - Il„ „: Π - II,., : 

11,,.,,^;) et 1Τ,.„(;) étant deux fonctions exceptionnelles possibles 
t*érifiant 

t * ' H.,.,, H, ., t x~ I t f ι, . J t. 

28. Le théorème s'applique eu particulier à toutes les fonctions II 
pour lesquelles on a 

T[(i xfr: II ] < x- T(r;/i (r > r„). 

Pour r assez grand, ces fonctions comprennent celles d'ordre infé-
rieur à - · 

Nous pouvons maintenant comme d'habitude remplacer ζ par une 
fonction tendant vers zéro avec mais pas trop vite, pour que 
l'on ait encore 

-p—■ log T (;·;/) ι 
On trouve ainsi : 

XV. S»it J\z) une fonction, mémmorphe d'ordre infini. Il existe une 
suite infinie de cercles Γ(η) d 'équation 

j s — u?(«) j = a(») . iim«(») = o, liui | x(n) j = χ 

jouissant de la propriété suivante. Pour chaque η le nombre des zéros 
de f(z ) — ΓΙ( - Ν dans Γ(») est supérieur à 

'Γ(>"„·,/) const. 

pour toutes les fonctions lit -)» pour lesquelles on a. quel que soit n, 

[ΛΪ, (Λ, /)1 Τ} [ι -t- «(it)]#»: Π J <ai(«)T(r„;/), C(IÏ) > — at-(«.) T(r„: /), 

Jour η. de Math., tome XII. — Kasc. II, «933. 2 1 
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sauf peut-être /umr celles pour lesquelles 

> >- α-( «ΓΓΟν./Κ H II - 11,. „ : Il - 11, , . 

ΙΙ,, ,Λ.-) i t II,.«(s) étant deux fonctions exceptionnelles possibles de la 
famille

 t
"»C, <x. /") vérifiant la condition 

— II, „ ι > — z'iit ) "l'i r.,:/!. 

On voit donc qu'il existe des cercles de remplissage vus de l'origine 
sous un angle qui tend vers zéro. Ceci entraine l'existence d'une 
sorte de direction de lîorel au moins, pour toutes les 11 de la 
famille Hi,x, /1 sauf deux au plus. Ht x. f\ est définie par 
| Mix. /)1 Τ; [ι — λ(η) ];■„ : Il ; < xît« t T{ r.,:/) | il ι s) SÉ ο"). 

D'après la propriété itt du théorème Xl\ , la famille A'^J, /") com-
prend en particulier toutes les fonctions d'ordre fini. 

CHAPITRE VII. 

EXTENSION D'UN THÉORÈME BE 5t. VAL1RQN S ni L'ORDRE Ot V) 
d'cNE FONCTION MKROMORPllE SI R OE DIRECTION (W 

29. M. Yaliron a démontré 11: 6°) que si J\ :■ » est méromorplie 

dans un angle A à toute direction t λ ) de A est attaché un nombre ), 
limite pour presque tous les ,r de l'exposant de convergence des 
racines de /\ — ,r appartenant à un angle admettant comme bissec-
trice (, λΑ et dont l'ouverture tend vers zéro. Il démontre en particulier 
le théorème suivant : 

(A t étant donnée quelconque inférteu/v « A. tordre réel £(u·, ^ ) 
i c'est-à-dire le coefficicient de convergence > a lu même valeur ;(V) 
pour tous les χ sauf ceux d'un ensemble Ε (λ 1 dont la ivprésentation 
sphcrique a une mesure linéaire nulle: pour les χ exceptionnels on 
a f Ν > p(\ ) sauf au plus pour deux valeurs de x. 

Nous allons étendre en partie ces résultats pour les directions t \ ) 
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d'ordre z\ Y )0> ο· A étant un angle quelconque de bissectrice t \ ), il 
est évident que la série 

'■,( V /—■' ) 

diverge pour presque tous les ,r et que! que soit λ ?^Y ). Nous pou-
vons donc appliquer la méthode du 11" 21. On trouve ainsi : 

XVI. ( V » rtant une direction d'ordre ρ( Y )ο d'une fonction 
méivntorp/te f\ζ ), il existe sur ( \r) une suite de points d\iffixes .r(«), 
centres de cercles Γ(η) d'équation 

j ; — .»·(») ] = *(«> ' .t'iti ) lîm *< h) = 0. lim '.»·(») ; — x. 

à l'intérieur desquels le nombre des zeros de J\ 5)—11(5) est supérieur 
à Λι η). Quel que soit λ < p(Yla série 

yç t'ï ( H ) 
diverge et 

.. Ιο«χ-'(Η)Λ(«ί ,v l 

Les fonctions 11 comprennent toutes les constantes sauf deux au plus 
ainsi que toutes les fonctions méromorphes de la famille L(a, yi 
définie par 

| l-ία. /) j 'Γ; [ι τ α(«Υ| | x(n) ' : 11 ; < χ-(η ) Λ (η) [Π(5) ps ο]. 

sauf deux au plus. 
Si(X) est une direction de divergence de son ordre ?(V)>o. on peut 

remplacer λ par ρ (λ Y. 

On en déduit immédiatement : 

XVI1 . -SY (Y Y est une direction d'ord/v ρ (Y ) o, la série 

'•/\ \· /= Π J 

étendue aux modules des zéros de /(5) —1I(;) situés dans tout angle A 
de bissectrice (Y"), diverge quel que soit λ p(Y ) et pour toute fonction 
de la classe !.(*,/") sauf deux au plus. 
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.SV {Y t est une direction de divergence de son ordre : » \ on peut 
rentpfucer λ pur ρ ( Y \ 

Remarque L — La famille L< *, f\ comprend en particulier les 
fonctions méromorphes d'ordre inférieur à pfY\ ainsi que certaines 
classes de fonctions d'ordre pi Y Y 

Remarque II. — Si ρt Y ) atteint sou maximum ρ = ordre de f\ :· \ 
\Y) est ce qne M. Yaliron a appelé « Direction de lïorel ». On 
retrouve ainsi les théorèmes correspondant à ces directions. 

D'après X\ Il on voit que l'ordre réel de/(-) — ll( ;i sur \ \ i est 
au moins égal à pt λ Y Nous allons démontrer que cet ordre est égal 
à ρ t λ > pour presque toutes les fonctions /\-0 — Ht j Y où IL Y» est 
d'ordre inférieur à p\ YY 

En effet, supposons que l'ordre réel de — ll^sï sur (Y) soit 
supérieur à pO) Pour une fonction 11^; i d'ordre inférieur à ρ ( \ Y 
Donc 

"r(\ I ,V 
où l on a pose 

F t ; t "τ f\ 5 * — il « ; ». 

diverge pour certaines valeurs ;A> p(\ t et quelle que soil la cons-
tante ν, sauf deux au plus. Nous et» déduisons un énoncé analogue 
à XV 1 avec des cercles de remplissage Γ, t η 't pour toutes les fonctions 
111 (, Y» de la famille L,(a,./') définie par 

ji
M
ut,./il Î; t » — λ, (« »] .r,t « » . H, ; < .κ; ι « ι Λ , t. « ι > 3d oj. 

sauf deux au plus. La série 

+1* ,2"· 

diverge, ce qui entraîne la divergence de 

#»| Γ,ι « » ; F = II, ] 

La famille contient en particulier les fonctions llo,-) 
d'ordre inférieur à ;x. Comme ; ι \ ) < ;JL. nous pouvons prendre 

11, > ;> ξξ— II< î î -·· .r const, i. 
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d'où 
F(3) — H|(s) =s/4 s » — ■»'. 

On en déduit la divergence de 

V"1".· ' , " 

et par conséquent de 

V —1 v>i« 

Or, d'après le théorème de M. Valiron, ceci est impossible pour la 
plupart des valeurs de x. On en déduit : 

XVIII. Si f(3) est d'ordre ζ. l'ordre :(\ est le même sur toute direc-
tion (V) pour toutes les fonctions /( Ο -f- H1 s\ lltW étant d'ordre infé-
rieur à s (VI. Il y a exception pour deux fonctions ll(^) au plus. 
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