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SUR LES CLASSES DES CORPS CIRCULAIRES.

17

Sur les classes des corps circulaires

Par J. HERBRAND.

INTRODUCTION ET SOMMAIRE.

Les moyens fournis par la théorie du corps de classes (') permettent
de reprendre et de compléter, tout en évitant les longueurs de calcul
dont il n’avait pu se passer, les résultats obtenus par Kummer il y
a 75 ans sur les corps circulaires. Le présent Mémoire y est consacré.
On commence par prouver le théoréme non encore démontré de
Kummer sur la divisibilité du nombre des classes de ¥({) par celui de
ses sous-corps (§ 1). On y continue par I’étude approfondie de Ja
divisibilité de ces nombres par /, dans le cas o [ est premier, [ racine
£*m primitive de ['unité (§ 4); cette étude conduit a celle des surcorps
non ramifiés de degré I de k(7), qui est conduite jusqu’au bout dans
un cas particulier (§ 3 ). On montre pour finir comment ces recherches
permettent d’étendre sans peine la deuxiéme démonstration de
Kummer pour le théoréme de Fermat a des cas plus généraux que
ceux qu’il a considérés (§6).

(') Pour tout ce qui concerne la théorie du corps de classes, on pourra
consulter les deux rapports de Hasse (Jahreshericht der Deutsch. Math. Ver.,
1. 35. 1926, et t. 36, 1927); pour la théorie générale des corps algébriques, nous
renverrons au rapport de Hilbert (méme périodique, t. &, 1897; traduction
francaise aux Annales de Toulouse, 19og, également éditée a part; quand nous
renverrons a « Hilbert », il s’agira de cet Ouvrage, les numéros de page seront
ceux de I'édition francaise qui contient en outre plusieurs Notes de MM. Got
et Lévy).
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Malgré la disparition presque compléte des calculs (sauf au para-
graphe 6), 'emploi des logarithmes de Kummer reste indispensable;
on n’y utilise que les propriétésles plussimples que nous avons eu soin
d’énumérer en rappelant succinctement leurs démonstrations (§ 3).

Noramions. — Désormais, sauf quand le contraire sera explici-
tement indiqué, désignons par :

k le corps des rationnels;
[ un nombre premier impair;
I —1

b

==

< une racine [“™ primitive de 'unité;
r=1—7;

t I'idéal (7.), tel que ()= 1-"';

r une racine primitive module /;

s la substitution ({— 7) engendrant le groupe de £(7) par rapport a 4;

z 'unité circulaire suivante :

ST
TV ==y

3
E., == glror—str—bi g2ty (m'l v=1. 2.3 ... 0—1= = .,) .
\ 2

™m

1. Dewoxstratios p’cy THEOREME DE K User. — Kummer (') a énoncé
le théoréme suivant :

Tuatorewe 1. — Le nombre des classes de tout sous-corps de k()
dicise le nombre des classes de k(3), 7 étant une racine primitice I de
Uunité.

Sa démonstration était fausse [il suppose implicitement que tout
idéal non principal du sous-corps reste non principal dans k(0)].

Dans ce qui suit, on peut indifféeremment prendre la notion de
classe au sens ordinaire, ou au sens restreint, oi seuls les idéaux (z)
tels que z soit totalement positif, sont dans la classe principale :
dans le deuxiéme cas, il faudra seulement dans les démonstrations ne

(') Kowmzs. Journal de Crelle, t. 40, p. 115,
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pas tenir compte des idéaux infinis pouvant intervenir dans les
conducteurs des corps abéliens considérés.
Le théoréme | résulte du théoreme général suivant :

Tutosiwe 2. — Soient k un corps, K un surcorps de k, k le plus
grand surcorps de I compris dans K, qui soit abélien non ramifié par
rapport a k; p son degré par rapport 4 k.

Alors il y a un sous-groupe d’indice p du groupe des classes de k

isomorphe au groupe quotient du groupe des classes de K par un de ses
sous-groupes.

Appelons £ le corps de classes absolu de #, K celui de k..

/ contient /; le groupe de F par rapport a 4 est isomorphe au
groupe des classes de /; donc le groupe de ¥ par rapport a £ est un
sous-groupe d’indice p de ce groupe.

Soit K = K# le plus petit corps contenant K et £. Le groupe de K
par rapport 4 K est isomorphe  celui de # parrapport a ¥; donc K est
abélien sur K. D’aprés un théoréme de Hasse (*), le conducteur de K
par rapport a K divise celui de % par rapport a #, c’est-a-dire 1.
Donc K est abélien non ramifié sur K, et est donc compris dans K.

Or le groupe de K par rapport a K est isomorphe au groupe des

classes de K. Donc le groupe de K par rapport a K est isomorphe au
groupe quotient du groupe des classes de K par un de ses sous-
groupes.

D’ou le théoréme.

Si /1 est le nombre des classes de 4, H celui de K, on voit que /
divise pH.

Si, en particulier, K est galoisien par rapport a £, appelons g le
plus petit groupe contenant tous les groupes d’inertie, g est
évidemment invariant et p est U'indice du groupe des commutateurs du

groupe quotient.
Si K est un corps a groupe de Galois cyclique (par rapport au

(') Hasse, Ein Satz aber relativ fialois scher Zahlkirper... (Math. Zeits-
chrift. 1. 31, p. 563).
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corps des rationnels), on vérifie immédiatement que g est identique
au groupe de Galois lui-méme. D’oi le théoréme !.

On voit immédiatement que I'on peut le généraliser ainsi (') :
Treorime 1 bis. — K étant un corps cyclique [ par exemple le corps
des racines I°" de 'unité (1 premier)), k un sous-corps, le groupe des

classes de k est isomorphe (en général mériédriquement) au groupe des
classes de K.

Des considérations analogues ont été développées indépendamment
par M. Chevalley. Elles ont été publiées dans une Note aux Comptes
rendus du 2 février 1931.

2. Lemme. — Nous utiliserons dans la suite un lemme dont un cas
particulier a déja été énoncé par Hasse (*):

Lewse. — Soient k un corps; K un surcorps de k, de groupe g; K un
surcorps abélien de K, galoisien par rapport i k, de groupe G par
rapport a k, et de groupe g par rapport i K. Soient § le conducteur de K
par rapport a K, H le groupe d'idéauz (mod £), pour lequel K st corps
de classes. Il y a une correspondance biunicogue entre les éléiments de g,
et les éléments du groupe h quotient du groupe des idéaua premiers a f,
par H.

Une substitution de g, qui s’applique sur = dans I isomorphisme appli-
quant g sur G (I'élément unité de g s’appliquant sur g), transforme un
élément Hy de h, correspondant 4 5 de g, en un élément 11. correspon-
danta v de g.

(') Apreés la rédaction de ce Mémoire, est venu & nolre connaissance un
Mémoire de J. Varmon (Arkire for Matem., Astr., och Fysil, Band 22, 1930)

oi il démontre que le nombre des classes de & divise celui de K (et méme un
théoréme plus général). Ses méthodes reposent sur le calcul effectif du nombre
des classes, et ne paraissent pas susceptibles d’étre généralisées dans la direction
du théoréme 1 bis.

(?) Uasse, Arithmetische Theorie der Kubischen Zahlkérper... (Math.
Zeitsch., § 2, p. 572, Hilfsatz.) Comparer, ArTix, /lamb. Abh., t. 7.
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On a alors :

‘./ == 9!32“'.

I»émonstration. — QQue 7 permute entre eux les éléments de 4, cela
résulte de ce que « conserve K, qui est galoisien sur £, donc H.

Soient maintenant P un idéal premier de K, P l'idéal premier de K
divisible par P. Supposons que P soit premier au discriminant de K
par rapport a £, et corresponde a la substitution 3 de G (*). Donc P
est dans H. ; «P est dans H.; or la substitution correspondant a «P,
qui est un diviseur de %P, est 232" ; d’ot le lemme.

Ce lemme, quoique sa démonstration soit trés simple, nous sera
d’une trés grande utilité. Il revient a dire que les automorphismes
engendrés par (5 dans g donnent des permutations des éléments de g
identiques aux permutations des éléments de A.

3. Les rocaritames oE Kusyer. — Quoique nous évitions une grande
partic des calculs de Kummer, nous serons pourtant obligés
d’employer ses logarithmes. Mais ce sera seulement pour quelques
caleuls trés simples, qui n’utiliscront que les propriétés que nous
allons énoncer. (Voir pour cela Hilbert, §131, nous modifions certains
points.)

Soit f(.r) une fonction rationnelle a coefficients entiers; /() est
un nombre z de £(7).

Posons

- ilox f(e)

l1<(z): i pour g=u1, 2, ..., [ —2

(I'indice o veut dire qu’on fait « = o aprés avoir pris la dérivée )

niz=1)—i

{

[/-t (7):

n(z) étant la norme de o. Ces expressions sont définies modulo / et ne

(*) Il 'y a toujours de tels idéaux d'aprés un théoréme connu (cf. par
exemple Antix, Hamb. Abh., 1. 3, p. 106 (Th. &), ou Scaeigr, Hamb. Abh.,
L. 3, p. 1). La démonstration de Schreier, ne concerne que le cas oa le corps de
hase est le corps des rationnels ; mais on passe aisément de 12 au cas général.

Journ. de Math., tome XI. — Fasc. 1V, 5g32. 53
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dépendent modulo / que de 2, et non du choix particulier de la fonc-
tion (&), comme on le vérifie sans peine (').
On vérifie aisément que :

(1) , Li(po)y=li(p)+18(v) (mod ),

en particulier [’ (/)= o(mod /)

(2) Li(spy=rli(p) (mod ?),
d’ou
/1=
/”~[.«’ p.]z(—:y’/'(;u (mod!?):
donc : si . est réel, 1 (1) pour i impair est nul.
Si
(3) sv=a-+z" (modV-') (L] —2),

a étant rationnel, premier a /, z pouvant étre pris rationnel, on a :
li(p)y=o (modl) pour p<<b.

l”(p)sj—;(—l)”//! (mod [).

On déduit sans peine de la que /(1) est le méme pour deux v
congrus entre eux modulo §~'; et ce résultat reste vrai pour i=/—1.
De plus si

l'(py=o (/) quel quesoit i/ — 2.

ona(*)
p=a ()
pour un certain rationnel.
Donc
a—=a—z/
et par conséquent
p=a (l).
4’ étant rationnel. Or
a=at= ([

(') On ne définit ordinairement ces logarithmes que pour 2 =1(mod |). c’est
la une restriction inatile, si 'on procéde comme nous I'indiquons.
(%) Nous écrirons souvent « =< b (p)auliende s =b{modp).
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done
a'=(a'-y (V).
Ainsi ;
Si

lFi(uy=o (l) quel quesoit iSl— 2,

. est congru @ une [*"* puissance modulo I'.
Soit

l=

) ) e(x):[

de sorte que e({) =-:.
Un caleul aisé (Hilbert, édition francaise, p. 342) donne (B, étant
le n*™ nombre de Bernoulli) :

(Jc"'—l)(-r’—l)]'
(z —1) (™ —1)_ ?

2 __ P e\t mn
llu;:s:(e" :lo;:r_;..fi__'_)_,li'ﬁ_.;.n_..;_ (—o=ir l')B"u .. .s
2 ’ 2.2! 2n.(2nr)!
donc . .
1% (z)y = (—1) (_’—;—')E (mod !),
[ (z) =0 (mod /),
.. 1—3 .
si £Z—— ; et enfin par un calcul simple :
- 2
NI 2 :
[ (E,) = (=1 (,'; 0B, (mod /).
Ky
I'(E,)=0 (mod /).

pour i~2v et </—2; la formule reste vraie pour i =1/—1, étant
donné qu’en a évidemment
ﬂ(":!,-') —_— .

Dans ces calculs, il faut opérer sur e?(x) et non sur z(x), car seul
z*(r) est rationnel en x.
4. JETGDE GENERALE DES SURCORPS NON RAMIFIES DE DEGRE [ :

1° Lewse. — Zoute matrice d’ordre | — 1, modulo 1, est équivalente
modulo | & une matrice diagonale.

Posons z;;=1 ou o suivant que { =/ ou 5£].
Soit la matrice
A={(ay) (i, j=1,2,..., N).
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telle que
A-1=E (modl), ot E = (g;), la matrice unite.
Donc
laij|Z£o (/).

Toutes les égalités que nous écrirons désormais dans la démons-
tration de ce lemme devront étre considérées comme des congruences,
modulo

Au lieu de la matrice (a;;), considérons (pour simplifier le langage)
la transformation linéaire :

. <)
(1) x; :2‘ a;;x;
ifr

qui est donc d’ordre /—1.
Considérons ’équation en s :

(2) Vaijs — e =o.

Cette équation est de degré N ; ses racines définissent une extension
du corps des restes modulo /. Soit s une de ces racines. Par une
transformation linéaire ayant ses coefficients dans ce corps, on pourra
dés lors remplacer les variables x par des variables y, la transfor-
mation (1) prenant la forme

=S by (=23 Nij=10, .., ).

La puissance (/—1) de cette substitution étant la substitution
unité, on en déduit que

(3) sV =1.

Toute racine de (2) satisfait donc a cette condition. L'équation (3)
a comme racines les (/— 1) restes rationnels premiers a / modulo I
On en déduit que toute racine de (2) est dans le corps des restes
modulo /, et non dans une extension algébrique de ce corps.

Siy S2y---, S, Gtant les racines différentes de (2), la théorie des
diviseurs élémentaires nous montre alors que par cette transformation
a coefficients entiers, et 4 déterminant non nul modulo /; on peut
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remplacer les variables z; par des variables z; pour lesquelles la trans-
formation (1) a la forme suivante :

Les variables z; se partageant en ¢ groupes, de n,, n,, ..., n,
variables; les variables du :*™ groupe, que nous désignons
par 3,, 3., ..., 3,, se transforment comme suit :

[térons ({—1) fois cette transformation; la transformée de s, est,
on le voit sans peine,

s —1)3,+ 35,]=35.—3,.
Or on devrait trouver 3., on en déduit que n;=1; le passage des

variables z; aux variables 3; réduit donc la matrice a la forme dia-
gonale.

Remarque. — Rien dans cette démonstration ne suppose que (I — 1)
est la plus petite puissance de la matrice congrue & la matrice unité.
On peut donc énoncer le théoréme :

Toute matrice d’ordre a, modulo 1, est équivalente modulo | & une
matrice diagonale, I étant un nombre premier tel que

=1 (a).

Conséquence. — Considérons un groupe abélien de type (/, [, ..., /)

. .
Strasaneet

p fuis
c’est-a-dire un groupe de la forme

ATAZ . AT,

les z; prenant les valeurs o, 1, 2, ...,/ —1et Al=1.
Tout automorphisme de ce groupe remplace A; par un élément

AT AR L AT

si la puissance / — 1 de cet automorphisme est 'automorphisme unité,
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la matrice (;;) est d’ordre / — 1 modulo /; donc d’aprés le lemme on
peut choisir une base du groupe B,, B,, ..., B,, telle que cet auto-
morphisme transforme B; en B%.

Ce fait va nous permettre une étude approfondie des surcorps non
ramifiés de degré /.

2" Soient K le corps 4(7); #' un sous-corps de K.

Soit K le plus petit surcorps de K contenant tous les Surcorps
galoisiens non ramifiés et de degré / sur K. Son groupe par rapport
4 K est ahélien de type (/, [, ..., I). On sait dés lors que le groupe des

~——

p fols
classes de K étant mis sous la forme d'un produit direct de groupes

cycliques de degrés puissances de nombres premiers, il v a exactement
p de ces groupes oii ce nombre premicr est / (nous dirons alors que le
l-rang de ce groupe cst égal a p).
Soit # le corps défini dela méme maniére  partir de #, et k=K.
Les degrés de K et de £ par rapport a ¥ étant premiers entre cux
(le premier divise /— 1, et I'autre est une puissance de ), ces corps

n’ont aucun élément commun en dehors de /. De plus, / est abélien
par rapport a K, car son groupe par rapport a K est isomorphe a cclui

de ¥ par rapport a F'; et d'aprés un théoréme de MHasse déja utilisé
(note 2, p. 420), il est corps de classes sur K pour une division des

idéaux cn classes de conducteur 1; il est donc compris dans K.
K est galoisicn par rapport a £ car nne substitution du groupe de K
par rapport a k laisse sa définition invariante; il en est de méme de /.
Soit G le groupe de K par rapport a I; dans cc groupe, aux
corps k', K, K, correspondent les sous-groupes invariants (3, g,

818
Le corps ¥ est abélien par rapport a £ : on voit donc que G : g est
abélien, et que g contient le groupe des commutateurs de G;.
Réciproquement appelons pour un instant g’ le groupe des commu-
tateurs de G; g contient g’; l'ordre de G : g divise [—1, celui
de g : g est une puissance de /; ces ordres étant premiers, G : g’ qui
est abélien est produit direct de g: g’ et de g’ : g’ pour un groupe g’
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convenable. Prenons les corps 7 et & correspondant aux groupes g’
et g, on voit que &’ est galoisicn par rapport 4 k.

1l est de plus rnon ramifié, car soit v le groupe d’inertie d’un des fac-
teurs de | dans 7/, dans le > groupe G : g'; ce groupe étant un produit
direct de g’ : g’ et de g : &', dont les ordres sont premiers entre eux,
¥ est le produit direct d’un sous-groupe de g’ : g’ et d’un sous-groupe
de g : ¢’; I étant non ramifié sur K, le dernier est égal 4 I'unité; y est
donc dans g’ : ¢, donc F est non ramifié par rapport & /.

De plus le groupe de 7’ par rapport 4 & étant isomorphe 4 un sous-
groupe de g, est abélien de type (1, 1, ..., 1).

De toutes ces propriétés de £, on déduit que 4" est dans ¥, et doit
donc coincider avec #'.

Par conséquent g est le groupe des commutateurs de G.

3 Soit s unc substitution de G, qui considérée dans le groupe

guotient 5 : g engendre ce groupe (par exemple s{ = Z’) Le passage
de 3 de g 4 s5s5' définit un automorphisme de g : une puissance I — 1
de cet automorphisme est un automorphisme unité. D’aprés le lemme
on peut choisir une base de g composée des éléments 3,, 3., ..., §,,
telle que
$5is™ V=37

Soit nle degré de 4’ par rapport ak; mn=10—1; G : gest engendré

par s”; or

ok

‘II P §H ~— .J

donc g est engendré par les %/~

Le groupe g : g est donc isomorphe au groupe engendré par ceux

des 3 tels que
sf=1 (/).

\‘\

Soient 3,, 3., ..., 3, ces ,3 Le groupe G : ~ est alors de la forme

>
A
v

’

Q\\
wR
(]

S (viai<{—1)

et l'on a



428 J. HERBRAND.

Remarquons maintenant que K cst corps de classes pour K par
rapport au groupe des /"™ puissances d'idéaux. On peut mettre le
groupe des classes de K sous la forme

APAG L AT B

les B parcourant les /™ puissances de classes, les A; fixes, o Za; < /5
et d’aprés le lemme 1, on peut supposer
SA AN

(nous employons le signe A > B pour exprimer que le quotient des
classes A et B cst une /™ puissance de classes).

On voit dés lors que ¢, ¢4, ..., ¢, étant les ¢; tels que 2/ =1 (I) le
groupe des classes de 4’ est de forme

GGy, .G,

les D/ parcourant les /“* puissances de classes, les C; fixes, o< 2, < [
P P ’ y O 3
etl'on a
S(;‘i = (J,,/' .

il nous reste & déterminer les ..

4° Soient 7; le plus petit nombre > o, congru 4 7 (modulo /), et

rri— ri., P .
qi= 7 (: est évidemment entier).

D’aprés le théoréme 136 de Hilbert, pour tout idéal p

AL e A
est principal. On en déduit que les ;; sont racines de la congruence
(1) Got oy @+ .oty 'm0 ().
Résolvons cette congruence. Posons
z=r—+* (!) (t=0,1,....[—2).

Reprenons le raisonnement de Kronecker reproduit par Hilbert
(lemme 28).
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En élevant a la puissance u 1 I'identité
=l (Pri— i),
ou rr;— r;., est divisible par /, on obtient

ret = r) = (e g (rei— i) (12

donc :

(1) (PP Py rlly == Pt P — i ()
ou

U= ) (rri— P yritt= putpll t _ pitb ([,

Ajoutons ces congruences pour i =0, — 1, ..., — (I—2), il vient:

(1 -+ l)[l"‘z gir—in == I"""'Z r¢! -E rént ().
i h

.

21';“': E rit =gt gk b ([ — gy,
! i

Donc  ” n’est une racine que si

Mais

(2) (re=t—ay et 5o e (L — )
est divisible par /2.

1° Siu=0, on vérifie directement que ceci n’est divisible que par / et
non par . On pourrait ainsi montrer que u=o entrainerait 1’exis-
tence d’un surcorps non ramifié sur £.

2° Siu=1[—2=—1(l), on vérifie directement que

r=—1*

i

r ()

fournit une solution de P'équation (1). Mais nous démontrerons plus
loin (Remarque 2° de ce paragraphe) que cette solution ne peut inter-
venir.

3" Pour les autres valeurs de «(1Susl— 3).

U= U L+ (‘[ — I)""' -+ frit

Journ. de Math., tome XI. — Fasc. 1V, 1932, 5-/;
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n’est divisible par /*, d’aprés les formules sommatoires connues (‘)
que si # = 21 ; ou hien u = 22+ 1 4 condition que

B.=0 (/)

(B, étant le £ nombre de Bernoulli). Kevenons maintenant aux

considérations qui terminaient la troisiéme parue de ce paragraphe.
Si s

ci=r"", la congruence ;! =1 ([) revient a
NG =0 t/l—u).
donc
;=< o ().

Des considérations précédentes résulte alors :

Tukorine 3. — Les clusses de k(7)) peuvent étre reprisentées sous lu
forme
VTR COR v 1)

2 r

B parcourant un certain ensemble de classes, les \; élant fives, les x;
soumis & la seule condition : o Zx; <l de telle maniire que

s TATTT

les u;ne poucant prendre que les valeurs v, », ..., { — 35 de plus =211
n’est possible que si B, =o(l); ' étant le sous-corps de k() parrapport

() En eflet, on sait que :

i ke SR ) FEC R £
]'.’/ } ,’I
= -~ — =B, —-/"" -
2! -+ 1 9
_ ) g 2820 — )., {2l 20 4-2) i
(=) et B (an)! e == 0) B,
RZEL BT VRS Rl A ,)z/ V[
/2!-2 [:!l—'«l 2l+l .
o o B S
, (2t+1)2t...(2l—2n—3 20— 8
._(___[)u~II'.'/~~21/--2B”( +1) (2' 24 ’)—i—--.“i——l)"_'lzl";l .
(2n)!
De plus, B,. B,. .... B,_; ont des dénominateurs premiers a /, ce «ui permet

2

de passer aux congruences modulo /.
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auquel k(3 est de degré m, les classes de k' peuvent se mettre de méme
sous la forme C;C;:. .. C/D' (D variable, les C, fives, o<, < 1 g est
le L-rang du groupe des classes de k') de telle maniére que

’ sC; ~ Ci' “"",

les ; étant tous différents entre eux, les u, n'étant auires que tous les u,
divisibles par m.

En résumé, les u impairs ne peuvent intervenir que si des nombres
de Bernoulli sont divisibles par /, les u pairs que si le nombre de
classes de #(7+7-') est divisible par /. Mais on démontre aisément

»

(théoréme 154 de Hilbert) que, dans ce cas, un dest;;-i premiers
nombres de Bernoulli est divisible par /.

Donc¢ nous trouvons une démonstration légérement modifiée du
théoréme de Kummer, affirmant que si aucun de ces nombres n’est

divisible par /, le nombre des classes de /(%) est premier a [(on évite
le lemme 28 de Hilbert).

Remarques. — 1° Nous pourrions étudier par la méme méthode le
p-rang du groupe des classes, p étant nn nombre premier tel que
p=1(l—r).

Nous serions conduits a résoudre I'équation (1) modulo p et non
plus modulo /. Mais nous n'avons pu en faire la résolution eflective
dans ce cas ; aussi avons-nous préférer nous limiter au cas simple oil
p=L.

2" Nous avons annoncé plus haut que v,=—1 était impossible
Démontrons-le.

Supposons pour fixer les idées u, = — 1. Prenons le corps de classes
pour le groupe des idéaux de toutes les classes :

N AW (ol 1y

Il est engendré par yz. Soit p un idéal de la classe \,. On a

zZ
(- ) = |ovee 1200 0 dj)
v,
sp étant dans une classe ~ A’ on a
(' A —ir

sp)
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(5)=e=(3)

el . .
Mais y/z et ys~'« donnant donc le méme surcorps, on a une relation

Donc

sV'z.7 =73

W

avecun et un . convenable. Déslors :

(57)=03) "

ce qui entraine, en comparant avec (1),

Donc

On aura (la norme ¢étant prise par rapport a I)
\ ( :’)) frunaR PR |

Donc {3 est de forme ' * (d’aprés le théoréme ) de Hilbert, dont la
démonstration est valable pour tout corps relatif cyclique, méme de
degré non premier). xy'=ua est alors rationnel: c’est de plus la /*=
puissance d’un idéal de /(7). En décomposant a en facteurs premiers
on voit immédiatemenl que « serait la puissance /™ d’un nombre
rationnel ; z serait donc une /*™ puissance, ce «ui est impossible.

. (GENERATION EFFECTIVE DES SUKCORPS NON RAMIFIES DE DEGRE [. —
Supposons désormais que le nombre de classes de k(7 ") est premier
al.

Supposons que B, B, . ..., B, soirnt les seuls nombres de Bernoulli

. {—3 . .. ...
parmi les —= premiers, qui soient divisibles par L.
1* 1Y’apres le paragraphe 3, 4°, on voit que :
F(E)=0 I
quels que soient 7 et 5.

Donc d’aprés le paragraphe 3, 3, E,, estcongru a une [“* puissance

mod l.
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Au contraire, si j est différent de tous les v, ona :

I" iEjy=z0 (/) pouri ooy,
/"/’(E;)ﬁu (1.

Fnfin :
1Py o (/.

" (Zyvz~0 o |m||rl' e,

2" E, ne peut étre la [*™ puissance d'une umnité.

Cette unité pourrait itre supposée réelle positive 4 car tloute unité
de /(7) est le produit de 7 par une unité réelle positive). Il suffit de
montrer que I'indice du groupe engendré par les E, est d’un indice
premier i / dans le groupe de tontes les unités réelles positives. Il en

résultera que les E, sont des unités indépendantes ( puisqu’elles sont

.

/=
an nombre de 2)-

Orle groupe engendré par z, sz, ..., s**z est d’indice premier a /dans
le groupe de toutes les unités réelles positives ; car il résulte de I'ex-
pression donnée par Kummer du nombre de classes de k(4 ), que
cet indice est précisément égal i ce nombre de classes.

Reste a montrer qu'il en est de méme de I'indice du groupe ¢ngendré
par les E, dans le groupe engendré par z, sz, ..., s*~%z. Or

23 £ -2y 1
A PV SR S SR
vy ——Z

mais

donc

'.:_I: z"—l"“ 2 IRt I
L’indice cherché est égal au déterminant
"«:(-,___,-A:g_ ry "';/.—g:)‘_,,’ l;’)_:_"].-—"l,‘.
Si ce déterminant était divisible par [, les congruences

E gty Aty =0 (]

/4

auraient des solutions.r, non toutes nulles. Muluiplions ces congruences
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par 7***, et ajoutons: on en déduit
=0 {({) (pour k=23, ..., p0—2);
k=2,3, ..., u—2); d’oi également
r=o0 (/.

Donc ce déterminant est premier a /. €.0.E.D.

Appelons « I'indice du groupe engendré par les .E,: dans le
groupe de toutes les unités réelles positives. La puissance ¢*™ de toute
unité est un produit d’une racine de ['unité par des puissances des E,.
On en déduit que, pour toute unité z, on ne peut avoir

Fizys£o (1)

que pour i pair, différentde 24, 2., ..., 2v,, | —1 et pouri=1.

De plus, il y a toujours des unités telles que tous ces logarithmes aient
des valeurs fixées d acance (mod 1) satisfaisant aux conditions précé-
dentes.

. . - s . e [ S - go s o .
j* D’aprés ce qui précide, k. 2,y K, i est non ramifié sur k(7): il
est corps de classes pour un groupe d’idéaux composé de toutes les

classes d'idéaux d’un sous-groupe H d’indice / du groupe des classes.
Le groupe des classes est donc de forme

A H (r=o0,3.....0—3).

Suppesons A choisi de telle maniére que, pour p dans AH, on ait :

(7)=

AN

Ona
sE,‘:'.E,’T'.
Donc
(' E, v ( sELN _(SELVT
,}7)— .5 )"(77) ~’ ]

donc sA est égal aa produit de A" par vn élément de H.

4* On peut douc supposer que A est un des A; de I'énoncé du théo-
réme 3. On voitdonc que, parmi les u;, figurent tous les 2+, — 1. Nous
pourrons donc mettre le groupe des classes sous la forme suivante :

L YCE SN Vrd io0? i<,
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RPN

A/ étant dans le groupe B, sA; étant égal au produit de A;”™" " par
un élément de B.

Or dans le cas oile nombre de classesde £ ({+7-') est premier a /,
Takagi (*) a démontré d’une maniére remarquablement simple que Lout
surcorps non ramifié élait donné par la racine I** d’'une unité (?).
Soient 7, une telle anité; a I'indice du groupe des E; par rapport au
groupe de toutes les unités réelles positives; prenons b tel que b=1 (1),
b= o(a); alors Vi’ et \1/7, engendrent le méme corps; 7, est congru a
une [“* puissance modulo I/, donc a un rationnel. Les valeurs des
logarithmes des E; montrent que 7" est (a une puissance /*™ prés)

an produit de E. .
Soit
" =E3 E‘:f .. Eﬁ:z’.
On a
(i’) Pt iy
y ) =°%

si la classe de p est de forme
Vi AL A B
k(%4 )est donc corps de classes par rapport i k(%) pour le
groupe des classes de la forme ci-dessus, caractérisées par

L Ll ==Ly, = o )

Comme il n’y a pas d"autre sous-groupe non ramifié de degré /, on
déduit :

Tutonine 4. — B, . B, ..., B, étant les seuls nombres de Bernoulli
[1-3

2

dicisibles par [ parmi les premuers, si le nombre des classes de
EZ 27" 1 est premier i L. le groupe des classes de k(7)) n la forme

A AL L el

'y Tasacs, Journal far reine und ang Math., . 157, p. 235.
12) Cette unité, devant d'aillears étre = z' (mod l') pour que le surcorps
<0it non ramifié. peut étre supposée réelle positive.
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B étant composé de 1™ puissances de classes, A’ étant dans B. On a

—~ 0 A
8.&[:.‘\1 rb.

Les différents surcorps non ramifiés de degré I, sont corps de classe, pour
les sous-groupes caractérisés par

E L= 0 (/!
T T,
VEIES: .. E]r.

: r

LLe procédé du paragraphe /A permet alors la génération effective
de tous les surcorps non ramifiés de degré / des sous-corps de k(7).

5° Supposons maintenant le nombre des classes de £(7) divisibir
par I et non par une puissance supéricure de |.

Alors le groupe B a un ordre premier a I, et I'on peut supposer
Af{=1. Remarquons que dans ce cas, on peut démontrer le théoréme 4
sans recourir au raisonnement de Takagi; car le groupe B défini au
début du sous-paragraphe 4 est forcément d’un ordre premier a /.

Soit p un idéal de A, ; p’ est principal; posons p'=([p’]). [p/] est
un entier défini a une unité pres.

Il ne peut étre congru a une I“= puissance modulo I'; car y[p’]
définirait un surcorps non ramifié, donc [p’] serait égal au produit
d’une unité par une /= puissance, et p serait principal, ce qui est
impossible.

D’aprés la remarque faite plus haut sur les logarithmes des unités on
voit qu’on peut supposer * ([ p']) nul, sauf pour

et sont alors engendrés par

(v 290 2wt 30 Lo — i —

si 'on choisit [ p’] de maniére qu’il en soit ainsi, les autres logarithmes
sont bien déterminés: et un au moins est non nul (d’apres § 3, 3°).

s[p'] est dans une classe =A’7""'; donc on déduit ses logarithmes
de ceux de [p’'] en les multipliant par r—2—'.

D’aprés le paragraphe 3, 2, on voit que le seul logarithme de [ p’]
non nul est alors '~ ([p/]).

Supposons d’une maniére générale que p est un idéal quelconque tel
que p’ soit principal. p appartient a une classe de forme A7 A7, . . A7,
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Il est donc égal au produit d’idéaux entiers des classes A7 par un
idéal principal entier ou non. On voit donc que les seuls logarithmes
non nuls de [ p'], sont les ['~2"7 ([p’]) pour les i tels que z;== o ([)(pour
un choix convenable de [p']).

. z . . E‘/
Or d’aprés ce que nous avons va, ;= o ({) est équivalent a ( p‘) =1.

Si nous remarquons qu’en multipliant [p’] par unec unité quel-
conque, I’-**([p']) ne change pas, on obtient le théoréme snivant :

Tukoréxe 5. — Sous les hypothéses du théoréeme 4, et si de plus le
nombre de classes de (%) n’est pus dicisible par I'', pour que ( ];—'-) =1,
p’ étant supposé principal, il faut et il suffit qur

Iz iy —=o ().

Ce résultat ful découvert par Kummer dans un cas particulier; il
supposait p=1, le nombre de classes de k() divisible par I et
supposait de plus qu’il ¥ avait un idéal p tel que ( %’) #1. Celte
deuxiéme hypothése apparait comme inutile, grice a la théorie du
corps de classe : nous verrons en effct que la supposition que p des
/—TS nombres de Bernoulli sont divisibles par /, et que le nombre des
classes de k() n’est pas divisible par ', entraine que le nombre des
classes de £(7+7-*) est premier a L. Alorsy I, donne un surcorps

non ramifié, et il y a des p tels que (%’) 1.

La démonstration de Kummer repose sur le calenl, long et difficile

(%)

Il résulte de la démonstration précédente que, si p’ est principal,
p étant dans une des classes A7*, ..., \’r,ona

I'=2wi[p'r=o ()
s1 . est différent d’un des v;.
Ce résultat est vrai sans aucune hypothése restrictive sur le groupe
des classes. Takagi (') I'a déduit trés simplement de la valenr qu'il a

(Yy Loc.rit. ou Proceedings of the Math. Phys. Soc. of Japan, sg22, p. 180.
Journ. de Math., tome X1. — Fasc. IV, 132, 55
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donnée du symbole normique ( Z’—’l—'i>; dans le cas particulier oi le
nombre des classes de #({+%5') est premier a /, il en a donné une
autre démonstration trés profonde. Mais dans notre cas particulier, la
réciproque est vraie : en cffet, si p/ est principal, p sera d'une classe de
forme A*Aj. .. Air; donc, pour que p le soit, il suffit que (I—I:)i) =1

pour tout #, donc que I'-*"(| p' | = 0) ({): mais cetie condition est évi-
demment nécessaire (d’aprés § 3, 1°).

Tutorese G. — Sous les hypothéses du théoreme 5, si p' est principal,
pour que p sott principal il faut et il suffit que

=2 (fph=0 ([ pour i=:1. . ..., p.

Coxstouence. — 8¢ [#]=a (D. « étant rationnel, p est principal
(d’aprés le paragraphe 3, 2¢).

lemarque. — On sail que Kummer (vorr Hiugerr, th. 112) a mis
le nombre des classes de /(7)) sous la forme d’un produit de denx fac-
teurs. dont le deuxiéme est le nombre des classes /(L + 7).

. . o =3 : ...
Si p nombres de Bernoulli parini les —— premiers sont divisibles

par /, on démontre aisément (en reprenant le raisonnement de Hilbert,
lemme 28) que le premier facteur du nombre des classes est divisible
par I'; donc I’hypothése que le nombre des classes est divisible par I’ et
non par une puissance plus grande de |, entraine que le nombre des
classes de k(L + (") est premier i 1.

6. Avvuicatioy A pERNIER THEOREME DE l'Exmar. — Kummer, cn
s’appuyant sur un cas particulier des résultats précédents, avait
démontré que :

L’équation x'+ y'=z' cst impossible en nombres entiers du corps
k(4 27") dont un seul est divisible par 1, sous les conditions suivantes :
o 7 aons -3 . .
1° ! divise un seul BB, des ~— premiers nombres de Bernoulli;

2° Le premicr fuacteur du nombre de classes n'est pas dicisible par I
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3 Hy a un idéal p tel que (-’;’1) #13
4° B, n'est pas divisible par .

Les résultats obtenus précédemment permettent d’aller plus loin
en utilisant la méme méthode.

e - , . [ —3 .
Fueonewe. 7. — Supposons que, parmi les ==~ premiers nombres de

Bernoulle, seuls B, B, . ... B, soient divisibles par I. On peut rem-
placer les conditions de Kummer par les suivantes :

1° Le nombre des classes de k(7 ) n'est pus divisible par IV -
2° Aucun B. , n'est divisible par .

D’aprés la remarque terminant le paragraphe 3, la premiére hypo-
thése équivaut a I'ensemble des suivantes :

a. Le premicr facteur du nombre de classes n'est pas divisible

parl ',

h. Le deweiime facteur est premier i (.

La condition a généralise la deuxiéme condition de Kummer. l.a
condition b était chez Kummer une conséquence de sa troisiéme
condition.

LLa démonstration de ce théoréme est essentiellement celle de
Kummer. Il n’y a a faire que quelques trés légéres modificalions, que
nous indiquons, et i utiliser notre théoréme 6, au lieu des résultats
sur lesquels s’appuie Kummer. Nous renvoyons pour le reste et pour
les notations a I'exposé qu’en donne Got dans Hisexr, édition fran-
caise, p. 359-363 ().

On commence par démontrer par la méme méthode que Kummer,
que dans notre cas plus général : Toute unité congrue 4 un nombre
rationnel (mod I?) est la ™ puissance d’une unite.

En effet, le deuxiéme facteur du nombre des classes est premier a /.

(*) Got, en reproduisant le raisonnement de Kummer, oublie la deuxiéme
hypothése, faite explicitement par Kummer: elle est pourtant indispensable
dans la démonstration da théoreme XI, § 8. de Husear (éd. fr.).
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On arrive alors aux congruences

dlloge(er) _

M, 1o o (?) (n==1,2,..,..0—1).
Mais
A2 log g(e) o B N .
~"——,/7—:2-/7/—-—— - (—— l)” '(I"'"I— 1 ;—n—/ (‘l apres § 3, 1),
Donc
M0 (1),

c'est-a-dire

fzmh—2

Z mpr =0 (],

h=n

Multiplions ces congruences respectivement par 7~*"", et ajoutons; il

vient
me=o0 (),

ce qui entraine le résultat cherché.
Dans la démonstration du théoréme lui-mc¢me, on fera les deux
modificalions suivantes :

1” [I/] est congru modulo / 4 un nombre réel; donc (th. 66, Consé-
quence) I, est un idéal principal.

2° Pour démontrer que L({).L(C-') est congru a az (mod!),
(@ rationnel, & unité), il est inutile d’employer les logarithmes de
Kummer; on a en effet

L)Ly =entye (=) [z L")y (mod /):
or I ({) I, ({~) étant principal, sa /™ puissance est évidemment
congrue a un rationnel. Tout le reste est inchangé.

Remargues FiNaLEs. — La question dc la génération effective du corps
de classes, qui est une des principales questions qui se posent actuel-
lement dans cette théorie, parait étre en rapport étroit avec les pro-
priétés des unités d’un corps algébrique. Nous venons de voir ce qui
se passait dans un cas particulier. Une partie de nos méthodess’étend
avec des hypothéses moins restrictives; mais les résultats ne sont plus
aussi complets.
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On peut s'étonner du role spécial joué par les unités E,. Remar-
quons qu’il est bien mis en évidence, par le fait que dans le cas étudié,
les seuls surcorps abéliens non ramifiés de degré / par rapport a k(7),
et galoisiens par rapport & #, sont précisément des corps £(Z, \I/E—)

Nous terminerons par une question, dont la solution nous paraitrait
avoir, a titre d’exemple, une trés grande portée : le nombre de
classes de k(Z+7~') est donné par une expression dépendant des
unités; y a-t-il un lien, et quel est-il, entre le groupe quotient dc
toutes les unités réelles positives par cclui engendré par : et ses conju-
gués, et les groupes des classes de 4 (% + 7~"); par exemple, ces deux
groupes sont-ils isomorphes et les unités permettent-elles d’engendrer
effectivement le corps de classes absolu de #({+7")?

Le 16 février 1931,

M. Cl. Chevalley a bien voulu nous seconder pour la correction des épreuves
du présent travail, — Mémoire posthume du regretié J. Herbrand. Nous tenons

a le remercier ici trés vivement.
(La Rédartion.)



