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CONTRIBUTION A L'ÉTUDE DE LA SERIE CONJUGUEE, 153 

Contribution à L'étude de in série conjuguée 
d'une série de Fourier; 

PAR Β. N. PRASAD. 

CIIAP1TKË I. 

INTRODUCTION. 

I. 1. L'objet du présent travail est d'étudier quelques questions 
relatives à la convergence et à la sommabilité de la série conjuguée 
d'une série de Fourier. Avant d'en aborder le détail, nous nous pro-
posons de donner un aperçu bref, mais assez complet, des dévelop-
pements apportés à cette théorie de différents points de vue. 

Soit 

( ι. 11 ) - a„ -i- ( a,t cos η χ bn *ί η η χ) 

une série trigonométrique; la série 

( ι. 11 ) - a„ -i- ( a,t cos η χ bn *ί η η χ) 

est appelée la série trigonométrique conjuguée de la série (t. il). S'il 
existe une fonction /(#), qui est intégrable au sens de M. Lebesguc 
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dans l'intervalle (—ζ, ζ) el est définie hors de eel intervalle par la 
périodicité, de telle sorte qu'on ail 

a
n

—^ J* J'(n) ms nu du. b„—~ J* fin) sin un tin 

et 

"o=j: J Jirn'f"' 

la série (i. n)est une série de Lebesgue-Fourier, et la série (i. 12) 
est la série conjuguée de cette série de Fourier. 

La série conjuguée d'une série de Fourier n'est pas nécessairement 
elle-même une série de Fourier. Ainsi. 

^ (Os //,/; 

est une série de Fourier ('), tandis que sa série conjuguée, comme 
Falou l'a fait remarquer le premier, 

A 

Σ sill// J: 

bien que convergente pour toute valeur de x, n'est pas 11 rie série de 
Fourier puisque sa somme n'est pas une fonction intégrable (L)(a) 
dans tout intervalle contenant l'origine (3). 

La fonction conjuguée associée à la série con juguée est 

M. i:\) xi*)"--j \ t)~ )'(■>' <lt. 

qui, à cause de la périodicité de/(#), est équivalente à 

(«. '-f J(x-r-I) dt 

(') Cf. Youxci. 71, 40; HOBSOS, 27, On. 
C) C'est-à-dire an sens de M. Lebesgue. 
{ '■-) F.ITOU, 7, 7O7; LEBESGI £, 31, \>.\. Voir aussi PERRON, '*0: TITCHMARSII, GV. 

Pour un type de condition nécessaire et suffisante que les deux séries trigono-
iiiéLriqiies (Ί. 11) et (ι. \·>.) soient des séries de Fourier, voir AEEXITCH, i. 
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Dans ces formules, les intégrales ne sont pas généralement des inté-
grales de Lebesguc, mais des intégrales généralisées au sens de 
Cauchy,définies comme limite d'un des types suivants : 

Jim f , lim f . 

1. 2. La première introduction des séries conjuguées dans l'ana-
lyse mathématique remonte à la discussion des séries de puissances 
dont elles constituent, sur le cercle limite, la partie imaginaire. Ainsi, 
si l~(r, 0) est la partie réelle d'un potentiel dans le cercle unité et 
V(r, 0) sa partie imaginaire, et si, d'autre part, /(0) et g(0) sont les 
valeurs vers lesquelles tendent ces fonctions lorsque rtend vers i, on 
a les relations suivantes dues à M. Hilbert (') : 

fi !
) J zzz f / ) col '-(Il J'(l ) (II. 

f J (I ) col - ~ di ; 

Ces formules peuvent d'ailleurs être déduites de résultats antérieu-
rement obtenus par Tauber (s). Cependant, ces recherches supposent 
de considérables restrictions imposées aux fonctions, et ainsi la théorie 
des séries conjuguées restait insuffisamment développée. Ce ne fut 
qu'après la publication du Mémoire de M. Pringsheim (6) et de celui 
de Katou (7), où l'on trouve le premier traitement rigoureux du 
sujet, que les séries précédentes commencèrent d'être étudiées d'une 
manière satisfaisante de différents points de vue. En même temps que 
progressait la rigueur mathématique et qu'on découvrait de nouvelles 
méthodes de sommation et d'intégrabilité, les propriétés de ces séries 
étaient mises en lumière de plus en plus. 

1. 3. On peut se poser la question suivante. Que peut-on dire au 

( J HILBERT, 2V, 'A3o-M.J5: 26, Hi-86; 25, i-5. 
P> TACHER. 62; cf. aussi LITCIITEXSTEIN, 35, 
('■) PRINGSHEW, 32. 
(\) FATOC, 8. 
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sujet des propriétés de la série conjuguée (i. 12), connaissant celle de 
la série (1. 11)? M. Fejér a prouvé que si la série trigonométrique 
(1. 11) est uniformément convergente dans la série con-
juguée (1. 12) est convergente presque partout dans (o,27.)(*). Le 
résultat de M. Fejér a été étendu par M. Privalofî qui a montré que si 
les sommes partielles de la série (1. 11) sont uniformément bornées 
dans(o,2z), et si la série elle-même est convergente dans un ensemble Ε 
de mesure positive, la série (1. 12) est convergente presque partout 
dansE(*). Ce théorème de M. Privalofl a, à son tour, été généralisé 
par M. Zygmund ('"). 

En déterminant le saut d'une fonction f(oc) intégrable (L), en 
partant de sa série de Fourier et de sa série conjuguée, M. Lukàcs a 
été conduit à démontrer qu'en un point .x où la limite 

I), = LI M J f { j; ■- h ) fih ) J 

existe, on a 

»1 III -j 

où η
Η
(χ) est la TÏ"m" somme partielle de la série conjuguée (lt). 

M. Y oung a montré (la) que 

( J: ; o( loi: N ) 

presque partout :\e théorème correspondant relatif h la série de Fourier 
avait déjà été démontré par M. Hardy Si s,fx) représente la 
ntrw* somme partielle de la série de Fourier, M. Hardy démontre que 
Ton a 

S
N

 \ X ) = Ο (LO«JL) 

presque partout. 
Il existe un système de facteurs qui ont pour propriété de 

(*) tfjÉR. 10: cf. aussi 11. 
(*) PBIVALOFF, 30: aussi 31, 32, V9. 

('·) ZREARXD, 81, 
("J LCKACS, 37: aussi FEJÉR, 9. 

(li) Yocxe, 72, 437. 
(,Z) HARDV, 13, 305. 
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changer, par multiplication, toute série de Fourier 

V ( u„ nh//./: ; //„ si nnx) 

en une série 

V ( u„ nh//./: ; //„ si nnx) 

qui est convergente presque partout. M. Young a montré (' ') que les 
facteurs 

n,J ( Inp/i)1 ~'J Ιο'μ/ι (Ut·: Ιηρη)1 ' J 

sont des facteurs de cette espèce tant pour la série de Courier que 
pour la série conjuguée 

^ ( //„ cos η χ — a„ si η // χ j. 

les deux séries devenant, après multiplication terme à ternie par ces 
facteurs, des séries de Fourier. Plus tard, M. Hardy a prouvé ('3) 

que est un facteur de convergence de même espèce pour toute 

série de Fourier. Le théorème correspondant relatif à la série con-
juguée a été donnée par M. Plessner(10) qui a montré que la série 

^ ( //„ cos η χ — a„ si η // χ j. 

converge presque partout, mais sans être nécessairement une série de 
Fourier ou une série obtenue par dérivation formelle de la série de 
Fourier provenant d'une fonction à variation bornée. 

I. 4. Récemment, une grande attention a été donnée aux recher-
ches portant sur Tintégrabilité de g(&) et l'existence de Pinté-

(1 » ) Yoixc, 7 V. 77. 
(,:·) HARDY, 15, 365. 
(I'LESSNER, îL 35. 

Journ. de Math., tome XI. — Fasc. Il, nyî2. 21 
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grale(i, 13), On sait que^ar) n'est pas nécessairement intégrable( ·7 ), 
bien que M. kolrnogoroff ait démontré que \g(jr)\% 5 est intégrable 
lorsque z^>o(,H). Cependant, si /(a?) est de carré sommable ('*), ou 
plus généralement appartient k la classe L/' de Lebesgue 

\I. Ftiesz a prouvé (*") que g(x) aussi appartient k la classe L·', et que 
la série (i, \i) est la série de Fourier de M. Zygmund (-*) et 
\L Titcbmarsli ) ont montré que l'intégrabiliié de 

fix) ; 

est une condition suffisante pour l'inlégrabilité de g(x). 
Si /(.r) satisfait à une condition de Lipschitz, les propriétés corres-

pondantes de g(.r)ont été considérées par nombre de chercheurs (-%). 
L'existence de l'intégrale 

A' F | ' fi J; · / F .// / ι col - / til. 

pour presque toutes les valeurs de «r, dans le cas général, semble 
avoir été établie pour la première fois par M. PrivalofF f2i). mais la 
première démonstration qu'il soit aisé de consulter a été donnée par 
M. Plessner (2S). La démonstration de M. IMcssner est indirecte 
et dépend de la théorie des fonctions analytiques. Plus lard, 
M, Besicowitch a donné une démonstration basée seulement sur la 
théorie des ensembles de points ('-Λ ). 

Dans la ligne des séries trigonométriques conjuguées, une inléres-

i*~) Ext tuple : χί A-) -_ - ' É/. ;»u~É Îrrcinitftsaf. OV. 

koLVoiiOlOFF. 3i). IVmr ri'auir·^ (Jciiioihli'alion· du théorème <i<: 
ΛΙ. kolino^orotr, cf. LITTMEVTOOD. 36: HARDY. 17. TITCBMARSH. 66. 

LHM, 38: C/. AU»·! IKSIATTITCH. 2: TITCHBARSH. 67. 
( -*) RIBSZ. 57. 58: <f. ao*$i ILTIDR el LITTLEWOOD, 22. 

) ZTGÏÛJD. 79, 80. 
( ** » TITCBBARSH, 66. 68. 69. 

ί t l'IITII/JFF,VOI'ÎG. 76: Htm et LITIUWOOD. 19. 
ι Vuixxiftft. 53: A/. KOCBOSOROFF. 30. 

«;Ί Ctc$$.tei. VI. 
RfsionriTij. 3 
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sanle théorie intégrales trigonométriqurs conjuguées 

f ; Τι /) i'it*.xl — φ(1) sin,A·/ ; <l! 

f ; Τι /) i'it*.xl — φ(1) sin,A·/ ; <l! 

a élé développée par M. Titchmarsh qui a aussi considéré la réci-
procité fonctionnelle du type des corrélations de Hilbert (-7). 

1. ôU. La première discussion serrée du problème de la convergence 
de la série conjuguée est due à M. Pringsheim. Il montre (28) que la 
série conjuguée converge en un point χ et y a pour valeur 

I l.5oi » — / j / Ί /' I) -fie I ) ' rttl -1 (ff. 

pourvu que celte expression ait un sens précis et, de plus, pourvu que Von 
ait 

( I . 'Ht''. I *11 III I ' -1·Μy ni (II — η. 

Son crilerium de convergence est l1absolue convergence de l'inté-
grale (1. 001) et cette condition d'absolue convergence rend le théo-
rème de M. Pringsheim vraiment trop restrictif. 

Une théorie plus parfaite de la convergence et de la sommabililé 
des séries fut donnée par M. Voung en deux Mémoires ("). Il prouve 
que si l'intégrale (I.5OI) existe. au moins comme une intégrale non 
absolument convergente, la série conjuguée converge en χ et a pour 
valeur celle de cette intégrale, pourvu que 
ii) fi.r) 

soil une fonction à variation bornée dans (— r.) (:;w) ou 

(ii) - f \jix-v- l) — jix — ! dt 

(ir) TlTCllMABSn, 63. 
(-*) PRINGSHEIM, 48, 87. 

Ç-'J) VOONG, 7,'i. 70: cf. au-si 73. 
i '" i Vorxi;. 73, 361. 
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soit une fonction à variation bornée ce qui est un théorème 
correspondant à celui de M. de la Vallée Poussin (ss) pour les séries 
de Fourier. Le théorème de M. Ν oung pour la sommabilité (C, i) de 
la série conjuguée est le suivant : si Cintégrale (I.5OI) existe, au 
moins comme intégrale non absolument convergente, la série conjuguée 
est sommable (C, i), pourvu ψιβ l'on ait 

( Hi ) jf /( .J; r- / ) J'i r -t) th -ζ ο( // ) ( ■■■·). 

Ceci est l'analogue du critérium de M. Lebesgue pour la soinmabi-
lité (C, i) de la série de Fourier ( 

I. όί. >ious voyons ainsi qu'en remplaçant la condition d'absolue 
convergence de M. Pringsheim relativement à 

-Uq = — / ; M: /> — f(j: I) \ αΛ-lfll 

par la condition de sa non absolue convergence, M. ^ oung a obtenu 
un théorème plus précis pour la convergence et la sommabilité (C, i) 
de la série. Mais nous pouvons alors poser la question suivante : Que 
peut-on dire touchant la convergence et la sommabilité de la série 
conjuguée en un point χ où l'intégrale g(x) η existe pas, pas même 
comme une intégrale non absolument convergente ainsi qu'il était 
supposé par M. Young? La réponse à celte question est le point de 
départ de notre présent travail. 

Dans le Chapitre H, je traite de la convergence qui sera très utile 
dans la discussion subséquente touchant déplus hauts degrés de somma-
bilité. A la place de g(x), j'utilise la fonction moins restrictive ( "') 

(ι. 5i9.) i'tix) — 7— / T(l ) coséc2 - fit. 

(*') YOL'KG. 75, 368. 
(SÎ) DE LA VALLÉE Pousse*. 5, et aussi 6, ι 
p5) YorxG, 70, 271. 

p* ) LEBESGCE, 32, 274. 
t'3îj Comme il sera montré dans les lemmes I et 2. l'existence de l'inté-

grale g(x) inclut nécessairement celle de G( jc) mais non vice versa. 
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ou 

'l(t) — -f- l) — /(Λ— /): φ(/)~ f ·ί(υ)άιι. 

et je prouve que le théorème fondamental de M. Pringsheim men-
tionné au début du paragraphe 1. oO demeure vrai si nous y rempla-
çons g(x) par G(x). J'obtiens alors un théorème pour la convergence, 
à savoir que si l'intégrale (1.012) existe au moins comme intégrale non 
absolument convergente, la série conjuguée converge et a pour valeur G (x) 
pourvu que 

h ( I ) dt 

où 

h ( I ) dt 

Il résulte du travail de M. Plessner que g(x) existe comme inté-
grale convergente presque partout et aussi que la série conjuguée est 
sommable (C, 1) presque partout. Mais j'ai construit un exemple (se) 
montrant que l'existence de g(x) comme intégrale non absolument 
convergente en un point, bien que suffisante par elle-même pour 
assurer la sommabilité d'Abel, n'est pas une condition suffisante pour 
la sommabilité éC, 1) de la série en ce point. 

I. ~>'l. Dans un Mémoire (r,z ), se rattachant à leurs recherches sur 
les séries de Fourier C3*), MM. Hardy et Littlewood prouvent que 
dans l'ensemble b(3'Jj la série conjuguée est soit sommable par un 
procédé de Cesâro d'ordre positif quelconque, soit impossible à 
sommer par quelque procédé de Cesàro que ce soit ( '"). Ceci joint 

(3ή) Β. V PRASAD. V5. Des détails seront publiés sous peu. 
{'■■') HARDY et LITTLEWOOD, 20: cf. aussi ZYGMLND, 82. 

(3·"; HARDY et LITTLEWOOD, 18. 

L'ensemble des points ou f(x)—e est la dérivée de son intégrale, 
quel que soit c, est appelé l'ensemble de M. Lebes^ue ou ensemble L. L'ensemble 
complémentaire de l'ensemble L a pour mesure zéro. 

('·") M. Izrxt a publié une Note ( TôhoLou Math. Jour.^%\. 1929, 109-113) 
dans laquelle il prétend avoir généralisé quelques-uns des résultats de MM. Hardy, 
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aux résultats de M. Plessner montre que la série conjuguée est som-
mable (C, o ), pour toute valeur positive de o, presque partout ( " ). Ils 
prouvent, de plus, que la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'en un point χ la série conjuguée soit sonimable (C, a) pour un a o, 
est que 

ζ J» Z\ J„ -2 J„ «μΛ ''· '■· Λ,, '· 

tende vers une limite pour une certaine valeur de p. Il manquait à ce 
théorème une précision, à savoir d'établir une relation entre α et />, et 
ceci a été fait par M. Paley ('-) dont les résultats servent de très bons 
théorèmes d'existence. Ce qu'il reste à faire, maintenant, pour com-
pléter cette théorie est de considérer formellement le cas où l'inté-
grale g(x) diverge proprement: dans ce but, j'ai prouvé (") que si 
g(x) diverge el tend vers -h χ ou vers —x, la limite d'Abel divergera 
elle aussi en tendant de même vers -h χ ou — x. 

Dans le Chapitre IV, j'obtiens des théorèmes pour la sommabi-
lité (C, /·) de la série conjuguée. Si 

ζ J» Z\ J„ -2 J„ «μΛ ''· '■· Λ,, '· 

•fjd) ~~ l -l(f) fir — ',>.(/ ). 

'Il/)=/(<>: I) — /( J- --!)■■ 

::Ί T. -·/ ···./ T-fJ 

je prouve que si l'intégrale 

(\r xir) — i I ) ro+Ùc1 - rff 

Littlewood et Plessner. Mais aucun des théorèmes de M. Izuini n'est correct. Pour 
un travail de type différent relatif à la série conjuguée, cf. GRISSHAW, 13. 

C'1) Voir le premier paragraphe du paragraphe 1. 6. Le même résultat a été 
démontré indépendamment par M. Zygmund, presque en même temps. 82. 

(«) PALEY. 3D. 

Τ». N. PRASAD. V>, V6. 
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existe, au moins comme intégrale non absolument convergente, la 
série conjuguée sera somniable (C,, r)et aura pour somme G

r
_,(a?), 

pourvu que 

,iro = 

οίι o < r. De ceci, je déduis plusieurs critériums pour la somma-
bilité (C, /·) en un point. Par exemple, la série conjuguée sera som-
mable ( C, r) en un point et aura pour somme G

rH
(#), si 

£\ψΐ„, 

existe, ou si 

"" >1 

est a variation bornée, ou si l'on a 

(Hi ) I '·' --1 rfl ~t)( /) ( r s ·>. ). 

lorsque l tend vers zéro. Il y a une symétrie remarquable en tout cela 
et la forme pratique de la fonction conjuguée correspondante est mise 
en évidence à chaque pas. 

En particulier, si nous faisons r= 1, il en résulte trois critères pour 
la somrnabililé (C, i) qui seront valides tous, rnéme si g{x) n'existe 
pas. 

I, f>. J'ai prouvé (**) que si f{t) est borné, la série conjuguée est 
sommable (C, o) pour chaque valeur de λ >o, et a pour somme g(jx) 
en chaque point#, pourvu que l'intégrale 

( ι. (i ι j îî( :j: ) — — ( 'l>( / ) cot - rit 
»* 

converge en ce point. MM. Hardy et Littlewood(45) ont montré que 

(") Β. N. PRASAD, 49. 
Γ'5) HARDY et LITTLEWOOD, 26, 279 ; cf. leur autre Xote. 24. 
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cela est aussi une condition nécessaire. En combinant quelques résul-
tats connus de M. Plessner et de MM. Hardy et Little wood, on peut 
établir qu'au point χ où 

f |ψ(/)|^ = ο(/> 

(c'est-à-dire presque partout), la condition nécessaire et suffisante pour 
que la série conjuguée soit sommai)le (C, o) pour tout ο o, est que 
Vintégrale (i .61) converge. 

D'un théorème de M. Paley ('r,)j ^ suit que la série conjuguée est 
sommable (C, 0) pour lout £^>1, si l'intégrale (1.61) existe. Dans le 
Chapitre III, je montre que même si l'intégrale (idn) n'existe pas, 
mais si l'intégrale 

7— / M (h Π >*»*<·- - tll 

existe, la série est sommable (C, 0) pour tout 0 1, pourvu que 

ψ(ί) — {)(ί) 
ou que 

Πψ ,//=«(/,. 
1 

1. 7. Si 

V ( r. -v )2 ( h„ ro> u. - a„ si 11 / /; » /·" 

et 
l -ZJLL a r?· sinf 1 - r). 

Fatou a prouvé que pour la sommation de Poisson de la série conju-
guée on a (47) 

(1.71) Iίm |\ (r. ,/·;—~-

pourvu que f(t) soit une fonction bornée et continue. M. Lichteris-

(LI) I'ALBY V2 (tliéorême Ί pour y. 1). 
C,T) I'ATOU. 8. 'M\O. 
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tein ('*) a montré que (i .71) demeure exact même si χ est un point 
de continuité de f(t)9 mais f(t) n'étant pas nécessairement bornée. 
Plus tard, M. Plessner ('') a démontré que (1.71) est encore vraie 
pourvu que 

Iίm - / ο. 

Dans le paragraphe 2. «Ί, je prouve un théorème plus général, à 
savoir que l'on a 

'"■J \ (r. ./:) — U'( ! ) cosèc- ~-

pourvu que 

iimi f'ï!i> 

ce qui inclut comme cas particulier tous les théorèmes précédents de 
MM. Fatou, Lichtenstein et Plcssner que nous venons de mentionner 
plus haut. 

1. 8. J'ai essayé de donner une bibliographie assez complète de la 
littérature relative aux séries conjuguées et à la fonction conjuguée. 

Qu'il me soit permis de remercier ici M. A. Denjoy qui a bien 
voulu s'intéresser à mon travail avec une bienveillance dont je lui suis 
profondémen L recon η aissa π t. 

Je voudrais aussi exprimer mes remerciements à mon ami, 
M. Gh. liacine qui m'a affectueusement apporté une aide considé-
rable pour la rédaction française de ce travail. 

('·*) LICIITEXSTEIX. ÎTV. 
( '·'■') I'I.ESSXKR. Mt théorème I. 

Journ. de Mathtome XI. — Fase. II, ic{W. 22 
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αίΑΡΓΓΗΙϋ if. 

CONVERGENCE ET SOMMATION DE POISSON. 

2. 1. — Convergence. 

2. 10. Dans ce qui va suivre nous considérerons des séries conju-
guées de séries de Lcbesgue-Kourier, cl nous nous servirons des nota-
tions suivantes : 

/ ) - Ji.r — ! ). 

T(7|—-_JF Ψ(7T)DU. 

Les lemmes suivants sont nécessaires. 

LEMME I. — Quand V intégrale 

(·».. ΙΟΙ) Ι ———ill 

existe, la condition nécessaire et suffisante pour que Γ intégrale 

(■>.. ΙΟΊ.) t 

existe est que la limite de —lorsifue i tend vers zéro, soil aussi zéro. 

Si t > o, nous obtenons, en intégrant par parties, 

r,. ,o3, f'iiilm = [ ψ,ι, ̂  χψ - ψ, 

ce qui montre avec évidence que la condition est suffisante. Que la 
condition soit nécessaire, cela résulte du fait que lorsque (2.102) et 
(2. ιοί) extistent, lim — ~ tend vers une limite qui, d'après (1. io3), 
est nécessairement o, sinon (2.101) n'existerait pas (50). 

(5Λ) Ceci résulte aussi d'un théorème de Thomae; cf. THOMAE, 63. Ce critère 
de Thomae a été généralisé par moi dans le lemme 7, § 4. 2. 
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LEMME II. — Quand Γ intégrale (2.Î02) existe, Γ intégrale (2.101) 

existe aussi nécessairement. 

Par hypothèse 
I 'I{ILF//

 =

 „(F
)T 

u(t) étant nul et continu pour t = o. Or 

— ^ rft — t u( t ) — J u(t)di. 

D'où l'on tire 

ΙΪΗ,ΪΊΊΚ,Ο. 

En vertu de (2. io3) on prouve alors le lemme. 
Par suite des deux lemmes précédents, il est évident que la conver-

gence de l'intégrale 

(·>.. ιο'ι) χ I -/h 

inclut nécessairement celle de l'intégrale 

(■>.. 1 o51 G ( χ ) 7— / Ί ' ( / ) coséc.2 - <ll. 

mais la réciproque n'est pas vraie. Nous pouvons maintenant prouver 
le théorème fondamental suivant dont nous nous servirons fréquem-
ment comme d'un lemme dans la discussion qui va suivre (5I). 

THÉORÈME L. — Si /'intégrale (2.10o) existe, la .série conjuguée con-
vergera et aura pour valeur G(a?) pourvu que 

lim ί fit 

G1) Les résultais de cette section ont été annoncés dans les Comptes rendus. 
Cf. IL \. PRASAD, /I-2, 1P3. Ils étaient inclus aussi dans une dissertation non 
imprimée que j'ai écrite à TUniversité de Liverpool. 
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soit zéro, où ρ = ,nJ ' ^ > 2/w + i<(n, τη riant un entier positif quel-

conque et indépendant de η. 

Considérons en effet la ηlèmc somme partielle de la série conjuguée. 
Nous avons 

S 
n
 — 2 ( t>,„ cos m χ — a,,, s in /// χ ) 

= ~ / /(*) d* 

= ~ / /(*) d* 

— ~ ( ψ(7)<:ot - f ι—cos///) ft! ■'ι- ~ / ψ( / ) sin //////. 

Le dernier terme de la ligne ci-dessus devenant o(i) lorsque η aug-
mente indéfiniment, d'après le théorème de Riemann-Lebesgue (5a), 
nous obtenons 

S„ — — f ·!/( 1 ) cot - d! -·—— ί Ί(11 col - /1 — cosn/)fl/ 

(■*.. . _L. / Ί( j \ coj - cth ni (It <>/1 ) 

·-- I, L— i. οι'11. 

En intégrant maintenant par parties, il vient 

f,= —- U'iMcol-l -τ- f- f T(/) costic- - /// 

OU 

(•a. 107) f. — — — 'l7//iroi— -r-7— / '17/) cosce--///. 

() LÎ IE«ANS, 35, 25Ί ; LKBESGUE, 33, . 
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Or 

*17 11 col - ( \ —CI>S/Î/)1 — Ι Ψ(/,) I col - Γι —cos/*/) ! fil. 

Le terme entre crochets devient 

— Ί Y // ) coi —· 

Or 

—- f *1771 ~ | col - ( ι — cos ni )\ ill 

ι x\ '( t ) cosôc:'· - (Il — Ι Ί7 t ) coséc--cos/i/ dt 

• - / Ί7 / ) col -// >i 11 nt dt 

.L - ,1... 

Or 

J.—— I Ti/) coscc- - sin tu sin ni dt. 

La variation totale de sin/*/ entre ο et ί est 

η f ■ cos nt ; rit < fit. 

Donc sïn/i/= P,(— P-j(0i P,(0
elP»(0

étant non décroissants et 

\\(/)'<nl. I\Jl) <nt 

et nûut. P, (/) cl /i. sin/. Ρ ·_»(/) étant croissants, positifs et plus pelits 

que n-t~ et par consequent que ί —-— ζ ι . 

D'où 

J;: ί yl—n-j/2f xl'(t) coséc- - dt 

= ο ( r ) ( pour η ί η Π ni ). 

D'une manière semblable, en exprimant cos nt, dans (ο, ρ) comme 
la différence de deux fonctions monotones, on peut montrer que 

J2=zo(l). 
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Kinsi nous avons 

('t. H>X) l
2

r_= — M 'iff) col -r- 7^: C XV{ !) coscvr-dl ·\~ o(\). 

El encore 

I»- -- ί ψ( / ) col - c.o<ôni dl 

~ ^ COS ni dl -ί——- ^ S(/)^cot- — jji:i»llldl. 

Puisque (cot^- — £') est borné et inlégrable dans (Ο, T.), la seconde 

intégrale de la ligne ci-dessus devient ο ( Y). Par conséquent, 

(■>.. nnf) ] Ι ■' v.tfitldl · ι>( ι 

De (2. io(>), (2.107) et (2. ιοί)), nous obtenons alors l'égalité 

< V ) ^/t — 7— / « ( I ) COSCE-- dl - - I -—a»ni dl . 0(11. 

d'où notre théorème découle. 

2. 11. Pour les applications du théorème 1, il est utile de procéder 
à la remarque suivante. D'après l'équation (A), si à tout nombre 
po3Î lif t correspond un entier particulier/// lel que pour 

/'=('» ;),v 
on ail 

f ί fit j ( Ci»/tl t/l ' l. 

on en conclut 
ΙίιιιΪ?

Λ
= Gif). 

D'où résulte, en même temps, que 

f ί fit j ( Ci»/tl t/l ' l. 
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quel que soit m!, si 
y/= + I) S. 

THÉORÈME il. — Si Γ intégrale (2. io5) existe, la série conjuguée con-
verge et a pour valeur G(.r) pourvu que 

(y., m) '!,(/) z=j f !t(t)dt, 

ON 

(·>..ιι>) j hi!) dl-O(l). 

Par application du théorème de lliemann-Lebesgue, nous avons 

I — COR·/// <7/ — «Κ 1 ) ( Η 111 I 1 RI 1 J, 

oû ρ r.. Or 

I — COR·/// <7/ — «Κ 1 ) ( Η 111 I 1 RI 1 J, 

OÙ 

" " -1 Vivaldi ( t UJ 

iJonc 
7""' 77' 

Soit, en vertu de la condition (2.112), dans un voisinage de t = ο 

- j \ tu t ) dl <. w. 

où K. est une constante. Pour les valeurs de η suffisamment grandes, 
on a aussi 

'!/< //> < Κ. 

< >r, faisons correspondre à un nombre ε positif et arbitrairement petit 
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un enlier m suffisamment grand et tel que 

2k < 5 

.Nous avons 

,u — \t'la)*IhUf h(j)ff,,(i)ffi. 

Or 
I. f Ψ/) 7«( '),Ç= Ψ(*} Ί"('>) —1> Ψ(Ι') Ί"(/') 

y ''Ίψί/'Γ / 'K ^ £ 

Ue plus 

f/,(/,,,„</,</1 - , f'-ÎÙLt-M 

!X '^X '"'"'X"· 

On a alors 

I //I/ I 4l I —^ . ■" . - —· 

( )r 

/ f ni' 1 ' \ ~ η J /- " no / 1 \ .> 

Ainsi, aux conditions données (2.111 ) et ( 2.112), il vient 

j jT - œ» ni Λ7 < ε. 

et le théorème est démontré. 
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2. ± — Sommation de Poisson. 

Pour la sommation de Poisson de la série conjuguée, je vais 
prouver un théorème très général qui inclut comme cas particulier 
les théorèmes correspondants de MM. Fatou (5a), Lichtenstein (s*) 
et Plessner (55). 

THÉORÈME III. — Si 

\ (x. h ) =2 ( bn c— on sin η c) )x", 

où r> < χ ι, il vient 

lim '■
 ÎJ}

~ Tr. r
 •F ( t ) coséc- = o. 

où 
ζ — arc sin (t — x). 

pou/vu que 

' r ·> ' J„ l 

Nous avons, en effet, 

ν<,·.'„ = L f : /rx - #, -/<X - θ ; dt 

— - I 'b(i) -fit 

— - I 'b(i) -fit 

Î'Î.'ÎI) -i-~~z£ 'l(i) cjfl ^ f/l 

= I + I + I 

(i3j FATOU, 8, 36o. 
(sl; Lichtsnstcin, 34, 27. 
(Sij PLESSSIR, M, théorème I. 

Jour η de Malft., tome XI. — Fasc. II, nfî>. 23 



1-4 Β. 31. PIMSAll. 

Posons 
A ru ι — ά χ con I % — χ f ·■ \χ sin1 -

Cl 

Z = w d 

Intégrons pur parties, nous obtenons 

, »... I ·>. «' l ... ,r|—ΆΧ- , 

Pour ο ̂ /< ε, l'expression 

cosliχ — ur ; - >.x'-

csl positive et, puisque lu dérivée esl négative, l'expression est une 
fonction monotone, positive, non croissante de / pour ο 'ι U. ΛρρΙί-
quant le second théorème de lu moyenne, il vient 

zf » ' l> y-1 

r-: — : Ι t til I» ί( 

r-: — : Ι t til I» ί( 

rr θ( t). 
puisque 

I-CÄ« I) — otí). 

lorsque t tend vers zéro, pur hypothèse. D'où 

y A.'AA) I. =r — M- I l ) rot — ν - OU). 

Or, en intégrant pur parties, on obtient 

{a.'AZ) l.rr— —ψ(£) COt - — — ; 

/ *1» ι)~π)Cifl « Μ* 
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De plus 

--1 . ill 

- ΤΤ
Ί

[»«·'ΊΙ-;»!Ϊ 

/- Λ ι (\ Ι 

Il peut être montré aisément que le terme entre crochets est 0(1) 
quand ι tend vers zéro. Quant au second terme 

( * / /Λ'°Ι~Ν 

( ι — χ y d I ·.*. 1 < ι — χ ι- „ d- I », 1 , , 

Pour z'i<-i nous avons 
ι 

177 «îiri--

f ι — χ r ros — (ι — χ y cos — .. t » — x )" cos -

Quand - j 

■stë) 
st borné, quelle que soit la valeur de α*. 

Or 

j <ι — ΧΫ fmi '- S.y.·2 sin2A 

-- t'«sec- τ-; r- col , I. 
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Si nous nous rappelons que, pour les valeurs de t contenues dans 

Tintervalle ^o, nous avons 

7· ~~ t 

il peut être montré que, pour ji 

/-'col τ-; -col- rn . - —A >' ; î 

/- cosee τ-— _ - > 

<•1 

"~xrr-coiL ' -5 2. 

D*où, pour 

J.-»r 

l'oar- t.r., 2 — — 7 

• IL'y ' 

est borné. Par conséquent pour 

a· sin- — 

Pour - " T.. 

J, —A- <Λ -——, 

où k est une constante. 
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Divisant, maintenant, l'intervalle (ε, ζ) en trois parties 

M), (Af) el (Έ,ή, 
nous avons 

(i — x')* rvih.l±\t± 1 L dt di 

< ϊξγ \m\—:—ut 

+ 3*<—·"' Π i tf*\z!p\ λ 

+ 3*<—·"' Π i tf*\z!p\ λ 

+ 3*<—·"' Π i tf*\z!p\ λ 

— o(t) — oflj -r-o(l) = oflJ. 

lorsque χ tend vers 1, ou M, et M* sont les maxima de (/)/""' ■ 

dans (î, £- ) et ^s3> ̂  respectivement. Par suite, de (2.23) nous tirons 

( t. >/i j L= XY iz) coi (»t 1 ». 

Or 

^ >. <Γ» ι I =r — ψίε \ col - ~ 7Î- / ( t ) cost't:- - dl. 

Par conséquent, de (1.21), (2.22), (2.24) et (2.20), nous déduisons 

\{x. 9) — J* ^'(^cosé&^dt 

[ \.t: sin-- , 1 
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puisque le terme entre crochets est identiquement nul. Ceci complète 
la démonstration du théorème. 

CHAPITRE III. 

S0MMABIL1TK (C, £). 

5. I. Quand l'intégrale 

11 » i'(./*)— -1— f KiwAti-rh 

existe, ce qui est, d'ailleurs, équivalent à l'existence de l'intégrale 

(3.12) i'i(.7·)—-}- f Τ ( t ) rosée2 - (h 

avec la condition ψ(ί)= o(Q, nous savons, d'après M. Paley (s·), 
que la série conjuguée est sommable (C, o) pour tout ο ι. 

Nous allons prouver le théorème suivant, plus général : 

THÉORÈME IV. — En tous les points χ où existe Vintégrale (3. vi) au 
moins comme une intégrale convergeant non absolument, la série conju-
guée est sommable (C, o) et a pour somme G (./*) pour tout ο i, pourvu que 

•Γί /> = Γ>( I) 

ou que 

,Y,|Ï|ÜU=(>(/1. 

Puisque f(x) est associée à la série de Fourier (ι. 11), nous avons 

- >/(a' -r l) — j'(x — l)\ ~ ^ (bm casinx — am »iomx) ùfimt 

= 2 Βm sin mt. 

I5C) PALEY, 39 (théorème 2 où v.— \). 
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Au liou d'employer les moyennes de Cesàro, nous nous servirons 

des moyennes équivalentes de Riesz ("). Ainsi donc, posant 

.4= χ (, · =)V 

nous avons à montrer que si G (A·) cxislc et si l'une ou l'autre des 
conditions du tliéoréme est satisfaite, on a 

b;< - (U.r). 

quand ω tend vers l'infini pour tout ο i. 

5. 2. Soit cf,(t) une fonction définie comme il suit : 

Π I l <·,,( / 1 — — { I — 

ι // - ι » \ /> > ) ( /> -r· 'λ ) ( μ —■ ι ) * " Γ 

ou ρ > ο ; les propriétés de cette fonction ont été étudiées par 
M. Young (r'8). Quelques-unes des principales propriétés de '>,(/) 
sont : 

r„( ί ) = cos/: r
t
(t)~ sin Λ 

l)— (/η(Ί>-\(l): I r/'(/ ),/l <(!)-

r,,. v ( a ) — ^ Jf r/t( in )( r - - / /// i " < // >. 

' r « y - Λ ) 

ί 3 . '».?) I r„ .J II )~ — r(/ ί ft ) ( ft <//). 

ιι-'f c
t/
(ιι) — 0(ir 't ) (οζι/ζ'Λ). 

ΐι~Ί c,t ( il) ■=. Ο ( u~"- ) (q>i). 

Pour o<g<2 et pour toutes les valeurs de w telles que ι/>o, fy(n) 
est borné. 

f") RIKSZ, 36; HOBSOX, 27, 90-98. 

(88) YOURO, 78. 
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Pour q ]> ι, u~fJc
(/
(u) est à variation bornée dans (o, oc). 

5. 3. Nous aurons besoin des lemmes suivants : 

LEMME 3. — La fonction 
U- C..I(//), 

où o > o, est une fonction à variation bornée dans (o, oc) et elle tend 
vers zéro lorsque u tend vers Γ infini (r,!'). 

LEMME 4. —La fonction ir?'c?Xu\ oit C>O, est à variation bornée 
dans tout intervalle fini. 

LEMME 5. — Si q^> 2, 

J é-' ''·>
{ι
'
sinxl ( 1

 ~ *?' '· »' ·
κ

2
1 ; 

— o si χ ^ ι. 

De (3.22), nous tirons pour <y > 2 

(3.31) jf (tl 

= iW^T)i —'"i '' - ··''«· 

Puisque (1 — //)'/-3 est intégrable dans (o, 1) et que 

sin.z7(i—cosut) 

est une fonction bornée de t et u dans un rectangle (ο, ο; A, 1), dont 
Tintégrale par rapport à t dans l'intervalle (ο, Λ ) converge en restant 
bornée et a pour valeur limite 

J(*'' s\nxt(i— cost//) ^ 

nous pouvons changer l'ordre des intégrations dans (3.3r) (""). Ainsi 

(·"*') Pour la démonstration des lemmes 3, V, 5, c/. Β. V PRASAD, h\. En raison 
de Pimportance intrinsèque du lemme 5, j'indique la démonstration. 

('·") Yoi'KG, 78, i65; lemme. 
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il vient 

Jf (%/ ( t) sin xl dl 
Ί 

vût^T)J„ y"" J„ ; 

"-«)»-'</« *' *ί<· 

—o s ! 

= ( ι — χ yr- - si ,r:i, 

ο si .r "> ι. 

LFMME G. — Si 

α;ψ·" 

est convergente dans le sens 

lim f , 

Vintégrale (3.12) est aussi convergente comme une intégrale de Cauchy 
et les deux intégrales sont égales. 

La fonction Ψ(ΐ) est paire et périodique. Or ("1 ) 

ί;ψ"·=ί£ψ·'· 

-ίΧΨΛ*άίΖ'ΨΛ 

-ίΧΨΛ*άίΖ'ΨΛ 

if,t ) La demonstration est dans le genre de la preuve du résultat classique 

- f - f ·Κ Deal-dt. 

CJ. HARDY el LITTLEWOOD, 20, «n. 
Journ. de Moth., tome XL — Fasc. II, ι<>·»2. 24 
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Ά 

^'signifiant 
- ·· 'Λ 

- (S-2) 

Or, la série converge absolument et a pour limite 

__ ι -rot ) — T-Î'OSCC--

Par suite. 
jf **£.',// = g y >Kl)Ci,sri-'-,/l 

Oil 

' ^ΓΨ"'-ήΓ"Ίι>η'^^· 

3. I. Puisque (ω*)-*' "?'<?ίΗϊ(ω/), en vertu du lemme 3, est à varia-
tion bornée dans tout Pintervalle (o, »)et tend vers zéro lorsque t tend 
vers Pinfini, nous pouvons écrire Ç*) 

~ I r^z(r„f)) J'ix ~l)- j(x - !)\dt 

—^ Ι»/Λ / ί /*> / 1·7> ct (,*l ) sin ml dl. 

Posant ψ(/) =/(a?H-/)— /(j? — /'), et cliangeant wf en /, nous obte-
nons, en vertu du lemme 5, 

12 C.'».\i) fil ±hr 

OU 

(3 * i» Z-LL' i d,tt iar 

=2»■(-îhi:^·· 

IM) IIABDV, 16, 167. 
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où o > o. Posant ο = ι η, où η > ο, il reste à montrer pour établir 
le théorème que 

(Ά/«> £ -¥·γ
η 

tend vers zéro quand to tend vers l'infini. Puisque 

V"- μΥι) - W>. 

(3.43 ) devient 

"·"· ι^Γιί 'ΚΊΐτ -.ί'Ηί)' ' 

η / '<> " I — ) —r ' 

Puisque 

ΪΤ7ΤΤ,Χ'··"(ί)ί 

- -nr^Hî)Î]>rnrVT,f+(:)T 
el 

(¿V’i-wo <" 

=/· - * '·, ι·(ΐ) Λ. 

en reportant ces valeurs dans (3.44)? 011 obtient 

ΓΓ7ΤΤ)[7Ψ(^: '-r(!, + r'"-

τ / r 

Nous rappelant la définition de ομ(ι) comme elle a été donnée dans 
(3.21) et que, pour des valeurs suffisamment grandes de *, on a 

14 /-I-MU*/», j/i-n, í (() = 0(;¿ 

il peut être aisément prouvé que le terme entre crochets dans l'égalité 
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ci-dessus est 0(1) lorsque ω tend vers l'infini. Afin donc d'achever la 
démonstration du théorème, il nous faut montrer que le terme sous le 
signe somme dans (3.45) est o(i) lorsque ω lend vers l'infini. 

5. 5. Le terme intégral dans (3.45) est équivalent à 

— ( i -H r, ) f <» 7T~ t " ' ' f't -y,( / ) fil f '» l-'r' <'rJ t ) (tf 

(3.51j r=— .1, -t-· J
2

. 

Puisque dans (ο, χ), ί~ * vc,^
r
{i) est une fonction à variation bornée 

et intégrable et qu'elle tend vers zéro lorsque l tend vers l'infini, 
écrivons 

/-- "r>· r, \>(t) — or/;, 

où P(*), Q(t) sont chacune des fonctions positives, monotones et non 
croissantes. Soit A un nombre tel que l'on puisse lui faire corres-
pondre un nombre ζ arbitrairement petit et positif, de telle sorte que 
chacune des fonctions P(i) et Q(t) soit moindre que ζ pour toutes les 
valeurs de t contenues dans l'intervalle (A, x). Divisons l'intervalle 
(o, oc) en trois parties (ο, A), (A, ω9) et (ω2, χ ) et considérons J, 
séparément en chacun de ces intervalles partiels. 

Λ l'aide du second théorème de la moyenne, nous avons 

Ι ^ * V( f ) <U — f'(*>) Ι ■ (h ~r \'(it ) (>( i ) — ι>( I ) 

(«m. M-

puisque l'intégrale (3.12) existe. Pareillement, on peut montrer que 

rx «!■(-) 

En conséquence 

j „ / 1 "r> r, .J l ) df — 01 ι κ 
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Toujours par le second théorcme de la moyenne, on a 

f = l'(λj Γ Alirf/<sO(,) 

Í.V<c<w*i, 

la même chose étant vraie pour l'intégrale correspondante avec Q(*). 
De là, on tire 

li,„ / / ι^ j dt — 0< 

ί )r 

- ' " ' ' ' ( r ) 

Puisque, par hypoLhèse, l'intégrale (3.32) est convergente et que 
(toi )~ i r· c

t
 _

Λ
(ω/) est à variation bornée et tend vers zéro lorsque t tend 

vers Fin fini, l'intégrale 

f ^-jr ι '» ι Γ1 '+'. i-r,('>>0 fil 

est convergente par suite du critérium de Dirichlet (®3). Par consé-
quent (3.32) est égal à o(i ) lorsque oj tend vers l'infini et par suite 
J, est aussi égal à o(i) lorsque to tend vers l'infini. 

3. 6. Pour étudier l'intégrale J2
 divisons l'intervalle (ο, x) en 

trois parties (ο, ι), (ι, to) et (ω, χ). Dans (ο, ι ), en vertu du lemme 4, 
t~r'c

7
{t) est à variation bornée et comme pour le cas de J,, pour l'inter-

valle (O, A), on peut montrer que 

lim / '»> —l~r' <\( l) fil — o. 

C'A) DROtWICH, V, 177. 
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Or, dans (ίο, χ), nous avons 

ΓΗϊΜΑί'Γ Α-'-··—" 

quand ω lend vers ΓίηΓιπί, k étant une constante. Finalement, il nous 
faut considérer 

C.î.i'H) J^ /« Γ 7< rY ( t)dl— j —c-rt('p)ï) clz 

( Λ J'y. t ' H',t ri f j-L-—l j ζ 1 '» dz. 

oil 11 est une constante. Supposons maintenant que 

i'SASS) -
A
iz)=J | ïiîi dz-i*(z>. 

quand ζ tend vers zéro. Intégrant par parties, (3.62) devient 

{Χ.β'ι) Ht>-r'\'/tz)z l-n - Ko, r-i\ rjf z~- <>/iz)dz. 

Kn vertu de (3.63), le terme entre crochets dans l'expression ci-dessus 
est égal à o(i) lorsque ω tend vers l'infini. Si nous faisons corres-
pondre à un nombre positif 2, arbitrairement petit, un nombre ζ tel 
que /XOIpour o<f^-7, et si nous divisons ensuite l'intervalle 

(jt en deux parties, (~, et (?, ι), il peut être aisément montré 

que le terme sous le signe somme dans (3.64) est égal à o(i ) lorsque ω 
tend vers l'infini. Ainsi, sous la condition (3.63), le théorème est 
démontré. 

5. 7. Supposons maintenant que 

V(z)=z<)(z). 

On peut alors montrer, de la même manière que pour l'étude de J, 
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dans l'intervalle (O, À), que 

lini ( — l-'l rrJ t) dl =- ο 

et encore cjue 

£ 7 "(é) 7* ^ =«:·»(., - «< ·>, 
où C est une constante et A un nombre suffisamment grand. 

Ainsi le théorème est complètement démontré. 

CHAPITRE IV. 

SOMHABÎUTK (C, r). 

i. I. Je vais, dans ce chapitre, prouver des théorèmes très géné-
raux louchant la sommabilité (C, r) de la série conjuguée en un point x 
où r peut être un entier positif quelconque. L'analyse qui suit nous 
permet non seulement d'affirmer la sommabilité de la série d'une 
manière facile, mais encore elle nous donne la fonction conjuguée 
correspondante qui en est la somme, d'une façon pratique. Du théo-
rème général, nous déduirons des théorèmes particuliers concernant la 
sommabilité (C, 1) qui s'appliqueront même dans le cas où l'intégrale 

( i. 11 ; #i.v) — -ï— ( 'l>( l\ col - dl 

n'existe pas. 
Nous nous servirons des notations suivantes 011 nous supposerons 

que 
L·ill, 'ûill, ... 'ùiill-

*>, ( t ) ohjl) '»)/,(/ > 
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sont absolument intcgrables : 

V.d1) — ί Ύ i)d! 

V.d1) — ί Ύ i)d! 

. . . . . . . . . . 

— f 'τΰα'"· 

— f 'τΰα'"· 

. . . . . . . . . . 

/)==jf dhlLLlfii: 

(\
/t
(x) =-f-J '/jM ) vo^iiv-f-f.l!. 

Nous allons prouver le théorème suivant : 

THÉORÈME V. — Si Γ intégrale 

(β, ,, ( j; ) — j— / Z.r.i(t) COMÎC* - <// 

existe, la série conjuguée sera sommable (C, /·) e/ aura pour somme G, ,.,(λ·) 
pourvu auc 

«,*J, ' * 

où ο<ζο<^ζ. 

Α. Ί. Nous établissons maintenant un ensemble de lemmes dont 
nous nous servirons dans la suite. 

LEMME 7. — Si fix) est intégrable dans (ο, χ), on a, lorsque χ tend 
vers zéro, 

f(I) fit i)( J/j). 

ou o^>o, pourvu que 

ί.ψ« 
existe. 
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Un cas particulier de ce lemme, lorsque 8= 1, a été prouvé par 
Tliomae (·*). 

Soit 

φ(Λ')_φ (8)=jf 

Nous avons alors par intégration par parties 

i j f 

= Φ(ΛΤ) — Φ(Δ)~ — JF Ά£-<Φ(1)(ΙΊ. 

Nous servant du premier théorème de la moyenne, il vient 

£ /(ΐ)άΙ = Φ(.τ) — Φ(ι)^ —Φ(Ζ)~£clt 

= Φ(χ) -*(*)-£- Φ(ξ) ■+■ Φ(ξ) 

où ε<ξ<.ζ\ Faisons tendre ε vers zéro, 

JÎJT /(Ι)άί = φ(χ) — Φ(Ξ,) (o<î
x
<js). 

Puisque ΙΰηΦ(ατ) == ο, on a aussi ΙίπιΦ(ξ,) = o.
m
Par conséquent 

ΛΤ>« ' .* ^0 

linri ~ / f(t)dt — o. 

LEMME 8. — .Si 

Λ * 

existe, on « 

/F("(î 

Ceci est évident à cause du lemme 7. 

LEMME 9. — '/>(0 ET Ω
Γ
(*) existent ou non simultanément et s'ils 

(U) THOHAE, 63. Cf. aussi G. PRASAD. 47. 

Jour η. de Math., tome XI. — Fasc. II, 1932. 20 
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existent on a 
/j(t) — I) --I- o( ll . 

ι" ψ(/) étant inlégrable 
/ y

s
(l)— J ·[>(/ f ) 

existent et sont infiniment petits avec t. 

J, J, *m/, 

=f -*άι)Λ· 

Quand ε lend vers zéro, le dernier terme tend vers une limite qui est 

1Q~' / i I I (l,\7 ~ ~uTt )d,~ n(l*' ) 

Donc, en faisant tendre ε vers zéro, /:>(t) et ro
a
(t) existent ou non en 

même temps et, s'ils existent, 

-/AU) — '».(/,) — o( 

Puisqu'ils existent, '/·>(}) et (»9(t) sont infiniment petits avec /. 

3. d,il ,u 

S " · · 

Faisons tendre ε vers zéro, les deux dernières intégrales tendent cha-
cune vers une limite. Donc y

3
(i) et co^(t) existent ou non simultané-

ment. Supposons qu'ils existent. Faisons tendre ε vers zéro; alors les 
deux dernières intégrales sont ο(t-\ Donc 

y:;, ('/) — I I — «>(' !r ). 
et ainsi indéfiniment. 

Supposons établi que si χ2(0, '/:»( 0* · · · > '//-« (0 existent : 

i° Il en est de même de ω, (/), ω
2
(/), ..., ω,. ,{t) et réciproquement. 

2
0 y;(i) = W/(i)-+-o(ia) pour £= 1, 2. ..r—r; on en conclut 
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que Ζ At) et t»

r
(t) existent ou non simultanément et que 

'/Al) — f*ri *)■—*>(** )-

LKMMK 10. — Si c
n
 te/ul vers zéro U>rsque η teml vers Cinfini, il en est 

de même de 
'*| ~ ' j « » » ' /> 

C'est là un résultat bien connu. 

ί. 3. Κ tant donné la complète équivalence des procédés de (leskro 
et de Holder (es), nous nous servirons dans ce qui suit du procédé de 
sommation de Holder. 

écrivant s
tt

„ pour la /somme partielle de la série conjuguée cor-
respondant â ψ(/}, nous obtenons, par suite du paragraphe 2. 10, 

f lit) -— — di 

( i"U) - ~ f I) fll 

Désignant maintenant par s„l
n
 la rt"™ somme partielle de Cesàro de la 

série conjuguée, nous avons 

- S,. t „ 

- f Ι η co- — — ros-ί- -c<h /. U/I 

~7 :We - '>"* 5 7Ύ-

I<;I C/. Κ50ΡΡ, 28, 29: SCHNEE. 60; FORD. 12: I. SCRCR, 61: IIABN. IV. 

2 J. 
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Intégrant par parties, il vient 

*»!» = —- χ.« ο —- \-λ(η-< t) *ο> ι ι 

ι C" . . Ί I 1 Γ / 1 An in!—iji'lj / 

Le terme intégré étant nul, nous avons 

"'■"·" Të« / z,<0 —i "" Γ7— 

"'■"·" Të« / z,<0 —i "" Γ7— 

ί^Ι,-Ι2. 

Puisque 

>. I I ί . I 

nous avons 

τ Ι ^4—· Ι >Λη ιπ:ο- I til 

τ Ι ^4—· Ι >Λη ιπ:ο- I til 

Ί',.3', 1 = J, — J-. 

Or 

ί / ν,ι /1 <//··· r-— /* 1 '>in(A/ ■ %,ltU 

(',.35) = /t(l ) til -τ- o( I). 
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puisque nous supposons (**) que etc. sont absolument in té-
grables. Or 

('».36) Y
%
(I)DL 

— 7 I <Of : —dl 

y-L· f 'à'jll 1 ,/f. 

La dernière intégrale écrite ci-dessus est 

I £1 £_,// 

Par suite. les égalités (4.33 ), (4.34 C4·35) et (4.36) nous donnent 

*Λ - -I,-f 7 / feof —dl 

/ ^-7 ~-dl '■ oil) 

,77// 7 Mil/ . / « 

_ _i /* " χ,Ί ι ι fini// 11 / ^ ' 

_ _i /* " χ,Ί ι ι fini// 11 / ^ ' 

(',.3;, --,4- /" -4- «« ijco»|«w»(" | -«<·)· 
j 

(ΛΛ) Il fanl remarquer que si !.( l ) est intégrablc. ou n'est pas tou-

jours nécessairement inlégrable. 
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La premiere expression entre crochets, ci-dessus, est la même que J,, 
tandis que l'autre terme entre crochets est 

—; I -ν— cos - — cos -cos{It -t- ι ) - f.ll 

— f (411—1 2 ,u 

— f (411—1 2 ,u 

/ /<2 »ιΠ (η — M / /// 

—J rlt -.-o(i) ■ ο(Ί). 

Ainsi de (1\Λη) et de (4.38), nous tirons finalement 

\T.nJ . /I ·< . / I 

^ 4L. f(-411 -L. ... „cW I ,n 

/- COS COS / 

Cette intégrale peut être interprétée comme 011 σ,^ ν) est la 

nUm* somme partielle de la série conjuguée correspondant à la fonction absolu-

ment inferrable ^ : et. en vertu du lemme 10. 

lim *-±Ζΐ = o. 
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A. Servons-nous maintenant des notations suivantes : 

'·*·=£/ ■<"> '·. ι * 

f- cos cos / 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

( '4(AL> —2 ,/, 

et désignons par s£
n
 la n',ème somme partielle de Cesàro, d'ordre /·, 

relative À la série conjuguée dont la TI5,!IHC somme partielle ordinaire 
est s„. Avec ces notations l'égalité (/j. I9) devient 

( I. i f ) -+- Ο ί i ). 

IVous avons donc 

( i. ï> ) — 2 ·*£; — a, M 1 -4- ο ( 1 ). 

Or si lim 1 existe, lim 2s\r'
n
 existera aussi et, en conséquence, 

Il f X « > -y-

lim <„ existera et sera égale à celle de s['~x'. Maintenant, continuant η > χ. 
l'analyse du paragraphe 4.3, il peut être montré que 

•V1,, =''..*-2, — *».» -4- oil). 
D'où 

S{,7 ' — 'Λ*&% — *ï.n ' "f" *>( I )· 

Par suite, si lim y/',,2 existe, lim sf
n

 1 existera aussi et les deux limites 
ft-V * fl^ ν. 

seront les mêmes. £n raisonnant de cette manière nous arrivons à la 
conclusion que 

( ί.; lim s,!'.,,— lim lim s',L,t„ = lim s,. 
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Ainsi la série conjuguée sera sommable (C, r) si 

J/»~ /. i0* i;os 1 

a une limite lorsque η tend vers l'infini et la somme de la série sera 
égale à cette limite. Employant maintenant le tliéorème I, nous 
savons que si l'intégrale 

Cwr . , (.r ) — Ι γ,·. t( / ) rusée* - dl 

existe, ( L\. fyi) aura une limite, pourvu que 

f"zdi> mm,,ι 

tende vers zéro lorsque η tend vers l'infini, où o<^<r., c'est-à-
dire, en vertu du lemme 9, si 

,r ,- ι » f''f*rl t ) '"O?» HÎ , 

ce qui prouve le théorème V. 

ί. ô. Maintenant, afin de déduire des critères particuliers pour la 
sommabilité (C, /*) de la série conjuguée, il faut trouver des condi-
tions convenables grâce auxquelles (4.14) soit nul. Pour cela, 
employant le théorème de Riemann-Lebesgue, Je théorème de 
M. Young cité dans le paragraphe 1.00 au n° (*'/) et le théorème II 
du paragraphe 2.11. nous obtenons le théorème suivant (r,% ) : 

THÉORÈME Vf. — SiVintégrale 

Gr-i I yr-t(t) coséc- - dl 

^) Pour quelques critères, l'existence de (},.-,(■£) et de G
r
{x) ont la même 

signification. 
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existe, la série conjuguée sera somrnable (G, r) et aura pour somme 
( r

r
.., (x), pourvu que 

cm·" 

existe, ou que 

m ; fap* 

soit une fonction à variation bornée, ou que 

i Hi ) f j l I tli -- Ο ( 11 ( /· > >>. ). 

4·. Γ». A cause de la particulière importance de la sommabilité 
(0, i) nous donnons le théorème qui lui correspond avec quelques 
remarques. 

THÉORÈME V Λ. — Si Γ intégrale 

( i, C ./· ) = j /Al ) cosre- - (il 

existe, la série conjuguée sera somrnable (C, I) <7///Y/ pour somme 
(\.,(x) pourvu que 

lint ( -L-i--- «·<>> ut th — o. 

où HV/) est la primitive de ψ(/ ). 

On peut déduire de ceci, lorsque G2(J;) OU G , UR) exisle, les critères 
suivants de sommabilité ( C, Γ) : 

a. l·''intégrale 

fl^r1 dl 

exisU*. 

Exemple : Soit 

.!·(/)=——>i±A 
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pour —■ </<~ -f- ~ > alors que pour toute autre valeur de £, on a 

Ψ(/)=ο. 

Dans ce cas ψ(/) = Ψ'(/) est inlégrablc et ainsi 

ψ(1) — ί ·1( η ) tin. 

De plus 

J /'- //- J !- n-

de telle sorte que l'intégrale (4·βι) existe et que par conséquent la 

série conjuguée est sommablc (C, ι ). Mais puisque ~~j~ ne lend pas 

vers une limite définie lorsque t tend vers zéro, eu vertu du lemiric I, 
l'intégrale 

lu J.*p ,/l 

n'existe pas et, par suite, dans ce cas, l'intégrale 

jif(.r) — ~ jf ·1( I ) col ~t/l 

n'existe pas. 

b. La fonction 

;/?/ 
est à variation bornée, 

c. On a 
Ç \ ^(l)\tl/--=zC)(l). 

Ceci inclut le critérium (iii) de M. Young pour la sommabilité(C, i) 
comme il a été indiqué au paragraphe 1. 50 (e#). 

C'9) Dans le cas (c), il y aura aussi soinmabililé (C, o) pour Lout ο positif. 
Cf. HARDY et LITTLEWOOD, 23, 279 (ii ). Cf. aussi SARGENT, 59. 
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4. 7. Quand l'intégrale Gr_.(x) existe, nous avons montre dans le 

théorème V qu'une condition suffisante pour la sommabilité (C, /') est 
due 

h r Λ J h !" L 

On peut montrer que cette condition est nécessaire et suffisante 
presque partout dans l'intervalle. C'est ainsi que nous tirons 
de Ci.42) 

— s'W M- 0(1) 

~-= 2(«*■!',„—·<„ x ) — (— *1» - ) <>(t) 

— s'W M- 0(1) 

Kn procédant de cette façon de proche en proche, il vient 

('».71; s,/;,— %.x,:
t
„ — ar -r- α,-'ΧΪ,η- —... 

f ί— »)r-'a,s,·.,, — ( ~ 1 •'ΐ/.,Λ-ί- oti;. 

011 sont des constantes qui sont des puissances de 2. 

Par suite, si lim.y,''; existe, la limite de chacun des termes précé-

dant sf dans le membre de droite existera aussi. En conséquence, on 

peut dire que, en un point ou la série conjuguée correspondant à 

est sommable (C, 1), la condition nécessaire et suffisante pour que la 
série conjuguée soit sommable (C, r) est que la série conjuguée cor-
respondant à converge en ce point. Considérant donc la condi-
tion de sommabilité ( C, 1 on peut établir le théorème suivant : 

THÉORÈME VII. — Si Γ intégrale G
R
._, (x) existe, en un point où 

T\-, (') dl — f)( L ) 

ou bien où 

' J t 

Journ. de Maihtome XI. — Fasc. II, 26 
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est à variation bornée {c est-à-dire presque partout), la condition néces-
saire et suffisante pour que la série conjuguée soit sommable ( C, /·) est 
que 

li... Γ!Μ£>£2™*,« = ,,. 
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