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Contribution a U'étude de la séric conjuguée
d’une série de Ilourier;

Par B. N. PRASAD.

CHAPITRE 1.

INTRODUCTION.

1. 1. L’objet du présent travail cst d’étudier quelques questions
relatives a la convergence ct i la sommabilité de la série conjuguée
d’une série de Fourier. Avant d’en aborder le détail, nous nous pro-
posons de donner un apercu href, mais assez complet, des dévelop-
pements apportés a cette théorie de diftérents points de vue.

Soit

I

PA
ul .
(v.11) -ty i Z (eycosne by, sinnr)

n=i
une série trigonométrique; la série

P

(1.12) E(b,lcosnz——a,, sinnx)

n=i

cst appelée la série trigonométrique conjuguce de la série (1. 11). $'il
existe une fonction f(x), qui est intégrable au sens de M. Lebesgue
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dans l'intervalle (— =, =) el est définie hors de cet intervalle par la
périodicité, de telle sorte (qu’on ait

Y L .
= :f S(uyeosnadu. b, = :_-f Sy sin e du
e -7 ie =
el

' so i )
hy = :J Sy,
e -
la série (1. 11) est une série de l.ebesgue-I‘ourier, et la série (1. 12)
est la série conjuguée de cette série de FFourier.
La série conjuguée d’une série de Fourier n’esl pas nécessairement
clle-méme une série de Fourier, \insi.
2 Cos
Tlogn
est une série de Fourier ('), tandis que sa série conjuguée, comme
IFatou 'a fait remarquer le premier,

z .
sinn.ur

Togn ’
bien que convergente pour toule valeur de &, n’est pas une série de
Fourier puisque sa somme n’est pas une fonction intégrable (I.) (?)
dans tout intervalle contenant Porigine (*).
[.a fonction conjuguér associée a la série conjuguée est

X!

(1.13) 2lawyoz ~—‘: Ve )= [l I):mpll-l,//l/.

(ui, 4 cause de la périodicité de f(x), est équivalente i

| Y L S A
7 /

(1. 1%) Do,

(") Cf. Youse., 71, 56; Hosson, 27, 621.
(") Cest-a-dire au sens de M. Lebesgue.
(%) Farou, T, 767: LesesGue, 31, 125, Voir aussi ’ErRroN, %0 Tircawarsy, 6.
Pour un type de condition nécessaire et suffisante que les deus séries trigonn-
métriques (1. 11) et (1. 12) soient des séries de Fourier, voir \vexiren, 1.
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Dans ces formules, les intégrales ne sont pas généralement des inté-
grales de Lebesgue, mais des intégrales généralisées au sens de
Cauchy,définies comme limite d'un des types suivants :

ar T
dim / . lisn [ .
X L Y z z >

2ol Trzg';

1. 2. La premiére introduction des séries conjuguées dans I'ana-
lyse mathématique remonte a la discussion des séries de puissances
dont elles constituent, sur le cercle limite, la partie imaginaire. Ainsi,
si 17(r,0) est la partic réclle d’un potentiel dans le cercle unité et
V(r,0) sa partie imaginaire, et si, d’autre part, f(0) et 2(0) sont les
valeurs vers lesquelles tendent ces fonctions lorsque » tend vers 1, on
a les relations snivantes dues i M, Hilbert (*) :

a5 25

)= L -."l '(l//l—!rlll L . (1)t
Jih)= =) Ll cot — = ) J)di.
& (’/)‘“»-——/ /(l)(ul—-—-—(/l e — "(I)dl.

Ces formules peavent d’aillcurs étre déduites de résultats antéricu-
rement obtenus par Tauber (*). Cependant, ces recherches supposent
de considérables restrictions imposées aux fonctions, et ainsi la théorie
des séries conjuguées restait insuffisamment développée. Ce ne fut
(u’aprés la publication du Mémoire de M. Pringsheim (°) et de celui
de Fatou (*), oit l'on trouve le premier (raitement rigoureux du
sujet. que les séries précédentes commencérent d’étre étudiées d’une
maniére satisfaisante de différents points de vue. En méme temps que
progressait la rigueur mathématique et qu’on découvrait de nouvelles
méthodes de sommation et d’'intégrabilité, les propriétés de ces séries
étaient mises en lumicre de plus en plus.

1. 3. On peut se poser la question suivante. Que peut-on dire au

(*) Hiperr, 2%, 250-255: 26, =3-=-, 81-86; 25, .
(%) Tavses. 62; cf. aussi Llrcnrrwnn 35, wui-00].
(%) Prixcsuein, 52,

(*» Farou, 8. .
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sujet des propriétés de la séric conjuguée (1. 12), connaissant celle de
la série (1. 11)? M. Fejér a prouvé que si la série trigonométrique
(1. 11) est uniformément convergente dans (oZx<2%), la série con-
juguée (1. 12) est convergente presque partoul dans (0,2%) (*). Le
résultat de M. Fejér a été étendu par M. Privaloff qui a montré que si
les sommes partielles de la série (1. 11) sont uniformément hornées
dans(o,27), et sila série clle-méme est convergente dans un ensemble E
de mesure positive, la série (1. 12) est convergente presque partout
dans E (*). Ce théoréme de M. Privalofl a, a4 son tour, été généralisé
par M. Zygmund ('*).

En déterminant le saut d'une fonction f(x) intégrable (I.), en
partant de sa série de Fourier et de sa série conjuguée, M. Lukacs a
été conduit a démontrer (u’en un point z ot la limite

D.=hbim, [z Iy fle hy,

/Xl

existe, on a

. o lx 1,
fjn Z22E) e
nrv boun T

ou 5,(x) est la n™ somme partielle de la série conjuguée ('*).
M. Young a montré (**) que

7,,(.1,‘) z=of |n"__' 1)

presque partout. le théoréme correspondant relatif i la série de Fourier
avait déja été démontré par M. Hardy (**). Si s,(x) représente la
n*e somme partielle de la série de Fourier, M. Hardy démontre que
Ion a
spixy=o(logn)
presque partout.
Il existe un systéme de facleurs ;7.,| qui ont pour propriété de

(*) Feser. 10: f. aussi 11.

(?) Privarorr, 50: aussi 51, 52, 49.
('*) Zyeursp, 81, 23q.

('') Lrkacs, 37: aussi Fesgr, 9.
(*?) Yocse, 72, 437.

{1*) Hamoy, 15, 365,
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changer, par multiplication, toute série de Fourier

7.

V(// cosp . = b, 81 :
w oSt - by, sinn.r)

Y/ |

en une série

4
~ . .
Z Lalacosna by, sinnr)

il

qui est convergente presque partout. M. Young a montré ('*) que les

facteurs
I ] i

—
ne

i cee (0>0
(|u;:ll,)"”’ loun(log l(’;_r,t)l~?)’ —0)
sont des facteurs de cette espéce tant pour la série de lourier que
pour la série conjugudée

? (I, cosna —a,sinnuz).
1

les deux séries devenant, aprés multiplication terme a terme par ces
facteurs, des séries de KFourier. Plus tard, M. Hardy a prouvé ('*)

' .
que ;— est un facteur de convergence de méme espéce pour toute
série de Fourier. Le théoréme correspondant relatif a la série con-

jnguée a ¢té donnée par M. Plessner ('*) qui a montré que la séric

%

Z b, cosna -—a,sinn.u
Tz

converge presqiie partout, mais sans ¢tre né¢cessairement une série de
IFourier ou une série obtenue par dérivation formelle de la série de
Fourier provenant d’une fonetion a variation bornée.

1. 4. Récemment, une grande attention a ét¢é donnée aux recher-
ches portant sur lintégrabilité de g(x) et Iexistence de I'inté-

(") Yous, Th. 77.
('7) Harny, 135, 365.

13

('%) PrLessxer, 5. 33,

Journ. de Math., tome X1. — Fasc. i, 1432, 21
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grale(1. 13). Onsait que g(a) n’est pas ni‘cessairement intégrable(**),
bien gue M. holmogoroft ait démontré que |g(x)i' - est intégrable
lorsque z > o ('*). Cependant, si f(x) est de carré sommable (**), ou
plus généralement appartient a la classe L7 de Lebesgue (p >1),
M. Riesz a prouvé (**) que g(x) aussi appartient a la classe 1./, et que
la série (1. 12) est la série de Fourier de g(x). M. Zygmund (*'} et
M. Titchmarsh (**) ont montré que U'intégrabilité de

_/‘Jf)lﬂ;_’:{), .- f"’J") :

est une condition suffisante pour intégrabilité de g(x).

Si_f(x)satisfait a une condition de Lipschitz, les proprié¢iés corres-
pondantes de g(x) ont été considérées par nombie de chercheurs (7% ).

I’existence de I'intégrale

ol o L-_ w:’[t,/; 20y S I»;a'ullllll.
7 J, 2

pour presque toutes les valears de ., dans le cas général, semble
avoir ¢1é établie pour la premicre fois par M. Privaloff (**). mais la
premiére démonstration qu’il soit aisé de consuller a été donnée par
M. Plessner (**). La démonstration de M. Plessner est indirecte
et dépend de la théorie des fonctions amalytiques. Plus tard,
M. Besicowitch a donné une démonstration basée seulement sur la
théorie des ensembles de points (*%).

Dans la ligne des séries trigonométriquis conjugudes, unc intéres-

ya

A1
lozn

7y Exemple : ziay- - - Cf. anssi Trronmaxsen, 6.

-

%) Kowwocoroer, ). Vour dautres demonstrations du  théoreme e
M. holmozoroff, -f. Lixtiewoon. 36 1lagoy, 17, 165 Tivcassnsn. 66.

(%) Lesis, 38: cf. anssi Besicowircs, 2: Tivensanss. 67.

(**) Rugsz, 37, 38: +f. aussi Hanpy et Liztiewoop. 22.

(*') Zyeucso. 79, 80.

(*2) Tircnxnansu, 66. 68, 69.

() PrivsLosr, 34: Yorse, 76: Haroy et Lirtiewoon. 19.

(%) Privawore. 33: «f. Kotsocozorr. 30.

t:7) Pressses, tl.

(*) Besscowiren. 3.
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sante théorie d’intégrales trigonométriques conjuguées

P xa

j V(1) coswt Wy sinat ) di,

/ . Wy cosil — @) sinat ! dl
a ¢i¢ développée par M. Titchmarsh qui a aussi considéré la réci-
procité fonctionnelle du type des corrélations de Hilbert (*7).

1. 50. La premiére discussion serrée du probléme dela convergence
de la série conjuguée est due a M. Pringsheim. Il montre (**) que lu
scrie conjuguée concerge en un point x el y a pour valeur

- Y . 1
(10013 — [ AR F R A PR S RRUT Y N7/
v J, : K

poureu que celle expression ail un sens precis el, de plus, pourvu que l'on
it

. . PE G = [ 1)
(1.2) dim / , ! 7 '/‘ : Seosnldt = o.

"oz,

Son criterium de convergence est 'absolue convergence de I'inté-
grale (1.501) et cette condition d’absolue convergence rend le théo-
r¢me de M. Pringsheim vraiment trop restrictif.

Une théorie plus parfaite de la convergence et de la sommabilité
des séries fut donnée par M. Young en deux Mémoires (**). Il prouve
que si l'intégrale (1.501) existe. au moins comme une intégrale non
absolument concergente, la série conjuguée converge en x et a pour
valeur celle de cette intégrale, pourcu que

) [ir)
soil une fonction a variation bornée dans (— =, =) (**) ou

(i) —f w0 — flw—1)dt

14
U]

(**) Tircusarsy, 65.

(**) Pringsueiw, 48, 8-.

() Youoxe, 75, 10: f. aussi 73.
>y Yorsa. 13, 361.
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soit une fonction a variation bornée (*'), cc (ui est un théoréme
correspondant a celui de M. de la Vallée Poussin (**) pour les séries
de Fourier. Le théoréme de M. Young pour la sommabilité (€, 1) de
la série conjuguée cst le suivant : si lintégrale (1.501) existe, au
moins comme intégrale non absolument convergente, la série conjuguce
est sommable (C, 1), pourcu que lon ait

(iii) f S -0y Jea by == oy ),

Ceci est I'analogue du criterium de M. l.ebesgue pour la sommabi-
lité (C, 1) de la série de Fourier (#*).

1. 51. Nous voyons ainsi qu’cn remplacant la condition d’absolue
convergence de M. P’ringsheim relativement 4

-

-

25

i) == L Sl =ty — [tu 1), can’;I///

par la condition de sa non absolue convergence, M. Young a oblenu
un théoréme plus précis pour la convergence et la sommabilité (C, 1)
de la série. Mais nous pouvons alors poser la question suivante : Que
peut-on dire touchant la convergence et la sommabilité de la série
conjuguéc en un point x ou l'intégrale g(x) n'existe pas, pas méme
comme une intégrale non absolument convergente ainsi qu’il était
supposé par M. Young? La réponse a ccite question est le point de
départ de notre présent travail.

Dans le Chapitre 11, je traite de la convergence (ui sera trés utile
dans la discussion subséquente touchant de plushauts degrés de somma-
bilité. A la place de g(x), j’utilise la fonction moins restrictive (**)

. . . L
(1.212) Gle)= -,‘—__f W(1)coséc* -l
1=, ‘,'.

Yocne, 75, 368.
De LA Varee Poussis. 3, el anssi 6, 1]q.

)
*)
*2) Yorse. 70, 271.
)
)

1
2
') Lesescus, 32, 275.

Comnme il sera monire dans les lemmes | ¢t 2, Pexistence de Vinté-
grale g(.cj inclut nécessairement celle de G(.r) mais non vice versa.

(33

(

(7
(:
‘-.
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!
Yy =[flx+1)— [(x—1): '!'(I).—:.f Y(u)du.
o
et je prouve que le théoréme fondamental de M. Pringsheim men-
tionné au début du paragraphe 1. 50 demeure vrai si nous y rempla-
cons g(x) par G(x). J’obtiens alors un théoréme pour la convergence,
a savoir «ue st Uintégrale (5.5 12) existe au moins comme intégrale non
absolument convergente, la série conjuguée converge et a pourvaleur G (x)

poursi que
4
Lry= %f fict)ds,

1
f Ity di=0(1).

il résulte du travail de M. Plessner que g(x) existe comme inté-
grale convergente presque purtout et aussi que la série conjuguée est
sommable (C, 1) presque partout. Mais j’ai construit un exemple (*%)
montrant (ue I'existence de g(x) comme intégrale non abhsolument
convergente en un point, bien que suffisante par elle-méme pour
assurer la sommabilité d’Abel, n’est pas une condition suffisante pour
la sommabilité (C, 1) de la série en ce point.

oIl

1. 52. Dans un Mémoire (*7), si: rattachant a leurs recherches sur
les séries de Fourier (**), MM. Hardy et Littlewood prouvent que
dans I'ensemble L. (**) la série conjuguée est soit sommable par un
procédé de Cesaro d’ordre positif quelconque, soit impossible a
sommer par (nelque procédé de Cesaro que ce soit (**). Ceci joint

(**) B. N. Prasap, . Des détails seront publiés sous peu.
(7y Haroy et LizrLewoon, 2G: «f. aussi Zycuusp, 82.

(*') Hagrpy et Lirrigwoono, 8.

(#*) L'ensemble des points oit  f(x) —c est la dérivée de son intézrale,
quel que s0it -, estappelé I'ensemble de M. Lebesgue ou ensemble L. L'ensemble
complémentaire de I'ensemble L a pour mesure zéro.

(**) M. lzews a publié une Note ( Tohokou Math. Jour., 31, 1929, 109-113)
dans laquelle il prétend avoir zénéralisé quelques-uns des résultats de MM. Hardy,
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aux résultats de M. Plessner montre que la série conjuguée est som-
mable (C, 2), pour toute valeur positive de 2, presque partout (*'). lls
prouvent, de plus, que la" condition nécessaire et suffisante pour
gu’en un point z la série conjuguée soit sommable (C, «) pour un o >0,
est que

Lf;t{ﬁf"(laz..'[\:;,.-gi{ip:/,e.r(lc/// f(L-L ’)_M/'(’__”u‘m_‘,”
2 E| :‘:.: o 2/)-71 'Y

" "

tende vers une limite pour une certaine valeur de p. Il manquait & ce
théoréme une précision, a savoir d’établir une relation entre z et p, et
ceci a éé fait par M. Paley (') dont les résultats servent de trés bons
théorémes d’existence. Ce (u'il reste i faire, maintenant, pour com-
pléter cette théorie est de considérer formellement le cas ou Pinté-
grale g(x) diverge proprement: dans ce but, j'ai prouvé (**) que si
g(x) dlvorge el tend vers + = ou vers — =, la limite d’Ahel divergera
elle aussi en tendant de méme vers + = ou — =.

Dans le Chapitre 1V, j'obtiens des théorémes pour la sommabi-
lité (C, r) de la série conjnguée. Si

’ /
. o di, dt, [’ : t/l,_‘ o
7t wj.: sin/, .[ sinl, , f sinl, . .. wliry .

'/",//)_‘J YOrydt == m (1),

13

'.'a(l) = fla ) — flar— 1)

o

di, ("t “ 11, !
wpll) = f ’ / e f Lty dl,.
o /1 o /., / )

" n ey,

je prouve que si I'intégrale

” L
’ '//[(/) "0‘(’,‘('2;///

-
Ll

Littlewood et Plessner. Mais aucun des théorémes de M. Izumi n’est correct. Pour
nn travail de type différent relatif a la série conjuguée, cf. Griusuaw, 13.

(') Voir le premier paragraphe du paragraphe 1. 6. Le méme résultat a été
démontré indépendamment par M. Zygmund, presrue en méme temps, 82,

(**) Pacev. 39.

(**) B. N. Prasap. %5, 46.
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existe, au moins comme intégralc non absolument convergente, la
série conjuguée sera sommable (C., r) et aura pour somme G,_,(z),

pourvu que
fim g " (L) cosnl At — ¢
—_— el — 0,
"> " ’ ,

ot 0 <2< = De ceci, je déduis plusieurs criteriums pour la somma-
bilité (C, ) en un point. Par exemple, la série conjuguée sera som-
mable (C, 7) en un point et aura pour somme G, ., (), si

-~

(i) f "'"'/(_l)‘ dr
o |

existe, ou si

.. ‘s /
(ir) / —”—i—l "t

est i variation hornée, ou si I'on a

.. d (1
(7if) [ .—'—}—-—"f//::l)(l) (rzu),

n

lorscque ¢ tend vers zéro. Ll y a une symétrie remarnable en tout cela
et la forme pratique de la fonction conjnguée correspondante est mise
en évidence a chaque pas.

En particulier, si nous faisons r =1, il en résulte trois critéres pour
la sommabilité (C, 1) qui seront valides tous, méme si g(r) n’existe
pas.

1. 6. Jai prouvé (**) que si f(¢) est borné, la série conjuguée est
sommable (C, 2) pour chaque valeur de 2 > o, et a pour somme g(z)
en chaque point x, pourvu que I'intégrale

(1. 61) '(1)_——-[ '/I)fnl—rll

"/ "

converge en ce point. \IM. Hardy et Littlewood (**) ont montré que

(**) B. N. Pgasasp, 59.
(**) Haroy et LirrLewoon, 26, 279 : <f. leur autre Note, 25.
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cela est aussi une condition nécessaire. En combinant quelques résul-
tats connus de M. Plessner et de MM. Hardy et Littlewood, on pent

établir gi’au point x oi
L
f [b(1)yldt =o(1)

(c’est-a-dire presque partout), la condition nécessaire et suffisante pour
. R . .

que la série conjuguée soit sommable (G, 3) pour tout o> o0, est que

Dintégrale (1.61) conserge.

D’un théoréme de M. Paley (**), il suit que la série conjuguée es!
sommable (C, 2) pour tout ¢ >1, si Uintégrale (1.61) existe. Dans le
Chapitre T, je montre (ue méme si U'intégrale (1.67) n'existe pas,

mais si l'intégrale
. !
/_‘_./ l| (1) cosee? = !
‘7: i K

existe, la série est sommable (C, 2) pour tout 2 > 1, pourvu (ue

Wity=0(t)
gy
[

£
N(r. ) .-:2 (D, Ccoswe - a, sinn ey

|

ou que

il =o(l).

1. 7. Si

el
cz=aresin(1--- ),

Fatou a prouvé que pour la sommation de Poisson de la série conju-
gudeona (*7)

(1.71) lim [\ (r.rj - ——'—f ".f;(l)vul i(llJ o,
7>\ 2 J, 2

pourvu que /() soit une fonction hornée et continue. M. Lichtens-

(*%) Pacey 42 (théoréme 2 pour 2 == 4).
(*7) Farou. 8. 360.
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tein (**) a montré que (1.71) demeure exact méme si z est un point
de conlinuité de f(¢), mais f(¢) n’étant pas nécessairement hornée.
Plus tard, M. Plessner (**) a démontré (ue (1.71) est encore vraie
pourvu que
N
fim £ / Yirydt =o,

/20 o

¢ . . . ’ s . ’ 7 2
Dgns le paragraphe 2. 3, je prouve un théoréme plus général, a
savoir que I’on a

; T .
lim I Vir oy —- —,~' [ W1y coséec? —/ll] o,
i ‘9

o 13-

pou rvi (IIJC

ATY /
lim L / -lg I = o.
] /o /

ce qui inclat comme cas particulicr tous les théorémes précédents de
MM Fatou, Lichtenstein et Plessner que nous venons de mentionner
plus haut. '

1. 8. Jai essayé de donner une bibliographie assez compléte de la
littérature relative aux séries conjuguées et a la fonction conjugucée.

Qu’il me soit permis de remercier ici M. A. Denjoy qui a bicn
voulu s’intéresser & mon travail avec une bienveillance dont je lui suis
profondéiment reconnaissant.

Je voudrais aussi exprimer mes remerciements @ mon ami,
M. Ch. Racine qui m’a affectueusement apporié unc aide considé-
rable pour la rédaction francaise de ce travail.

(**) Licurexsreis, 34, 27,
(*?) Pressxen. 81, 5: théoreme I,

Journ, de Math., tome X1, — Fase. [, 56", 22
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CHAPITRE 1T,

CONVERGENCE ET SOMMATION DE POISSON.

2. 1. — Convergence.

2. 10. Dans ce qui va suivre nous considérerons des séries conju-
guées de séries de Lehesgue-IFourier, el nous nous servirons des nota-

tions suivantes :
Yty=/[(r -ty - [Cr—1)

W
|l'|’/;>_-./ Yluydu.

I.es lemmes suivanls sonl nécessaires.
Lewve L. — Quand Uintégrale

Ry
(2. 101) 7—'(//

extsle, lu condition nécessaire et suffisante pour que I'intégrale

iy /
(2. 107) j 'J—(l——)///

(s

cxiste est que la limite de s lorsque ¢ tend vers séro, soil aussi séro.

Si 2 > o, nous obtenons. en intégrant par parties,

;'" ’./|' WA U -
(2. 103) f i‘l_[_)d/:/' l,("/),” . [(\0) . | fc)’
vz /z - 3

Y]

ce qui montre avec évidence que la condition cst suffisante. Que la

condition soit nécessaire, cela résulte du fait que lorsque (2.102) et
. . W« . . . . .

(2.7101) extistent, lim ——t(‘——) tend vers une limite qui, d’aprés (2.103),
. >0 . . . -

est nécessairement o, sinon (2. 101) n’existerait pas (°°).

(*") Ceci résulte aussi d’un théoréme de Thomae; c¢f. THonse, 63. Ce critére
de Thomae a été généralisé par moi dans le lemme 7, § 4. 2.
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Lesve . — Quand Uintégrale (2. 102) existe, Lintégrale (2.101)
existe aussi necessairement,

Par hypothése

.ll'
j i(ier/:l/(l),

w(t) étant nul et continu pour t=o0. Or

I" /
'l"(/)r_—_/' i(l—,)'”/’:,”(l)mf w(l)di.

Ju "
D’oit I'on tirc
lim Ll 220
Lo
En vertu de (2.103) on prouve alors le lemme.
Par suite des deux lemmes précédents, il est évident que la conver-
gence de intégrale

, i /
(2. 10%) wlr)y== ;—_f L(t)eol - ol
B ) ‘)
inclut nécessairement celle de 'intégrale

. . Y S L
{(2.10D) G(ur) = 7——/ U'(1)cosée? =1,
A%, R

mais la réciproque n’est pas vraie. Nous pouvons maintenant prouver
le théoréme fondamental suivant dont nous nous servirons fréquem-
ment comme d’un lemme dans la discussion qui va suivre (*').

Tukoreme [ — S Uintégrale (2. 105) existe, la série conjuguce con-
cergera et aura pour valeur G(2) pourcu que

L
Iiln/ —'JT)f:nsnlrll
h » 7

/

(') Les résultats de cette section ont été annoncés dans les Comples rendus.
Cf. B. N. Prasio, 52, %3. lls étaient inclus aussi dans une dissertation non
imprimée que jai éerite & I'Université de Liverpool.
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S . LI AT . . .
$01t 3éro, 0l p = ——— = am+1<n, m élant un cntier positif quel-
conque ct indépendant de n. '

Considérons en effet la n'*" somme partielle de la série conjuguée.
Nous avons

hi=n
S, = E (b cosmax — a,, sinm.r)

m=1
-1

. .z —x
= © SN (z-w)sm—(-————~)

" 9 9
J(=z) P 2.
Y7 sin :

‘2

11 -

b

Lon -t .ol
= St {sin —
1 | ; . 2 2
= - f ,'/‘(:L'-b-l)-—-f(.’l;—/)‘ ; dt
T sin —

A

1 " / i K .
= — Yryeot = (1~ cosnt)di - -,——f L(r)sinntdi.
2T 2 2T,

1}
Le dernier terme de la ligne ci-dessus devenant o(1) lorsque n aug-
mente indéfiniment, d’aprés le théoréme de Riemann-Lebesgue (*%),
nous obtenons

g P [ / e /
S, == — [ Lid)cot -t -i- —/ L(fyeot= (. — cosnlyddl
2T ’ 2 2w ! 2
v "
t T', / )
{2.106) R — Lol = cosnl dt - aly)
AT ' *
J,

B PRGN P PRI AR

En intégrant maintenant par parties, il vient

‘ 'y G Lo,
[, = i—l 'l'(/)('(}l-—l -+ 7——] W (7)cosér —dl

0T o), AT ®

-3 A
ou

(2. 107 I = Lowppeml 2 ':‘['(l coséer L dlr
(2. 107) P= //)(u-: —:-'7‘—1: ) co: ~Adl.

27 v. irJ, )

(**) RigwaNN, 35, 255 ; Lesescee, 33, 1774
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Or

- / I S A S
‘~|: Wiryeot - (1 —cu.wll./)-l - —'—-j ‘[(l);ll—t-:cul—)(l —!:cyslt/);//l.
EVH 24 AT " 4 2

o ZZ

Le terme entre crochets devient

- ,
2y ot L.
i Fp)eo m

Or
Y4 . .
I . l \ / ]
— Wity—"col=(1—cosnd) I
i’,ﬂ;[ ()///'“’ @ PRIy
i / 4 /
= — W(1)coséet =l < — Y (1) cosée? —cosnt df
%), 2 1L, 2
o /
= / Wieryeot—n ~ivi el ol
EETRE I PEaT I
Or

A
! . L. .
S 7—j (1) cosie? Ssin/nsinnl dl.
N » 2

I.a variation totale de sinnt entre o et £ est

4
n f Seosndidl < nl.
Doncsinnt=1",(ty—P.,(0), P,(t) et P,(¢) étant non décroissants ct
. . 9 X

Pi(ry < ni. Ly <t

ct nsine. P, (¢) el n.sint. P,(¢) étant croissants, positifs et plus petits
o , ‘amy - e \?
((ue n*¢ et par consequent que (—— '.'.) .

D’ou

Lo - .

~ —n'-’p'zf W' (z) coséc?
9

’
N

HA\

r)

-

A

dt (o

SN

-
1

=o(r) (pour n infini).

D’une maniére semblable, en exprimant cosnt, dans (o, p) comme
la différence de deux fonctions monotones, on peut montrer que
J.=o(1).
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\insi nous avons
. o 14 I r oL
(2. 108) b= —W(p)cot L 4 a W (rycoséet=dl i o(1).
25 2 )/, R
Et encore

I ]
l;.":.'. -T:f ':J( /) col -‘-)' cosnl ([‘
% e /’ Ed
Rz (1 ' " / @
—‘JT-! cosnl dt - — fa(/)(ﬂ»t- — 7) cosnldi,
v ‘2

.
o 2,

. / 2 , .o,
Puisque (cot;— — 7) est borné et intégrable dans (o, ), la seconde

intégrale de la ligne ci-dessus devient o(1). Par conséquent,
Y

(2. 10myy l';-::—-/‘ -‘—,——)cu~/1/1/1 ol

De(2.106), (2.107) et (2. 100), nous obtenons alors I'égalité

) . = / v OPEL
{ S, — — Witycoseer—dl — - — / ——cosnl dl . 1.
\j £ ';T‘/” (1) cosec 14, z i cosnl ¢ o1

=,
d’oi1 notre théoréeme découle.
2. 11. Pour les applications du théoréme I, il est utile de procéder

a la remarque suivante. D’aprés 1'équation (A), si a tout nombre
positif z correspond un entier particulier /v tel que pour

1
y=({m -]
p=(m 25

' 7 /
e
T )/ —‘JT-('m/zl//I

/l

on ail

LS.

" » 7

on ¢n conclut
s, = Gl.e).

D’odi résulte, en méme temps, que

AEAT

) / : ; )('u,snllll .0

n,-/‘,/,‘
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P = <m -~ )

Tukorise . — St lintégrale (2. 105 ) existe, la série conjuguée con-
verge et a pourvaleur G (x) pourcu que

o,
quel que soit 7/, si

/
(2,011 "L(I):;-[vh(t)dl.
on
(2,112) le(ty dt =00(1).

Par application du théoréme de Riecmann-Lebesgue, nous avons

Iy .o
f -—T—ctn,-ulr//:uu; tnanling ),

-

of /;<3< =. Or

' /
/';(/;"”” ll_fl ‘l)——//,,‘/)f//

o1l
nl
qull) __—-f Pl
R 73f (1)‘”///, (// : )
4
Done
g0l -—'—-°
’ o nt*

Soil, en vertu de la condition (2. 112), dans un voisinage de t=o0

4

%-/ ity dit<<h,

"

ol K est une constante. Pour les valeurs de » suffisamment grandes,
on a aussi

i <k

Or, faisons correspondre & un nombre : positif et arbitrairement petit
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un entier m suffisamment grand et tel que

ok

. |
m - - %
‘2

v

NN (0

Nous avons

-~ -

‘s

f',ﬂ( cosut l/:(/J(l)r/,,(l)|-[/¢(I)r/,,(/)///.
/)

14
Or .
L2t gl ) == 0905 quld) = py(pygalp)
_ayylpyt 2 .
s "(” ) l)__ )
(] o= 1.
De plus

‘l;j/l(l’;
f /l(/)//,,(/)(// / T//
‘ \ ' .
/t(t) dt] - C— fecty ot -t
J s '”ld‘/u ' ' \
On a alors

- , .y
I , o h +h ¢z oz
Z2 by oS 2 -2 22
ntt J, ~no WL P B ¥ 2

g

o~
-
N

Or

g By ok 2 9z
j [ hiry: r/I ////-—/ I—/—/ni,_~_l__<_r
., l nl ”no D

n 17 - i
o r " '1"-):
2

’

Ainsi, aux conditions données (2.111) et (2.112), il vient

S

et le théoréme est démontré.

{
) cosnldl|< ¢
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2. 2. — Sommation de Poisson.

173

Pour la sommation de Poisson de la série conjuguée, je vais
prouver un théoréme trés général qui inclut comme cas particulier
les théorémes corrcspondants de MM. Fatou (**), Lichtenstein (**)

et Plessner (*%).

Toeoreme 111, — 57

*

V(o 9 :Z (b, cosny —o,sinn9)arn,

n=I

o olx s, tlvient

o>
on
e == arc sin(1 — ).
pourvu que
I yge
. I
fime — Et‘—’-’-dl =0

I "

Nous avons, en cffet,

. i 1
lim [\ (z,9)— 7':[ 'l(_t)cosec’;
3. ).

le —=o0.

a sint
et dt

V(. 0)y= :f :'f(.]:—-vly—jf.f:——-l):'

bo "

I : wsinl
-~ iy i _dt
=J, 1 —2.2Co8l — x*

I

— ax cosl — x*

' " t (1 —uy
—_— LiLyeot - -
awJ. 2 [ — 2, Cco8l + x*°
v [T /
(220 - — L) eot —dt
2%, ! 2
= l,-—— l._._vr- l;.

(**) Farowu, 8, 360.
(**) Licarssstein, 3%, 27.
(*>) Pressxam, 41, théoréme 1.

Journ de Math., tome XI. — Fasc. 11 1432,

23
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Posons

A= o . 2 ] AT /
=t1—2LC08L - 2= (1 — £ ) - Jrsn‘-
‘2

U |
/m_f -J_’—'rll

Intégrons par partics, nous obtenons

et

p . ,E
(W1

(- 0 ' voslly g7y — 207
l,:::'l(s;c'uli ‘ [ War ,-:!- ! 1.
7’ n

P 2= 2 aCO08E - 4t ot 3

Pour 0217z, 'expression

Ccosl(.c -~ oy~ 24t

A!

sl posilive et, puisque la dérivée esl négalive, I'expression est une
fonction monotone, positive, non croissante de ¢ pour o7 (7 z. Appli-
quant le second théoréme de 1 movenne, il vient

:l' /'.I.”)(:oslt./; ey 'e.l:’I”

lv"“ A:

V. — gt — oyt Wy .
P ) v/ ton” 27 &)
- (f— ) A / -

. ' . i'l 1) P -
I = ————— 1t (o 7‘/:)
T—uxp= ) ~t-=

=o().
puisque
7Ly = oil).

lorsque ¢ tend vers zéro, par hypothése. D’oir

P PR
17 $inc =
| PN z K]
b L) I ==%Wiz)eot= - i)
7 28— 2T (COSE — X7

Or, en intégrant par parties, on obtient

(2.23) bo=— ——'l(c)mt

z E— )
2§ — ’ﬁ“’sz—q—.ﬂ’

"‘f U ¥ l)j”c‘li"-:"”:ll.
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De plus

2Ty ng La—zrl,
'4ﬁ.£ l(t)’”‘wl 3 5/

A

Iyl PR S P R T &
- 25 |/‘“)'trltl"m25f]g

( : [ " IS d ml{)
t —x)? . 4.8 2
- — ‘[ /'“)/,It/trll -3 t.

Il peut étre montré aisément que le terme entre crochets est o(1)
quand ¢ tend vers zéro. (Quant au second terme

\ ot
(e e

Y= 7['7!._:2 s

A A

col - riyl —
_-_(l—-—.l,‘):l(l " H—J:FF a5 —j ;
T am dt\ A 27 de\ A /T

Pour 717~ nous avons

. /

25t cot —

jo (—rpt v (- -0)L rntets

A = A: '
17 osSInE —

Y A L L
(48— x99 cos—~ (13— 2 cos~ 5 (V= ) cos -
. 2 2 - ‘8
o [ T Y A
. . . . .. "
1o sin® — R s1n ~
2

2

WX B
2

) Ty
Qudnd_;;:t; o

o, ‘ l

, /[ (J).“—,"

T\ 3"

est horn¢, quelle que soil la valeur de .
Or
J— 't x)? P t ('z.rcust.l 8.? sin’t)
: 27 2 Az

) ., L 2 sint A
cosec ; A’ —- 0 " d A



176 B. N. PRASAD.

Si nous nous rappelons que, pour les valeurs de ¢ contenues dans
I'intervalle (o, ;), nous avons

.
:
(I
.
Al
LY
.
L)

LIRS

: s 5 << E
il peut étre montré que, pour z <1< 5!

L

. Yt m . (1t—x)cos—
(lm.;,';-l,‘”ll 2.0 051 cot t Szl _ D - 2,
—_— el - ———— — -_-—_— T = T —
27 AR Y T 2 A 4= a6 t !

x $in —
2

L
. . (1 2)* cos~
(—x)p , .l axsint 7 2
— [ cus5eC ~ - e ’
2T 2 AN =8 I |
2 SIn% ~
el
(1 —x)*cos -
(1—xjp . L 1 ™ 2
L ) peol = - .
27 2 . L.~ 98 ..
sin - 3 Z sin® —
2 2

D’oi, pourz 7 -

(]
.23~ -
=46 .t
xX SN -
2
PPour ; Tt
’ )
& “”l’—’
de: A

est borné. Par conséquent pour : 17 %,

(1 — ) cos -
2
z———-—p

:"l’*"’:jé

-

R 4
a2 sin? —
2

Pour = Z¢Z =,
2 = —_—

'J'_._J='<[‘-‘l_l.:ﬂ:,

29

ou k£ est une constante.
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Divisant, maintenant, I'intervalle (z, =) en trois parties

] [} -~
% g T [
(e, a'), (a", "-) et = 7:),

nous avons

4
EELY T JEL iy |

2T Lt dtf dt\ A
L
4 (1 — )% cos ~

<?_’7fav‘7a“)‘ 2dt
), 1 b P

4 sin® —
! 2

= 4
2 COS —~ -
LYY P 2 et > — )2 “le
+u:.(l x)f yALZ) 2 dl__(l r) /._f }A”)!(/l
x e, . 27 Joot ]
& 4 sin® ~ z
2 2
9 (' I')' 2z COS T(l oy pog_
= \lf L2 z \rf %t~ (1)
: osin?— ;5 sin® —
— .;1:(1--—.1;;—“l . ' _,_31:(1—.7;)-“: I I PP
S . , € 5 J 7
sin® - e -
2 - sin*— sin? —
9 2

=aol1)y~of(1)y+~o(1)=o(r).

lorsque x tend vers 1, ot M, et M, sont les maximade 'y, (¢) '

1 ] )
dans ( g, 2% et (s 7') respectivement. Par suite, de (2.23) nous tirons

| g f—a)® )
(2.29%) |,:——-—'}(2)cnl-c- ( ) - = 0f1).
2 27 90— 2.0 eosi < a7t
Or
. o, = ! - ..t
(4.45) L=— —W(z)cot ~ +~ — W (L) cosie®~dl.
27 2 ar < ]

Par conséquent, de (2.21), (2.22), (2.24) et (2.25), nous déduisons

VN, 9)——-,I—[__f"lf'(t)coséc’-;dt

. L&

B V.o 8in? - .

0. g 2 (1—.r)*
= — Wizcol - == — 1 ] t-aly==ol1).

a5 201 —2rcos: — 1§ — 9oz — 12
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puisque le termc cntre crochets est identiquement nul. Ceci compleéte
la démonstration du théoréme.

CHAPITRE 1.

soxyasiLite. (C, 2).

3. 1. Quand I'intégrale

1 " L
5.0 alry—= — Sllyeot =t
ar), 2

existe, ce qui est, d'ailleurs, équivalent 4 P'existence de l'intégrale

. " .l
(3.1 (s(r)= ,—l-f (1) coséc? - dt
AT ] *

avec la condition W (t)=o(t), nous savons, d’aprés M. Paley (*°),
que la série conjuguée est sommable (C, 2) pour tout 2 > 1.
Nous allons prouver le théoréme suivant, plus général :

Tacoreme IN. — En tous les points x ot existe Uentégrale (3.12) au
moins comune une intégrale concergeant non absolument, la série conju-
guée est sommable (C, 2) et a pour somme G (.r) pour tout 2 > 1, pourcu que
2 C,2)etap 3(r)p o > 1, pourv qu

Wirty=0i1,

o, .
f Iq’i“i(ﬂ:u(/p.

Puisque f(.r) est associée a la séric de Fourier (1. 11), nous avons

ou que

1 " . .
;gj(:::—;—- ty—fle—1t); ~ Z(L,,,cosm,z'—-a,,, sipmax ) sinmi

=t

= 2 B,. sin mt.

m=1

(*¢) Parey, 39 (théoreme 2 ot 2 —=1).
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Au licu d'employer les moyennes d¢ Cesaro, nous nous servirons
des moyennes équivalentes de Riesz (*”). Ainsi donc, posant

7 v 2
'.,; . m"’ i
Y,y T ;I - - Y100
sy A
(3]

-
Voom

nous avons 4 montrer que si () exisie et sil'une ou 'autre des
conditions du théoréme est satisfaite, on a

B2 .Gl

quand o tend vers l'infini pour tout 2> 1.

3. 2. Soite,(¢) une fonction définie comme il suit :

oo Iz
N2 "Tpnip I
l |
Tp mnip s oap =) (phy TN

(3.900) e, (t)=

oit pZo; les propriétés de cette fonction ont été étudiées par
M. Young (**). Quelgues-unes des principales propriétés de ¢,(1)
sont :

ro(l)y=rcosl: e Ly =sin/.
d . ' , [ —
/‘,,(l):':”lr:,,-,(l). e hvdl =, (1),
w

i
f el ) (1 -1y at (oo =4

opogle)y= o
[

(q)

-t o
(3.9 cylu)= r":"/ " )j (1 costu)(s-— 1y dl ER/8r
3.93 . = “ - ( (0 <
(3.43) ) g )= Ty -1 ==t () 0<q).

e (u)y=0(u") (oSg<ay.
e (u)=0(u?) (¢g>2).

Pour 0<g< 2 et pour toutes les valeurs de u telles que #20, ¢,(u)
est borné. :

(*7) Rimsz, 36; Hossoy, 27, go-g8.
(*®) Youxe, 78.
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Pour ¢ >1, u¢,(u) est 4 variation bornée dans (o, ).

3. 3. Nous aurons besoin des lemmes suivants :

Lemwe 3. — La fonction
w=1-% ¢, au),

oii ¢ > 0, est une fonction a variation bornée dans (v, «) et elle tend
vers z¢éro lorsque u tend vers Uinfini (**).

Lexme 4. — La fonction u-*c;(u), oit 2> 0, est a variation bornée
dans tout intervalle fini.

LeMMe 5. — Si ¢ > 2,
o cy(ysinztdt = - I (s—x)7-* T INAAE
= T allg —1) ’ e
0
=0 st

De (3.22), nous tirons pour ¢ > 2

) O .
(3.31) f ﬁ:f',,(l)slnxt(lt

PRI 1
:l'(r/l ,‘)j sml.z.td/f (1 —cosul)(1-—u)yr*du.

0 "

Puisque (1 — 1)~ est intégrable dans (o, 1) et que
t='sinxl(1—cosul)

est une fonction hornée de t et « dans un rectangle (o, 0; A, 1), dont
I'intégrale par rapport 4 ¢ dans l'intervalle (0, A) converge cn restant
bornéc et a pour valeur limite

“sinxzt(t— cosul
f ( ’ )(/I.
0

t

nous pouvons changer I'ordre des intégrations dans (3.31) (°*). Ainsi

(*) Pour la démonstration des lemmes 3,%, 5, ¢f. B. N. Prasap, 4%. En raison
de I'importance intrinséque du lemme 3, j'indique la démonstration.
(“) Youwe, 78, 165; lemme.
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il vient
f 1'/[ ey (L) sinet di

' RIS —
o= -:-—-1—— (v — )y (lllj sinri((— cosnt) dl
g —1J, .. t

1
| T . .
——— (v — )~ du AN
Flg—n2y2J, =

=0 siar2i,
= il (§ — ) siozl
—allyg —) *) o=
el ) Si .l,'/_l

Lemue 6. — S7

dl

(3.34) )y,

T

T
lim f ,
20T >z z

Uintégrale (3. 12) est aussi convergente comme une intégrale de Cauchy
et les dewx intégrales sont égales.

est convergente dans le sens

[.a fonction Y'(%) est paire et périodique. Or (*')

f Ht)ll—-'f,lhl)/z
2 t:
2kt 7
f L‘”/t-%— Z/‘ ‘P(l)
2k

k—1.7
_1 W) ‘l(l)
Zf A Zf Tkt

(*') La démonstration est dans le genre de la preuve du résultat classique

2 7Lt . 7 ¢
— f—(—)dt:—j‘ L(t)ecob—dlt.
S / 2J, “

i

Cf. laroy et LirtLewoop, 20, 221.
Journ. de Math., «ome XI. — Fasc. 11, 1¢432. 24
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N/ . »
Y signifiant
o -1 ko
lim (2 -»}-2 >
howan
ek ! .
Or, la série converge absolument et a pour limite

d ol l I D osie t I
— —-—— =)= ¢ e e -
t o o 1 ’ 9

z W . 7
f —ll/(_zl—)’/’: %f‘_'l"(l)(f()ﬁ("(ﬂzélll

“u

A\ g
._'.f .]_‘_"Q.,//:.,_'_f 'I'(t)('us('(:i-t(//.
K [ I* i " *

3. 4. Puisque (we)y "% ¢, ;(w 1), en vertu du lemme 3, est & varia-
tion bornée dans tout l'intervalle (0, ) et tend vers zéro lorsque ¢ tend
vers I'infini, nous pouvons écrire (**)

Par suite.

on

Y ‘ P ,
—;/. (l)= " Yoy gty [l 1) — [(a— 1)} dt

—-—2 I.,,,f (mLy=*%e, s(ot)sinmldl,

m==1

Posant V(¢) = f(x+t)— f(x— 1), et changeant w¢ en ¢, nous ote-
nons, en vertu du lemme 5,

. [+ X
(3.51) ' ”f "( )t"‘“ Coun(L)dt = .le,,,( )

T l+6 e 1 ¥t
(3,42) ( )f g’{a( )t ' a(’»-sa(l) m 7 ;(1/

...23,,.(1——-) f ) g,

nw

(¢*) Hanoy, 16, 167.
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olt 2> 0. Posant 2 =117, ol } > o, il reste & montrer pour établir
le théoréme que

I[,’('I)'
(3.4%) f )I““’u (£) — o 20 e
DR ' -, T - s

(2t 1) L

tend vers zéro quand o tend vers I'infini. Puisque

(-

SR L P

~— .-'f‘(l)-
(3.43)devient

1/[
rr _ (e '
A0 o n)f (m (m) ey () dt

L]
",‘I .-t—.
|()—z../” o

f ) “( 1
l("l'f‘) 'n /"
- r(‘.z-'- n) [” l(f.)) ] I‘(o-&— n)f (o))

[4(5)r e
t . . .
w250 (] — I s N
()] = [T () )

v

o

Puisque

el

en reportant ces valeurs dans (3.44), on obtient

(3.49) 'T-—l—.—‘[i)‘}(l>‘l——l(»+r,)l - ")'r,.,o,,(l);l

l(",—t—'{,) [/ \O RIT

_kf‘ ,,, ny({'_’) (”(["”'l . ,(1))111

[

Nous rappelant la définition de c,(¢) comme elle a é1é donnée dans
(3.21) et que, pour des valeurs suffisamment grandes de ¢, on a

e T(t)_O(t“_,)a

il peut étre aisément prouvé que le terme entre crochets dans I'égalité -
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ci-dessus est o(1) lorsque « tend vers linfini. Afin donc d’achever la
démonstration du théor¢me, il nous faut montrer que le terme sous le
signe somme dans (3.45) est o(1) lorsque « tend vers Uinfini.

o. 5. Letermeintégral dans (3.45) est équivalent i

"), V)
N /,)f ey (1) dl -s—f y—" [~%a (L) dl

/‘3

(3.51) =1, -

Puisque dans (o, =), 1—''"*¢c,,,(¢) est nne fonction & variation bornée
et intégrable et qu’elle tend vers zéro lorsque 7 tend vers Vinfini,

écrivons
P~ () =Py —O(1),

ot (), Q(2) sont chacune des fonctions positives, monotones et non
croissantes. Soit A un nombre tel que I'on puisse lui faire corres-
pondre un nombre : arbitrairement petit et positif, de telle sorte que
chacune des fonctions P (¢) et Q(¢) soit moindre que z pour toutes les
valeurs de t contenues dans l'intervalle (A, ). Divisons 'intervalle
(0, 2¢) en trois parties (0, A), (A, w*) et (w?, ) el considérons J,
séparément en chacun de ces intervalles partiels.
A Taide du second théoréme de la moyenne, nous avons

A " ( a0 'F (—,—>
1) s)
[ [’(I)([I——P(ﬂ)‘/ —/—2——l//i":.l"ﬂ)ﬂ(l}:l)‘l)

(0ZZ7\).

puisque I'intégrale (3. 12) existe. Pareillement, on peut montrer que

/
A ‘l((—))
f ,,,_.._FL._Q( 1)ydt—=o(1).

En conséquence

1Y (L) dE = oy,

L]
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Toujours par le second théorécme de la moyenne, on a

dr<<z0(1)

) IE

9 ) .l‘(‘;{-> LM ‘l'(%)
f — 2 pnydi=r(N) | —L
A
(\gzZom),

la méme chose étant vraie pour I'intégrale correspondante avec Q(2).

De la, on tire
S
m: M .l’ (")
/1] i
— e (U dl = 0.

Or

"(3)

1) - 4

- A “ \ . Y ,

(3.07) ——7':‘——"—'1"“’“'"('1,41.(‘)6[[ ::.f —l(z—)-('n/)"“"l ey (mit)dt,
s)

L0 &

Puisque, par hypothése, I'intégrale (3.32) est convergente et que
(wst)1"" ¢, ,(mt) est avariation bornéc et tend vers zéro lorsque ¢ tend
vers I'infini, I'intégrale

W ,
f '—,—(;‘) (ol )= "W ey () dl
) ,

est convergente par suite du critérium de Dirichlet (**). Par consé-
quent (3.52) est égal & o(1) lorsque « tend vers I'infini et par suite
J, est aussi égal a o(1) lorsque » tend vers l'infini.

3. 6. Pour étudier I'intégrale J, divisons l'intervalle (o, x) en
trois parties (o, 1), (1, ©) et (0, =). Dans (0, 1), en vertu du lemme 4,
t~"c,(¢) est a variation bornée et comme pour le cas de J,, pour I'inter-
valle (O, A), on peut montrer que

: 11'(,—’))
|imfm l:'——l""u.a,‘(l)/./l:u.
(1]

ny -, z

(“*) Browwics, 4, 177,
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Or, dans (», =), nous avons

“t oL Lt “ dt , .
L _['ll(z,)"""”ﬁf;;/' m:/.,u(l):u[l).

-

quand o tend vers I'infini, / étant une constante. Finalement, il nous
faut considérer

(5.61)

g
wn Y (-) P
¥ L% vl = " (:}{r SN, (s )ds
—_l’_—- -lv'l’)( bl —'—::— "3 ) /,-,‘( o) ds
i |

e

1 .
4 . 1Yz
(5.62) /lﬁfn"’tf -—‘—'-){: 14z,
1

(3}

|

“

oit B est une constante. Supposons maintenant que

< /-

(3.63) , Z;;,:f I_‘_f;’
" v

quénd s tend vers zéro. Intégrant par parties, (3.62) devient

ds = ol ).

o

!
(3.6%) Bo—a|ylzyz-1=n] - Bw % - 1,)/‘ =%yl z)yds,
3 '

oy

"

En vertu de (3.63), le terme entre crochets dans I'expression ci-dessus
est égal a o(1) lorsque w tend vers l'infini. Si nous faisons corres-
pondre a un nombre positif z, arbitrairement petit, un nombre 5 tel
que 7(5)|<zs pour 0Xt<s, et si nous divisons ensuite I'intervalle

~, 1) en deux parties, (-, 7) et (7, 1), il peut étre aisément montré
& parties, , 1), il p
que le terme sous le signe somme dans (3.64) est égal 4 o(1) lorsque &»
tend vers I'infini. Ainsi, sous la condition (3.63), le théoréme est
démontré.
o. 7. Supposons maintenant que
Wiz)=0(z).

On peut alors montrer, de la méme maniére que pour I'étude de J,
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dans l'intervalle (O, A ), que

A
AW (1 )
fim — 27

g3
M sy /

= () dt =0

et encore (jue

*% ey ] " s /// .
'/\ 7"(.:»)7:7‘/'7‘(”"”;(“/: m:(,.n(l):;n(l),

00 C est une constante et A un nombre suftisamment grand.
Ainsi le théoréme est complétement démontré.

CHAPITRE 1V.

sowmasiLite (G, r).

%. 1. Je vais, dans ce chapitre, prouver des théorécmes trés géné-
raux tonchant lasommabilité (C, r) de la série conjuguée cn un point
ou r peut étre un entier positif quelconque. L’analyse qui suit nous
permet non seulement d’affirmer la sommabilité de la série d’une
maniérc facile, mais encore elle nous donne la fonction conjuguée
correspondante qui en est la somme, d’une fagon pratique. Du théo-
réeme général, nous déduirons des théorémes particuliers concernant la
sommabilité (C, 1) qui s’appliqueront méme dans le cas ou I'intégrale

’ ) g 4
(h.11) ,:.r(.z.):;::f 5:/([)(30'-;//[
e P g

4
n’existe pas.

Nous nous servirons des notations suivantes ol nous supposerons
(jue

) oz Lt
sint sim¢ ’ sine’
w(l) (L) m, (L)
_— = ’y ==

. i ;
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sont absolument intégrables :

o
Z.(l):.‘j Y1ydl =m (1),

o

...................

..................

. ' i !
G (z)= tf sl ) cosée® — i,
47/, 2

Nous allons prouver le théoréme suivant :

Tacoreme V. — Si lintégrale

. s - Lot
(1.12) G, ()= — 7.3 (1) €cosée® = dt
A5, 2
existe,lu série conjuguée sera sommable (U, r) et aura pour somme G....,(.r)

pou""u (/ue .
. " () (/ Qs 1l
I3 prtl)conn dr-_ o,
) / L

“wops

oo s .

A. 2. Nous établissons maintenant un ensemble de lemmes dont
nous nous servirons dans la suite.

Lewme 7. — St f(x) est intégrable dans (o, x), on a, lorsque x tend
vers 3cro,

l"(.l:)::f j(l)l/l::u(.’l:;‘),

[ Lia
“ l‘

olt 5> 0, pourvu que

existe.
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Un cas particulier de ce lemme, lorsque 2= 1, a été prouvé par
Thomae (**).
Soit

o(.z)_q)(e):['f-f;_’m.

Nous avons alors par intégration par parties

I * | . (¢
if ‘f(t)mz.-z_’:,[ ta.lla)dl

:tb(w)———d’(e)i::; —;'zf’aﬁ—upu)dz.
13

Nous servant du premier théoréme de la moyenne, il vient

f [y dt=®(z)— B(c )? — @) lzf”a‘a"‘”

-~
o
~

(h

=®(z)—P(c )-—-—d’( )+®(z) =

ou %

-2<.x. Faisons tendre z vers zéro,
;;f f(t)dt=®(z)—®(z) (0Li,22).
[

Puisque lim®(x) = o, on a aussi lim®(&,) = o..Par conséquent

el &0

f’F(x)dx
o xr

! i i - »
fF(t)(z—;—-M)dlzp(t').

Ceci est évident a cause du lemme 7.

Lemye 8. — S0

existe, on «a

Lemue 9. — v,(2) et w,(2) existent ou non simultanément et s'ils

(°*) THomak, 63. Cf. aussi G. Prasap, 47.
Journ. de Math., tome XI. — Fase. II, 1932. 25
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existent on a
Yrlly=1m,(L) -+~ o(L* .

1° L(¢) étant intégrable

!

Z.(t)::‘/ Llydt =m,(1)

D)

existent et sont infiniment petits avec /.

1
2" f '/“,—(—Q//l ::f ’”'(” 7/
: sint : sln(
m (1) ! (l oY
__.[ L 1/ "[ l)l(') 't' - :in—,')(ll.

Quand z tend vers zéro, le dernier terme tend vers une limite qui est

o

['n‘(l) )d/ =o(L*).

L]

Donc, en faisant tendre = vers zéro, 7.,(2) et @,(?) existenl ou non en
méme temps et, s’ils existent,

all) ==, (L) — o(1*).

Puisqu’ils existent, 7.,(¢) et ®,(¢) sont infiniment petits avec /.
/ Y-
30 [‘/*‘ it = [ 2l »-f 22D 4y
. <int J. Sint . sint
m, (L) " 1 Yoie)
=f == - - = L (1)t - - /.
f U f (2 m./)"' ydt ’/ sint

Faisons tendre = vers zéro, les deux derniéres intégrales tendent cha-
cune vers une limite. Donc 7,(2) el w,(¢) existent ou non simultané-
ment. Supposons qu'ils existent. Faisons tendre = vers zéro; alors les
deux derniéres intégrales sont o(*). Donc

S ll)y = L)+~ 0(1?),
et ainsi indéfiniment.
Supposons établi que siz,(2), 75(¢), ..., /- (t) existent :

¢ Il en est de méme de w,(¢), wa(¢), ..., », ,(£) et réciproquement.
2° 7{(t) = w;(t)+ o(¢?) pour i=1,2....,r—1; on en conclut
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(que /,(t) et m,(r) existent ou non simultanément et (ue

() =m ) —oll?),

Lewse 0. — S ¢, tend vers zéro lorsque n tend vers Cinfini, i cn est
dv méme dr

(’est 1a un résultat bien connu.

4. 3. Ftant donné la compléte équivalence des procédés de Cesaro
et de Holder (%), nous nous servirons dans ce qui suit du procédé de
sommation de Halder.

Icrivant s, , pour la 2= somme particlle de 1a série conjuguéc cor-
respondant a (), nous obtenons, par suite du paragraphe 2. 10,

n—s . nl

oo st [ stn —
' 2 2
Sop e — j ':,II) 7 dt
e ~im—
2
an —3
\ = Cirs — — Crs —/
' ] 2]
(.51 S — Loty t
27 w” R 4
~Im -
2

Désignant maintenant par s.', la 7~ somme partielle de Cesaro de la
série conjugnée, nous avons

; s, Suz oo Suu
5., = .
A . - -
s Silh / p D 2 --- 8
ST e— f z " eCos— — ‘c'us—,t—-—co»—t—é—...~--¢?¢)s I‘ i
¥ o1 2 ! 2 2 o) \
'y ~ff —
2
1 g 1 i “smmin — 1)L
(3.32) -z ; f L1y 200 1) e — — i) L dr.
pea, . ] .
" -0 - ~in —
2 2

-

-

(**) Cf. Kxore, 28, 29: Scaxex, 60; Forv. 12: 1. Scuts, 61: lisax. |

-

add .

4
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Intégrant par parties, il vient

PRASAD.

" L sinfn -9yt ”
Sl = T sutl) - (".e(n ~-1)cos - — ) '
e sin ~ ) vin < ‘
, 2
1 \ o / ~m(n - ‘
—_—— 2 1) €OS - —-
\7n ! )/I ) 2
" f <N -; ~|n - ‘
Le terme intégré étant nul, nous avons
/
.7 1S — - .
o ' ( - e S TN T
Shy= = —_— Ny~ -
- XA 740 l reess .
st~ ~in -
2 | 2
I ""y,l/n 7 B 'y ST YN/ Y &
—— b — 08 ~
Amn .ot reoss . !
LT I | ~in -
) 2
"l-:;:;) —-——ll"'lau
Puiscue
€©COs —
2 ! 1 ' in /
0 = = =i -
| sinl ., ~in/ ’
rsin?— sin —
nous avons
i ! Fylly 8 "',“l . L smon gt I
== = 2 - oy — — sl
! Amn sinl . 1 e .
“ Sin - ~10 -
2 L TR
_ ¥ e
;—’—- ‘{":i-’—, .-iu£ AN/ aro~i _unlm i) 70
\ T <in 2 2 . !
~in -
2
(5.3 3, —J..
Or
I, iy dt - ‘7"“1114// Lt
. — ‘ — = P /
: Amn /' YA sin/ ¢

Il~—l

d=n

Zi(1)ydt —~o(1),

dlt,

ot

it
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puisque nous supposons (**) que % i), /".”’ etc. sont absolument inté-

sint sin!
grables. Or
w07
4.36 J, = — s ) dt
( ) : .’|7:uf 28
f L 2(n —~ 1)cos(n --1)¢
. /,( )4 2072 v 1) COS(N "o
ymn ], sind ‘4 .t
sin —
9
ql - l
= COST— i - 1)
' 7l 4
i /",‘ ! r.
iz ), simd .
sin? —
‘3
La derniére intégrale écrite ci-dessus est
' Tl sin(n -4yt .
,— L IR = gy ain,
ymn g, sl P
~1n- :

Par suile. les égalités (4.33). (4.34), (4.35) et (4.36) nous dennent

1 Tl [ 2(n +1 s( 1 -3
PR e ] VAL 21— 1) cos( LYy
1=neJ, ~in/ ‘2 .t
sy~
2
) Tty sinin - a0yl
w 7 / 1) ) dt--- o)
sz sndt | :
=1 -
“
! Z ol {
- = A 2n = 1)cos—dt
(I sl . [/ 2
S -
. 2
. a4 sinom -yl ///-
17 sin/ . / . !
“ s — sin -
“ 0
' Tty i
e o et e alt — 1 Je0s — il
N S T114 ; L “
i ~in -
ra_ ' ""/',11) T L B
(4.33) ’IT”./,‘ Sy T 1jcos :)‘u»(n =1t ~-olr).
‘ ~in -~

. - satl YL
(*) 1l faut remarquer «ue si %(/) est intézrable, Z'T-' ou L"—nt! n’est pas tou-

jours nécessairement intégrable.
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La premiére expression entre crochets, ci-dessus, est la méme que J
tandis que ’autre terme entre crochets cst

aln -1y Tyl) 0§ U t /
-’——i;——) L ) COS - - 0% =COS( /L -~ 1) ~ | 1
(¥t sinf , (Ll 2 2 2
i LY
2
. / w1,
. COs — — COS
s 2 AL, i 2 i
T ., sint L
sin '—;
o L
= 05— — €O
LI (/L M Io(+
T oanw J, sind L ‘ )

‘4

an—v) 701y .
.’._,_.___..’ /'f—-sxn(/z )l
e J, =l ’

o / YRS ll
= Qs — -— COs
AT — ! y,l(t) A K = ;
{9.5%) = iz f e — Al --o(8) o).
“ s~ -
2

Ainside (4.37) et de (4.38), nous tirons finalement

4 g T { sinln -0yt
sob= = Y1y — 2 - 1)eos- — LA Loy DY
’ (et ' . s .|
“ sin - ~In -
“ I
2 AU L sin(m —-10)t°
= 7 4] 201 - 1) cos -~ — NALNRLLEN I
(kg7 ~nd . ! R i
i ~ T
21 2 ]
2H -
- ¥ (On— — COs i
P [} '/Il ) 2 D) )
(4.3 — — <L dt — o).
V25 o ~in/ L )
¢ sin —
2

. e . . . L. .2 .
(") Celte mlegmle peut etre mlerprclec comme ”n ), o 5,(.r) est Ia

n™ sgmme particlle de la série conjuguée correspondant a la fonction absolu-

. .. 7,0t
ment intégrable /T‘m—t!’ et. en vertu du lemme 10.
. g,
lim 2225 —
"% ”n
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/A. 1. Servons-nous maintenant des notations suivantes :

4 20 ¥
COs—~ — O3 —_

] £ L. 2 2
Sun :——f Lit) - de,
27, T
2

Sy =
. / c 2n -+
™ COS = —
! YA 2 I
Sy = (//"
2%,), sl .
Sy~
AN 1
. (1 ('Oij — COS
1 y 2 A
Spon=— — /’N-’ ) fr,
2% ), sl A/
s —
o

et désignons par s, la n somme partielle de Cesiiro, d’ordre r,
relative a la série conjuguée dont la n'" somme partielle ordinaire
est s, ,. Avec ces notations 'égalité (4.9 ) devient

[ANEA N el .
( 1-11) Son =284~ 8.0 + “(')-

Nous avons donc

(4-12) Sin=28"— s/7" +o(1).
Or si lim s/ existe, lim 257, existera aussi et, en conséquence,
/e n>z

lim 5., existera et sera égale a celle de s,". Maintenant, continuant
n>z

I'analyse du paragraphe 4.3, il peut étre montré (ue

s =ost, — . o),
D’od
sht =as/Tt — s ko),
Par suite, si lim 5% existe, lim 5/, existera aussi et les deux limites
ny> = ny =z

seront les mémes. En raisonnant de cette maniére nous arrivons a la
conclusion que

(1.1%) lims),=lims/;"' =.. . =lims,}, ,=lims,,.

">z ">z "o [
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Ainsi la série conjuguée sera sommable (C, r) si

. L dN -
. %, ”) (‘OS; e % 1)) > /
Ry N i ‘ S
-11) 27/, sinil .t !
’ sify —
2

a une limite lorsque » tend vers |'infini el la somme de la série sera
¢gale a cette limite. Iimployant maintenant le théoréme 1, nous
savons que si I'intégrale

. e ot
G, (r)y= ,—-f '/,.,,(I;tfnse("j(ll
A ” ‘ ‘2

existe, (4.43) aura une limite, pourvu que

f‘ (L) cosnl At

sint L

tende vers zéro lorsque n tend vers Iinfini, ot 0<{ 2 < =, clest-a-
dire, en vertu du lemme 9, si

. . P L) cosnl
{(3.12) Fien f :’-l—) ; dl = o,

" o>

ce qui prouve le théoréme V.

4. 5. Maintenant, afin de déduire des criti-res particuliers pour la
sommabilité (C, ) de la série conjuguée, il faut tronver des condi-
lions convenables grice auxquelles (4.44) soit nul. Pour cela,
employant le théoréme de Riemann-Lebesgue, le théoréme de
M. Young cité dans le paragraphe 4.50 au n° (i) et le théoréme
du paragraphe 2. | I, nous obtenons le théoréme suivant (%) :

Tatorime VI. — Si Uintégrale

, B L
Groy(ry= ,Lf Yr -y (1) coséc? - dt
inJ, 2

(**) Pour quelques critéres. l'existence de G, _ (.c) et de 5,.(.r) ont Ja méme
signification.
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existe, la série conjuguée sera sommable (C., r) et aura pour somme
(v, ., (x), pourvu que

»,. (1
(i) / I"/( )‘

existe, ou que

!
.o | * ’ﬂ,»(/)
- L
(ir) ; { ; i

soit une fonction i variation bornée, ou que

“I'm (1)
(7ir) [ l'—’;-'l—'——lzltr_f()(l; (r>2).
s |

4. 6. A cause de la particuliére importance de la sommabilité
(C, 1) nous donnons le théoréme qui lui correspond avec quelques
remarques.

Tueorkme N A, — S¢ Uiniégrale
. 1 g . .,
G (ry= ;:f 7a(1) cosée? = dt
14 » 2

existe, la série conjuguce sera sommable (C, 1) et aura pour somme
G. () pourcu que

S,
() ~—/—;~vus nt dt == o,

o1t W(t) est la primitive de 4(2).

On peat déduire de ceci, lorsque G.,(xr)ou G, () existe, les critéres
snivants de sommabilité (C, 1) :

a. Iintégrale
g
(4.61) f | Lfﬂi d
exisle,

Exemple : Soit
at zg 4 t - ‘
s, n l——~’—l2 Ty

7"

Vi) =
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Ue ¢t t
pour — <t<— - - alors que pour toute autre valeur de ¢, on a
W(ry=o.

Dans ce cas $(1) = W"(¢) cst intégrable et ainsi

/
'F(l):f Yluyedn.
’l“)l’”/“‘f //I l’

de telle sorte que 'intégrale (4.61) cxiste ct que par conséquent la

(. : o Wit
série conjuguée est sommable (C, 1). Mais puisque E—}—Z ne tend pas

De plus

/l

vers une limite définie lorsque ¢ tend vers zéro, en vertu du lemme 1,

I'intégrale .
”
‘/..‘ : il") &

n’existe pas et, par suite, dans ce cas, l'intégrale

. L
(r)--)—‘_—_— '.L(l)cr»l;//l

n’existe pas.

b. La fonction

/ o/
i[’—i’- YLyt

L n"

est a vartation bornée.

c. Ona

f!'{a(l)E(//:ﬂ(z),

Ceci inclut le eriterium (i) de M. Young pour la sommabilité (C, 1)
comme il a été indiqué au paragraphe 1. 50 (**).

(*?) Dans le cas (), il y aura aussi sommabilité (C, d) pour ut 5 positif.
Cf. Hlarpy et LitrLewoon, 23, 259 (ii). Cf. aussi Sarcent, 59.
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A. 7. Quand I'intégrale G,., () existe, nous avons montré dans le
théoréme V qu’une condition suffisante pour la sommabilité (C, r) est

que
s “t, cosnl
) T—'—(-f-) -’—'—L-//t::u.
5, il L

" » %

On peut montrer que cette condition est nicessaire el suffisante
presque partout dans l'intervalle. (’est ainsi que nous tirons
de (1.42)
S=280,— 87V 4 0(r)
=alas),— sl )— (a8 — /7% )+ olr)

=2%s,0,— 2287 4 8077 +o(s),
Iin procédant de cette facon de proche en proche, il vient

(A A e r-h, e
(3.=1) Sun = U8yl (S ey 8,

A=) 8, — () 8,0l

ol a,_,, Uiy o oy @y sont des constantes qui sont des puissances de 2
Par suite, si lims,, existe, la limite de chacun des termes précé-

rn
n-y» s

dant 5./, dans le membre de droite existera aussi. Fn conséquence, on

/;()
sint

est sommable (C, 1), la condition nécessaire ct suffisante pour «ue la
série conjuguée soit sommable (C, r) est que la série conjuguée cor-

peut dire cque, en un point ol la série conjuguée correspondant 4 %—-

respondant i ‘ / ’( ) - converge en ce poinl. Considérant donc la condi-

tion de sommabxhlc (C, 1), on pent établir le théoréme suivant :

Tutontne VII. — SiU'intégrale G, ., (x ) existe, en un point oi

f]"”"’!(/z 001
! I’-————-""' '”)//l
1) T

Journ. de Math., tome X1, — Fasc. ¥1, 1932. 26

ou hien ot
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est ( variation bornée (c'est-a-dire presque partout), la condition néces-
saire et suffisante pour que la série conjugucée soit sommable (C, r) est
que

D)
limf-(:)-'-'l(—t-)ﬁgﬁf(/t::u,

"-» s
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