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POLYNOMES ORTHOGONAUX RELATIFS A UN SEGMENT FINI. 2ig 

Sur les polynômes orthogonaux relatifs à un segment fini; 

PAR SERGE BERNSTEIN. 

(SECONDE PARTIE.) 

CHAPITRE III. 

POLYNOMES DE JACOIU. 

i. Nous passerons à présent à l'étude du cas où le poids trigonomé-
trique l(x) peut devenir nul ou infini sur le segment (— ι, -|- i). 

Nous nous bornerons toutefois à l'hypothèse que t(x) peut cire mis 
sous la forme 

(117) t(w) = t
0
(x) | x — b\ ... \œ — b

k
 |3* 

où ..., bk sont des points quelconques en nombre fini de segment 
considéré, 0,.. ., ολ sont réels, et t

a
 (x) satisfait à la condition 

(10 bis) λ < t0{x) < L 

et est intégrable au sens de liiemann. 
Nous montrerons d'abord que, sous ces conditions, les formules du 

Chapitre I subsistent encore et l'on a (' ) 

(46 bis) L„(v/'T*))~ R/Kv'^))™ M 

(*) Voir la première parlie de ce Mémoire, Journal de Mathématiques, 
1930, p. 141 · La seconde de ces formules (46 bis) se trouve chez M. G. SZEGÔ, 

Entwickelung nach Polynomen eines Octogonal systems (Mathem. Annal en, 
Bd 82, p. 199). 

Jour η. de Math., tome X. — Fasc. Ill, 19 >1. 2Ç) 



220 SERGE BERNSTEIN. 

OÙ 

(48 bis) i r ' ‘ ¡og/í.vi tix rj_x 

Il suffit évidemment d'examiner le cas où k—\. Supposons en pre-
mier lieu queo, est un entier pair o, == ip ('). Considérons, pour fixer 
les idées, L

n
(\J t(x)). En vertu de (46) et (f\Hfris) qui sont appli-

cables, comme nous l'avons vu, lorsque l(x) ne s'annule pas sur 
(—1,-4-1), on a 

Ln (Vln(,e) | (x b)2 4-32|p) ~ b + ei + V(b + ei)2 — 1|p Ln (Vto(x))) 

= (1 + x)p Ln (Vtnrx)) 

ou α tend vers zéro avec ε. Mais d'autre part, si t(x) = /„ (χ) (χ — b)-'% 
on a 

L/j(^//
0
(χ) [ (*£' ^)*+ ε* ]/') > L«(V l (χ) ) f- C/ ù» f x^ ~j, L/(\ (*''J ) » 

donc 
Ln (Vt(x))~ ;^C'(v M·'")), 

ce qui prouve l'exactitude de(46), lorsque o, =ipest un nombre pair. 
Remarquons que si/>était un entier négatif, les formules (46) seraient 

une conséquence immédiate du fait que les polynômes orthogonaux de 
degré τι relatifs au poids trigonométrique t(x), ainsi que les poly-
nômes d'écart minimum correspondants seraient identiques à ceux de 
degré η +/>, respectivement, relatifs à t

0
 (χ) multipliés par (χ — by 

de sorte qu'on aurait identiquement dans ce cas 

Mv'W*)) — Ci+-/Xv ù» (χ)\ ",r (\ ι(·*')') — "Λ»·/Χ\ '«(·'■))· 

Les formules (46bis) étant établies ainsi pour le cas ou 0, est un 
nombre pair positif ou négatif, considérons le cas général, où 0, est 
un nombre réel quelconque 

■2ρ < Ô, < '2ρ H- 2. 

Soit, pour fixer les idées, O<0,<2. 

(l) S. BEHRSTEIN, Leçons sur les propriétés estrémales, etc., p. 18. 
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Introduisons deux fonctions t, (x) et t2(x) intégrables au sens de 
Riemann, telles que, ε étant un nombre positif très petit, on ait 

/, (a:) = tAx) = tlx) (pour Ι χ — />, i > t) 
et 

tx(x) = (x — Orf-l^x) (pour \ x- ù, | <e), 
t.,(x) z=z tn(x). 

Les formules (46) et (48 bis) sont, d'après ce qui précède, appli-
cables à t

t
 (x) et l.j (χ) ; ainsi, à cause de 

ts{x)it(x)^l,(.v), 
on a 

(119) (1 — Zn)2 1 S -1 Loghxydx < Ln(Vt(x)) < (1+Xn)2 1 S-1 Loghxydx, 

où a„^>o tend vers zéro avec1/n. 

Donc, ε étant assez petit, pour que l'on ait 

u 1 lo«t ( J:) dx C^] Io<'lt(X) rix I ! 

, V > -! J-\ \ » “! , V > -! J-\ \ » “! 
+1 logt (x) +1 logt (x) 

| s-1 Vi — x2 dx — s-1 V1 — x2 dx | < xn, 

on pourra choisir η assez grand pour avoir 

(119) (1 — Zn)2 1 S -1 Loghxydx < Ln(Vt(x)) < (1+Xn)2 1 S-1 Loghxydx; 

ceci prouve l'exactitude de notre affirmation, le même raisonnement 
étant applicable à H,f [y/*(#)]. 

Ainsi actuellement on a aussi 

(4« *«) M,Π *(·<·) l~ ^ 141'Ml 

et l'égalité asymptotique ( i3) de l'Introduction 

R(1) R (l+1) 
(13) ||/|t(x)|~ L/|t(x) 

R(t+1) 

s'étend par des considérations identiques. 
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2. L'extension des expressions asymptoliques des polynômes 
orthogonaux eux-mêmes est plus délicate, et en particulier, la for-
mule fondamentale 

(ifi) H
/4

(,r) ~ ̂
Έ
^

ι:)
 00»(/10 -1- ψ), 

OÙ 

07)r'V. n,log/is) -Ï y i - - zz 

cesse, en général, d'être valable sur tout le segment(— τ, 4- ι )('). Ceci 
a pour conséquence que le polynome orthogonal H

/;
 (#), en général, 

ne fournira plus asyrnptotiquerneril l'écart minimum du produit 
P«(x)s/t(x), où Ρ,,Ο) est un polynome arbitraire de degré η possé-
dant le même terme de degré supérieur que li„(.r), et par conséquent 
une étude supplémentaire est nécessaire pour résoudre le problème 
fondamental de la détermination du maximum de W

n
(x)\U(;v) sur le 

segment (—1,4-1). 
Dans ce qui suit nous nous occuperons uniquement du cas où l(x) ne 

peut devenir nul ou infini, qu'aux extrémités zb 1 du segment. Nous 
serons amenés ainsi, pour faire une étude complète de ce cas, de 
faire le même usage des polynômes généraux de Jacobi, relatifs au 
poids trigonométrique 

( I 20 ) l ( X ) = ( I — X y-ί ( I -i- X )-''y 

que celui que nous avons fait dans la première partie des polynômes de 
Tchebichef. Nous devons donc commencer par une étude préliminaire 
des polynômes de Jacobi, au sujet desquels le problème fondamental 
que nous venons de signaler n'a également pas encore été résolu. Si 

(') Je voudrais observer en passant que l*e\.pression de log/(.x) en fonction 
de ψ(#) que j'ai indiquée à l'endroit cité (p. i"3) peut èlre simplifiée : on a 

10 log /(.r)= -f c|> (x) \/1 — — 'b( z) \Ji — Z- (lz r* __ . //#V cX 

pourvu que ψ(./·) satisfasse à la condition (i«S) et que l'on ail ψ(± ι) ~o. 
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nous désignons par q(oc) le poids ordinaire, on aura 

(25 bis) q(x) = V1 — x2 

et par conséquent, lorsque ι {x) est représenté par (120), on a 

( 19.1 ) q (./:) = ( 1 — ./;)*( 1 4- x)?, 

oû 

(199) — ap,~~. 

On peut, évidemment, limiter l'étude au cas où α^> — ι, — ι, 
c'est-à-dire 

(123) q> — 1, q1> 3 1, 

car, si a=—2.? + a,, où j est un entier positif et —i<^a,<i, les 
polynômes orthogonaux de degré η, correspondant aux paramètres α 
et |3, seronl identiques aux produits des polynômes orthogonaux de 
degré η — .y, correspondant aux paramètres a, et ,3, par (i—x)'. La 
même relation existera naturellement entre les polynômes d'écart 
minimum correspondants. 

Conformément au dernier paragraphe du Chapitre II de la pre-
mière Partie, l'expression asymptotique (16) ne pourrait être un 

polynorne (') que, lorsque p = ο ou ^ et ρ
(
 = ο ou ^D'après la 

remarque qui vient d'être faite, les cas, où p = —c, =— k1, 

k et k
x
 étant des entiers positifs, s'y ramènent.^ On vérifie directe-

ment que les polynômes normés de Jacobi correspondant alors aux 

paramètres α = =ρ β = =ρ d'après (122), se réduisent, respecti-

(1 ) Voir aussi ma Λ oie Sur une classe de polynômes d'écart minimum 
(Comptes rendus, t. 190. p. 937), et l'article Sur une classe de polynômes 
orthogonaux (Communications de la Société mathématique de Kharkow, 
t. V, 1930). 
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vement, à 

(l) cos /z#, 

cos(n+1) O 

(II) V1 cos(n+1) O, 

sin(n+1) O 

(III) V1 sin(n+1) O, 

(IV) V1 cos(n+1) O, 

Cependant, même dans ces cas simples [sauf le premier, où 
l (.r) = i] la formule (i(i), avec la valeur (17) pour ψ, n'est pas exacte 
sur tout le segment (—1,4-1). En effet, soit par exemple, t(x)= 1 -Kr, 
où nous avons 

cos (n+1) O 

Rn(x) = ; 

donc la valeur exacte de ψ doit être ψ = - , et cette valeur ne peut cer-

tainement pas être donnée par (17) qui jouit de la propriété de s'an-
nuler aux deux extrémités. D'ailleurs, un calcul facile donne actuelle-
ment 

\o%l (x) — Jog( I -+- COS0)— — log? -f" 9. j^COS# — ^ COS?.# . . . | 

de sorte que, d'après (17), on aurait 

Q = sinO 3 1 sin2O+..., 

θ qui n'est égale à - que pour χ — 1 ; mais pour x = — 1, on a ψ = ο et 

la convergence est manifestement non uniforme dans le voisinage de ce 
point. La même circonstance se présente dans le cas général des poly-
nômes de Jacobi. 
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5. Les polynômes classiques de Jacobi P'"· '*'(#) qui sont orthogonaux 
relativement au poids (121) ne sont pas normés; ainsi, en désignant 
par R^f' (x) les polynômes normés correspondants, on a 

( 126) ii'x·(.r) —k/^'tl 01 ^ y' r* "** 'î P «.?» (
ιΤ

\
# 

De même, si ·3' (χ) représente le polynome orthogonal de degré η 
ayant son terme de degré supérieur égal à x'1, on a 

(127) n
i

?.
(
x
)
=

(
-

IJ
- ̂ ±£±? + !ΐ

(

,_,)_,(
Ι + ίΓ

)_, 

X Τικ* ^ ' ~~ ,7;)α+Λ (1 X)^n\ 

On vérifie directement que 

(138) II,;' | C1 -.r)?(i-t-j?)P,J 

—J l (·/;) Ρ(1 ~~ &)$dx 

, ,„45,., Β+, Γ(//.+ ^ + ,3 -Ι-Ι)Γ(Λ + Ι)Γ(« +y.-f-Ι)Γ(Λ + ^ +Ι) 

OU 

(19.2) ρ- ρ)==-μ + 7; 

donc, d'accord avec la seconde des formules (46 his\ 

(Ii?9) H« [0 — .^)P(i -f-.r)P. | 

15/X/ 7‘jpa+**?(n 9L)***(n -4- fi)n+r(n -h z~h fi)i',-**+?nn tt(‘jt/¿ + â + fi)**+*+?('2/i -h y. h fi)2/í4 ~ 2t/i+a^? 

/>4/ valeur L„[(i — λτ)^(ι + xfr\ est donnée asymptotiquement, diaprés 
ce qui précède, par la première des formules (46 fo>), 6/ il vient 

(130)2't+p+pt-1+x 2n&=12n+p. 

Nous allons démontrer que : /wnr 

(131 ) o< ° = P)=^ 
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le maximum de |(i — xf (ι + ατ)^ IV*'<{il (χ)| est asymptotiquement 
égal à (i3o); et, au contraire, dans le cas où les conditions (t3i) ne sont 

pas remplies, c'est-à-dire si Von a au moins une des inégalités | α | > ^ » 

| β > /e maximum considéré est supérieur à (i3o). 

A cet effet, posons 

3i3'-0 r) = (i - -r)P(n- ./•)?, !<*■>(.*). 

Dans le cas où aucune confusion ne sera possible, nous omettrons 
certains indices de (#), en écrivant /„,<>(#) lorsque ρ = , ou 
simplement f

n
(x) lorsque les paramètres ρ et p, resteront constants 

pendant tout le raisonnement. 
Cela étant, en posant a? = cosô, on vérifie, en tenant compte de 

l'équation différentielle connue (1 ), à laquelle satisfont les polynômes 
de Jacobi, que Ton a 

íi 33) f (r\-o ,/ijZ n Vi/"»f'.pI* '— 

où 

('· ») Ι,Α") — jr
(
 _ jA^n j0 pjS-f. (» -t- ,/r)p(| - Cip) + (l~ - '^p() 

Puisque λ* est asymptotique à ^ans loute région //are ne 

contenant pas les points =t i, l'intégrale générale de (i33) est asymp-
totique à A cos [(η H- ρ -f- ρ, ) 0 φ] dans tout intervalle donné i/ifé-
rieuraux segment (— ι, -H ι ), où A et ο sont deux constantes arbitraires. 

Ainsi, on aura sur (—ι -f- ε, ι — ε), quel que soit o<^ ε <]i, 

035) ~ Λ co*l -+- Ρ -+■ + ? J 

où la constante nous importe peu pour le moment (2). 

(') (i — x*) R;,(^)-ht3 —îz —(x+b+1)x]R'(x) 
-h tl ( Λ -j- CZ -f- (3 -f- I ) R„ (>3? ) — O. 

i*) La formule (135) est d'ailleurs la formule asymptotique classique des poly-
nômes de Jacobi pour antérieur du segment (— ι, H- i) et il est bien connu 
que φ = — ρπ. 
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Pour déterminer la constante A, il suffit d'observer que 

F = II,?{(,-.*)<■(, + .r,f.IL.-dI 

oii 0 tend vers zéro avec ε; donc, en vertu de (129) et (i35), on aura 

2 ^ 5î2,,'f *"♦" \> ' 
d'où 

(i36) ! Ai ~ ~ M -■*)*(* |-

Ainsi, d'après (i3o), la valeur asymptotique des maxima de 
| /,, ο ρ, (a?) | « l'intérieur du segment (— I, + 1) est égale à 

%,[{ i — .r)P(i -4- .rjP'j; 

mais nous devons encore examiner la valeur de ces maxima dans le 
voisinage des extrémités. 

Posons dans ce but 

(1 '*7 ) "η ( ■*■) — ί η ■+- 't'i [ 1 * 

Donc, en tenant compte de (i33), 

{t'W) rf'j - Λ/"( Ι) ~7FT * '^"770 ^ n dh L"/T~ I 

~~ " ',ir) ,î'j J ~ ,/'/ I s J ' 
d'où 

(,'M/,/s> -ir± = ·ί'ί\'!1ή;η\-

__ (% -χ f ρ, (ι -'ΛΡ,) (ι χ)-oil — 2 ρ ) {d/Jr)\ 

Par suite le signe de -γ- est le même que celui de f^· · 

En particulier, 11,
L
(x) [ainsi que λ ~

n
(x)\ sera constant, si Von a en 

même temps ç = oouc=-etp,=oou pt = ce sont les quatre cas 
signalés plus haut, où les polynômes normés de Jacohi se réduisent aux 
formes (124). 

Journ. de Math., tome X. — Fasc. III, ι<>3ι. 3o 
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En général, le numérateur de (i38 bis) s'annule pour 

x = [VP1(1 — 2p1) ± VP1(1 — 2p)]2; 

par conséquent, u
n
(x) atteindra un extremum à Γ intérieur du segment 

(— ι, ·+· i) dans le cas où Von a 
( » 39) pp,(l — 2 0)0 — 2 0,)>O, 

c'est-à-dire si Von a simultanément les deux inégalités (I3I) ou si 
aucune de ces inégalités n'est vérifiée; cet extremum sera donc atteint 
pour 

(140) xo = [VP1(1 — 2p1) ± VP(t — 2p) 

Sous Γ hypothèse (i3i), l'extrcmum sera un maximum. : la courbe 
monte ainsi depuis — 1 à x

0
 pour s'abaisser ensuite, lorsque χ varie de 

x0 — 1. 
Mais, d'après (137), les maxima de /J;(.r)sont égaux aux valeurs 

correspondantes de u
n
(x). Donc dans le cas 011 

ί 131 his) ο < ρ < --, ο < ρ, < -» 

le maximum absolu Μ„ de 

(|32 his) \f
n
(x)\ — (x-.r)ï(x +.*)'«. h'*.? (.r) 

sera atteint, soit pour x = x„, soit pour l'une au moins des deux 
racines successives de f'(x) = o entre lesquelles se trouver,,. En 
tenant compte de (i3(>), la valeur asymptotique de ce maximum 
absolu est 

(«i») M* ~ ~ M ( 1 — ■' )'< ( « ■+■ ' 1-

La première partie de notre proposition énoncée au début du para-
graphe est par conséquent démontrée. 

4. Dans le cas ou aucune des inégalités (I3I) ne se trouve remplie, 
l'extremum de u

n
 (x) est un minimum, de sorte que les maxima de 

(I32 bis) vont en augmentant depuis x
0
 vers les deux bords. Enfin dans 
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le cas οίι une seulement des inégalités (i'31) est remplie, par exemple, 
si 

o^p,<-, 0 > — t 

la courbe V = u„ (x) varie toujours d'une façon monotone, et il en est 
de même des maxima de (I32 bis) qui, pour l'exemple considéré, aug-
mentent de gauche à droite. 

Nous devons montrer qu'actuellement le maximum absolu M„ 
de (i Vîbis) qui est identique, par conséquent, à tun au moins des 
maxima les plus voisins des bords est même asymptotiquement 
supérieur à la valeur j A j = asymptotique aux maxima inté-
rieurs. 

Pour fixer les idées, supposons p> y Alors le dénominateur de 
t.~
n
(x) s'annule pour x

t
 voisin de —t— ι, mais nous n'avons pas à consi-

dérer le petit intervalle, où Ί?
η
(χ) serait négatif, car u„(x) étant né-

gatif dans cet intervalle [ puisque u
n
 (ι ) = ο ], f„ (χ ) ne peut pas y avoir 

d'extrernum et à fortiori ne peut pas s'y annuler. Donc pour η très 
grandrextremum α le plus approché de ι satisfait à l'inégalité asymp-
totique 

I 
sinO=V1 — a2> n+p+p1, 

oil 
6 ~ >.o( s? ρ - i) 

(cette inégalité est, évidemment exacte pour toute valeur de η lorsque 
,>s \ 
% = r» /· 

D'autre part, d'après la théorie des équations différentielles linéaires 
du second ordre, f

n
 (a? )=/„(cosO) admet nécessairement un extre-

inum dans un intervalle r. L, où L est la plus grande valeur de λ„ dans 
cet intervalle. Par conséquent, si nous posons, pour η très grand, 

O=n+p+p1 

il y aura un extremum a = cos0
o
, tel que 

(»40 ——^ * R~ ' ,· 
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En cherchant à minimer le second membre de (i40 on obtient 

ζ1 = ο (~oV ; donc 
1 2 2 1 2 1 3 

(142) b=n+p+p1 < Oo< n+p+p1 

Nous allons comparer le maximum M^>Ade|/„| dans cet inter-
valle avec les maxima intérieurs A. Dans ce but observons que, 
ο < coscos9,

;
 correspondant à deux extrema successifs M/. MA+, 

de f„(x\ on aura, d'après (i33) et (i37), en intégrant par parties 

Íi43)j xk-1 d9=j2d92n+k-1 un dn 

Par conséquent, en vertu de (138), on a 

7(,va) r‘ ,^(^)s^=/"iros?*‘-.)-/’icos?*) 

= u£
t
 "»-ΊΓ(1)' 

le nombre positif H étant compris entre la plus grande el la plus petite 
valeur de 

Άλ*(ί·Οϊ»ψ„) 
<l() 

/).£( COS Ψ,) ' 

db 
avec 

y/· = ψ<·= ?* —ι' ?/·i ψι - ?/· -ι· 

Donc les maxima successifs \IA^> M,satisfont à l'inégalité 

(143) M2 —M2-1>HM2-1logZn(COSQK-1)>HAzlogZN(Cosqk-1) 

On aura une limite inférieure de H en prenant pour ψ
0
 et ψ, les deux 

valeurs extrêmes de (i42)? ce qui donne pour η très grand 

. ο(π3Η-33) 

Ι^π3 -f- 3 τ.'Λ οΛ -τ- 3 os J 

Donc finalement, en faisant la somme des inégalités (i45), on a 
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l'inégalité 

(ι',6) Μ
5
>Λ

5
Γι +—__ log ( ι η ~ι)\ 

en prenant pour 0
o sa plus grande valeur (ι.\i). 

Remarque. — Les mêmes considérations ^en utilisant, en particulier, 

l'inégalité (i/|5) sous sa forme plus forte et en observant que 
λ

;<
/^ ^ hp-l· p

 a,lx

 Ρ°'
ηΐ8

 intérieurs^ permettraient d'augmenter un 

peu la limite inférieure de M, mais nous n'y insisterons pas. Observons 
seulement qu'il n'est pas exclu que la valeur 0„ fixée par les inéga-
lités ( i/|2) peut ne pas être la plus petite valeur de θ correspondant à 
un extremum. En tout cas, il y aura tout au plus un seul exlremum 
pour θ<0

ο
, car il est aisé de voir que f„(x)(et par conséquent le 

polynôme de Jacobi correspondant) ne peut pas avoir de racine 0<^b 
(zéro exclu, bien entendu^. Il suffit de vérifier que 

V ο -h (7ZQ)* ( I \ < 0-, 
2(ro)3 

quel que soit ο o, puisqu'un intervalle de grandeur * /, où /<^λ„ ne 

peut contenir à la fois une racine et un extremum. 
Par conséquent, si l'on désigne par cosy

0
 la racine la plus appro-

chée de +1 du polynome de Jacobi de paramètres 2 = 20 — - » 

3 = 20, — l-t où s > \, on a, pour η très grand, 

-U § aYJ/ = 4V_ ^ U +0-' A. < v < v~ -^- ° //i -T- Ç> 4- o, •" n -*- Çj + o, 

Puisqu'on a γ, γ„, si cos γ, = χ est la valeur la plus voisine de 1, 
où f„{x) atteint un extremum, on a 

IO(«'•*>ioJ/I -+- 0 -f- fj. <7.< /i 
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car dans un intervalle ^θ,, θ,-j-L*^ il doit y avoir une racine ou un 

extremum de /«(a?). 

«5. Dans le cas où aucune des inégalités (I3I) ri1a lieu, l'extremum 
M„ de/,, (x) au point (i/|o) donne, grâce au théorème généralisé de 
M. de la Vallée Poussin (' ), une limite inférieure de 

L„|(i — x)?(t -Hx)p1], 

quel que soit η, mais d'après ce qui précède, la fonction f„(x) 
ne réalise pas le minimum de l'écart du produit correspondant, 
même pour τι-νοο. Au contraire, les inégalités (i31) étant satisfaites, 
les maxima de f

ni?t?i
(x) prés des extrémités sont inférieurs à M„, 

de sorte que l'on a d'après le théorème fondamental de Tchebichef 
pour η fini 

M«> L„[ (i — x)t(i -f-x)P1], 

Ainsi la limite inférieure de L„ que nous donnerait le théorème de la 
Vallée Poussin ne saurait être supérieure à la valcurdu maximum rela-
tif de |/„(#)| voisin du bord, et il semble inattendu à première vue 
que /«(a?) sans avoir n-\- ι extrema égaux (2) asymptotiquementpour 
τι->oo, fournit néanmoins, d'après (i3o), l'écart asymptotique mini-
mum du produit correspondant. 

Dans ces conditions il me paraît utile de prouver directement que 
/„(#) réalise asymptotiquement l'écart minimum, le même raison-
nement pouvant être appliqué dans des circonstances analogues (3). 

Pour simplifier l'écriture, nous nous bornerons au cas où l'on a, soit 

(') Voir mes Leçons citées, p. 5. 
(5) Le fait que l'inégalité signalée subsiste aussi asymploliquernent peut être 

établi par les mêmes considérations qui nous ont conduit au paragraphe 4 à la 
même conclusion dans le cas ou (I3I) n'a pas lieu. 

(*) En particulier, si l'on se donne un des coefficients de#*, où lini - m ι ou 

lim - r= o, en supposant /.' et η de même parité et ρ = ρι-



POLYNOMES ORTHOGONAUX RELATIFS A UN SEGMENT FINI. 233 

p, = p, soit p< -f- ρ = Alors 

(134bis) x2(x) = (1—x2)(n+p+p1)2+2p(1—2p) 

est une fonction paire. 
De (137 et i38 bis) nous concluons, en supposant χ> ο, que 

0 dx ~ λ2 ( χ) dx ' 

donc, en tenant compte de ce qu'actuellement x
a
 = o, on a 

« > f" <ϋί*£ί±>
 <u

. > Γ ̂
 dje

, 

d'où 

(I |Q) ο > lojr ;—- ΙΟίΓ ; 

^ + (/i -4- ρ p, ;2 

Donc, #,· désignant les abscisses où fl(œ) atteint ses maxima, on a 

U,,(o) > U
u
ix) > "ni") 9Q) » 

1+(l — X*· ) (x -f- p -Η ρ, )2 

(ι5υ) d'où 
/2(J·/) > r » 

1+(' — ·ζ'/ )(-r ~+~ ? "+■ Pl f 

car pour η pair u
n
 (ο) = M* = maximum absolu de [/«(#)]', et pour 

fdfu(o)Y 

η impair u„(o) = ;
 4

 et Mi; //«(o): d'ailleurs 

dans ce cas également ler,(l rapidement vers i, lorsque η -> oc. 

Il nous suffira donc de montrer que, a étant un nombre fixe 
(1 a > o), on pourra, en prenant η assez grand, affirmer qu'aucun 
polynome P„(a?)de degré τι, ayant le même terme supérieur x" que le 
polynome correspondant de Jacobi 11^'·% mis à la place de ce dernier 
dans fn{&) rendra ce produit constamment inférieur à (ι —e)M„ 
sur (— 1, +1) en valeur absolue. 

En effet, si un tel polynome existait, il devrait exister un poly-
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nome Q(#) de degré inférieur à η obtenu par soustraction, tel que 

(151) ψ(·Ό = (' — ·ζ')Ρ(» -+■ '*')&>*)(■*') 

jouisse de la propriété que 

(159) ( — ι )'ψ (u-i) = y.i > — - — M
/#

( ι — a) > » 

V i* ( « + j> "H j>i ) 

lorsque ι — ε-, où ε est un nombre fixe arbitrairement petit, et 
que 

(«53) ; ψ(./·):<2Ma 

sur tout le segment, en supposant que z(n-t- ç,-\- ç,,) / if ' ~ ■—— · 
Or, en posant 

('5i) F(.r) = (ι — .x·2) ilVx
"
di

^'
 )

 -+- f (pi — f>) — (p -+- p. ) (·**), 

on aura, d'après la formule d'interpolation de Lagrange, 

(ι55) = F(.r)Y - τ ;-r7- -

Exprimons que le coefficient de x" dans Q(x) est nul : donc 

( 156) y Ψ( ̂ 7/) 

(—1)'x1 

= E( ι — λ?/ ) p( ι-h ./ν ) ;?» j | ( ρ -f- p. — ι ) ./v -+- ρ — ρ, j — | //1 -+- (9 η -+-1 ) ί ο _
 0

, q h (.
r<

) J. 

en tenant compte de l'équation différentielle à laquelle satisfont les 
polynômes RJ Y\x) de Jacobi. 

Donc, d'après F(a?,) = o, la formule (106) se transforme en 

* j _[«.+<„
 +

 „
 ίρ

 +
w]

{ 

(—1)1-1x1 

= E(1 — ΛΓ/)Ρ(ι -h | (« + & H- p, )2-h J 

ta. Y «/ /(•*/), „ 2ö(1 — 26) (« + p+Ç>, )*-+- _L_ —iJ I — .X*= o. 
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Mais l'égalité (157) est manifestement impossible, car la partie de 
cette somme qui correspond aux points χ·„ satisfaisant à(i52), dont le 
nombre est asymptotique à τι(ι — 2ε), étant composée de termes posi-
tifs, est supérieure à 

n(1—2e)a 

a[(/» + P + pi)'+
 2P

~
4P

 ] 

tandis que chacun des termes restants, dont le nombre est asympto-
tique 2/ιε, est inférieur en valeur absolue, à cause de (i5o) et (153), à 

2p — 4p2 
2Mn 2V1+ (1 —x2)(n+p+p1)2 

|fn(xi)[((n+p+p1)2)+2p — 4p2] (n+p+p1)2+2p — 4p2 

2 

(η Η- ο Η- ρ, )2 4 /1 -f- ^ --

7<(«-f-p-t-p.)2y/1+ {PÊ2(/l -+- p -f- p,)2 

L'égalité (157) conduirait à l'inégalité 

(158) (1 — 2e)a <4e, 

2V1+e2(n+p+p1)2 

absurde pour /1 très grand, si l'on a choisi a -—— · 

Remarque. — Par un raisonnement absolument analogue on démon-
trera que le produit 

Q«(j?) (1 — x)P(i jc)?\ 

ou Q
n
(a?) est un polynome de degré n, atteint asymptotiquement 

l'écart minimum 

(.59) κ~*(—μ=Π+ρ' 

sur le segment (— 1, -f-1), si l'on a 

Q»(S) (ς-·)Ρ(ξ+ «)*=« 
Journ. de Math., tome X.— Fasc. Ill, ig3i. 3l 
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en un point ξ ι. Dans le cas où ο < ρ < - » ο < ρ, < \ > cet écart minimum 

est asymptotiquement réalisé par les polynômes de Jacobi correspondants 
(multipliés par une constante convenable). 

6. Arrêtons-nous un instant sur le cas des polynômes de Legendre 

^p = p, = ̂ . Actuellement le maximum absolu de \f
n
(x)\ sera 

atteint pour x=o, si n = 2.m est pair, et lorsque n= 2m-\-i est 
impair, pour χ égal à la plus petite racine de f'

n
(x) = o. Par consé-

quent, en désignant par Ρ 
lt
(x)le poly nome classique de Legendre [c'est-

à-dire en supposant que P„(i)= i] on a, pour η = 'im quelconque, 

<i6°) o - <*)
l
\»w·*) ι ^ ι'1χ™ι,

η

 1 

sur tout le segment (— ι, -f- τ), et Végalité a effectivement lieu à l'origine. 
Pour η = im —|— ι, le maximum de u,

t
(x) sera égal à 

4M°)V_ Jdb ) IR;,(o)? //-!- n .1 

de sorte que 

(16ï) (ι ec )* | Pim+Ï(x) | < ——7 — —=—=' 
\ 1 + 8m2 + 8/n + 2 

car 

P2m+1(O)= ± 1.3...2m+1: 

pour η impair, la valeur du second membre (161) ne sera atteinte 
qu'asymptotiquement. Ainsi, quel que soit η, on a (sur le seg-
ment — ι, + ι ), d'après la formule de Wallis, 

(i6a)(1-x2) 1 Pn(x)1 1mh 

où m = j ^ J (la valeur du second membre ne pouvant pas être asymp-

totiquement abaissée). 
C'est Slieltjes qui remarqua le premier que l'on peut fixer une cons-
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tante A telle que 

(1 — x2)1|Pn(x)|<A, 

M. Fejér qui est revenu récemment(4) sur cette question signale que la 

meilleure valeur de A égale à 2^/^ a été obtenue par M. Cronwall (
a
) ; 

d'après ce qui précède, la limite inférieure de A, qui dépend de λ, est 
environ 2 fois plus petite, et sa valeur asymptotique, pour τι -> χ, est 
exactement 2 fois moindre que celle trouvée par M. Cronwall. 

Au même endroit M. Fejér obtient une inégalité analogue relative 
à la dérivée du polynorne de Legendre : 

(» — χ1) I K(v) ! < -=·s/n■ 

Cette inégalité peut aussi être précisée. 
A cet effet, reprenons de nouveau les polynômes orthogo-

naux ayant le terme de degré supérieur égal à a?", de sorte que 

(.63)Rxn 3 (x) =1 dx 5 [R nx-3 (x) 

et considérons 

(132 bis) /
e

.?(.r) = (i - .r*-)PlR (x,x1(x), 

où nous supposerons ο < c ^ · 

D'après une remarque faite plus haut (au paragraphe 4), tous les 
extrema de / ,(x) satisfont à l'inégalité 

O 64, >J*Í2£+ít.(// + I -f- ‘.».O)' 

Par conséquent, en ces points, on a 

v'«p(2p+ I) _ V P "* H, — , , - - ■ ■■■_■ — ■ ■■ ■■ —■■■*■■ i 

(J) Math. Zeitschrift, t. 22, 1926. p. 267-298. 
(*) Matheni. Annale η, t. 72, 191.3, p. 213-270. 
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Or, en vertu de (137), on a 

(i 65) = M/44. i.p, 

où Μ
Λ>ρ
 ̂

 2
,
t
J

2p
_

1
 désigne le maximum de sju

n
(x)·, donc 

(· --·«(>- *')f '»&«>(*) 

= |dfn+1,(x)|<n+1+2pMn+1p, 

V p+1 
d où 

{I-*)y i — .X'v/i+ pM // H 

<(1+Vp)(n+1+2p)Mn+1.p. 

Vp+; 

Par conséquent, 

<·»> 7?^· 

En particulier dans le cas des polynômes de Legendre, on a 

1p.(*) = 0Hr(*), 

donc 

(167) | (ί — X*)4
 I

y
„ (J?) I < ^/* -+- ,,,ΐ'n\'

1
—1 

<(-;)\/ϊνΐ· 

Dans cette inégalité ce n'est pas seulement le coefficient de y/τι dans 
le second membre qui est plus petit que celui de M. Fejér, mais le plus 
essentiel c'est que le facteur de P/» (a?) est (1 — a?2)'1 au lieu de (1 — a?2), 
et Vexposant de (1 — a?2) ne saurait être encore diminué sans augmenter 
l'ordre de grandeur du second membre. 

Si Ton conserve l'exposant un de 1—a?2, on obtient par le même 
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raisonnement, après avoir remarqué que pour p = p,<^aux points 

où f , (x) est extremuml 

( I — X1 ) *n -h i -h 2 p 

que pour η très grand, on a 

(•68) l un 1-x2V P (x)< V 

et comme dans (162), la valeur du second membre de (168) ne peut être 
asymptotiquemcnl diminuée. 

7. Il importe d'avoir une limite supérieure de |/«(#)| pour tousles 
polynômes de Jacobi (ρ > ο, ρ, > ο). 

Il n'y aurait rien d'essentiel à changer dans les calculs précédents, 
si ρ<ρ<. Ainsi moyennant la formule (i63), on pourra passer succes-
sivement à des valeurs quelconques de α, β satisfaisant simultané-
ment aux inégalités 

&-k < 1,2 b-k 1; 

où k est un nombre entier quelconque. 
A cet effet, posons 

(169) 1 V» 

OÙ/ = Ap.rv
 Don

C 

07

O) ή=,β,\
/+ (a+

f+p, ,.]=»/'[/- / + p,
r
-] 

=
 (·-^)(/^ + ρο·-

[ρ(
'~'

ρ)(
'
 +

 *
) + ρ

'
(
'"~

2ρ)(ι
~*

)] 

= 2f'f''[(n+p+p1)2—I2] 

Par conséquent, c
/t
(#) atteint ses extrema en même temps que f\ 

et fl. En particulier, lorsque 

(*7") P> Pi>5' 
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les maxima de r„ correspondent à ceux de j\. Donc, sous la condi-
tion (171), le maximum absolu MWl de \ se confond avec 

celui de de sorte que le maximum absolu dedfn,p1p1(x)| 

satisfait à l'inégalité 

( '72) ("■ Ρ + Pi )Mn,p1p1. 

Donc en nous bornant, pour simplifier l'écriture, au cas de ρ = pM 

nous aurons, en tenant compte de (164), 

(r — ' * <(
n
 + ' +

 2
P) M

//+ltP 

9. O Sj I — x%ì 1+< (n+p 

d'où 

<"
3) μ

.,.:<(^^7)Γ'-
4
/Γ

£

-1
μ
— 

Par conséquent, en admettant qu'il soit déjà connu, qu'il existe une 
constante Ap, telle que 

Mn1p<ApL«[(i — ~
 2n+tp~\1 

on aura aussi pour η assez grand 

12 M «.p+j A i 2 

où 

,v;<

[V^h' 

On aura donc a jortiori, quel que soit ρ > x-

(174) M„
>p

< 22PL
n
[(i -^2)Ρ] ~ ^rp 

ce qui signifie que les polynômes de degré η de Jacobi, multipliés par 
les facteurs (1 — x1)9 correspondants ne s'écartent pas plus de zéro sur 
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(— i, -4- i) que le polynôme de degré η de Tchebichef lui-même, ayant 
le même terme supérieur. 

Pour limiter ou 

Pi;· P.i;· 

sont quelconques, il faut utiliser de la même manière, au lieu de (i63), 
la formule 

Cf. -+- β 

(,75) R «£«>(*) = „+

2
" [r. - .r) + «R«.?'U) J 

qui résulte de la remarque que le coefficient de x"~* dans RJf "3 (a?) 

est égal à de sorte que le polynome de degré η — ι ainsi 

construit, orthogonal relativement au poids (ι —#)α(ι a son 
terme de degré supérieur égal à a/'-'. 

En appliquant ( 175), on trouvera ainsi de proche en proche une 
inégalité analogue à (174)· 

Le seul cas qui demande encore à être discuté est celui où une 
seulement des inégalités (171) est remplie : soit 

p<1, P1>1. 

Dans ce cas, d'après (i38), le maximum absolu de \f
n Ç> jt

(x)\ est 
atteint près de l'extrémité — 1, ses maxima relatifs allant en décroissant 
de gauche à droite. Mais d'autre part, d'après (170), les maxima dee

n 

correspondront à ceux de f2(x)
1
 tant que 

ρ ( ι — 2 ρ ) C ι -h ./;) -I- ρ, ( I -- 2 ρ, ) ( 1 — :r) < o. 

c'est-à-dire lorsque 

(.76) +p(2p — 1)) 

Donc, l'inégalité (172) subsiste, pourvu qu'on désigne par Μ„ ρ Ρι le 

maximum absolu de I ̂  pour χ situé dans l'intervalle (176). 
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Donc, on a 

('77) | (« — ̂ )pf"2(i-+--r)?1+2Rn
+
-i(^) 

<(/î-f-H-p.-hp,) yin+i,ç>,ç>x -+- , Μη+ι,ρ,α,. 

Donc, en tenant compte de ce que le maximum absolu del/ ,(λ?)| 

est atteint dans le voisinage de x = — ι et de (164) (où ρ doit être 
remplacé par p,), on a, d'après (175), pour η assez grand, 

< V « ,+i/ r£!_ V 5+p' 

Ainsi on peut dans tous les cas fixer une constante Api dépendant de ρ,, 
telle que 

(«7
8

) Α
Ρι

^[(ι —λγ)Ρ(Ι-Η.Γ)Ρ·] ^p,>ij. 

Observons, enfin, que dans l'hypothèse que 

?<{> ?>>;> 

aucune des fonctions u
n
 et v

n
 ne reste finie dans tout l'intervalle 

(— 1, —j— 1)· Pour ce cas il convient de construire la fonction 

(«79) W
n(x) =fn -+- μ'

2
η Crff) ' 

OÙ 

*
l8

°*
 μη

 (ι — .r) (λ-4-ρ-hp,)
2
-h p(i — 2p)' 

On a sur tout le segment \j?
n ^ En appliquant cette 

inégalité à l'intervalle (176), nous en concluons que 

(l80 W
n
(x)M2,p1p1 

dans cet intervalle. Or, tant que λ* o, ce qui a lieu sur tout le seg-
ment (— 1, 4-1 ), sauf au voisinage de — 1, et, par conséquent en par-
ticulier, sur la partie du segment (—1, 4-1) extérieure à l'inter-
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valle ( 176), on a < λ*; donc, on a dans cette dernière partie 

O82) {-X)iUn(x) < MJp.p,, 

puisque u„(x) va en diminuant de gauche à droite. Par conséquent, 
l'inégalité (181) a lieu sur tout le segment et l'on a a fortiori sur tout 
le segment 

(«») < Μ
β>

ρ,ρ,.. 

On aura évidemment un résultat analogue, si ρ > -; et ρ, < ^· 

8. Ainsi, dans le cas où ρ < ρ, < on devra considérer la fonc-

tion Unix) (137); dans le cas où ρ > ρ, > on considérera la fonction 

v
n
(x) (169); da/tr /e cas où ρ < ?

1

 = 2 '
 0/1 cons^érera la fonction 

w
n
(x) («79)i dans le cas également, où on considérerait 

la fonction correspondante w
H
(x), où 

Die I -4- :r (/I+P + p,)'-+ p,(i- 9.0,)' 

On pourra poser, par conséquent, 

/«=V "*cos<&
rt

, λ
Λ

^=—ν^δίηΦ
rt
 o<p,< ̂ » 

(.84) /.=^00.*·., rf.fr. (p^'P.5^)' 

/«—\ = —v'
w

«
s

"
n

—« ^o<p< i, p,^ ̂  

OÙ (λ
Λ
> Ο, |A«> θ), 

lane* — / —tan-«F - d U*fr 
(.85) 

tangjL
n
=-F„—^ 

Ainsi, puisque 

18 d\o%fn db —\ LI — X i + x Rn _ ¡S/i-x*, 

Journ. de Math., tome X. — Fasc. III, ig3i. 32 
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donc Φ„ croît (
1
 ) depuis — arc tang y

/
/

|
 ̂  jusqu'à 

ητ. -H arc tang 4 / —~—: 

ψ
Λ
 croît depuis — -jusqu'à λ ζ 4- Η

Λ
 croît depuis — arc tangy/^— 2p 

jusqu'à nz 4- lorsque 0 varie de ο à z, 
Nous allons montrer à présent que dans chaque cas considéré on a 

pour les fonctions successives /„(#) de même indice les relations 
asymptotiques telles que 

fn-~k"u y/f*n COs(<l*
/t

-f- /' 0), ~t-n τ-k ~ — \^//„βίη(Φ
n

~r k b) 

("S ?<'->«it><î)> 

(186) 
fn+k~ v^cos^-h Ι Θ),

 7
—î ~ — ̂

Ç
n »ίη(ψ„+ArÔ) 

hi';", >4) 

fn*-k~ \j wn COS(Z„-f- AO), U
n
 ~ βίπ(Ξ

Λ
 I-9) 

p<1-2? P112? 

valables uniformément sur le segment (— i, 4-1) pourvu que - o, 

avec une erreur de Tordre Ο Dans les formules (186), les fonc-

tions fn^u ainsi que les fondions u
n

, v
n

, w
n
 sont bornées supérieurement et 

diffèrent de celles qui ont été considérées jusqu'à présent par les facteurs 

(') II y a lieu de noter que, sauf le cas où Λ = ΰι -, β=±: dans lequel la 

formule asymptotique (135) est identiquement vraie (pour toute valeur de χ et 
de /i), ce n'est que dans le cas

t
 où 3t = o, (3 = o, que les valeurs extrêmes de 

l'angle (—ρπ, ητζ -h ρ,7Γ) données formellement par cette formule classique 
correspondent aux valeurs exactes de Φ„. 
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correspondants qui s'introduisent, lorsqu'on remplace R„(#) et R„+/
(
(&), 

par les polynômes normés correspondants R„(a?) et W
n

,.k(x). 
Ainsi, d'après (128), 

-+- v. -f- ß -t-1) f(9.n -+- 9. -+- fi -4- ?.)fî( r) 

ou bien 

( 187 bis) f
n

(.r) ~ .fni.r). 
V «π 

On vérifie facilement la relation de récurrence 

(188) r
n
 R„

 H
 (.r) — (.r -4- a„) R„(.r) H ''' ' (.r), 

OÙ 

Ι Γ
"^Λ„.",(

Ι + «+ >+«-(-β) 

(,89) 

/ (η -f- ι) (η -4- y. -+-1) (η -4- β -4- 1) ^/1 -+-x+b+1) 

γ/ (« + x-)-j3+i)^« + H £ J H- H +B)2 

-1+0 09· 

-+- v. -f- ß -t-1) f(9.n -+- 9. -+- fi -4- ?.)fî( r) 

('{« -I-se-t-fi) (‘Ml -t 

Α„ étant le coefficient de dans R„(#). 

Plaçons-nous d abord dans la première hypothèse, où|x| < 2, 

| β | < γ et posons, pour simplifier l'écriture, α = ,3. 

L'équation (188) prend alors, après multiplication par(i — a?2)p, la 
forme 

16 09°) *n fm+i — n x1— i fn — jfl)9 

~χ\ λη-4Ρ) Λ-ι-4ρf'n. 
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D'où 

3-(**—I )f'n(.9.) 7«-.-*/• + f *p(l-ap)t/(n + *P),+ J7^r 

-+- in— "+" βη» 

OÙ 

Ζ
η
—(χ>·— I)~J'n Γ —-~7 .

 1
 rl -+- Ο (-V 

V(n+2p)2+2p(1—2p)] 
Or 

f'ni I-**) V il — «/;*) (n -t~ vp)*~h 2p(i — 2p)< rnax V— rr,a* /« (r) = O( » 
et 

V -}- 2 ρ)2( I JC2) -f- 2ρ ( 1 2p) _
s
rn^7% 

vVi-
2£

) + ̂ L
=0

/
1

V 

Donc 

09^) *"=°(;)· 

Par conséquent, d'après (191), (192) et le premier groupe des for-
mules (184)9 on a 

(193) /
λ4

., = ^£/
λ

0Ο8(Φ
λ
-|-^)-4-0^^· 

D'autre part, en difTérentiant (188) et en tenant compte de l'équation 
différentielle des polynômes de Jacobi, on a 

09Î ) *»R~. - K+ +χ + α
")

 B
"
+

 ΤΓΤΎΤζΤ'β
 R; 

(Λ -h l) H
n
+ ̂  _μ

 t
 2 _ι_ β Λ

η
 -4-

 n J
 pj ^'n ■ 

En supposant encore α = β et en multipliant par (1 — on a 

20 r 7 

='"
 + ,)

^"
+
 ̂ ΤΙΓ

(,
-^

)Ρ

 Lf^J 
X T+TpN+1 (51+ n+x2)f'n 
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Donc en retranchant de (195) l'équation (190) multipliée par1—x2 

on a 

(196 ) Cnf, /l"M 4- 1 –h apO — 

d'où 

(>97)=-/*v/>n2p(l — 2p)(n-f-4p)(i — X1)2p)!2p(» — ap)i — a?* 

+ X„x iL· Γ»±i+2£ ?-a 1
 +

 ο (Iy 
Par conséquent, 

A/j-m "^*
1
 — — /n y/

1
 — Χ' -+- ^

nX

~jj$ ~*~
8

>*r 
où 

«.=7.(»+.)(.-*') 1 

+»·4§[%^"'-'Η(ί)=°(ί)· 
uniformément sur tout le segment (— 1, +1). Ainsi 

(198) fa
n
 sin (Φ„+ e) + o(^y 

En passant successivement à/1+2, n-\-k nous obtenons (') 

(') Il suffira d'observer que l'on a 

fn+k— l^n+k — /λ/ι4-χ·_, ' j (^* -+- V l) -h Ο (1), 

donc, en supposant qu'il soit établi que 

[fn+k-1— i^n+kr-1 ^%Li] = [/« — <λ«(·*+" + (A—i)0^, 

et en remarquant que J + y'j?5 — ι ( ==i, on voit 

[/-<- <%,
+i

 %*] = (/„+ (x + . > + XO (ί). 
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donc le premier groupe des formules asymptotiques (186) valables 

uniformément sur (— i, 1) avec une approximation de l'ordre -· 

En particulier, en posant 

0 = Pt=7 (z = fi = o). 
4 

on aura 

fn+k ~ fn COS k h Λ
 \\ * _ djn

 g
j
n

 j. ^ 

\\' + Z) + 3 

Donc en remarquant que le facteur de proportionnalité qu'il faut 
introduire pour normer les polynômes classiques V

H
(x) de Legendre 

est
 ̂

X
 ' '

 nous en concluons aussi que 

(199) \Jûn()Ÿn-rk= y/si»';\*n COS /. h -+-- I*« cos 4 — í’ñ sin2 0sin2(199) \Jûn()Ÿn-rk= y/si»';\*n COS /. h -+-- I*« cos 4 — í’ñ sin2 0sin2 

+ ij(l|' 

uniformément sur tout le segment (— 1, + 1). 

De même, pour ρ > on pourra écrire (190) sous la forme 

(<2UO) 1- 7^ +
 0

 (,7) — '2) + Ο ('
(
) 

et (196) se présentera, après multiplication par
 η

^\_^
λ0

> sous la 

forme 

(201) n+1+2p[dfn+1=—V1-x2fn+n+2pdfn+en,] 

OÙ 

e
„
=

 v—·«· Γ
2ρ

_ »?('-»?> 1
7
„
+

ο/i )
=

ο ο y 

car, d'après (172), pour ç > ^, on a 

ra=fe=0(#)=°<"> 
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Le second groupe des formules (186) est donc également établi. 

Passons, enfin, au cas où c \» ρ, -» 

En multipliant (188) par (ι —χ)*(\ 4- χ)*', on obtient 

Jn+l J* η-\-'ΐρ-4-2p, Υ(\ — χ)?(\+·χ)^\ \n) 
ou bien 

("" ^'=*7·>+ττίτ^^
ι

ί% + 0()ι)· 
Or, on a, d'après (ι83), 

7Pu df"= 0(i); 

donc, 

[X„(/1 -t- Vip -+- 2p,) 

car 

V1 — x2 — V(1—x2)(n+p+p1)2+(1+x)p(1 —2p) 

(pH-P.)(pH-P) 
_ y 14- LL—1 - - - ηup J _ η <λΡ 'λΡ■ 

/* 4- up -h 26, / / /£_4_ρ4_ρ
|
 y p(,_ap) 

V \/ί 4-2p 4-«ρ,/ (/έ 4-26 4-2p,)2 

=0U> 

Par conséquent, pour ρ < ρ, > on a 

( 20.J) jn-^\ cfn "H \h — x~ " ^ — V^''« COS(i
rt

4- 0) 4- Ο(1), 

De même, en retranchant de (194 ) multipliée par ( 1 — x)>' ( 1 -+- xj", 

l'équation (188) multipliée par on trouve 

Cnf'a+I = [n 4- I 4- ^ Ρ ^ + P)
 ( x

 a
n

)^f
n 

4_ |"(/»H-l + p + p
t
)^4-p,-p

 |
 (pi — p) — ^(p,-hp)j 

En multipliant encore par —pWi et en tenant compte 
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de (189), nous aurons 

(204) 1*«-.^· 

= μ,+J. f-(» + 0^(Ρ· + Ρ)^ΗΡ-Ρ· £(p, + p —'H-p —p,1 

+
 (" + « + Ρ + Ρ·)« + Ρ,-Ρ ^A

+0
(l\. 

En observant ensuite que les maxima de |/„ | ainsi que \k
n
 décroissent 

de gauche à droite, et que pour les valeurs négatives de a?, on a 

.jTii-p-ide' 

où la valeur de la dérivée peut être prise pour une valeur ξ < a?, de 
sorte que [;.„(£)> |*/((#), et, par conséquent, 

F-nfn ο (π ^dfn), 

nous en concluons que 

P"*'/"*', — (>(■); 

donc, 

f*-h» -~J^· =—(n + i)y/i —x2Un+1fn 

, (n ·+" 1 + Ρ H- Ρ) ) ^ -+· Pi — fi tfjn f)/1 \. 

Ainsi, finalement, 

( 2θ5) fx
/<+

, = — y/1 — /« 4- ja,, 4- ε„ 

OÙ 
tn — fnSjl+X μ — /, ' "* / =1 

FT (n-h)(n+1)2(1-x) 

-°(ί)=0(9' 

car en posant 1 — a? =
 +

 > on peut écrire l'expression entre paren-
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thèses sous la forme 

**■[* -»e)*
e

s5
a!

]' 

Toutes les formules (186) sont donc établies. 

9. Pour le cas où ρ < ο, ρ, < ο, la considération de la jonction fn(&) 
qui devient alors infinie aux points χ = zb ι doit être abandonnée. On 
peut alors considérer simplement 

( v.oO) rL„(.v) = W'rA.r) n;a ( i - x* ) n ( n -f- o ) 

(en supposant, pour fixer les idées, c == ρ,). On a, en général, 

(207) V . Κ(ι — ·*ϊ)—·*Κ\_ 8p.rPvf 

de sorte que Z
rt
 atteint son maximum à l'origine et ses minima aux 

deux bords, lorsque c ο. Par conséquent, actuellement (') le maxi-
mum absolu de | λ\

η
(χ)\ est identique à s!/j

u
(o); il est donc asympto-

tique à 

(208) Ma*. Κ.(.«·>. = I| = (o) ~ (- ^<p<o) 

(pour η pair, on prendra, au lieu de O, le maximum de le plus 
voisin de O). 

Ainsi, actuellement, Γ écart de R„(#) est lui-même asymptotique à 
Γ écart minimum de (ι — x*y{* ,fx), au lieu de fournir V écart minimum 
de ce produit que R„(a?) rendrait forcément infini, si on le substituait à 
la place de Y*

n
(x) (ici P

rt
(a?), comme 11

Λ
(#) ont leur terme supérieur 

égal â (χ"). 

En multipliant U«(a?) par λ ^ ~ pour passer au polynome normè 

(') Au contraire, pourp>-o, le maximum absolu de j Κ
Λ

(./.·) | = j Β«(±: i) j, 
et il en est de même, naturellement, pour les polynômes de Jacobi correspondants. 

Journ. de Math., tome X. — Fasc. III, 3 J 
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R„(;r), nous aurons 

(209) Max I R„{χ) I = Max yjΖ
Λ
(χ) ~ · 

D'une façon générale pour ρ ο, ρ, < o, on posera 

z
u
 (χ) = κ

Λ
 (X) 4- —JhlL—ZJ—. 

Par conséquent, il conviendra de poser actuellement 

î/1Mx) 

(210) H« (( x J cos Δ« , 'Li. ~ — \J'Ln si II Δ„ 

et l1on tire facilement de (188) et (194) que 

V1 — x2 — V(1—x2)(n+p+p1)2+(1+x)p(1 —2p) 

(211) Vn(n+2p+2p1)dRn+k= VZnsin(An+k9) 

valables uniformément sur (— ι, 4- 1) pour y -O. 

Dans le cas où une seule des quantités ρ ou o, (soit f <0, par 
exemple) est négative, on introduira la fonction 

(212) F„= (1 4-x)'"H„(x), 

qui satisfait à l'équation différentielle 

V3 ■>■> / • , d**'« . , /' ■+• x<>"'«') i?¡ï+'*\/ —(E<!<) 

-h (n -f- ρ, ) (/* -h 2ρ 4- ρ, ) -l- ^
}

 I F«= o. 

Soit, pour fixer les idées, o p,< alors, en posant 

F2 +n2(dFn)2; 

(213) où 
I 4- <ï' 

(/' 4- pi ) (/< 4- 2 p 4- p| ) ( I 4- x) -H p, ( 1 — 2 0,) 
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on aura 

Ì£U_dVJL clx c/Q _ \J I — X* F/i H- rf, .2 (1‘ F„ db* ) dr], clYn dx (IO 

-Æ'Y ri£ü \ / I — J? <//•* <7.r 

Donc, Y,, atteint un maximum à l'intérieur au point x
0 déterminé 

par l'équation 

4p(" -t-p.) {n + ap + pi) (ι -htf)a-t-p,(i — 2p,)[4p(i + .r) 4- ι — x] = o, 

d'où 

8 I H- y p,(»{> i—o< o 

et les maxima de F
/t
(a?) vont en diminuant pour x>x

0
. Or, les 

maxima de la fonction correspondante /«(a?) =(i — a?)?F
;i
(a?) vont en 

augmentant de gauche à droite (d'après 138 bis), de sorte que 

|/„(ar) | < pour a? ο ; par conséquent, on a « fortiori sur tout 

le segment (— ι, i), 
ftWK I1 +. 

De plus, en remarquant que pour la valeur x
(n

 on a 

r2 ~ /·,! ~ — 

et 

-JPJ- — (1 — ·''») Ρ -JÏÇ ·*'ο) -ί I -h J?0)- jn 

I -t-O(1+0)°+fn 0 (1vn) 

nous en concluons qu'on a également sur tout le segment pour η assez 
grand 

Çr,—+1 n+qu 

et pour les polynômes normes 

(2l4) Υ
λ
<2

,
-Ρ^/=. 
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Y„ pourra donc actuellement jouer le même rôle ^pour p<o, 

° = pi = 4ue lcs fonctions Û„, W„, V„, Z„. 

De même, si ρ, > \ (avec ρ < ο), on posera 

(»'5, Χ.= Κϊ+^(^)· 

et Ton vérifiera que, dans ce cas, \„ reste borné sur (—ι, + ι). Il 
suffira de remarquer que X

rt
 = 0(MaxFj;), car ensuite le maximum 

de | F„| se détermine de proche en proche ^par augmentation succes-

sive de p, de grace à la relation (170). 

CHAPITUK IV. 

POLYNOMES ORTHOGONAUX RÉDUCTIBLES AUX POLYNOMES DE JACOBI. 

I. Nous allons nous occuper à présent des polynômes orthogonaux 
correspondant au poids 

(216) q{x) — , = 7= — ~
 1 »(·*') ''') (> t- x)' 

(?. = 9.?- (5 = 9.0,-1), 

où t
0
(x) satisfait dans l'intervalle (— 1, -j- 1) à la condition 

(10 bis) ο < λ < /„(χ) < L. 

Pour simplifier l'écriture, nous supposerons toujours /
w
(0)=i. 

D'après (46 bis) et (48 bis) du Chapitre III, nous avons 

(217) L„(V//(^)) = l«[(| — *)*(' + ~ -„^^,“,-7 

II2 Vt©~2n +2ndx 

OÙ 

14(ai8)lí >1¡M.= íf-hllo£t„(.v) de T^Tât* 
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En supposant d'abord que t
Q
(x) soit remplacé par un polynome 

positif de degré h, 

\v) *(«)=ÿ;x-..i x_n ak 

nous aurons, pour le polynome orthogonal R
/l)/t

(a?) correspondant, la 
formule (1 ) 

(28 bis) (1 — x)P(i -h x)\P»Rrti/l(.r) th{x) 

= <-"* f> (, _ *)!>(, +xp1, 

où il faut introduire dans les déterminants (29) eL (2g bis) du Cha-
pitre I les polynômes de Jacobi R*,|3(.r) (ayant le coefficient de x" 
égal à 1) qui correspondent au poids (1 — x)a(\ + x)K 

Comme nous l'avons remarqué plus haut, nous pouvons nous borner 
à considérer le cas ο» α]> — ι, — ι, car, dans le cas contraire, 
R

/< /t(.2r) s'annulera pour x= ± 1, de sorte que, après division par le 
facteur (1—χ)[~χ](ι-\-χ)[~ν, il se réduira au polynome orthogonal 
de degré η — [—α] — [— β] correspondant au poids 

Ih (x ) ( I — X)x> ί x> ( I -h X ) Ρ ' ί-β'. 

L'équation (i33)du Chapitre 111 conduit aux expressions asympto-
tiques conflues des polynômes de Jacobi à Y extérieur du segment. 

(') La formule (28 bis) est équivalente à 

I\
n
.h{x) t/,(x) — ̂  A*Iffi/'(■*?)> 

OU 
\

tnu
 1—!J— j (x) n

/( /i
(r) t/,(x) ( 1 — x)

x

(i 4- x)p djc. 

Ainsi, du moment qu'il sera démontré que 

Rn,h{x) (l — Λ?)Ρ(ΐ +#)Pl= Ο (2n), 

on peut affirmer que A* = Ο ( 2* ). 
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On a ainsi 

(„9)
 (χ_ί)(\χ+ιγ„ 

x
 ̂  + ,y+mt Γ

 o
 ̂  + yV-, j 

ou | χ + \Jx' — 11 ]> ι. Par diiïérentiation, on obtient des formules de 
même nature pour les dérivées de R^, qui sont elles-mêmes des poly-
nômes de Jacobi, à un facteur constant près. Ainsi, en appliquant 
(219) à la formule (28), nous obtenons la formule asymptotique 

I 1 ... 1 R'*&(x) I 

ri ... ri «;&*<*) 

(rjY K&{x) 
(220) Κπ,λ(^) /Λ(^) ~ —- -— 1 ... 1 

r1 ... rh 

(r1)h-1 ... (rh)h-1 

où nous écrivons r
t
= a

{
 4- yjn'f — 1 au lieu de p

t
· qui figurait dans la 

formule (33) (pour ne pas faire de confusion avec les exposants ρ 
et p,). 

En supposant χ extérieur au segment (— 1,4-1), nous aurons donc 

/ x-\-\J χ1— 1 χ->r sjoc-—1—r, 1 Γ-τ + ν/.#2— 1—r/A 
(221) R ; ùr) ^ · 2 - - - ' - -

~ ^ (/-J — χ -f- s]χ2— ι ).. .{ru — χ -+- sjx- — 1) 

= R *>ï'{x)e'1'*J-> ^ 5~'c ' . 

Nous remarquons donc que le facteur par lequel il faut multiplier le 
polynome de Jacobi R^'(a;) pour obtenir l'expression asymptotique 
de R„

>fc
(a?) en un point extérieur dépend seulement de tfl(x) (et non de α 
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et β). D'ailleurs, pour h fini, l'ordre de l'approximation de (221) est le 
même que celui de (219). 

De même, en utilisant les expressions asymptotiques classiques 
(i35) des polynômes de Jacobi à l'intérieur de (— 1 -f- ε, ι — ε) 
où ε est un nombre positif donné arbitrairement petit, on trouvera les 
expressions asymptotiques de R

n>h
(x) valables pour le même inter-

valle. 
En effet, comme dans le Chapitre II, nous tirons de (220) 

Κ«,α(λ?) f/,(x) ~ - τ 

4 # #(¿/0_ r,t) + er*'*^+t'*^(*-to — ri)..AerÑ--rk)' 

et, par suite, en posant, comme à l'endroit indiqué, 

(λ-jfjis) COS7.k = —, sin 7.;,= -- __ 
V'·4 ''h ( fik — x ) y 2 r

k
 ( a

k
 — χ ) 

et 

( 38 bis )wh x =xk 1= +1 log lz log (x) x2 

nous obtenons 

(222) ΚΛϊΛ(λ?) \//α(Λ?) 

~ -7777x7—ττ—^—r-, r cos[(η -+- ρ -f- ρ, ) θ -μ ψ/
ζ
— ρπΐ 

OÙ 

(\obis) \I/
£
— — 111-

=
 <.*-)-> V~' . 

2«, 

2. L'inconvénient de la formule (222) étant le même que celui de la 
formule correspondante pour les polynômes de Jacobi, nous allons la 
remplacer par des formules asymptotiques valables uniformément sur 
tout le segment (— 1, -f-1), en utilisant les formules (186) du chapitre 
précédent. 

Il nous suffira d'examiner en détail un seul des cas correspondant 
aux différentes de ces formules. Ainsi, nous nous arrêterons, pour 

Hxer les idées, sur celui où o<p<o<p,<^ ^donc | a|<~> | ß|< 
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qui comprend en particulier le cas ou les polynômes R^' (x) se 
réduisent aux polynômes de Legendre. 

Nos conclusions s'étendront d'elles-mêmes à tous les cas où p>o, 
p,>o, moyennant le remplacement de la fonction U

rt
(a?) par Y

n
(x), 

YV
n
(x) ; l'introduction des fonctions Z

u
(x), Y

n
(x), X

n
(x) du para-

graphe 9 du Chapitre III dans le cas où les exposants ρ et p, (ou l'un 
des deux seulement) sont négatifs, permettra ensuite d'élucider ce 
dernier cas. 

Nous aurons donc 

( 186 bis ) 
( i — χ)P ( ι -h x)ï> I»? ' ( χ) — y tt

H
 cos Φ„, 

'λ* ( ι — Χ ) ρ ( 1-1- χ ) ?» Κ ( χ ) ~ \/ α η COS ( Φ 
α
 4- /. 0 ). 

En substituant ces expressions dans (220), nous trouvons ainsi 

(223) (l X)ï*th(x)\\nj,(x) 

~ *~~ 1 ̂ \ "n()Γ(g/0 ~ '',)■·■(- 'Ί,) 4- f-''1'"(— r,)...(— r/
t

)"| 

Donc, après division par \ft
h
(x), il vient 

(22i) Hn.hi'C) (« — 4- X)''1 \f'l/,(·'·) ~ V "//(·'") œs(<l>„ 4- ψΑ). 

Si nous observons qu'actuellement ^pour | α |< | β|< on a 
(Chap. Ill, § 5), pour η très grand, 

I n±¿+f¡,-i i 

nous voyons que l'on a asymptotiquement sur (—1,4-1) 

(226) | \\
n
j,(x) ( I — ;/)P (l 4- x)'''y'///(·!'■ ) | 

i .J+ïl'i-s ~ ϊ^[(» - 4-χ)* s:ln(x)]. 

Par conséquent, les polynômes orthogonaux R,
<)/t

(.r) ^pour|a|<^> 

| β | < ̂  réalisent asymptotiquement Vécart minimum du produit 

\V
n
(x)\{i — x)?{i-^x)^\!th{x), 

ou 
r

n
 (X ) = ocn 4- p, xn~l 4-... 4- pn> 
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3. Passons à présent à revaluation de l'ordre de grandeur de l'er-
reur de nos formules asymptotiques, en supposant que h peut aussi 

croître infiniment sous la condition que - tend vers Ο assez rapi-
dement pour que 

(227) Ò *h/\o<rn •A y n o h log** 

Nous supposerons de plus que toutes les racines de th{x) satisfont à 
l'inégalité 

(328) ! r
u

 ! -
 1
 > jJL (,Γοί, I vT-.-*-ï|>

 Tî
^) ; 

alors, d'après (219), l'erreur (relative) de cette formule asymptotique 

sera de l'ordre . Nous introduirons, de plus, provisoirement la 

restriction exigée par le lemme du paragraphe 1 du Chapitre II que 

(229) \rk — r<\> ô\rk\. 

Donc, d'après ce lemme, et en gardant les mêmes notations (sauf le 
remplacement de p* par /7), nous aurons (1 ) 

/ η S , / 0 Yh . /logΛ 
Δ \ 2 J y η 

et 

--Δ— < /·. ! -+- η, I -+- I)lt y/ —· 

Ainsi, en reprenant le raisonnement du paragraphe 3 du chapitre 
indiqué, nous voyons que pour tout point χ extérieur à (— I, -f-1) 

(') J'observerai qu'une simple modification de la fin de la démonstration du 

lemme indiqué permettrait d'abaisser la borne 2 ̂  »
 en remplaçant 

par ^r- > et par suite, d'améliorer un peu les évaluations des erreurs de nos 

formules asymptotiques. 

Journ. de Mathtome X. — Fasc. III, igJi. ^4 
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satisfaisant (comme /?*), à la condition 

1228 bis) I X -+■ \>.T* — I I > I -+-

Verreur relative de la formule (1 ) (221 ) est Ο · 
Passons ensuite à la formule asymptotique (22.4), où nous devons 

tenir compte de ce que les formules (186 bis) ont une erreur Ο (Λ
2n+k). 

Nous pouvons commencer par introduire dans la dernière colonne 
de Δ

λ
(#,, λ

2
, ..., les expressions (186 au lieu deRx1B(x), 

alors en désignant par A"(V/,, ...,α,,,χ), le déterminant ainsi 
modifié, nous déduisons de (28 bis) que 

<»3.) (.-**<,H-*,<-'>»*8';.;".
 +

 of ill. 

Il ne nous reste donc plus qu'à calculer l'erreur provenant de la for-
mule (219). 

On a, grâce à (2.3ο) (voir Chap. II, § I), 

(.,3
2)

 \ "i-n 

— \ "ni*) i"rt)...(*/* — ru) ■+■ e~l*m(e~lii — /*,)..,0’ I 2a*1 ^]¡ 

10 = 0h2 2n-h Vlogn) 

Donc, en remarquant que cette dernière erreur est supérieure 
à (231), nous aurons 

(233) | Β
λ

.α (χ) ( 1 — x)9 ( 1 4- λγ)?» v
;
'a( *) 

- V\w.r, cos (Φ„ + ψ,J ! = Ο (il y/^) ' 

(') D'après la remarque qui vient d'être faite, cette erreur serait même de 

l'ordre O-^-logn\. Mais dans la suite nous ne ferons pas usage de cette 

évaluation améliorée 
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et pour les polynômes !!„,,,(#) normes, 

( .33bis) | R«.a(^)(i — r)f (1 x)ï\th(x) 

- Ju
n

(.c) cos(<fr,
t

 -f- ψ
Λ

) I = Ο {ht'ih y/^) ' 

En appliquant le lemme du paragraphe 4 du Chapitre II, nous 
pourrons nous débarrasser de la restriction (229). En vertu de ce 
lemme, si les racines de §/,(j?) satisfont à (228), on peut construire un 
polynome satisfaisant à (227), (228), (229), tel que 

I lo£ — ο ( %k' lo«r η ), 
c est-à-dire que 
(»3f) S/,(./-) — //,(/*) = Ο{ohr log-λ). 

4. Il nous faudra seulement étendre le théorème du paragraphe a 
du Chapitre II. 

Si Ton a 
(»33) Λ.ί·'') — M ·**) =°(£) 
sur le segment (— 1, -f- 1 ), on a sur le même segment 

( »36) ( 1 — ./·)? ( 1 — -χ·)·'Ί Ρ·"ί-Α ) — Κ
Λ
 ,,(./·) | = 0(s log/ι), 

où Κ" (x) et I\„h(x) sont respectivement les polynômes orthogonaux 
normés correspondant aux poids 

t»(.r)(i~-.r)*(i-7-jc)ï et (1 — r)*(i -t- jc)?, 

en supposant que t/t(x) est un polynome de degré h satisfaisant aux con-
ditions (227), (228) et (229) et que slog τι ο. 

A cet effet, posons 

(Λ-,) ïï;(x,=2
rt
'
s
i''

(
')· 

où 
O

n
 — I —r- Oie) 

et 

(»38) a
k—J RJU.r)R*

:
,i (~**)ii — r)x(i x)tth(x)dx 

=f *l·*)RM*)to*.h(ur>li~jr)*(-i'+~ε'(χ) = 0(ε) 
(λ — ο, ij ....η— i); 
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donc, 

(289) (1 — j?)P(n-a-)P<[«
/
°
1
(.r) — Κβ,Α(Λ?)]=0(ε) HE, 

OÙ 

(24θ) 2 — ( I ~
 X )P

 ( I
 x )?i

 2
 flk P

'
M

 (^ )
 =

 (
1

 ~~
 X )P

 ( I * )
?

* 

χJ ε'(;)Β%(:;) — c)g(i 4· .s) V7s 

= —7—1 (1 —- ·τ)Ρ(ι -h <r)?« 

8Xf"'(¿llalliIlkh i */# 11^// - i .hi * ) ' " h i * ) I *// -t.lA ••')](* ~ ~ Z )'t/ {i -f- Z *t* ¡Z{•C — * )\ i — ^' 

A
rt
 étant le coefficient de a/' du polynôme K„ u(x), de sorte que 

An-1 ~ 1, 

Posons 

(241) k„=(i ,/·)?(ι-Γ.ί·)ί'(ι - i/fd-iz)p3 

X £B
rt

 /,(«27 ) Β
Λ
 -|.//( ^ ) !*//.//( ■* ) Β Λ — 1 .//( ) |* 

Observons d'abord que, d'après (233 bis), on a, quel que soit k > o, 

( , _ ^r)S
P

( , + ,
r)

2?. R» = ° [
 1

 +"
 h

'^
h

 \J
S

^TT
 hS

 ~Γ J ' 
Donc, 

η — I 
2ί ' — r Ϋ* (1 ·'' )'·" lt| ( j?) = Ο[/« 4- Λ22λν /I logη Λ- II' '>rh log5// ] — ί ) ( /1 

ο 

à cause de (227). 

Par conséquent, 

(242) (1 — .r)P(i-t- — s)?(t -f= O(n), 

D'autre part, nous déduisons de (186 bis) et (233 la valeur 
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asymptotique C
rt
 de K

rt
, 

m:',) k„ ~ c„=t /■+Ψ«)««<
φ

" - %+ψ):> 
— cos (φ;;+cos (ΦΛ—ο+ψΛ)] 

= » Aï<? Ίϋ^ίΐ j s|„ Γ|·„ + F — ^til sin ί 

-Η
8
.η|_1„-Ι + —J sin—5—J{' 

ou •ι·:: et ψ,° correspondent à la valeur de la variable ζ = cos6
0
 et 

l·,, Φ;1 "H ψ"· I" Φ« -Ι" ψ//· 

Il importe d'évaluer directement l'erreur de cette dernière expres-
sion asymptotique (en appliquant le même procédé qu'au para-
graphe a du Chapitre II). 

A cet effet, observons(■) que l'introduction dans(24i)de la formule 
asymptotique intermédiaire (23i) correspondant aux polynômes 
normés à elle seule conduirait à une erreur de l'ordre 0( ~ J pour la 
valeur de k„ : soit 

K'i— K„ O 

l'expression ainsi obtenue. On aura 

R1x.,3(a1) ... R1x.,3(ah) r2 || R1x.,3(a1) ... r0 

R1x.,3(a1) ... ... r2 || R1x.,3(a1) ... r1 

R1x.,3(a1) ... ... r2 || R1x.,3(a1) ... rh 

R1x.,3(a1) ... R1x.,3(ah) r1 || R1x.,3(a1) ... R1x.,3(a1) r0 

R1x.,3(a1) ... ... r2 || R1x.,3(a1) ... ... r0 

__ I ' σ/< -» 1 I β// -'Λ-ΐ ■**' ) 7/< ! 
Κ,?·? («,) ... κ,ί·?(α,,) I Κ,?·?(«,) ... !!<<(«,) 

(') D'après la remarque faite au sujet des mineurs A/de (28 bis) au commen-
cement du Chapitre IN, p. 25.>. 

2h4Mh(a1a2...x4)2 ...... ... ..... ...... ... ..... th(x)th(z) 
a"Mi(«,«....2*)' | </,(.r)//,(;) 
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et 

ou nous avons posé (k = — ι, ο, ι, ...,//), 

(2.|5; χι ^ = \'α,
ί
(.ζ-)αο*(Φ„ -h / 0), c,.= \-tt

n
 ( z)c(m(Wtl -+■ 0„). 

Il nous reste à évaluer l'ordre de grandeur de la différence K)
4
— C

/4
. 

Or, nous pouvons écrire 

7 n hc.=22p,|)*<T'-ie k—H izzo/. “ T/O’X ^,) 

où les nombres P, sont les coefficients du polynome en /, 

(y — .(y ~ r„) ufia,a..ni,» \\,ll,l(x)hAz) 

et 

10( 246 ) 7/*.| *k — , = V U' )///,( 5 ) j si ri22 

-4- sin ί i0 ) s in ^Ψ';, - Φ„ 4- ( 0
ο
 — θ )J |. 

Par conséquent, en calculant K'
rt
 de la même façon, et en tenant 

compte de (23ο), on a 

(247) kvc„=O^2'^/Î^^2|
 sinL

-1 -(9.-4»'η[φ;, + Φ„ + ' + * ' (O.-f-Û)] 

-t-sin ? ^ '-(% + b)ûn |^Φ?,— Φ„ -+- ^ "(^o — ®)J | 

= ο (λ» 2* v/Ç) [| si" ̂  | + | Si"
 9
S±11 ]· 

i i ... r, I I i i ... a„ \ I i i ... o-1 I I i * • ■ • 

r1 ……t2 r1……q1 r1………. Q1 ……… r1………t1 

[244) c. ...(r,)'1 ri h ………. th1 ……qh ……. qh+1 (r1)h…….. th 

22hMh(a1a2...ah)2 r1 ... rh rh(x)th(z) 

(r1)h-1 ...(rh)h-1 



POLYNOMES ORTHOGONAUX RELATIFS A UN SEGMENT FINI. 20D 

Donc finalement, d'après (243) et (247), 

,= = ( sin ?ί - [sin (F, -H F - + Ο (A« 2* 4/^22)] ) 

U) ""V Uj' 

Les formules (242) et (248) vont nous permettre d'évaluer 

m») "'C\^\^T.=f.'\^^r.\''''·· 

sous la condition que i
hh" y/—— -> o, qui est manifestement remplie, 

d'après (227). 

En effet, nous pouvons supposer, pour fixer les idées, o<Ô<r. 

Alors dans les intervalles dont premier 

devra être remplacé par(0, 0), lorsque 0<ζ nous ferons usage de 

la formule (242); ainsi, la partie de H, correspondant à ces deux inter-
valles est de l'ordre O(i). Il nous reste donc à évaluer les deux inté-
grales dont la première peut se réduire à 

cosO Ai n.=r i—r- J0 L| cosO,, 
η 

il suffit de considérer la seconde intégrale qui est, d'après (248), de 
l'ordre de 

r 1 1 h2 1 d90 

0+1 sinO-On sinO+Oo n cos9-cos-0 

= 0( Iog/ι) -h Ο (h*-) — Ο (log/i)· 

Par conséquent, 

(25O) ll=:0(log/Î). 

En utilisant cette conclusion pour la formule (240), nous en tirons 
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que 
2 = 0(glogw) Max [Β^(λ?)(ι — .x')P ( ι -ι- x)^\ 

Ainsi, il résulte de (239) que le maximum de R"(î —χ)*(ι -}-χ)Ρί 

est borné, comme celui de (1—a?)f(i -h et, par consé-
quent, on a effectivement 

(236) (1 — λ?)Ρ(ι 4-.r)P«[K* (j?) — Η
/ι>α

(λ·)]= Ο (ε log/0 

uniformément sur tout le segment (— 1, + 1). 
Pour que £log/i->o dans le cas 011 tt,(x) = S/((#), il suffira, 

d'après (23/j), que l'on prenne 

(2.51 ) Io«r// = \/i log//, où Λ > t A. 

En effet, on doit avoir, en tenant compte de (227), 

oh-logv// = h- log* n 4 / —γ > ο 

ou bien 
~ log// — (\ 4- ™ J log log// — 2 log h -y ce: 

mais en substituant (261), on a 

(τ ~~
6 —

 2^ ) ~~ (/'
 +

 2"//) ̂ ^ ) rCC-

5. Nous allons de nouveau utiliser les polynômes approchés S/((a?) 
analogues à ceux du paragraphe 7 du Chapitre II, pour une fonction 
continue t

0
(x) quelconque. 

Dans la suite, nous supposons toujours que la fonction t
<t
(x) admet 

une dérivée première continue t\
}
(x) sur le segment (— 1, + 1), telle que 

(252) /0 (x 4- β) ~ /'„ (X) — ° * 
Dans ces conditions, d'après un résultat connu, il est possible de 

former des polynômes Gk(x\ de degré A·, tels que 

( 253) ; G/,(./·) — log t
{>

(./ ) ! = Ο[
 7

,
 |o

'
rî/

,y 
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Donc, en posant 
c / i n / , , [Gk(x)Y Sh(æ) — 1 -f- G*(x) -4-...k—-J- — fc 

r* · 
OÙ 

( « 55 ) h — h μ, h- = μ'·1, 

on aura 
(/»(■*)- , Ο

logaA
.)» 

et puisqu'on déduit de (255), que 

(256) , . h> log log// 

on aura aussi 

(257) k log A log logA 7 

Observons que les polynômes Sa(o?) satisfont bien à la con-
dition (228), car, d'après la remarque faite à l'endroit cité, on 
aura 

:'<!-·> = —Τ Γ-' 
or, d'après (261), on a 

! ^ . 

donc, on aura, α fortiori, 
I r, — 1 > j · 

En construisant ensuite les polynômes th(x) satisfaisant à (234), 
nous aurons aussi 

(258) ; IJ.T) - l
/t
(.r) ; = Ο (ο/Γ-log

3
//) — °( j~^) = °(î^)' 

en supposant A dans (201) borné supérieurement. 
Nous arrivons, par conséquent, au résultat suivant : 
Si la fonction positive t0(x) satisfait à la condition (202), les poly-

nômes orthogonaux 11®(x) correspondant au poids (216) admettent uni-
formément sur le segment (—ι,Η-i), la représentation asymptotîque 

('*^9) H» (^)y/(.r) = Η%(α:)(ι — x)t(i -h x)i
x
\!t

9
(jc) ~ \-a

n
(r)cos(Φ

Λ
 4- ψ*). 

J our η. de Math., tome Χ. — Fasc. Ill, ttfit. 35 
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Oil 

(38 bis) Ψ' = ̂  /"
+

' y/i^ldz, 

les polynômes t^x) étant des polynômes approchés de £„(.*') indiqués 
plus haut. 

Mais d'après le paragraphe 9 du Chapitre II les conditions impo-
sées à t

Q
(x) sont bien suffisantes pour affirmer que l'on a uniformé-

ment sur (— ι, -4- Ο 
ψ/, — ψ -> ο, 

si 

<„eo) * = ±.f'
 dl

. 

on a donc également (sous les mêmes conditions) 

(261) ~ \!un(>'·) οο«(Φ„Η- ψ). 

En tenant compte des formules ( 184), on Pe,Jt écrire aussi 

( ·&*) ii;;(jj) \/t{x) ~ 7„
> Ρ ) Ρ ι

*■»ψ. 

De (261) nous concluons que l'on a pour η très grand 

( 263) | κ;ΐ (χ) ( 1 — X)ï ( I H- ./;)?' (.r) | < y!u'„ (χ) ^V2 

(0>p>1_2,0 1,) 

Donc les polynômes orthogonaux Υ{."
η
(χ) réalisent asymptotiquement 

l'écart minimum sur le segment (— 1, -}- 1 ) du produit 

| {·'') ( l — Λ?)? ( I -h Λ·)Γ" y//
0

(./■) |, 

où P„(x) est un polynome quelconque de degré η ayant le même coeffi-
cient de xn que R". 

6. Pour les autres valeurs de ρ ο et ρ, o, il n'y a rien à modi-
fier dans les raisonnements pour établir les formules asymplotiques 
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analogues. Ainsi on aura 

**«(·*)( 1 — x)'fx Λχ) ~ >!vn{x) COβ(Ψ
Λ

-Ι- φ) 

='··'<·'<>«»*+ η+ 1 + ?, %^,ί·ψ (Ρ = ί' **ϊ)» 
( 'Μ ) 

Κ«(«^0 — '')fi' + «Ό*1 ~ V«'«(x') cos(S„-+- ψ) 

=I « cosq + dfnpp sihnq ( o<p p;) 

Dans ces deux cas, I{J(a?)(i — λ?)?(ι + ̂ )ρ' ^«(^) son,: eww bornés 
( d'après le paragraphe 7 du chapitre précédent) sur ( — ι, -+-1 ), 
mais ils ne réalisent plus même asymlotiquement Vécart minimum du 
produit correspondant. 

Comme nous l'avons vu, il n'y a pas à considérer le cas, où les iné-
galités 

Ä >~ I> — 1/ 

ne seraient pas satisfaites. Or, en supposant ces inégalités remplies, 
nous aurons, en appliquant la même méthode, les formules asympto-
tiques correspondant aux cas, ou l'une au moins des quantités ρ et p

t 

est négative, en utilisant les fonctions X
/lf

 Y
/tf

 Z
u
 données par les 

formules (215), (2i3), (206). Ainsi, pour ρ o, c,<^o on aura [avec 
les mêmes conditions pour t

n (*)] 
( '.>s\o ) h y ' ^o (χ ) ~ Κ cos ( i

n
 ψ ) 

=Rnx.3 cosq+Vn(n+x+b+1)dRnx.3.sinq 

où R,f sont les polynômes de Jacobi normés correspondant aux 
exposants α = 2c — 'j = 20, — 

On a sur (— 1, +1), dans ce cas, d'après (209), pour η très grand, 

14 R°n(x) Vto(x) <V2i. 

On a également 

Κ ( -r) (· t- r):" V''M-T) ~ ™*φ -+- X- sin ψ < ο. pi'd1), 
(266) 

R j; (λ·) ( I -h .r) f-1 y /„(.*·) ~ F„ COS ψ -h Γ η SI II ψ < Ο, Ο < 0, < ̂  -
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OÙ 

F
rt

n= (i-t-
 4

τ)Γ/ιΗ("'β)(Λ·), r
n
=i/ — 7 

d'après (214), les produits | R
0
(a?)(i -f- •τ/· sjt^œ) \ restent bornés sur le 

segment (— 1, H-1). 
Les formules asymptotiques (261-266), dont l'erreur tend uni-

formément vers zéro sur tout le segment ( — ι,-Μ) peuvent servir 
pour l'étude de la convergence des développements en série de 
polynômes ortogonaux. 

7. Observons que dans le cas où tfx) est un polynome donné [et, 
a fortiori, si tfx) — 1, c'est-à-dire si l'on considère simplement les 
polynômes de Jacobi], l'égalité 

( 25ο bis) I :1 =f*'\ j = Ο (log 11 ) 

donne immédiatement des conditions de convergence uniforme des 
séries correspondantes. 

11 suffira encore d'examiner un seul cas. Considérons, par exemple, 
celui où ρ^ο, p,>ο (comprenant, en particulier, celui des polynômes 
de Legendre). Considérons le développement suivant des polynômes 
orthogonaux correspondants 

( 267 ) /( //; ) = Σ a
k

 IV;. (./; ) 

OÙ 

ak=J /(.*·)7 (-*) Κ(■*) d.r. 

Posons 

(368) /„(x)=2«
t
HJ(x)=y /(5)7(i)2K2(.r)Kï(î)'k; 

soit 9«(a?) un polynome de degré η quelconque approché de/(«r)î on 
a alors 

13 (269) /«(•'•) — = f l/(s) - 9*1*) W H) ]£R"(^),{/! 
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d'Où 

('-*;«) | /// ( ) — ?// ( X ) 1 ( I — χ )p ( I -+- x )'■" 

= τ*- Γ "ι/(=>-?»(=)] 

(i.-sp?(t + 3)*>(i-x)í( i -+-*)?«/> Hgfg)- Kg^,(g>n»(x)\dz 

= ° { [/ί -) — ?«(- ) |( I ~ 5 )Ρ( I -+- 5 )?· log/ί j. 

Donc, s'il existe des polynômes z>„(x), tels que 

<*;0 i/<*)-?«(*) 10 -
5

)
p
('
 + 5

)
?,
 =

 0

(i3^)' 

développement (^67) multiplié par(\ —#)ρ(ι Η-λ?)?· devient unifor-
mément convergent sur tout le segment ( — 1, -+- 1). 

Pour qiiil en soit ainsi, «7 xhfjit, par conséquent, que Von ait 

/<•*>=( /. ( ) I — #)P(l 4- X )>'* 

0Λ f\(x) satisfait à la condition de Dini-Lipschitz, ci de plus 
f

t
(d~ i) = o; en effet, on peut alors construire des polynômes τ„(χ) 

de degré n, tels que ( ' ) 

< ) i /1 ( s) — 9„( s ) ί ι — s )p( 1 -4- 5 ; = ο -

Λ fortiori, il suffirait donc pour assurer la convergence uniforme 
de (1 — xf( 14- xfyLtinque la fonction /(λ?) elle-même satis-
fasse à la condition de Dini-Lipschilz. 

Dans le cas, où l'une au moins des quantités ç et ç, deviendrait 
négative, on aurait un résultat analogue. Il nous suffira de formuler 

i1) En supposant, par exemple, p<«, Ρ1Ό1 il suffit de former un poly-
nôme Ρ

n
(z) de degré \f

n, tel que j/, (ζ) — P
n
(z)(i — ζ)(ι ζ)

 = 0

(\J<'~n) '
 et 

ensuite, on peut choisir 9„(s), de sorte que 

I IV,)(i - 3)·-Ρ( I ■+- 3)>-ί<-9«(5) ! = o(X^j. 
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la conclusion pour 

pgo, ρ',ίο ( ύ>· γ ρ,>" γ\ 

alors le développement lui-même 

f (./■) —Σα
η
\\„(χ) 

est uniformément convergent, pourvu tpie la fonction 

( 274 ) /, ( :r )—f(.r)( 1 — .r )2P ( ι -I- ./· )«?· 

satisfasse à la condition de Dini-Lipschitz et que j\ ( dz 1) = o. 
Je n'insisterai pas sur d'autres conditions de convergence et sur la 

détermination de l'approximation fournie par ces développements. Je 
me bornerai à indiquer un exemple qui montre que le développe-
ment (267) lui-même pour ρ >o, p,]>o peut, en général, ne pas 
converger lorsque la fonction satisfait à la condition de Dini-Lipschitz. 

Nous supposerons ρ = ρ, = *-■> *„(#) = ι. Alors le polynome ortho-

gonal est 

•i. sí sin(// -h \)r) sin O 

Considérons la fonction 

11 * * cos nuQ cos nK a re cos fj („5, /<-)=2=tF=2 «* 

On vérifie facilement que cette fonction de χ satisfait sur le seg-

ment entier (—i, H-i) à la condition de Lipschitz de degré α= ^ 

^considérée comme une fonction de Θ, la fonction saLisfait même à 

une condition de Lipschitz de degré · 

Cependant le développement 

(268 bis) J'(x) ~^a
k

W(l{x), 

où 

(ik~ ^j* f(x)Wj
;

(x)\/1 — x*rlx = ̂ ^J*
 C

°^a ^ sin ( /«· -f-1 ) 3 sin Q d
r
i 
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est divergent pour χ — zt ι, car on a 

"k= 7^-\fl: p°u^-"4. 

"t=~ y'pour 9; 
ai;—ο pour toutes les autres valeurs entières de /.. 

De sorte que les ternies du développement /(zfci) croissent infini-
niment, puisque 

Π g. ( zt: ι ) = y/^ ( /. h- ι ). 

[Conformément à ce qui précède, le développement (268 bis) devient 
uniformément convergent après multiplication par sinO = sj\ — χ-. | 

Ainsi, les développements en série de polynômes de Jacobi de para-
mètres α = 2 c — ^, 3 = 20, — l-, ainsi que ceux suivant les polynômes 
orthogonaux qui s'y réduisent, doivent être surtout utilisés si l'on 
veut approcher la fonction donnée /, (χ) au moyen des polynômes 
multipliés par ( 1 — xffi xf<. On pourra développer alors 

= f(x) 

et c^est en multipliant ce développement par (1 —χ)^( i + que Von 
obtiendra, en général, un développement bien convergent pour f\{x). 

V ordre de grandeur de son approximation, qui n'est que log η fois 
plus grand que celui de la meilleure, résulte de (271), ce qui généralise 
le résultat classique de M. Lebesgue concernant les séries trigonomé-
triques. 

J'indiquerai encore, en particulier, la conséquence suivante de ce 
qui précède. 

Soit ρ >o, c,>0. Si 

•i. sí sin(// -h \)r) sin O 

où satisfait à une condition de Lipschitz de degré a^>~ et 
/,(dti) = o le développement de f(x) suivant les polynômes orthogo-

naux R"(#) correspondant au poids q(x)=( 1 — x) -'(1 -f- x)~ 2t
0
(x) 
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devient absolument et uniformément convergent après multiplication 
par (ι — χγ(ι-\-χγ*. La démonstration est pareille â celle que j'ai 
donnée autrefois pour les séries trigonométriques (* ). 

8. Dans le cas général, ou satisfait seulement à la condi-
tion (252) de sorte que nous savons seulement que Terreur de la for-
mule asymptotique (26.1 ) tend uniformément vers zéro sur(— 1, +1), 
la condition suffisante de convergence uniforme du développement en 
série des polynômes orthogonaux correspondants doit être un peu 
modifiée (2). 

Ën effet, à présent le raisonnement qui nous a amené à (25ο) n'est 
plus immédiatement applicable. 

Mais il est en tout cas facile de voir que 

(27O) 'h— / —- dz = G(log//). 

En effet, on a toujours 

(277) (, —Λτ)Ρ(,4-ατ)?«(ι-5)?ίΐΗ-5)?.[Κ»
 + 1

ίχ)Κ®ί5) - \\'< +1 (;) H" (.τ) ) 

= K«=0(.)> 

et d'autre part, en se reportant à la démonstration de (236), on voit 
que Ton a a fortiori 

| R%{x) — Wkjti'V) |(i — x)ï( 1 -h χ)?*= (>(s log// ), 

si k η, d'où il résulte que 

( 2.|2 bîS) 1\ψ(Χ) (I - X)*t(l 4- Χ)*'» 
== 1 R|

f/l
 (χ) ( 1 — χ f? ( 1 -+- λγ)*Ρ· +hO( Ρ log2 m)~î)(/<), 

de sorte que 
(278) —=0("). 

(') Fo/r, par exemple, L. Tonelli, Serie tri go no me trie he, p. 268. 
(3) Four le cas οίι ρ = p, = o, et plus généralement si 

p(i — 2p) = p,(l — 2p,)=0, 
la condition (262) relative à t„{x) peut être remplacée par celle (18) de la pre-
mière Partie. 
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En appliquant la dernière remarque à l'intervalle (x— x-\-1). 

et l'égalité (277) sur tout le reste du segment (— 1, 1), on obtient 
immédiatement la formule (276). 

Ainsi, en reprenant la formule (270), nous pouvons affirmer seule-
ment que 

[M·7') — (> — ̂ )p(n- xV'* 

= o][f(s) — φ,,(3)1(1 — s/ ï(, -4- 5log«(. 

Donc, pour affirmer la convergence uniforme sur tout le segment ( ' ) 
du développement de f(x) multiplié par (1—&f(} n°u* 
sommes obligés d'exiger que 

?2/9) f(z)-qn(z)p 1 (1+z) logn 

En d'autres termes, il suffit que la fonction 

f ,(■'■)= f (■*') — ΜιΗ-Λ?/' 3 

satisfasse à la condition de Dini-Lipschitz avec f
H
 (zh i) = o. 

Cette condition moins générale que (272) que nous formulons ici 
n'est probablement pas essentielle, mais pour s'en débarrasser en 
faisant le moins possible de restrictions sur t

0
(x) il faudrait discuter 

directement Terreur de la valeur asymptotique de K„qui dans tous les 
cas peut être mise sous la forme (243). 

9. Passons à présent à l'extension bien plus facile de la formule 
asymptotique (221) pour un point extérieur, en supposant t

0
(x) quel-

conque. Nous n'avons rien d'essentiel à ajouter aux raisonnements 
correspondants du Chapitre II. 

Ainsi le lemme du paragraphe 6 du chapitre indiqué subsiste sans 
modification et l'on a 

(Mbit) [ RJ (x) — K„,/,(.r) | = 0 ■+" j)l' 

où 0 est la plus petite distance de χ au segment (— 1, -f-1) et M la plus 

(1) Il est évident que la formule (276) est suffisante pour affirmer la conver-
gence uniforme à Vintèrieur de (— 1, 4-1) sous la condition (271). 

Journ. de Math., tome X. — Fa sc. III, 193-1. 36 
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grande des deux valeurs et (l(x) en supposant que 

3\ t„( v) — th(.r) i 

Par conséquent, dans l'hypothèse que /„(#)]> ο sur (—1, 4-1) est 
continue on a la formule asymptotique 

1 /*"'/$ ./·*— ι Λ log/,, 'w <lz 
(28ο) = ; ' "* ' (ι -H '/λ) 

~ (x+vx2 — 1)n+q+q1p2x s1(Vx2 1 logl2z dz 

où γ„ ten*/ uniformément vers zéro dans toute région fixe extérieure au 
segment (— 1, 4-1), et pour les polynômes normés, on a 

x1 1 s-1 log loz dz 

(280 bis) {',*><> bit) Iν,Λ 1 ; ο 2K y/0 

9'V J|I' — i Ç"% logtQsznlz*>¿ (x)e J-i ‘z~~ z*. 

Indiquons quelques applications de ces formules : 

i° Déterminons le minimum N
n
 de 

J IJ.T)(I - χγ (, -u x)ïdx, 

si F„(x) est donné en point extérieur χ = ς. On aura 

Κ ( r) = a
0
 R;;-s «, R· (œ) -+- ... -+- a

n Κ (*), 
OÙ 

15 «i R/Í2) = a0"L - ; K° 

donc 

ρ M_fl»Vp«irÛ\·(*\— An — Κ^(ν)Κη(ξ) «ο 
0 ' 0 

P„(c) = _*2-[ R'„t,(|) R»(?) - Η?(ξ) RS
+
,(£)]^ 
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Pt 

U) N.=y('m»v^=^. =^J3<a ¿d\ it» / ' A» h' ” (ï» ¡v<(f\ _ ii / ” A« H;I,ÍÍ)K:(?)-KJI+IÍ5)K;«C.. 

^ — i)y· 1 (ς -ι-1)»5 ^ ,8„u&zt 

en supposant 1>„(ξ) = ι. 
2° Les formules peuvent être utilisées pour la détermination de 

Γoscillation minima des polynômes monotones assujettis ( et multiplement 
monotones) à plusieurs conditions. 

Ainsi, proposons-nous, par exemple, de déterminer l'oscillation 
minima M du polynomc monotone Q„,(x) de degré m sur le segment 
(— 1, +1), si sa dérivée s'annule en h points extérieurs </,, a.

2l
 . . ., afl 

et prend la valeur ι au point extérieur ç. 
Supposons m — Λ = 2 η -ρ-1, impair ; on vériiie alors sans peine que 

le polynome réalisant i'extremum peut être mis sous la forme (' ) 

()„
t

 ( χ ) = j* V'£ ( χ ) //, ( χ ) d.r< 

ou,,,(*)=(.-£)...(ι-ΐ)· 
La solution résulte donc de la formule (281), et l'oscillation minima 

cherchée a pour valeur asymptotique 

( 'AH'A ) M/sV 1 /*•* I wth'Z'H o .-—J-:,-s/7Tg 

— ^2~" 0 lr'(ï +\V — ô— Ί- ·-t-y/ξ* — 0— »] 
( ξ + ν ς-— O"""1 lr* — (ξ — ')!· "Vu—[?-+V£* — 0] 

où ri= a'j— 1 (le signe devant le radical étant toujours pris tel 
que(r,|>i). 

3" La formule asymptotique (280) permet dans tous les cas de 
déterminer les valeurs asymptotiques des coefficients du polynome 

(1) Voir mon article Sur les polynômes monotones ( Communications de la 
Société mathématique de Kharkow, série IV, t. I). 
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orthogonal 
(îî83) Ra

n
(.r) z=z x»Aj.r"-1 -+-..\/ixn~k-h...-f- A,„ 

pour k fini. 
En effet, en supposant |# | 1, on a 

iO f J!«. =f,-± JL
+

 î:
 +

...
+
 ̂ ..1. 

ou 

ía8'i) V 1-5* xk= 12 f +1 logtn z2 

reste borné, de sorte que le développement de 

9(285;e j-1 V x2 log x1 x xn-2n =1 x1 +… 

a également ses coefficients bornés. 
D'autre part, à cause de (219), les coefficients du polynome de 

Jacobi sont asymptotiquement les mêmes que ceux de 

11 / X -h y/a'1 — ( '-*86 ) T„(.r) 

M ,/ -o—î/ xn_ n x2 (-1)n -1)….n n2 xn 

x
[,
 +

£ J;· 

où T„(a?) = ^zjcosn arc cos λ? lorsque ^ - ^ o. Par conséquent, pour 

^ -> o, les coefficients du produit de (280) par (286) sont asympto-
tiques à ceux de 
ί 287) .r" -f- ί ρ — f, — Λ, );rM~x — y -+- - · · — τ J —jr-

_j_ *y(p—pi—^ 

à moins qu'on ait ç — c, — α, = o, en quel cas l'ordre de grandeur des 
coefficients correspondant à k = zl-\-1 impair est abaissé, et leurs 
valeurs asymptotiques s'obtiendront de même, en faisant intervenir les 
termes suivants de (285). 
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Il est évident que pour k fini les coefficients Ak sont asymptotiques 
à ceux du développement (287), car les coefficients du développement 
de γ„ dans (280) suivant les puissances de ̂  seront de l'ordre de γ

Λ
Κ* 

où R ^>i est un nombre positif quelconque. 
Si k croit indéfiniment, les coefficients A/; ne seront asymptotiques 

à ceux de 
) ¡Of/, I z] Je V^l — s* 

4=..rn-\-ïiixn-' h- .. .-hBk.xn~k .. 

que sous la condition que γ
α
 ne tende pas trop lentement vers zéro. 

On aura, en effet, 
(*»9) A

t
-B

t
=—,J _

n

'
k
^ , 

où C est une ellipse, ayant (—i, +i) pour foyers et x + 2(o^>o) 
pour somme des demi-axes. 

Donc 
, * 2 ) j·^, 6 U*<3

2

-l· 23n+1+k]; 

en supposant que lim ̂  < 1, posons 1 —S on a ainsi 

10 |— k —« I . A + I— - I / . ,, A ( ?-n— 9, — /.) -■/„ I (->.90; A*— B*=0 I 2 L ( '¿n /•' 2 ( n -r- l — /.• )n~x~k J 

Si l'on désigne par CA le coefficient de ÎF"_/î du polynome T„(a?), où 
i: = 2/est pair, la formule (290) prend la forme 

(291) \k— BA=0(Cr//iV7*)i 
car 

14<*9*) \Ck\ k n— — («_A)!^W (n - k)"~k (iky ■4 e \¡T.k(n — k) 

/1(2/1— λ* — îï) 22 β 

2
"-;

(
„ _/.)-**! *Εί(η ~-k) 
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Par consequent, pour avoir 

(296)? *9* ) r A k 

il suffit que 

( 29Î ) '/jtCk>Jk — οί B*). 

En particulier, si ~ ^ o, on a, d'après (286), Β
Λ
/ν/C/; pour k pair, 

donc il suffit que 

{ιφ ) Ίη\ Ι> ΠΚ 

On a un résultat analogue, mais plus restrictif, pour k impair; il 
suffit alors pour avoir (293) que >- o. 

En observant que les coefficients C,
(

 vont en croissant plus rapide-
ment que les termes d'une progression géométrique, ayant r^> 1 pour 
raison, tant que l'on a lim^ < 1 !_> on peut étendre la conclusion 

précédente au cas où lim ̂  ' Cette circonstance, d'après (21 °>) 

et (221), se présentera en particulier, ijuels que soient ç> et s,, 
lorsque est un polynome donné. Observons que dans ce cas 

(296) x1=1 2z f-1 log (z) dz 12 h z2 

Dans le cas, où la fonction tjx) est paire, et s = s,, il est évident 
par raison de symétrie que les polynômes orthogonaux correspondants 
ne contiendront que des puissances de même parité. 

Si nous admettons de plus que de sorte, d'après la for-
mule (16). R"(«r) atteint asymptotiquement son maximum absolu avec 
des signes opposés en η + i points du segment (—1, -h 1), il réalise 
(asymptotiquement) Γ écart minimum du produit 

Yj.r)vlñ(.r) 

P,,(.r ) assujetti éi avoir le même coefficient A* de.r"~A que RJ(ar). 
Donc, en particulier, dans l'hypothèse que ^ -> o, à cause de C

A
 , 
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le rapport de cet écart minimum à celui qui correspond à t
0
(x) = ι est 

asymptotiquement égal à e*~~J -» v ,_a' , comme dans le cas, ou k= o, 
quelle que soit la fonction continue positive t

u
(x). 

La yaleur asymptotique de A
/;

, pour iim ̂  = ι, ne peut être déduite 

de (280); mais on peut la déduire de (28) dans l'hypothèse que t
u
(x) 

est un polynome, et passer ensuite à la limite pour l'obtenir dans le 
cas général. Sans entrer dans les détails de la démonstration, je me 
bornerai à indiquer la conclusion pour le cas où p = f, et t

fi
(x) est 

paire, alors 

. 1 Çm% !«></»f^«//g lim = <?*”•'-» v'~ ^si lim ^-= i J. 

Donc les formules de W. Markofl' subsistent asymptotiquement, 
lorsque ^ ^ 1 ^mais, elles ne sont pas vraies, d'après ce qui précède, 

pour lim^ =°) quelle que soit la fonction continue positive t
9
(x). 

Ainsi, en particulier, l'écart minimum de 

ip»■+■ χ -hρ
ζ
χ- —... -T- p,

t
xn\sft0(x) 

sur (—1, -}- 1) est asymptotiquement égal à - » Ce dernier résultat 
subsiste, d'ailleurs, dans le cas ou t

()
(.x) contiendrait ( 1 —χ)^(ι -f- xy?t 

en facteur avec 0c, £0, et peut être déduit du même raisonnement, que 
la proposition générale suivante que nous allons démontrer : 

Si la fonction o(x) jouit de la propriété qiiil existe un nombre fixe k 
tel que 

EJxo(x)]=zo { EJo(x)]| 
et 

( = ο { Ε
α
[ο (.χ) {, 

où E„[y (.r)J désigne la meilleure approximation de f(x) par des poly-
nômes de degré η sur(— 1, -h 1), alors, quelle que soit la fonction con-
tinue positive p(x) donnée telle quep(ο) = 1, on a 
t^99) [?( r>] ~ K*[9(X)], 
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où Ε
η

,μ{χι [&(&)] est Γ écart minimum du produit 
(3θθ) — V 

U
{x)\p(x) 

sur le même segment, Ρ„(#) étant un polynome de degré n. 
En effet, soient />/,(#) un polynome de degré Λ, approché de />(#), et 

qu(x) un polynome de degré k
9
 approché de tel* Φ*β, 2 étant un 

nombre positif donné arbitraire, 

(3οι) » — g < < 1 -4- g, t —ε <r/k('')/>(':) <i + z-

de sorte que 
(3OÎÏ) il — tf<pk{.x)lklx) < 0 -r-2)3· 

Or, en posant 
Ph(x)= 1+xR(x); 

nous concluons de (298) que 

(3o3) Vn[f>,Ax) ο(χ)\ ~ E„|oi./;;] 

et, par conséquent, puisqu1on a manifestement 

,,k .r [o(ar)]iE„-4f>/t(~e) o(x) j. 

nous pourrons choisir η assez grand pour avoir 

(3o») E,
it

„
h[*(■*)]> [ο(.vj\(t —ζ). 

De même, 
( 3θ.1 ) Ε/j^, tfy.r ) j ̂  ^ ./· [?(*)]: 

donc, en vertu de (3o2) et (3o5), on a 
(3θ6) V'n[o{'n}>En+k^h>.r{0('V)](i — if. 

En tenant compte de (3oi), (3o4) et (3o6), nous avons donc la 
double inégalité 

(307) (i — i f
 Ε

Λ)//

.^[φ(«/;) J > E//-//1 ?(->£)] (1 ~ OS 

ce qui prouve notre affirmation. 



POLYNOMES ORTHOGONAUX RELATIFS A UN SEGMENT FINI. 283 

Le théorème s'applique, en particulier, à \x\35, quel que soit α o. 
Il est évident aussi que l'introduction d'un facteur s'annulant 
sur (— ι, +1) de la forme ι— ... ι — — ' dans la fonction 
p(x) ne modifie pas la valeur asymptotique de Ε«

:/
,<*,[?(#)] lorsque 

o(x) est assujetti aux conditions ( 298 ). 

10. Pour terminer, montrons, comment on pourra calculer la valeur 
asymptotique de E,

M
;—r[?(x)\ lorsque o(x) est une fonction analy-

tique. Nous nous bornerons au cas ou ifx) est positive et continue 
sur (— 1, H- 1) en ajoutant provisoirement la condition (18), dont nous 
pourrons ensuite nous débarrasser. 

Supposons que φ(.2*) admet un pôle unique réel positif, pour fixer 
les idées, a 1, sur son ellipse de convergence. 

Commençons par observer que dans le cas ou le poids trigonomé-
trique tfx) satisfait à la condition (18) que 

t„(.r 4- ò) ... log 1-2 

où ζ o, on a non seulement la formule 

(16) Kg(./;) ~^
λ

( y
^ cos(nO -i-ψ), 

mais on obtient par la mvmu méthode la formule asymptotique pour la 
dérivée» 
(3o8; IY

n
" (./;) y 1 — sin (nfj — ·1) -+- zu. 

ou z
n
 tend uniformément vers zéro surtout le segment (- h +1). 

En ellèt, en supposant, d'abord, que t„(x) est un polynome th(x), en 
remplaçant le polynome Ύ

η
{χ) de Tcbebichef dans la dernière 

colonne du déterminant (28) par^T^(.r)/i — .r'-4, on vérifie que la 
formule (3o8) est exacte avec le même ordre de l'erreur que la formule 
correspondante (64). Ensuite, en appliquant un théorème bien connu, 
on constate que 

S 1

 n
 [H'

n
*(x) — R«,A( Ζ)] = 0(£ log/i) 

Journ. de Math., tome X. — Fasc. III, 1931. 37 
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du moment qu'il est démontré que 

| K«(a?) — R«
t
/,(tf) | = 0(ε logn). 

Ceci posé, formons le polynome 

(3o9) (X) — (x — a) ^R^(.r) cos«5 — ^
 X

 R«°(j?) sin«5 j 

= R)|(.r) (αχ — i) -+■ —'-(χ2— ι) Ηή°(.τ), 

OÙ 

coso= ax — 1> sin ο ~ — » 

de sorte que, d'après (16) et (3o8), on a 

(3lO) ^//^-1 (-*·) ^
 COS

(
N

R
J + + Q). 

Puisque ο croît de — τ. à zéro, lorsque 0 varie de zéro à π, la fonc-
tion 
(3„) VU^,(.r) rg^r) Ι — 

où P„(#) est un polynome de degré η, atteint n-\-\ fois sur le seg-
ment (—ι, + i) son écart maximum asymptotiquement égal àV2. 

Donc „ " fournit asymptotiquement la meilleure approximation 

14 E '/M V '*' x — a/ ¡ S/M.,(^) ; Vï 

Pour obtenir la valeur asymptotique de S„+.,(#), on observe que, 
«’après (i6) et (3io), on a S«*., (x) +aY\n.,¡<a(x) = 0(1), où K,(4.lt„(¿rj 

est le polynome orthogonal normé relatif au poids trigonométrique 
t
0
(x)(^i — ̂  î uniformément sur le segment (—i, -î-i); donc, 

d'après un théorème connu, on a au point a 

S,,„,(«) = — αR
rtM)

„(rt) 4- o[(« +-\'a- — i)"], 
c'est-à-dire 

18 . S/I4-I \fl) lim — — — a. 
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Or 

— (7/ -A-da? ~ ι V" 1 "Vf -A_-£2,
/5 

ν 37Γ 

* ( 1 \ - - - .•\ I a - - 1 i ft* - i ç 1 — -- - (a y //* — i )" e -71 J -1 5—"V» - # 

Donc, 

(/)!?-) Ι'ν,Λ'/~,·( ) ~ 7 -CJtV «-5V1-32. 

ce qui peut aussi s'écrire sous la forme 

I A bis ) I“'»,x-a eVa2-1 

On pourrait aussi déduire la valeur asymptotique de S
/<
^.
l
(rt) de 

l'expression (309). 
Il suffirait d'observer que les formules asymptotiques pour les dérivées 

qu'on obtient par differentiation de ( 280) sont également valables en tout 
point extérieur, car la démonstration de ceci résulte directement de la 
méthode développée dans ce Mémoire. 

D'ailleurs, il suffirait que la formule (3i2) soit établie pour un 
polynome positif quelconque t

h
(x) ('), pour en conclure son exacti-

tude pour une fonction continue positive quelconque. 
En diiïérentiant par rapport à a l'identité 

( 3 I I bis ) \ χ ) —-— = f F n(» ) "1 / (
 r

 j 

et en observant que, d'après (309), les dérivées successives de S
/<r

.,(.r) 
par rapport à a sont sur le segment (—1, -+-1) de l'ordre O(i) pour 
η -> oo, nous en concluons que le second membre, qui après k differen-
tiations devient égal à 

—- <}*,t f€)] V tn(.v), 

(') C'est ainsi que j'ai obtenu pour la première fois ret le formule sous une 
forme équivalente (comme produit de facteurs, qui met ainsi en évidence la 
nature algébrique de l'intégrale considérée) dans une .Note des Comptes rendus 
(séance du ά6 mars 1938, p. 8 |θ). 
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où est un polynome de degré η, est asymptotique à 

Vi C03{nO -1 5Sn+1) Vto Sn+1 ~dak Sn+1 

Par conséquent, d'après la remarque faite plus haut, on a 

(3.3)n,V yV<a • -1 /** 1 1»K '/s ^ t/ -1 ‘n — z •t 

Donc, .VÎ la fonction analytique z>(œ) admet un pôle unique réel a 
d'ordre quelconque sur son ellipse de convergence, on a toujours 

( 311 ) jV-» - I /•' 1 log /„'Zi//z ~ J .. 11a- Zìi'I --5* 

quelle que soit la fonction t
n
 (λ?) positive et continue sur (— ι, -h i). 

Cette égalité asymptotique doit aussi très probablement être 
exacte dans le cas où la singularité de φ(#) est algébrique ou loga-
rithmique. 


