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POLYNOMES ORTHOGONAUX RELATIFS A UN SEGMENT FINI. 219

Sur les polynomes orthogonaux relatifs a un segment fini;

Par Seree BERNSTEIN.

(SECONDE PARTIE.)

CHAPITRE 1II.

POLYNOMES DE JACOBI.

1. Nous passerons a présent & I'étude du cas ou le poids trigonomé-
trique ¢(x) peut devenir nul ou infini sur le segment (— 1, 4 1).

Nous nous bornerons toutefois & I'hypothése que ¢ (x) pent étre mis
sous la forme :

(117) ta)=ty(z)|x—b, [ .| @ — by|™

ou by, ..., b, sont des points quelconques en nombre fini de segment
considéré, ¢, . .., 2, sont réels, ct ¢, () satisfait a la condition

(lO bl's) 'A<t0(x)<L

et est intégrable au sens de Riemann.
Nous montrerons d'abord que, sous ces conditions, les formules du
Chapitre I subsistent encore et 'on a (')

(46 6i5)  LVI@)~ =y, P (Vi@)~ M

-

(') Voir la premiére partic de ce Mémoire, Journal de Mathématiques,
1930, p. 144. La seconde de ces formules (46 bis) se trouve chez M. G. Szeeo,

Entwickelung nach Polynomen eines Ortosonalsystems (Mathem. Annalen,
Bd 82, p. 199).

Journ. de Math., tome X. — Fasc. III, 1931, 29
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ol

1 f" ! 1ogtiny
(48 bis) M=/ Viead

-1

Il suffit évidlemment d’examiner le cas ot /= 1. Supposons en pre-
mier lieu que 2, est un enticr pair ¢, = 2 p (). Considérons, pour fixer
les idées, L,(y7(z)). En vertu de (46) et (48 bis) qui sont appli-
cables, comme nous I'avons vu, lorsque ¢(«) ne s’annule pas sur
(—1,41),0na

Ln(\/l.,(.l')[ (o by y-et)r

\ ~ F A (-l — | ———e
)N\/; &/ +4 \i,‘h }-€7) ) L,,(\'l,,(.c))

:< I “+)— (Z)/’l"‘(\/’u("'))

ot « tend vers zéro avec ¢. Mais d’autre part, si ¢(x) = £, () (x — b)*,
ona

L, (Vi@ (@ = 67+ 1) > Ly T05)) 2 L s (VBT ~ - L (V5T );
done
L”(\/t(‘l”)) ~ 2—'/}"”(\ Iu("'))’

ce qui prouve I'exactitude de (40), lorsque 2, =2pest un nombre pair.

Remarquons que si p était un entier négatif, lesformules (46) seraient
une conséquenceimmédiate du fait que les polynomes orthogonaux de
degré n relatifs au poids trigonométrique ¢(x), ainsi que les poly-
nomes d’écart minimum correspondants seraient identiques a ceux de
degré n + p, respectivement, relatifs a ¢, () multipliés par (z — b)*
de sorte qu’on aurait identiquement dans ce cas

L.(yi(@) =L 0l(@), 1) =1, 40r)).

Les formules (46 bis) étant établies ainsi pour le cas ou ¢, est un
nombre pair positif ou négatif, considérons le cas général, ou ¢, est
un nombre réel quelconque

2p < 6, < 2p - 2.

Soit, pour fixer les idées, 0 <3, <2.

(%) S. BernsTRIN, Lecons sur les propriétés ectrémales, etc., p. 18.
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Introduisons deux fonctions ¢, () et 2, () intégrables au sens de
Riemann, telles que, ¢ étant un nombre positif trés petit, on ait
Lx)=t,(x)=1(x) (pour|x-—by|2e)
et

L(a)=(x~- ), (x) (pour |« -— b, | < e),
L, () =1,(x).

Les formules (46) et (48 bis) sont, d'aprés ce (ui précéde, appli-
cables 4 ¢, (@) et ¢, () ; ainsi, & cause de

t(e)Stle) 2 (e),

on a 4
1 1 Yogtyia e ] I Yoglylayd
(1 a,) 1% == (1-+2o,) 7% -
((18) ——AIT-_'(' fx $ - /IJ“(\[( ))/__._.._.”ﬂ” ¢ f-l V=
\ , !
ol &, >0 tlend vers zéro avec ~
Donc, ¢ étant assez petit, pour que I'on ait
! logt(z)de “Yogt, (x)dr
— | e,
\,l-—l“ —1 V-t
*'lcwt(l) +ogt,(.x)
[ Vi =5 do— V:TT‘J < Zny
on pourra choisir n assez grand pour avoir
l S tagler dae [} *Yogtieda
(l—o)® 53 )  —F57 (14 o - [ R
(Ilg) ——:,—I-:_—l’-‘l_p tf.n [REE <l4n(vl( l'))< ”_”) (“Tcr..; (WEas ;

ceei prouve l'exactitude de notre affirmation, le méme raisonnement
étant applicable a H?* [V1(z)].

Ainsi actuellement on a aussi
. Ty .
(42 bis) Wiy~ " IARIPSY

et 'égalité asymptotique (13) de I'Introduction

(13) W/ [ t(e)] ~ E‘<_:_)_I_(l:f‘:)

l‘(-{-&-l)
2

s'étend par des considérations identiques.

AEs]
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2. L’extension des expressions asymptotiques des polynomes
orthogonaux eux-mémes est plus délicate, et en particulier, la for-
mule fondamentale

- 2
; 3~ vers (110 1o ¢
(16) R,(r) \/m(w)cos(nl - 4),
ol
v ogi(s) - logt () A
(7 “f*‘&/_ \/.—'—’

cesse, en général, d'¢tre valable sur tutle segment (— 1, +1)('). Ceci
a pour conséquence que le polynome orthogonal R, (x), en général,
ne fournira plus asymptotiquement ’écart minimum du produit
P, (z)Vt(x), o P,(z) est un polynome arbitrairc de degré n possé-
dant le méme terme de degré supérieur que R, (x), et par conséquent
une étude supplémentaire est nécessaire pour résoudre le probléme
fondamental de la détermination du maximum de R, (z)\i(x) sur le
segment (— 1, +1).

Dans ce qui suit nous nous occuperons uniquement du casoir ¢(x) ne
peut decentr nul ou infini, qu’auzx exirémités =1 du segment. Nous
scrons amenés ainsi, pour faire une étude compléte de ce cas, de
faire le méme usage des polynomes généraux de Jacobi, relatifs an
poids trigonométrique

(120) L(x)= (1 —x)* (1 - x)*"

que celui que nous avons fait dans la premiére partie des polynomes de

Tchebichef. Nous devons donc commencer par une étude préliminaire
o ) p »

des polynomes de Jacobi, au sujet desquels le probléme fondamental

) ) q I )

gne nous venons dc signaler n’a également pas encore été résolu. Si

(*) Je voudrais observer en passant que l'espression de log/(x) en fonction
de ¢(x) que j'ai indiquée a I'endroit cité (p. 153) peut étre simplifiée : on a

@) Vi — =) 1 =3 ds

2
logt(x) = - [ - ’
ol ( ) 1!‘,__' 5 —a \/l—z:

pourva que §(.r) satisfasse & la condition (18) et que I'on ait (£ 1) =o.
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nous désignons par ¢ () le poids ordinaire, on aura

t(rx)

”

\’/ 1| — a?

(25 bis) q(z)=

et par conséquent, lorsque £(x) est représenté par (120), on a

(171) J0r) = (1 — w21+ 2)B,
ol

. ' - 1
(122) Z==920 — ’—)‘) 2 ==20 =

On peut, évidemment, limiter I’étude au casoti o> —1,3> —1,
c’est-a-dire
(123) 0> by o —

i 4

car, si « =— 25—+ 2,, ot s est un entier positif et —1< «, 21, les
polynomes orthogonaux de degré r, correspondant aux paramétres %
et 3, seront identiques aux produits des polynomes orthogonaux de
degré n — s, correspondant aux paramétres «, et 3, par (1— x)". La
méme relation existera naturellement entre les polynomes d’écart
minimum correspondants.

Conformément au dernier paragraphe du Chapitre 11 de la pre-
mié¢re Partie, 'expression asymptotlique (16) ne pourrait étre un

s , _ Co 1 N
polynome (') que, lorsque :=oou et g,=0 ou (D apres la

.. . . . A I
remarque qui vient d’étre faite, les cas, ol p=—75r fr=— 7',

ket k, étant des entiers positifs, s’y raménent.) On vérifie directe-

ment que les polynomes normés de Jacobi correspondant alors aux

n

. ) . , . .
paramétres o= -, 3= ., d’aprés (122), se réduisent, respecti-

N | .

(') Voir aussi ma Note Sur une classe de polynomes d'écart minimum
(Comptes rendus, 1. 190. p. 237), et I'article Sur une classe de polynomes
orthogonawr (Communications de la Société mathématique de Kharkow,
t. &, 1930).
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vement, a

(n \/%cosn&,
, 1
— cos{n+ —)4
(1l \/' ( 2)

—_———

T cos L
2
. '
sm(n—i— ;-)9
(Ill) ‘/[_ ._._.______)__ '
7 sin 4
2
. 2 sin(n +1)9
(v \/1: i

Cependant, méme dans ces cas simples [sauf le premier, ol
t(x) =1]laformule (16), avec la valeur (17) pour ¢, n’est pas exacle
sur tout le segment (— 1, + 1). En effet, soit par exemple, t(z)=1+4-7,
Ol Nous avons

— €OS (n. - 1)9
ﬁn«r):\/;',- —

I 3
cos — 1
9

o a 4
donc la valeur exacte de ¢ doit étre ¢ = -, et cette valeur ne peut cer-

tainement pas étre donnée par (17) qui jouit de la propriété de s’an-
nuler aux deux extrémités. Dailleurs, un calcul facile donne actuelle-
ment

I
logt(r) =log(1 + cosh) = — loga -+ 2[005’/ — ;cns?ﬁ A, ]
de sorte que, d’aprés (17), on aurait
. .
d=sinf — ;smofi 4y

. UV :
quin’est égale 4 - que pourx > —1; maispourz=-—1,0ona¢=oet

la convergence est manifestement non uniforme dans le voisinage de ce
point. La méme circonstance se présente dans le cas général des poly-
nomes de Jacobi.
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3. Les polynomes classiques de Jacobi P'* #(z) qui sont orthogonaux
relativement au poids (121) ne sont pas normés; ainsi, en désignant

par R*? (z) les polynomes normés correspondants, on a

sy sy [+ 2+ L+ )T+ )P+ 2+ B +1) 545
(126) K- ('T)"_\/ 9“‘3+'l‘(n+a+|)l‘(n+ -+ 1) PiE? ).

De méme, si R** (.r) représente le polynome orthogonal de degré n
ayant son terme de degré supérieur égal & =", on a

I‘(n+/+,5+|)
I'()u-+—/+(a+|)

(1 — )20 (1 4- x)ﬁ-HL]

(127) Rz (ry=(—1) —z) (1 +x)~8

(/l"‘[
On vérifie directement que
(198) W2 (1 —r)? (14 .0)% |

+1
_.f [R25 () (1 — r)* (1 +x)B s

Tin+2z-+753 -i—l)r(ﬂ+!)r(ll+/+I)T(Il+,.a+l)

—— pEndt Bt
IT'2n+2 +p+)F(an+ a4+ 5+ 2)
ou
I 1 1,
122 = —d+ =-5+ 7;
(122) P=3 +/" pr= zr""'["

donc, d’accord avec la seconde des formules (46 bis),

(129) H2| (1 — )7 (1 .r)fs |
9-/1444,3(” _*_/)11.7(”_4 J)"”l’(/l-{-/»{- J)n-ta—o-pﬂn T
~ T 214+ 1, -+ %A+ ~ z/+a+f$'
(2n + o+ Gy arB(2n + 2 + Bt 2B g2

La valeur L,[(1 — x (1 + x)?'] est donnée asymptotiquement, d’aprés
ce qui précéde, par la premiére des formules (46 bis), et il vient

. . 1 1
(130) Lal (1 —2)f (1 4 2 )#s] ~ s = oS
2 2
Nous allons démontrer que : pour
1 1
(131) 0Sp3-s  O0SpSs
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le maximum de |(1— xy¥ (14 x) R>¥ ()| est asympintiquement
égal 4 (130); et, au contraire, dans le cas oi les conditions (131) ne sont

. . . . . . 1
pas remplies, c'est-a-dire si 'on a au moins une des inégalités |a|> ~»

i . 3 . P )
|3 > s le mazximum considéré est supérieur é (130).

A cel effet, posons
(132) oo (E) = (0 — 2)2 (1 4- ) B2 (r).

Dans le cas oi1 aucune confusion ne sera possible, nous omettrons
certains indices de f,, , . (x), en écrivant /, .(x) lorsque ¢ =g¢,, ou
simplement /), () lorsque les paramétres ; et 7, resteront constants
pendant tout le raisonnement.

Cela étant, en posant x=cosf, on vérifie, en tenant compte de
I'équation différentielle connue ('), i laquelle satisfont les polynomes

de Jacobi, quel'on a

‘) ,lzf”c,ypi('l’) . | e} —
(lg-i) - ////)2 - - ;:;-;'./II,"/,,’;,('I') —_ ()._

ofi

-2
(13%) 7.2(r) = —

(=2 (R4 o+ 0+ (1 4+ 2)p(s — 2p) + (1 —x)p, (1 - zp‘)'

Puisque 7.} est asymptotique a (7'—‘—31:;7’ dans toute région fize ne
- 4!

contenant pas les points == 1, P'intégrale générale de (133) est asymp-

totique a A cos [(r+ ¢ +¢,) 9+ 2] dans tout intervalle donné inté-

rieurau segment (— 1, 1), o1 A el 7 sont deux constantes arbitraires.
Ainsi, on aura sur (— 1+ ¢z, 1 — &), quel que soit 0 < e <1,

(135) Supn ()~ Acos| (n+p+0,)0+ 9|

oii la constante nous importe peu pour le moment (*).

*) G—a) R (2)+[B—a—(a+J+1)z]R, (z)
+n(n+a+B+1)R,(z)=o.
(*) La formule (135) est d'ailleurs la formule asymptotique classique des poly-

nomes de Jacobi pour lintérieur du segment (— 1, + 1) et il est bien connu
que 9 = —pm.
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Pour déterminer la constante A, il suffit d’observer que

R Tt
I+2

l — .z
oi1 - tend vers zéro avec¢; donc, en vertu de (129) et (135), on aura

T
pzn %4+’

¥ia

At~
d’oui

(136) (A~ —

0 D
W ~ '4,,!"*.’3)!‘("'{".[,)!’! I.

Ainsi, d’aprés (130), la valeur asymptotique des maxima de
| f,5.0,(x) | @& Uintérieur du segment (— 1, + 1) est égale a

L.[(1—x)e (s + x) ]

mais nous devons encore examiner la valeur de ces maxima dans le
voisinage des extrémités.
Posons dans ce but

.

(’37) 1y (x )—*./u")

///u( r )
. ,lf -

Donc, en tenant compte de (133),

/ln,,( ) //f,,(l') . ,//j,,(l’) //'f,,(l) - /ﬁn ’lfu")
(+38) 2fulr) == 2 g Ty ey |
— 27, r[),, /If,,(/) __ /[[(,(Q z
G\ Td | T T )
d’ou ’
ag g MUalry _ d12[df,(r)
(158,/15) —;I,;;_— = —,—-17 [ ;/.} ‘|
(v —xpp (s - 2y) - (14-2)°0(1 —2p) ’/fn("')]:.
T li—)n+ o407+ (1) (1—20)+ (1 —x)e, (120 F | 49

d).?
Par suite le signe dl’ 15 €5t le méme que celui de —-
En particulier, u,(x) [amsl que 2.2(x)] sera constant, si 'on a en
1
méme temps ¢ =0 ou ¢ = - et gi==o0o0u g, = ; ce sont les quatre cas

signalés plus haut, ot les po[ynome: normés de Jacobi se réduisent aux
Sormes (124).
Journ. de Math., tome X. ~ Fasc. III, 193s. 3o
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En général, le numérateur de (138 bis) s’annule pour

L Ve =20 Ve —2p) P,
(pr—p)(1 —2p—120) ’

par conséquent, u, (x) atteindra un extremum a Uintérienr du segment
(—1,+1)dansle casoil’ona

(139) pp‘“__v)‘?)('_,‘,'?','zr’.

c'est-a-dire si 'on a simultanément les deux inégalités (131) ou si

aucune de ces inégulités n'est vérifiée; cet extremum sera donc atteint
pour

(110) ',,":\"Pu("“”'Pu)—--\(Alwzp)‘
\',Pu(l~— 20y) -+ o(1—25)

Sous Phypothése (131), 'extremum sera un maximum : la courbe

monte ainsi depuis — 1 & , pour s’abaisser ensuite, lorsque x varie de
.1'0 —1I.

Mais, d’aprés (137), les maxima de f;(.r)sont égaux aux valeurs
correspondantes de u, (). Donc dans le cas ol
(131 bis) o<p<-'2w 0L 0, —
le maximum absolu M, de

(132 bis) [ falr) i =(1—.r)?(1-+.r)oe B2 (r)

sera atteint, soit pour x=ux,, soit pour l'une an moins des deux
racines successives de f'(x)=o entre lesqnelles se trouve x,. En
tenant compte de (136), la valeur asymptotique de ce mazximum
absolu est

(111) M.~

' [’ i "
gyt La[(0— )2 (1 4 )2,
La premiére partie de notre proposition énoncée au début du para-
graphe est par conséquent démontrée.

4. Dans le cas ou aucune des inégalités (131) ne se trouve remplie,
I'extremum de u,(x) est un minimum, de sorte que les maxima de
(132 bis) vont en augmentant depuis x, vers les deux bords. Enfin dans
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le cas o1 une seulement des inégalités (131) est remplie, par exemple,
8i

[ !
Z 7

0°0,7 —y 0> —y
_31-2 K >

la courbe Y = u, () varic toujours d’une facon monotone, et il ¢n est
de méme des maxima de (132 bis) gni, pour 'exemple considéré, aug-
mentent de gauche a droite.

Nous devons montrer qu’actucllement le maximum absolu M,
de (132bis) qui est identique, par conséquent, @ lun au moins des
mazima les plus voisins des bords ese méme asymptotiquement

g ¢ . ; f . . . L,
supérieur i la valeur |\ | = ————, asymptotique auzx maxima inté-

e R T
rienrs.

Pour fixer les idées, supposons ¢ > ; Alors le dénominateur de
7.;(x) s'annule pour x, voisin de + 1, mais nous n’avons pas a consi-
dérer le petit intervalle, o1 7.; () serait négatif, car u,(x ) étant né-
gatif dans cetintervalle[ puisque u, (1) =0, f,(x) ne peut pas y avoir
d’extremum ct @ fortiori ne peut pas s'v annuler. Donc pour n trés

grand'extremum « leplus approché de 1 satisfait a I'inégalité asymp-
totique

SN — S —

on
3=:45(95 1)
’ ’

cette inégalité est, évidemment exacte pour toute valeur de n lorsque
281)-

D’autre part, d’aprés la théorie des équations différentielles linéaires
du second ordre, /, ()= /,(cos) admet nécessairement un extre-
mum dans un intervalle = L., o L est la plus grande valeur de 7., dans
cet intervalle. Par conséquent, si nous posons, pour n trés grand,

-y N\

-~

Go—e ___~_

TR+ o4p

il y aura un extremum ¢ = cos¥,, tel que

(131)

£ <
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En cherchant 4 minimer le second membre de (141) on obtient
3 =234 (=2)*; donc

1 3
LY A 1\2 2 1\2
,3:; ':s_*_ 6:; 3 6:;
(142) /):.—_---————(7r - ) <h, < (______17 + ) .
n4+p4+p0 =

n+p+p

Nous allons comparer l¢ maximum M™> A de| f,| dans cet inter-
valle avec les maxima intérieurs A. Dans ce but observons que,
0L cosz., < cosy, correspondant a deux extrema successifs M, M.,
de /., (x), on aura, d’aprés (133) et (137), en intégrant par parties

it ALYy [ LS 1 [t
e 78 7% ", 7.2
A " A 7.2 2 22

173 vk

Par conséquent, en vertu de (138), on a

b -y N M
I dr: A\ . Y
vi  [TGG) =~ e
24
Pk -
d o).
—H 1y, ——= el
S

le nombre positif H étant compris entre la plus grande et la plus petite
valeur de

d12(cos'L,)
el
d12(cosly) ’
b
avec

LR
22 Pz Lhers

\

o Ll 2
thz 1= Fhere

Donc les maxima successifs M, > M, satisfont a I'inégalité

(153)  Mi—MZ, > 1M;, log 2 0898

piae Jostaleoson)
i ’-n(cos?ke-l)

 logta(coss )
On aura une limite inférieure de H en prenant pour ¢, et }, les deux
valeurs extrémes de (142 ), ce qui donne pour r trés grand

) 7’?‘ 6!‘)
ER 3
H > - OAT

Donc finalement, en faisant la somme des inégalités (145), on a
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I'inégalité
TR
3( 4 87)

d
i, Il '='°g('+ PR -)
2[n34—5346"4—363] T -3n 67+ 37 48

en prenant pour ), sa plus grande valeur (142).

(156) M2>Az] o+

Remarque. — Les mémes considérations [en utilisant, en particulier,

I'inégalité (145) sous sa forme plus forte et en ohservant que

1 . . , . .
S~ aux points intéricurs | permettraient d’augmenter un
n - P+ pg

peu la limite inférieure de M, mais nous n’y insisterons pas. Observons
seulement qu'il n'est pas exclu que la valeur 0, fixée par les inéga-
lités ( 142) peut ne pas étre la plus petite valeur de 6 correspondant &
un extremum. En tout cas, il y aura tout au plus un seul extremum
pour 6 <H,, car il est aisé de voir que f,(x) (et par conséquent le
polynome de Jacobi correspondant) ne peut pas avoir de racine )< b
(zéro exclu, bien entendu). Il suffit de vérifier que

/ T2 , ., 1
V6+(1:6)"(|——- = )<o

i
2(79)"

quel (que soit 2> o, puisqu’un intervalle de grandeur 1: l,oul< 7, ne

peut contenir a la fois une racine et un extremum.
’ ° 19 ,r ® il
Par conséquent, si ’on désigne par cosy, la racine la plus appro-

chée de 41 du polynome de Jacobi de paramétres =27 —

’

R

H - 1 < . | .
3=2% — s 0it ;> -, ona, pour n trés grand,

Puisqu’on a v, < v,, si cusv, =z est la valeur lu plus voisine de 1,
ou f,(x) atteint un extremum, on a

)=

] 28/ 4 ‘.!_’.'
BN Y P 3
o+;1z)o+1:

(138 —_—
%) nrsrg IS n o+ g, ’

Sy

N
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car dans un intervalle (6,, 6, 4+ L T) il doit y avoir une racine ou un
) > y

extremum de f, ().

8. Dans le cas oun aucune des inégalités (131) n'a lieu, I'extremum
M, de /. (x) au point (140) donne, grice au théoréme généralisé de
M. de la Vallée Poussin ('), une limite inférieure de

La[(v—x)f (1 -+ .0 )p],

quel que soit n, mais d’aprés ce qui précéde, la fonction f,(x)
ne réalise pas le minimum de I'écart du produit correspondant,
méme pour n — 2. Au contraire, les inégalités (131) étant satisfaites,
les maxima de f, . () prés des extrémités sont inférieurs a M,
de sorte que 'on a d’apres le théoréme fondamental de Tchebichef

pour n fini
M, >L,| (1 —x)f(1 4 2)fs ]

Ainsi la limite inférieure de L, que nous donnerait le théoréme de la
Vallée Poussin ne saurait étre supéricure ala valeurdu maximum rela-
tif de [/, ()| voisin du bord, et il semble inattendu 4 premiére vue
que f,, () sans avoir n+ 1 extrema égaux (?) asymptotiquement pour
n —» o, fournit néanmoins, d’aprés (130), l'écart asymptotique mini-
mum du produit correspondant.

Dans ces conditions il me parait utile de prouver directement que
J.(x) réalise asymptotiquement 1'écart minimum, le méme raison-
nement pouvant étre appliqué dans des circonstances analogues (*).

Pour simplifier I'écriture, nous nous bornerons au cas oti 'on a, soit

(*) Voir mes Lecons citées, p. 3.

(%) Le fait que l'inégalité signalée subsiste aussi asymplotiquement peut étre
établi par les mémes considérations qui nous ont conduil au paragraphe 4 a la
méme conclusion dans le cas oi (131) na pas lieu.

(*) En particulier, si I'on se donne un des coefficients de x*, ot1 lim = — 1 ou
n

lim - = o, en supposant / et n de méme paritéet g —p,.
n )
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£ =¢, 80t p, + ¢ = 5 Alors

. - . 1 — at
(134 bis) ru(@) = (1—a*)(n+p+p)+2p(1— 2p)

est une fonction paire.
De (137 et 138 bis) nous concluons, en supposant x> o, que

duy(x) _ u(z) dii(x)
> .
=~z ¢ 12(x) de

donc, en tenant compte de ce qu’actuellement x, =0, on a
o >/ lllorrll,,( dlogu,(.r) p >f (llo'b . di,

d’oli
A o {i,,(.l»') « 1 — .
(l.'g) 0>|0° u,lo) >IOB . i{’("_ 2p)

e A v
. (n+o0+0))

Donc, x; désignant les abscisses ot f7; () atteint ses maxima, on a

u,(0) > u,(x)>u,(o) 2o(175) ’
1 -+ (.-——.l”)(.l,’-{—p-i—'(q)"'
(130) d’oi
( fiay> M :
nit o 20(1— 20
(r—uf)(r+5+0)

car pour n pair «, (0) = M; = maximum absolu de [ /. (x)]?, et pour

dfu(0)Y*
dx
(24 p 4 py)* +2p (1 —2p)
dans ce cas également

n impair u, (0) = et M < w,(0); d’ailleurs

”[( tend rapidement vers 1, lorsque n — cc.
Il nous suffira donc de montrer que, « étant un nombre fixe
(1 >a>o0), on pourra, en prenant n asscz grand, affirmer qu'aucun
polynome P, (x)de degré n,ayant le méme terme supérieur =" que le
polynome correspondant de Jacobi R** mis 4 la place de ce dernier
dans f,(x) ne rendra ce produit constamment inféricur a (1 —a)M,
sur (—1,-+1) en valeur absolue.

En effet, si un tel polynome existait, il devrait exister un poly-
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nome Q(z) de degré inférieur a n obtenu par soustraction, tel que

(151) b(r)=(1—x)f(1+ 1)) (.r)
jouisse de la propriété que

) M, M,
(152) (— 1y d(r) =a> e : —“n(l—ﬂ)>”‘"

20(1--20
! l ” .( ) -
e(n+po-+0)

lorsque 1 — % > ¢*, oli c est un nombre fixe arbitrairement petit, et
que
(153) 4‘(’) )"/1

20(1-—28)

sur lout le segment, en supposant quee(n+¢~4¢,) ‘/
Or, ¢n posant

('51) F(.L’):(].__wz'

4

AR 3 (r)

dr +[(gr—g)— (5 +p)x1RZ% (),

on aura, d’aprés la formule d'interpolation de Lagrange,

b4 (-"/)
(.l.)o)) ()(J/) ](1)2(1 l)(""" I,)!’(l—f—l_,)-'l (I)

Exprimons que le coefficient de 2" dans Q () esL nul : donc

=6 $(zi)
(136) 2(1—.1‘1)P(|+.z',-)r"ll”(.r,~)

(1)’

_ :0,

(1 — Z)P(1 + )™ "(p-}—’;,-—l)l +0—0,]- 'I—’;'—.— —|nt s (2r 1)l 0,) R FP (l:)‘

en tenant compte de I'équation différenticlle 4 laquelle satisfont les
polynomes R* #(z) de Jacobi.
Donc, d’aprés F(z;) = o, la formule (156) se transforme en
—(=

e ars—plleg iy ol
I — l‘

(1—z)P(1 2P R23 (2, —[n*+(2n +1) (g + ?,)];

— (="'
_Z 1)—tay

(1 — x)f (1 + ) R 'i'(vct)[('l+o+01) -+ ‘J.(i__j-a)J
— N\ o
-~ 25(1— 20) =o.
f(-l'i)[('l + 0+ 0,)+ ——l_——.i‘_]
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Mais I'égalité (157) est manifestement impossible, car la partie de
cette somme qui correspond aux points z;, satisfaisant a(152), dontle
nombre est asymptotique & n(1 — 2¢), étant composée de termes posi-
tifs, est supérieure &

n(r—2¢g)a

[ 2p—4p* |’
2l (n+p+0))+ —5—

€

tandis que chacun des termes restants, dont le nombre est asympto-
tique 2n¢, est inférieur en valeur absolue, a cause de (150) et (153), &

2p —4p*
2M, <2\/'+(l——w*)(ﬂ+°+91)’
; —_— 2 _—
Lnum[w+m+mnu—”_jgj (u+p+m)+——ﬁ§'
20 — 4p*
(n +o+p) \/ (G —a%)(n+p+pi)t
< .

] 2p — 4p?
(rz-i—p-f-p,)‘\/n—%— a_mz(n+p+p|)’

L’égalité (157) conduirail a I'inégalité
(1—2¢)a

20 — 40°
(] VAL lry ey
E'(” +‘O+p])z

absurde pour n trés grand, si I'on a choisi ¢ >

(158)

8¢
1 — 2¢

Remarque. — Par un raisonnement absolument analogue on démon-

trera que le produit
Qulx) (1 — 2)P (1 + )P,

ol Q,(x) est un polynome de degré n, atteint asymptotiquement
I’écart minimum

7 +P1
(159) Li~vo —e e
e+HVEe -

sur le segment (—1, 4+ 1), sil’'on a

Qu (@) (€ —NPE+1)P=
Journ. de Math., tome X.— Fasc. III, 1g31. 31
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. . I T o s
en un point £ > 1. Dans le cas ot 0S¢ € 52 0SS 5y cet écart minimum

est asymptotiquement réalisé par les polynomes de Jacobi correspondants
(multipliés par une constante convenable).

6. Arrétons-nous un instant sur le cas des polynomes de Legendre
I

(F=-°'=4

). Actuellement le maximum absolu de | /,(z)| sera

atteint pour x=o, si n=12m est pair, et lorsqu¢ n=2m -1 est
impair, pour x égal 4 la plus petite racine de f (x)=o0. Par consé-
quent, en désignant par P, (x)le poly nome clussique de Legendre | ¢’est-
a-dire en supposant que P, (1) =1] on a, pour n = 2m quelconque,

! 4
e . 1.2...200 — 1§
160 1—x2)* P, () { ———
(160) _ ( )5 Pamle) 2 2.4...am
sur tout le segment(— 1, 1), et U'égalité aeffectivement lieu a l’origine.
Pour n = 2m + 1, le maximum de u,(r) sera égal a

2
75(0)(‘!.(’}_(59)) = - 2 -;[R;'(")]""
nt -t -
2
de sorte que

Baloom— J

2.4...2/m . T Am 3
PR L
8m?+8m —+ 2

, 1.3...2m~+1
le-ﬁ-!(o) -_—— 7 :
2.4...2m

1
(lﬁl) (l——xz)"lp‘_»m—e-l(-t)i< I

’

car

pour n impair, la valeur du second membre (161) ne sera atteinte
qu'asymptotiquement. Ainsi, quel que soit n, on a (sur le scg-
ment — 1, + 1), d’aprés la formule de Wallis,

, _
(162) (1 — 2%)¥| Pn(x)z<\/m'7:’

. n \
oum =| ;] (la valeur du second membre ne pouvant pas étre asymp-

totiquement abaissée).
Cest Stieltjes (ui remarqua le premier que I’on peut fixer une cons-
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tantc A telle que

1 A
(1— 22)"| Pu(2) | < =+
\I’l

M. Fejér qui estrevenurécemment (') sur cette questionsignale quela

meilleure valeur de A égale & 2\/ ; a é1¢ obtenue par M. Cronwall (?);

d’aprés ce qui précéde, la limite inférieure de A, qui dépend de n, est
environ 2 fois plus pelite, et sa valeur asymptotique, pour n -> o, est
exactement 2 fois moindre que celle trouvée par M. Cronwall.

Au méme endroit M. Fejér obtient une inégalité analoguc relative
4 la dérivée du polynome de Legendre :

(1—a) | P (2)| < —=yn.
AT

Cette inégalité peut aussi étre précisée.
A cet effet, reprenons de nouveau les polynomes orthogo-
naux R*#(z)ayant le terme de degré supérieur égal 4 z", de sorte que

KT ...__l_ d V=1, 10 ey
(163) R (o) =5~ [RE0 (e ,
et considérons
(132 bis) Sun () == (1 — a2)PRIZ2 (0),

. I
0l nous supposerons 0 < ¢ < ;-

D’apreés une remarque faite plus haut (au paragraphe 4), tous les
extrema de /(&) satisfont & 'inégalité

"y o+
20(20 +1)

4 et -
(164) 1z )>(/1+I+tap)'3

Par conséquent, en ces points, on a

T
Vap(2p+1) _ \/P*"}

(n—+1+42p)y20(20+1) 4 2p(1—2p) A +T1+20

)\nﬂip(x) >

(') Math. Zeitschrift, v. 22, 1925, p. 267-298.
(t) Mathem. Annalen, t. 72, 1913, p. 213-250.
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Or, en vertu de (137), on a

(163) )

dfn x
—f-%'g—(—)|§Mn+:.p,

N 1 . . 7
ou M, , ~ ——— désigne le maximum de Vie(z); done

+!

(1= "E 2 (e ()] 200 — o) iR o) |

_4fnrr () <n+|+2p“
= Musy.p9

4 2
o+ -
2

i_o:_:_l_ nA4 1 2p Mo,
Vi \/éw
<('+v'§)(n+l+2p) |

-——-l- 1“1:—4-1.9»
\/P + 2

Par conséquent,
(166) |fn’p+1z(_.v) <

d’ou
1

I""‘”” 4 | <

2V M., ( L 1+vVp

h a1 ll+l 2n+zp
\/2+p \/ +p

En particulier dans le cas des polynomes de Legendre, on a

1.3...(2n—1) 1,00
P,,(.’l') = ! Ry (x),
donc
3 - , -
(167) la—antriio)|<(n+ § vam,  Reen =t

( l)\/? 6n
<{n-+ - —_—~ —
2 nfw T

Dans cette inégalité ce n’est pas sculement le coefficient de yn dans
le second membre qui est plus petit que celui de M. Fejér, mais le plus
essentiel c’est que le facteur de P (x) est (1— a? )_: au lieu de (1— x*),
et l'exposant de (1 — x*) ne saurait étre encore diminué sans augmenter
Uordre de grandeur du second membre.

Sil'on conserve I'exposant un de 1—x?, on obtient par le méme
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s [] . ’ 1 .
n g =0,8- 1mn
raisonneme l, apres avolir remarquc que [)OUI' p P12 2[aux pO ts

HFF-

on f (@)est extrcmum]

(1— 1)t
nb-lp( )_n_-*:H"_ZP

que pour n trés grand, on a

(168) |<-—x->rn(m)1<\/9;,1

et comme dans (162), lu valeur du second membre de (168) ne peut étre
asymplotiquement diminuée.

7. Ilimporte d’avoir une limite supérieure de | £, ()| pour tous les
polynomes de Jacobi (¢ 2 o, ¢,20).
Il 0’y aurait rien d'essentiel & changer dans les calculs précédents,
si ¢ 2¢,. Ainsi moyennant la formule (163), on pourra passer succes-
sivement a des valeurs quelconques de «, 3 satisfaisant simultané-
ment aux inégalités
1 I
—k|< - :
lo —k]g B — ki<
ol k£ est un nombre entier quelconque.
A cet effet, posons

(169) o= [*+ ————~f"2
9 n— (n+_P+P|)"'
ot [ = fu,..Donc

(170) "bzzfr}[f-i-——L———?]:zf’[f_ __J ]

(n+p+0py) )-;4(”+P+.°|)'
_ —agy

(1—z*)(n+p+py)

__zjﬁf”[.________. 13].

(n+p+p)*

slp(1—2p) 1+ ) + pr(1—2p)(1—2z)]

Par conséquent, ¢,(x) atteint ses extrema en méme temps que /7
et f.. En particulier, lorsque

(171) P> >
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les muxima de «, correspondent @ ceuzx de f2. Donc, sous la condi-
tion (171), le maximum abhsolu M, , . de f, . (x)| seconfond avec

(l.f"u”-r’l ("L')

celui de \/v—,,, de sorte que le maximum absolu M, de 7

”v.”n’/l

satisfait a I'inégalité
(172) Mo < (4 p+py) Mz,

Donc cn nous bornant, pour simplifier I'écriture, au cas de ; =5,
nous aurons, en tenant compte de (164),

ot 2,3 (
et ) ‘ <14 20) Mo

.r

.(l—-.r'-’)

20M,.i 0
+ Il < (A 14-2p) | 1+
Vi1— .t
d'oun -
- , 2 o
(173) M ! < (l + ;IPT) =R Mz

7

Par conséquent, en admettant qu'il soit déja connu, qu'il existe une
constante A, telle que ~

" Ag
Mn,p < /\{, L,L[(I — .I,"‘)f’] ~ W ’
on aura aussi pour n assez grand
A
oy
2
mfots > gue2p?
ol
2]
Aw1< 1 - : l A
o p+ -

2
. . 1
On aura donc a fortiori, quel que soit ¢ > 5

(|7",‘) M",P< 2“!p]1n[(l—.l)2)p]~ 5——-«

n—1 ’

ce qui signifie que les polynomes de degré n de Jacobi, multipliés par
les facteurs (1— x*) correspondants ne s’écartent pas plus de zéro sur
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(—1, 4 1) que le polynome de degré n de Tchebichef lui-méme, ayant
le méme terme supérieur.
Pour limiter M, , ., ol

sont quelconques, il faut utiliser de la méme maniére, au licu de (163),

la formule

o+ 5
2n

n+z

1

(175)  RE3+(r) = [(l — ) {;—,—r[R‘,f"f‘)(.r)] 4 nR23(r) ]

qui résulte de la remarque que le coefficient de x*~* dans R>?(x)

n f/. _ ‘o I . 4
-——-(————ﬁl;, de sorte que le polynome de degré n-—1 ainsi
2R A+ 7+ D

construit, orthogonal relativement au poids (1 — x)*(1 + x)?*', a son
terme de degré supérieur égal a ',

En appliquant (175), on trouvera ainsi de proche en proche une
inégalité analogue a (174).

Le seul cas qui demande encore a étre discuté est celui ol une
sculement des inégalités (171) est remplie : soit

est égal &

)
p<zy o>
2 2

Dans ce cas, d’aprés (138), le maximum absola de [ £, .. (x)] est
atteint présde I'extrémité — 1, ses maxima relatifs allant en décroissant
de gauche 4 droite. Mais d’autre part, d’aprés (170), les maxima de,
correspondront a cenx de f?(x), tant que

plt —2p) (i) 4 6,(1 --20,) (1 — ) <0,

c’est-a-dire lorsque

_ B om0, — 1)+ o(2p-—1)
(178) 'STS L Ga— )+ e(1—ap)

Donc, I'inégalité (172) subsiste, pourvu qu’'on désigne par M, le
df

- | pour situé dans D'intervalle (176).

maximum absolu de ‘
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Donc, on a

' '
(177) |(l — ) i+ 2 IR, («17)|
<(rn+14p4py) M;H-y,p,p, —+

2p
Donc, en tenant compte de ce quele maximum absolude | / () I
Mg
est atteint dans le voisinage de x = —1 et de (164) (o ¢ doit étre
remplacé par ¢, ), on a, d’aprés (175), pour n assez grand,

| > P
;"”,?'p’+;< \ 2 I + ?— Mll-}-l,?,")"
a P

Ainsi on peut dans tous les cas fixer une constante A, dépendant de p,,
telle que

(178) Mage < AnLalG— )0+ 2)0]  (p> 2

Observons, enfin, que dans I’hypothése que
1 I
p<3’ Pr=> s

aucune des fonctions «, et ¢, ne reste finie dans tout l'intervalle
(—1, +1). Pour ce cas il convient de construire la fonction

L] ¢ f,l n 2
(179) wal) =12+ 3 ()
ol
(180) pr= -z

(h—x)(n4+p+p)2+ p(l—zp)'

On a sur tout le segment u; < m En appliquant cette
1

inégalité a I'intervalle (176), nous en concluons que
(181) wa(x) M2 0,
dans cet intervalle. Or, tant que A; > o, ce qui a lieu sur tout le seg-

ment (—1, - 1), sauf au voisinage de — 1, et, par conséquent en par-
ticulier, sur la partie du segment (—1, + 1) extérieure a 'inter-
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valle (176), on a p.; <. ; donc, on a dans cette derniére partie

(182) wa(Z)Sttn () <MZpp,,

puisque #,(x) va en diminuant de gauche 4 droite. Par conséquent,
'inégalité (181) a licu sur tout le segment et I'on a a fortiori sur tout
le segment

(183) IJ,,,IM

[’l - <M.

14 4 7 4 l [
On aura évidemment un résultat analogue, si ¢ > setp < -
L o I 1 oy,
8. Ainsi, dans le cas ot ¢ < 55 ¢, < s on devra considérer la fonc-
. 5 [ | ] .y .
tion 1,(x) (137); dans le cas oii g 2 -5 5,2 - » onconsidérerala fonction

v.(x) (169); dans le cas oir ¢ < ;-, ¢12—s on considérera la fonction

1
2

pe ' 1 I . .
w,(x) (179); dans le cas également, ot ¢,2, ,< ;» on considérerait
la fonction correspondante w,(x), ol

o __ 1 +-.r .
P =UF D) (n+p+p )+ pr(1— 2py)

On pourra poser, par conséquent,

f,.:\‘u—ncos@n, 7.,.% =—\u,sin®, (0§p< 'lz" ofp< %>’
e L dfa — Lot
(183)  Sr=\v.cos'l,, n+p-+p, df Von sintF, PZZ’ P=3)

j,,-_-.\ :;,:cosi,,, },_nf([[_j;" :—-v't;; sinZ, (0§P<

ou (7.,> 0, 1.,>>0),

1
10,2 ;)

ol -

tang®,—=—7. d lng", tang¥',—= — dlogfu
" " dhy " " n+p+p, db
(153) dlogf,
tangZ,—=— dFG z.

Ainsi, puisque

dlogfn [ —p 2 n
L —[1—x+|+a,- R—,,]\/'*J’,

Journ. de Math., tome X. — Fasc, III, 5g31. - 32
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donc ®, croit (') depuis — arctang /- ip,)p jusqu’a

2p .

nT <+ arc tang Py
— 20,

¥, croit depuis — ~ Jusqu’.’x nz4 =T -3 2, crolt depuis — arc tang

jusqu’a n% + ;a lorsque § varie de o a =,
Nous allons montrer 4 présent que dans chaque cas considéré on a

pour les fonctions successives f,(x) de méme indice les relations
asymptoliques telles que

f,,,, ~ \/u,,cos(‘l!,l—*- k9), I,‘Fk’/'/;"g*‘ ~ - \/Z sin(®,+ k9)

1 1"
<°§P< 5 "EP<;)’

oD — 1 /Ij',,+k~_ -, 46
136, Snek~ N ncos (W, k9, Py e \/v,,sm(‘l",,-i- )
(Pg;" .(’127;')’
j;rk,vy/;;cos(z,ﬁ—kf/), P ok == f""‘ -—\/;,.,sin(.'."".,. +k9)

1 I
<P< 5’ ps2 ;))

. . k
valables uniformément sur le segment (— 1, +- 1) pourvu que -~ > o,

avec une erreur de 'ordre O (f—l) Dans les formules (186), les fonc-

tions f,., ainsi que les fonctions u,, ¢,, W, sont bornées supérieurement et
différent de celles qui ont é1é considérées jusqu’a présent par les facteurs

. . ] I
(') 11y a lieu de noter que, sauf le cas ot o == > p==x_, dans lequel la

formule asymptotique (135) est identiquement vraie (pour toute valeur de x et
de n), ce n’est que dans le cas, oit 2 =0, § —=o, que les valeurs extréemes de
angle (— pm, nm+p,m) données formellement par cette formule classique
correspondent aux valeurs exactes de @,.
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correspondants qui s’introduisent, lorsqu’on remplace R,(x) et R,,.(x),

par les polynomes normés correspondants ﬁ,,(:v) et ﬁ,,,,.k(x).
Ainsi, d’aprés (128),

a8y T Ton+a+B+nlan+a+p+2) fi(x)

7 f"—9’"+°‘+f’+'l‘(n+|)l‘(n+/+p+|)I‘(n+a+1)l'(n+(3+l)
ou bien

(187 bis) Falor) ~ “qu( ).

v

On vérifie facilement la relation de récurrence

Tt oy
(188) On ""'(r)—'("*”")"u(’)'*‘nﬁ—l—% a+p Ba (),
ou
. ‘% ! n
= Ny n 41 4 o - (5)
(n+:)(n+ +1)(;z+@4_,)(,,+ﬂ‘é’_ﬂ)
= - 4 . !
(”+1'*‘rp’+')("+l+——————£+f)+')(1;+|+———J'—:6)
(189) < 2

:H-o(;l'-),
“—p

ad,— -
"Tan4+14a+P)

o — fB* o+ 0+ 2 1
+ . . - _1=0(2),
(2n4-2+P)(2n4-24-2-+3) 2(n+1+2+f) n
A, étant le coefficient de =" dans ﬁ,,(a:).
Placons-nous d’abord dans la premiére hypothése, ot |2]|< f,
13] < 1, et posons, pour simplifier I'écriture, o = 3.

L’équation (188) prend alors, aprés multiplication par (1 — 2?), la
forme

(190) "nfn+|—-1'fu =) [ j; — ]|(I—.I;3)?

n+ 4o L(r—x*)P

20 =~ r*—1
=x|1— * f
( n+!.p)f" n+’of"
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D’oit
_ - x’—-r)?},
(191 =22 fn+
1 —x
"*'Cn—wfn“""n\/""x’ fn‘*"em
ou

tn=(2*~-1) T, [n 4{ i

Or i

o(lL).
\,/(",‘_4_2?)z P(l gp)] + (ﬂ)

[a(1 — 2?) . o
V(i—a?)(n+2p) + 2p(1 —2p) |~ < max Ve, = max T, (x) =0 (1)
et
Vinr2pP— ) rap(t—2p) _ 7=
n—+4p
V2p(1 — 2p) 20 (1)
= n+4p +”+49_On
Donc
l\
(192) £, =0 (\,—,)'

Par conséquent, d’aprés (191), (192) et le premier groupe des for-
mules (184), on a

(193) 7,,+,=\/E—,,cos(¢l>n+ 9)-4-0(%).

D’autre part, en différentiant (188 ) et en tenant comptede I'équation
différentielle des polynomes de Jacobi, on a

2.z
n4+i1+a+3

(19',') cuﬁ;1+l:ﬁn+( +J’+(l”)-ﬁ,,+

= n-4i p—a =,
=(r+1)R —_——z+a — 1 R;.
(n+1) "+(n+1+a+ﬁ "+n+1+a+{5) "

En supposant encore 2 = § et en multipliant par (1 — 2?), on a

(193) cn(1 — x2)P [E—{_’L'z-ﬁ]

=(”+1)7n L’f'ﬂ"‘(' x*)P [(l—.’t’)PJ

SR (T S
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Donc en retranchant de (195)I’équation (19o) multipliée par - ——E-—

ona
o= 2p(1—2p) N5 (r+1+2p)2=
(|96) cnfn+l— [n -+ 14 (Il +4P) (l _wz)]fn—*' ——mp f,“
d’ous
) 2p(1 — 2p)
= n-+1-+4 -
(197) M Pdmn—_f i (n+4p) 1— 2%

2p(1— 2p)
\/(n+1+2p)’+-—p-‘—:—21

x
df,, n+l+2pl,,+, 1
+) dg [ n +4P An ]+O<;).

Par conséquent,

y . df"“ =—fuf1 =2+, x d9 = &g,
ol
en=17, [\/r:;;z'_ (rtn)(—2) ]
e V(n+1+2p)2 (1 —2%) + 2p(1— 20)

dfa [ (n 41+ 2p) hnsy (_{)_ (L)
+l,..z'd—6[ CESTLP —1|+0 ~ =0 ek

uniformément sur tout le segment (— 1, +1). Ainsi

(198) 7\n+,%=—\/—i‘sin(®n+9)+0(%)-

En passant successivement a n+ 2, ..., n—+ k nous obtenons (')

(') 1l suffira d’observer que I'on a

7n+k— l.;\u—o-l dfn+‘ [ n-+k—1 izu-&-b—i dj:‘I;‘.-l] (-’l' -+ V;-""'_:T) +0 (%)Z

donc, en supposant qu'il soit établi que
3 . d n+Ak—
[fn+k——1—l)‘n+k—1 f £ ] [fn Au da](x—{-\/x’—l)"’—*-(l—l)()( )

et en remarquant que |z + \/z* —1 [ =1, on voit

|7 e 2t | = (e 22 %) Gt v =04 00 (;)
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donc le premier groupe des formules asymptotiques (186) valables

. . . k
uniformément sur (— 1, - 1) avec une approximation de l'ordre -
En particulier, en posant

:P’:

ESNIEN
—_—
K
|

w
|
=

on aura

fnfk~7n cosk 9+ V2 dlf,}” sink 4.
1

1,2
\/(n—k;} (:-—.ﬂ)—;-z

Donc en remarquant que le facteur de proportionnalité qu’il faut
introduire pour normer les polynomes elassiques I’,(2) de Legendre

a2n +
ty/
2
Y > y? » ot
=Py cosh — P, sin*

(199) YaniPux=yons | Pucosks+ — sink 5

\/(n + -’-)-sin“; + -

2 N
+0(A
./ﬁ

uniformément sur tout le segment (— 1, +1).

A H , . N
De méme, pour ¢ > -, on pourra éerire (190) sous la forme

] .
» nous en concluons aussi que

n-+-29 Y]

(200) .f"ﬂ—‘z'f""" 1 t—{é’*‘ )(”)—\/",.LOS(‘I,‘+f])_*_()(”)

et (196) se présentera, aprés multiplication par T}—, sous la
forme

. - a ]
=-- 1 —a? f,+ —— —‘{" -+ Zu
n-i-ap dy

1 df,.
(201) S
n 142y oy,

i —uat 26(1—25) N oL
e"—n+|+2p[29 (n+4p) (1 — ]f"+0< )—U(”),

] i
car, d’aprés (172), pour ¢ > > ona

‘fllv": -n (dfll) O(")

Vi—.* sin

ou
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Le second groupe des formules (186) est donc également établi.
. 1 1
Passons, enfin, au cas ot ¢ < 5 ¢y > -

En multipliant (188) par (1 — )?(1 + ), on obtient
7,,+‘=x7'”+(w’—l)(l—-x)?(:-{-a;)-”![ 7/& },—4-0(-:-')

n—+ 2p+ 2p, (1 —x)f (1 + x)?
ou bien
— a— — .t l
. = Vi xr a fu .
(202) j’H-l’—‘ZJ" n+)p+)o, /l{} O(;.l)
Or, on a, d’aprés (183),
____F"(;lljj 2=00);
donc,
dfn z V/"'—'l2 ( !
/ — A5 — =( oy
Py [“ 14-,.(/2+2P+2P')J )(”)’
car
—— V=) (ntp+p )+ (1 +2)p(i—2p)
V r¢+20+20,

Vi
n+)o—+-/o, J

=0(5)

7 1 i
Par conséquent, pour g < -5 ¢,> -, ona

l(l._a/) 2(o+ ) __(p_—*-—p-’)_z- __p_(.I_:—_Zﬂz—
RSNV RPTN BRI
n+p+,b. )"+ pl1—20)

n—+ 20+ 29, (re 4+ 20+ 20,)?

1 — &+ (l-—~.l)

(203) j,“_'__.l,f”—{-\/l__‘,' l"'n lfn O(;:-): i;cos(.’-”-f-’/)-k()(,'_l)

De méme, en retranchant de (194 ) multipliée par (1 — z)* (14 x)?,
p— ot xlp+p)
(1 —-x)=? (14 )=

Cnfir = [n PP el 4 —x(p,+p) (r+ an)],_f,.

1 —x®

+[(It+l+p+p,)x+p,——p+a,‘.l[7;‘ 7, (m—-P)—x(p.—i—p)J

n—+ 204 2p, 11—z

I’équation (188) multipliée par

» ON trouve

En multipliant encore par — ., ~/ 1 —x?, et en tenant compte
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de (189), nous aurons

dfnsy
db

(204) Fast

_ z(py+p)+p—ps x(py+p—1)+p—p,
_F"Hj“[ (1)1 —af+ ’,/T_.',,;z‘ n=+2p-+2p,

(n+1+p+4+p)x+p —p dj-"u (1)
+ n+2p -+ 2p, IJ"'“W_*—O n

En observant ensuite que les maxima de| £, | ainsi que ., décroissent
de gauche & droite, et que pour les valeurs négatives de x, on a

7',‘ _(17,,
\/l — Ed&’

ou la valeur de la dérivée peut étre prise pour une valeur £ < x, de
sorte que p,(&)> p. (), et, par conséquent,

En,—in _ d?n
\/l——w’—0<“u ds )’

Plu—]fnu —0
P =00

nous en concluons que

donc,

d—n+ 7
Fnvy ge } = (Il -+ ')V 1 —at [J~n+|fn

I o e A el T 47';,4_0(1).

n+ 2p+ 20, " d n

Ainsi, finalement,

df,. —_— ”
(205) [T {16 L =— 1 — 2t f,+ 2, 2,{) 4+ €,

E‘_/ \/I e 4 | \/l - \/(l ‘O t ,‘l)’l(l J"/L:) —+ —_.‘(l‘) ”) I
n—+1 !

2

(n+1)*?

ou

car en posant I1—r=

s on peut écrire l'expression entre paren-
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théses sous la forme

I A

/
n-+1 o (1 — 2
\/. ro(5) e
n Az

Toutes les formules (186) sont donc établies.

9. Pourle cas oii g < o0, ¢, < 0, la considération de lu jonction f,(x)
qui devient alors infinie aux points x = ==1 doit étre abandonnée. On
peut alors considérer simplement
R2 (1 —a?)

(206) Tulxy =Rilry+ nin—+4ip)

(en supposant, pour fixer les idées, ¢ = 2,). On a, en général,

o o K, (1 —.u?) —rR, 8p.rR;?
(‘).0‘,’) /,,, =2 |u,, ]t,, - 7 = —9
: nin-+40) nin+4o)

de sorte que Z, atteint son maximum a l'originc et ses minima aux
deux bords, lorsque ¢ < 0. Par conséquent, actuecllement (') le mazxi-
mum absolu de|R,(x)] est identique i \Z,(0); il est done asympto-

tique &
°)

(pour n pair, on prendra, au licu de O, le maximum de R, le plus
voisin de O).

Aipsi, actuellement, 'écart de R,(x) est lui-méme asymptotique a
Uécart minimum de (1 — z*)?P,(x), au liew de fournir I’écart minimum
de ce produit que R, («) rendrait forcément infini, si on le substituait a

la place de P,(x) (ici P,.(x), comme R,(x) ont leur terme supérieur
égal a (z").

A

K, (o) 1 1
‘ P ] . — n — R b ~ el
(208) Max I, (.r) = l - | =R+t (0) o (._ 7 <y

N2~

En multipliant R,(x) par 22 pour passer au polynome normé
T

(') Au contraive, pour p> o, le maximum absolu de | R, (.r) ' =|R, (£ 1)},
etil en est de méme, naturellement, pour les polynomes de Jacobi corvespondants.

2
Journ. de Math., tome X. — Fasc, III, 193, 33
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R.(z), nous aurons
(209) Max|ﬁ¢1(w)|:wla.‘\/7;”(.l:) N\/-;:.

D’une fagon générale pour p < o, p, < 0, on posera

Ti;?“—-—.ﬂ)
n(n - 2p+20))

Z(x)=R,(x) +

Par conséquent, il conviendra de poser actuellement

7 ﬁ,, (.r)

— oy i -
210 Bu(r)= \/Z,,(.L') cosA,,. ______.,_.’_/_/__._ S \/Z,, sin A,
)

V(r =20 4= 20))

et 'on tire facilement de (188) et (194) que

Ry i) ~ Y7, (1) cos (B, -+ k1),
(211) ] AR, .

V2l 490 4 20)) o’

: \'/7.-,: sin(A, - kD).

4 7 5
valables uniformément sur (— 1, + 1) pour - -~ 0.

Dans le cas ol une seule des quantilés ¢ ou g, (soit ¢ <o, par
exemple) est négative, on introduira la fonction

(212) Fa=(+x)» R, (r),

qui satisfait a I'équation différentielle

(33 bisy Lhu o0 [1rs A
o o -

-+ l.(n +py) (20 +py) -+ ﬂ-:—:_——;—&lj F,—o.

. 1, 1
Soit, pour fixer les idées, 0 < ¢,< - alors, en posant

. o [ dF,\?
Yn: l‘/‘l + I, ('ﬁ) ’

(213) ol
. 1+
T (g (n2p+p,) (1 +2) Fp, (1 —2p,)

.2
i
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on aura

dYy _d¥ [ _—2_ (o L dF.\ _ dri dF,
dr — db \/l—az T gy ) T e b )

_(dV N hpri | dr?
—<W) [.-_w“ff—z.; '

Donc, Y, atteint un maximum & l'intérieur au point z, déterminé
par I'équation

-

bp(n+p)(n4+20+p) (0 +2)+p (1 —2p) [4p(1 +2) +1—2x]=0,

! 0, (20,— 1
Ly~ — | A= ,_\/Q.(__p_'___)<()
n 20

et les maxima de I¥,(x) vont en diminuant pour x>z, Or, les
maxima de la fonction correspondante /, () =(1— x)*F,(x) vont en
augmentant de gauche a droite (d’aprés 138 bis), de sorte que

d’ol

| fu(®)| S 5o ')""'1"“';‘!"' pourx < 03 par conséquent, on a a fortiori sur tout
le segment (— 1, 41),

]
“
l l“' ("') ] < ,.,‘I:'i-‘.'_l-o-’ l.

7,
==
71

De plus, en remarquant que pour la valeur «,, on a

» 1
I'n ~ /n N -
n

et

dyv, o) L
i = (—r)7F /"+o('—l.,) 1+ xy)? S

o) 20 (3)

nous en concluons qu'on a ¢galement sur Lout le segment pour n assez
grand

et pour les polynomes norm¢s

— n
(214) Y, <al-f V =
T
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Y, pourra donc actuellement jouer le méme role (pour ¢ <o,

0<¢,< '—) que les fonctions U,, W,, V,, Z,.

2

De méme, si ¢, > ; (avec ¢ < 0), on posera

(215) X,=Fj + — (’-’;})

n

et 'on vérifiera que, dans ce cas, X\, reste borné sur (—1,+1). 1l

suffira de remarquer que X, = O(Max I??), car ensuile le maximum
de | F,| se détermine de proche en proche (par augmentation succes-

: ! A at} -5
sive de ¢, de ;) grice a la relation (175).
CHAPITRE 1V,
POLYNOMES ORTHOGONAUX REDUCTIBLES AUX POLYNOMES DE JACOBL.

1. Nous allons nous occuper a présent des polynomes orthogonaux
correspondant au poids

() 1, () (1 — )2 (1 )
6 ') — ——— T o —
(216) ()= N

=4,(.r) (1. )% (1 -4~ .1,')f1
(1:29— é, E=2ap — -:—),

ou z,() satisfait dans l'intervalle (-- 1, + 1) 4 la condition

(10 bis) o<t (x)<l.

Pour simplifier 'écriture, nous supposerons toujours £,(O0)=1.
D’aprés (46 bis) et (48 bis) du Chapitre 111, nous avons

(2.7) L”(V[(J:)) = L,,[(l — ) (1 + x)H \/tn (.r) I ~ gu}rwp.—i
Y -7 T-"t
2 (Vi(x)) ~ et
ol
+1 p
(218) log M, = lf —————l‘)”t"('Lg.c,LE'
TJ_, V1=t
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En supposant d’abord que #,(x) soit remplacé par un polynome
positif de degré A,

(o= £) (- 5)

nous aurons, pour le polynome orthogonal R, ,(«) correspondant, la
formule (')

(28bis) (1—z) (14 ) Ry n(x) tn(x)
(— l)/l All(alv aza ey a/M 'L')
Tayay...an Ay(ay, ay, ..., @)

(1—x)P (1 + z)?

ol il faut introduire dans les déterminants (29) et (29 bis) du Cha-
pitre I les polynomes de Jacobi R%? () (ayant le coefficient de z"
égal 4 1) qui correspondent au poids (1 — z)*(1 + x)?.

Comme nous I’avons remarqué plus haut, nous pouvons nous borner
a considérer le cas ol « > —1, 3> —1, car, dans le cas contraire,
R...(z) s’annulera pour x = =1, de sorte que, aprés division par le
facteur (1 — x)=2(1 4+ 2)!-*, il s¢ réduira au polynome orthogonal
de degré n — |-— a]—|— 3] correspondant au poids

() (1 — )2 C 2 (1 ) B =B,

I.’équation (133)du Chapitre 111 conduit aux expressions asympto-
tiques connues des polynomes de Jacobi a I'extérienr du segment.

(') La formule (28 bis) est équivalente a
h
Roa(r) i(x) = ¥ AR
‘th(-") I/I('Z) — IVEIN, (J,‘),
k=0

0l

gz agren —y oo " _
Aprv -—————'—-f R&N(z) Run(z) tilz) (1 — 2)* (1 + )8 do.
Ainsi, du moment qu’il sera démontré que

Ron(z) 1 —z)p (1 +2)r=0 (;}1’:),

on peut affirmer que A, = O (2%).
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On a ainsi

1
(z—1)P (24 1)0

< (.z + V2 — :)"*“p‘ oz v’.?cT—T)’
2 n \/.z" —1
ou |x+ vzt —1 ‘> 1. Par différentiation, on ohtient des formules de
méme nature pour les dérivées de R*®, qui sont elles-mémes des poly-

nomes de Jacobi, 4 un facteur constant prés. Ainsi, en appliquant
(219) 4 la formule (28), nous obtenons la formule asymptotique

(219) R2(z)=

1 .. 1 R@¥(x)
r Ty f
= L2 Ri%P ()
r h 3
A T A
(_l)" 5 n+
220 Ry n(z) ti(x
( ) n,lx( ) "( )Naga'_n..a/l I T '
r, In
2

G @)

formule (33) (pour ne pas faire de confusion avec les exposants ¢
et o).

En supposant x extéricur au segment (— 1, + 1), nous aurons donc

T+ x’-—n)"*"’ﬁ”'[w—i—\/}:—ﬂ-l-——r,l [x+ x’—l——r;,J

2 2 2

(221) Rpu(x)~ (

(x—1)f(x+ 1) (x—a)...(x— an)

'yly...T'p
R (2 - T
~ Rig ()(,.l__.x+\/x’—l)...(r;,—m—+-\/a:‘-’—1)

Vo) +l) log ty1z1ds

| +1
=R3%(z) e'”‘f—t (= vi—z
Nous remarquons donc que le facteur par lequel il faut multiplier le
polynome de Jacobi R#*(x) pour obtenir I’cxpression asymptotique
de R, (@) en un point extérieur dépend seulement de t,(x) (et non de a
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et B). D'ailleurs, pour 4 fini, I'ordre de 'approximation de (221) est le
méme que celui de (219).

De méme, en utilisant les expressions asymptotiques classiques
(135) des polynomes Ri*P(x) de Jacobi 4 Vintérieur de (— 1 42, 1 —¢)
ol z est un nombre positif donné arbitrairement petit, on trouvera les
expressions asymptotiques de R, ,(x) valables pour le méme inter-
valle.

En effet, comme dans le Chapitre II, nous tirons de (220)

(__ l)h
Ay y(1— ) (14 2)"
[,,/;(u oo 0GR (i ry.. (e — r.) +en +~p+,o,)0—{/1ty(e—lfl —r). .. (e — ,.,lz'l

Hu,h('x) //,(.27) ~

x

,)/1»9-"4+(/,+Il
2

ct, par suite, en posant, comme a l'endroit indiqué,

. ry—x ) —Vi—z*
(37 bis) COST == —o—— oy SINZ) == o
Varia,—z) Vori(a—z)

et
h

+1 D ———
oa p - i logty(s) — logtu(x 1 — 2t
(38bisy  bu(.r) :21‘.:: T‘th ogli( i_; i )\/l — de,

nous obtenons

(222)  Ru(z)y(x)

AL .
~ ’),"+','+""_‘(l — x)? (l _*_'x).,” C()S[(Il -+ P {),) f+ 44/1-‘ P‘ﬂ"
ou
i_‘/' I dog g e
(,"() [)15) ~\'l/1"—_: i.. e _{1’_ :,:“ -5 Yi—ut .
wat,  vay

2. L’inconvénient de laformule (222) étant le méme que celui de la
formule correspondante pour les polynomes de Jacobi, nous allons la
remplacer par des formules asymptotiques valables uniformément sur
tout le segment (— 1, + 1), en utilisant les formules (186) du chapitre
précédent.

Il nous suffira d’examiner en détail un seul des cas correspondant
aux différentes de ces formules. Ainsi, nous nous arréterons, pour

fixer les idées, sur celui ot 0<g< 2, 0<g, S (donc[alél,lﬁlﬁi>,
=V=, "=Vi=, =2 =2



(223)

258 SERGE BERNSTEIN.

qui comprend en particulier le cas ol les polynomes R (z) se
réduisent aux polynomes de Legendre.

Nos conclusions s’étendront d’elles-mémes a tous les cas ou p2o,
¢,20, moyennant le remplacement de la fonction U,(z) par V,(x),
W.,.(2) ; l'introduction des fonctions Z,(x), Y,.(x), X,(x) du para-
graphe 9 du Chapitre III dans le cas oul les exposants ¢ et ¢, (ou I'un

des deux seulement) sont négatifs, permettra ensuite d’élucider ce
dernier cas.

Nous aurons done

(186 bis) { (1— ) (1--x2) R28(2) =\ w, cosD,,
I s . —
ok (s — x)f (5 4 x)% l{',,";_",f.’(.z-) ~Vuy, cos(®, + k7).
En substituant ces expressions dans (220), nous trouvons ainsi

(1 —x)? (14 2) 5 ()R, 0 ()

a;d,...qa,

N g——— " r py " . r
~ (— ')‘\-’u,,(.r:)l'e“"n(e"’ Py ey e Pa (= ey (60— r,,)].
oh+)

Done, aprés division par /¢, (), il vient

(224)  Rua(e) (1 — 2)8 (s - 2)o /4, () ~\ My, () cos (B, 4- bu).
Si nous ohservons qu’actuellement (pour |a|< 5, [B1< ;); on a
(Chap. 111, § 3), pour n trés grand,

» o varaseer .
(223) \//”(-lﬁ')sm,

nous voyons que ’on a asymptotiquement sur (— 1, +1)

(226) \ Rua(x)(v—a)f (1 + .1f)-’fl\“t/,(./,-)|
"My, P
< s~ b — 202 (- 2 T TD)).

Par conséquent, les polynomes orthogonaux R, ,(x) (pour [a]< -é ’
[B]< 7;) réalisent asymptotiquement I’écart minimum du produit
[ Pa(z) (1 — )P (14 2)1\ 1 (),
ou
Pu(z)=a"+p, 2" +...+ p,.
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3. Passons 4 présent a I'évaluation de I'ordre de grandeur de I'er-
reur de nos formules asymptotiques, en supposant que / peut aussi

croitre infiniment sous la condition que % tend vers O assez rapi-
dement pour que

(2 0 zh 'l)"”
27) 2 n = O\& Ing )

Nous supposerons de plus que toutes les racines de z,(x) satisfont &
I'inégalité

(228) frel —1>

) 1 “ '/-:‘" .
fogn ((l o l\,l a \> ‘)log )

alors, d’apreés (219), I'erreur (relative) de cette formule asymptotique
| . . . .
sera de l'ordre ‘—’,’ff Nous introduirons, de plus, provisoirement la

restriction exigée par le lemme du paragraphe 4 du Chapitre II que
(229) [ re—ri]>d1rl.

Donc, d’apreés ce lemme, et en gardant les mémes notations (sauf le
remplacement de ¢, par r;.), nous aurons (')

(230) | |<')/z ) —2/\/'0 n

et
)S”‘\ ‘/')(I“§~I) (/;,l—i-l)h\/loin.

Ainsi, en reprenant le raisonnement du paragraphe 3 du chapitre
indiqué, nous voyons que pour tout point & extérieur a (—1,-+1)

(') Jobserverai qu'une simple modification de la fin de la démonstration du

A\
T . . 0
lemme indiqué permettrait d’abaisser la borne 24 (;) » en la remplacant

o"ll

par » et par suite, d’améliorer un peu les évaluations des erreurs de nos
formules asymptotiques.

Journ. de Math., tome X. — Fasc. III, 1931. 3[}
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satisfaisant (comme a,), a la condition

7 172 .
(228 bis) |1’+\ Z 1|> . logn

1 . ' ogn
Uerreur relative de la_formule (') (221) est O (Iz‘ / -;;—)

Passons ensuite a la formule asymptotique (224), ol nous devons
tenir compte de ce que les formules (186 bis) ont une erreur O( Y= k)

Nous pouvons commencer par introduire dans la derniére colonne
deA,(a,,a,, ...,a,, ) les expressions (186 bis) an lien de R*(z),

alors en désignant par A)(a,, a,, ..., a,,x), le déterminant ainsi
modifié, nous déduisons de (28 bis) que

(231) (1 =W (1 +.2)0ty () Byl r)=

(— 1y A%, 0. .00immp ) + ()[ li]

Ayl Bty gy nyity) na"

Il ne nous reste donc plus qu’a calculer I'erreur provenant de la for-
mule (219).
On a, grice a (230) (voir Chap. I, § 1),

(—1) (A (ay, g ooostier)
Ay ity Dyt 01y ooiyriy)

[e“l"-(e“’— r)e e —ry) 4+ e (e —ry. (o= — /'/,)J'

)

(232)

— V Up(r)

_0( h’/ Iogn)'
2/1—1 n

Done, en remarquant que cette derniére erreur esl supéricure
4 (231), nous aurons

2/!‘*-'

Y

(233) | R, i (2) (1 — 2)P (1 + 2)2 T4 ()
-~ h* logn
—\ Myu,(x)cos (B, +dn)l = 0(2"_,‘ \/ "

(') D'aprés la remarque (ui vient d'étre faite, cette erreur serait méme de

i
I'ordre O(?;,-llogn). Mais dans la suite pous ne ferons pas usage de cette

évaluation améliorée
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et pour les polynomes R, ,(x) normés,

(:33bis)  |Rou(r)(1—.£)% (1 + x)\ 14(7)

— logn
—-\/u,,(.c)cos(tb,‘+'{,,,)|:()( ’2"‘ / _oni-)

En applignant le lemme du paragraphe 4 du Chapitre II, nous
pourrons nous débarrasser de la restriction (229). En vertu de ce
lemme, si les racines de S,(.r) satisfont a (228), on peut construire un
polynome ¢,(x) satisfaisant a (227), (228), (229), tel que

| l‘),'.' Sh(-l') — ()(8/,;10’,::;")'
. 1 lr) ’
c’est-a-dire que
(23%) Sulry — lr) = O6GR og'n).

4. 1l nous fandra seulement étendre le théoréme du paragraphe 3
du Chapitre 1L

Sil'on a
(233) () — Ih(r) = ()
sur le segment (— 1, + 1), on a sur le méme segment
(236) (1 —r)e (1= a)yn | R Cr)y — -7;,,_/,(.;,')| =0(elogn),
oi R!(x) et R, (x) sont respectivement les polynomes orthogonaux
normés correspondant aux poids

tr)y(t—r21+u0)? et lilr)(1— .r)“(l-:—.zﬁ’,

en supposant que t,(x) est un polynome de degré h satis faisant aux con-
ditions (227), (228) et (229) et que zlogn - o.
A cet effet, posons

n

(237) E‘,;(x) :zf,lkﬁk.h(.lf).

a,—1+1(z)
et

 aad |
(2385 :j ﬁ;:(,l,‘)ﬁ‘.:[,(.l,’)(l —.r)* (1 —T‘Jf}:‘lk(rt)dﬁ
—1

-1
zf E)R (o) Rpal o) (10— 22+ o)Pde, & (x)=0(z)
—1

(k:(’ylv '-’f”‘—l);



262 SERGE BERNSTEIN,
donc,

(239) (1— 2)f (14 @) [ RS (£) — Raa(2)|= 0 (e) 4 2,

ou
n—1
(250) 2:([—1:)?(1+.z')?-Z(lkﬁk_h(1)=(|—.r)P(|+.x)?'
e
x 3'(3)'{2(3)Zfik,;.(x)ﬂp,/‘(:)(l—:)"(l—+-z)"//z
—1

_An,

- .‘\u (lwx)?(|+‘r)?|

ot 1

> el 5)ﬁ::(3)[ﬁlh(’ )ﬁn ,.'_/,(3) l—{n b(:)ﬁn -1./1""’l(| -- ")"'l”(l +- '2,? d

-
—1

(—2z)y 8 — 3%

A, étant le coefficient de 2" du polynome R, u( x), de sorte que

Ay 1L,
:\,, 2
Posons
(251) Ku=(1- )2 (i) (h - 5)f (1= 5o

> [ﬁu,h(‘x)ﬁu --l./l( <) “"-ﬁll./l( 2) Hn—|,/1‘ "')Vl’
Observons d’abord que, d’aprés (233 bis), on a, quel que soit £ > o,

_ Togh log k-
(1 —eye(1+ o)t Ri(z) = ‘)[l + Jez ot —(—';l— A —(-';-~ I

Donc,

n—1

2(: — (s + .y Ri(x)= ()[n + hEoly n Jogn + ft a2 Ir;;:’n]::()(n),
[

a cause de (227).
Par conséquent,

n—t

(232) (1 —x)yP(1+x2)> (1 —3)? (s +:)?tzﬁ/‘,/‘(x)ﬁ/,’;,(:):D(n),
[

D’autre part, nous déduisons de (186 bis) et (233 bis) la valeur
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asymptotique C, de K,,,

Nz - ‘—l—a("”);;n(z) ) . 0 __
(2%3) K,~C,= __-—t;,(.c)t/, @ [cos (@, + $u)cos (D)) — b6, + 4f))
— cos (D), +p) cos (@, — T+ )]

_\/,,,,(L)u,,(_zg’ P 60*”]5;"90'*"
L(e) Fy 2 2

—_ f [7
+sin[l"0—l“+ g 260] sin j"—: j]%,

o1 ®! et {;, correspondent a la valeur de la variable z = cosf, et

.__(l) .| 0 F:(p”_*_d{,l.

263

Il importe d’évaluer dircctement P'erreur de cette dernicre expres-
sion asymptotique {(en appliquant le méme procédé qu’au para-

graphe 5 du Chapitre II).

A cet effet, observons (') que I'introduction dans(2/1) de la formule
asymptotique intermédiaire (231) correspondant aux polynomes

normés a elle seule conduirait a une erreur de l'ordre O( ) pour la

valeur de Kk, ; soit

\,

., h?
l\u: [\n +0 ( n )
Pexpression ainsi obtenue. On aura

l{-“l,"f ((l]) P l‘l?:ﬁ (([,‘) f I)lz 3 ((l|)

e ver G
RE% ) oo oeai... T, R2%(a,) .. 9
2,3 - x,
) l{” I,(/ll) vee  cassse s /BN l’”_.;l '((l|) veoe Th
3 o . o z, 2%
i R2é (ay) ... RZ3(an) s, R ; (a,) R A 7 ™ |
2,3 . x,%
_ RXMay) ... .ol c, R“ S 75 T 7,
x,
KX ,‘(/t,) ........ Gy R” _,‘. |(a,) ........ Th
Rx3 (/1,) ve. R2B (ay) R*5(ay)y ... R23(a)
2:/.)[,‘((“(,2‘”1,‘): ......... dee  seceeenas poreeeees cee  ceerecns t;,(.r)l;,(:)
x,% R *8 2,3
R, c—h— (a) ... Rn-o-lt (an) ‘1 ‘stz (ay) ... Rn*h— (an)

(') D'aprés la remarque faite au snjet des mineurs A de (28 bis) an commen-

cement du Chapitre IV, p. 255.
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et
S S 2 1 1 ... o, 11 ... o 1 f ... T,
P 2 ro . ... 0 . A 2
(244) C”=7(r,)" ceee T | LR L ey, (ryt . ... 2<':/,.,, (ry)e . oo
1 1 ... i
2 M Y r . rn N
2 waja,. . .a;)? L(x) 4 (3)
("I )/l~1 . .. (I./l )/1—‘1
1
ol nous avons posé (k= —1,0,1,...,h),

(249) :4.,,:\/17,,(,z')cos((b,,+I.~’/). g,. ,_\/u,,( z)cos (9,4 1,).

Il nous reste a évaluer I'ordre de grandeur de la différence K’ — C,.
Or, nous pouvons écrire

(Jn——z Zl) P/(-[-l':/ — TiGkey)

k=0 i=v
ot les nombres P; sont les coefficients du polynome en y,

(y—rp...y—ry

Pyr+...+P,= v P A
Laay. .oy Mz )14 3)

et
i—k—1

2

1+/.—~

(246)  Trns St — 1hny =V ily( ) 13(5) f sin (90— ) sin [cb';, . (5 -+ 9,]

+sin-’—-f;'l-(’1, o,gm[qv;, b, + "—")‘——(o., _e,] ;

Par conséquent, en calculant K| de la méme fagon, et en tenant
compte de (230), on a

(247) K;,——C,,:()(Iw"\/loun)
+s;n__’;_:l(9 +9)5.n[q»9, d»,,+‘-i-’:—(o ~e)”

174 __f £
:O(It"ﬁ" lo—”g)[lsine“ j|+’sinj"+9l]-
\/ n 2 2

(90 //)”" [d’t/’z—*' P, + l'."_—'—-*- {; —! (90 -+ 9)]
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Donc finalement, d’aprés (243) et (247),

.:——)—-__—(-—5 Sin 90; Q[Sin (Fo -+ F— 90—:_—6>+ (§) (/t"?.h %‘3’_’_")] /2
, S un @) (s ) 0(_‘__),
(248) K”—\/ (x)ti(z) . 8,461 . . H—h logn - n
~+-sin sin (FO — 4 ——9—") + O v ot —,’i—-

<]

Les formules (2/42) et (248) vont nous permettre d’évaluer

(249) "—f_:ﬁla__u \/l~ —f

sous la condition que 2" /A* \/—7{3— -0, qui est manifestement remplie,

db,,

cosfi —_ cos/j

d’apres (227).

En effet, nous pouvons supposer, pour fixer les idées, o§0§% .
Alors dans les inlervalles (0 — ;';,0>, (0, 0+ -,';>, dont le premier

devra étre remplacé par (O, 0), lorsque 0 < ,'7, nous ferons usage de

la formule (242); ainsi, la partie de H, correspondant a ces deux inter-
valles est de 'ordre O(1). Ii nous reste donc a évaluer les deux inté-
grales dont la premiére peut s¢ réduire 4

",= f 0"
! ‘” cos J,, —_ u;s@

il suffit de considérer la seconde intégrale qui est, d’aprés (248), de

l,u!‘d!‘e de
- - - /)
: 0 [}n (1[)0

/‘:+ ' Sin ”

= ()(logn) + O (h*)=0O(logn).

6L
n

K,

cosfy — cos’

db,;

/K

n

. ’J,, cosf — cosh,

sin ——

Par conséquent,
(250) H=0(logn).

En utilisant cette conclusion pour la formule (240), nous en tirons
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que
3=0(clogn) Max [Ro,(2)(1— 2} (1 + ).

—_—1sTx)

Ainsi, il résulte de (23¢) que le maximum de R%(1 — 2 )*(1 4z )
est borné, comme celui de R, ,(z) (1 — z)* (1 + x)", et, par consé-
quent, on a effectivement

(236) (1—x)f(1 +.1')f*'[ﬁ‘,’,(x) — R, (2))=0(elogn)

uniformément sur tout le segment (— 1, 4 1).
Pour que elogn->0 dans le cas ou ¢,(x)=3S,(x), il suffira,
d’aprés (234), que 'on prenne

(231) logn = Altlogh, ot A >4,

En cffet, on doit avoir, en tenant compte de (227),

2h [y e
5/!”0;.{"12 :/l’l();,"‘lt\/ T 0
n

ou bien

! Noun (’ + !
— )" -— ———
ah 7 S/

)Io;; logr — alog h — o
mais en substituant (251), on a

(% —6— -)—IZ> logh — <’g + 7'/1) (oglogh 4~ logA) - »=.

3. Nous allons de nouveau utiliser les polynomes approchés S, (x)
analogues a ceux du paragraphe 7 du Chapitre II, pour unc fonction
continue £, () quelconque.

Dans la suite, nous supposons toujours que la fonction ¢,(x) admet
une dérivée premicre continue t,(x) sur le segment (— 1, +1), telle que

(252) t',,(.z;—+-;6)—t'“(.r):()< k )

lowe? ,3

Dans ces conditions, d’aprés un résultat connu, il est possible de
former des polynomes G,(x), de degré £, tels que

(253) ' Gi(x) — log t‘,(,l-){::;()(\,.- l()lg”-).
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Donc, en posant

(254) S/,(.Z')ZI+GL~(.,IJ)+...[—G—"’£‘;‘—W"
ol

(255) h=rlp, " = p*,

on aura

o« . '
! ly(x) —— 5/,(.L) = O(/{ lngk)’

et puisqu’on déduit de (255), que
- ~ h doglogh
().')f)) ko~ :2- _'OgT
on aura aussi
. I
20 "(r) —Sp(r) =0 —————— )
(257) () = Sulr), )(hlogh log Iogh)
Observons que les polynomes S,(x) satisfont bien a la con-
dition (228), car, d’aprés la remarque faite a l'endroit cité, on
aura

; I 2loghk  2logh
f"lf'—">zl‘);:'l}': /: ~ hﬂ ’

or, d’aprés (251), 0n a
4 logn
~n DRI
Nloglogn’
donc, on aura, a fortiori,
J

L
logn

rii—1>

En construisant ensuite les polynomes f,(x) satisfaisant a (234),
nous aurons aussi

(258) it () — Llx) = O(sh*bogn) —;—o(—'\—-\)_—_o( d ),

logn logn )

7

en supposant A dans (251) borné supérieurement.

Nous arrivons, par conséquent, au résultat suivant :

St la fonction positive t,(x) satisfait a la condition (252), les poly-
nomes orthogonauz R(x) correspondant au poids (216) admettent uni-
Sformément sur le scgment (— 1, 1), la représentation asymptotique

(259)  Ru(@WI(r) =T (@) (1 — 2)7 (1 + 2)04\ T (@) ~ Vit () cos (@ + D),
Journ. de Math., tome X. — Fasc. 111, 1931. 35
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ou

. "ogti(z) — logt, () | — a2t
(38 bis) ‘1""—;“[ ogli(z) og/(r)\/'_;dz,

S5 — &

les polynomes t,(x) étant des polynomes approchés de t,(x) indiqués
plus haut.

Mais d’aprés le paragraphe 9 du Chapitre 11 les conditions impo-
sées a t,(«) sont bien suffisantes pour affirmer que 1'on a uniformé-
ment sur (— 1, +1)

di—y—o,
S1

(260) DRI G I ’”""”""’\/._ii
) ~

amJ_

on a donc également (sous les mémes conditions)

(261) R (@) (1 — 2)8 (1 + 2)0 I, () ~ y ln () O (B b).

“n tenant compte des formules (184), on peut écrire aussi

(262) ‘li" (J)\/t(.L') S €OSY + 1, .I‘_/_mﬁ sind.
I{

De (261) nous concluons que I'on a pour » trés grand

(263) |Ra () (1 — a0 4y V(o | VT, T 2\ )
((»292-,';"020.:9'

Donc les polynomes orthogonauz R} (x) réalisent asymptotiquement
I’écart minimum sur le segment (— 1, + 1) du produit

| Py (1 — )2 (1 )0 1, (o) |

oit P, () est un polynome quelconque de degré n ayant le méme coeffi-

4]

cient de x" que R".

6. Pour les autres valeurs de ; >oet¢, >o0,iln’y a rien 4 modi-
fier dans les raisonnements pour établir les formules asymptotiques
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analogues. Ainsi on aura
RY() (1 — 2)P (1 4+ 2)7 VI () ~ Y0 (2) o8 (Wat )
I //]ﬂ e 7, .
= fupir oY+ sosing  (p250023))
(64) | _ n+p+p 2 2
RO(e)(r— ) (1 + r')-"' Vi(r) ~ o (r)cos(E,+ )

0. . 1 1
' - //6,9,(‘)"u+pn l(}'—' 5’""{’ ("_/—\;P;:)’ plZ;)'

Dans ces deux cas, R’(z)(1— z (1 + @ )+ \/t,(x) sont aussi bornés
(d’apres le paragraphe 7 du chapitre précédent) sur (—1, +1),
mais ils ne réalisent plus méme asymitotiquement I'écart minimum du
produit correspondant.

Comme nous I'avons vu, il n’y a pas & considérer le cas, ou les iné-
galités

- '
N ( >"‘7’F’- - /,)
/

ne seraient pas satisfaites. Or, en supposant ces inégalités remplies,
nous aurons, en appliquant la méme méthode, les formules asympto-
tiques correspondant aux cas, ot I'une au moins des quantités ¢ et ¢,
est négative, en utilisant les fonctions X,, Y,, Z, données par les
formules (215), (213), (206). Ainsi, pour ; < 0, ¢,< 0 on aura [ avec
les mémes conditions pour ¢,(x)}

(269) ﬁj} Vi () ~ \/Zucos(A +)
' AR (r)

Y T T ,
=Rx CO&'; -+ = 7
vir(n+z+5+1) “

|n

oit R**(x) sont les polynomes de Jacobi normés correspondant auzx
 § | §

eXposants 1 =25 — -y =125, — ~+
2 ! ' 2

On a sur (—1, + 1), dans ce cas, d’aprés ( 209), pour » trés grand,

“2("’7) \’to("') z \/:‘

. L — = 1 dF, o !
Ry ()1 4- )yt () ~ Fpeosd + _z -—ﬁ-sm',{; (p <0.p2 -Z-)a

On a également

(266)

M

Ri(@) (14 521y 1) ~ Frcosdy +rni;rf siny ( <o,0%5< )
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A\

ou

Fo= (14 z)n R@&b (2), I'n== \/("+P

(14 ) .
J(n42p+p,) (1+2)+p (1 —2p,)’

d’aprés (214), les produits| R, (2)(1+ ) \t,(x)| restent bornés sur le
segment (— 1, +1).

Les formules asymptotiques (261-266), dont I'erreur tend uni-
formément vers zéro sur tout le segment (—1, 4 1) peuvent servir
pour 1’étude de la convergence des développements en série de
polynomes ortogonaux.

7. Observons que dans le cas ou ¢,() est un polynome donné | et,
a fortiori, si t,(x)=1, c'est-a-dire sil'on considire simplement les
polynomes de Jacobi|, I'égalité
——=== =0 (logn)

+1
250 bis 1] :f e
( ) 3 NTpy

donne immédiatement des conditions de convergence uniforme des
séries correspondantes.

Il suffira encore d’examiner un seul cas. Considérons, par exemple,
celui ol1 ¢ 20, p, 20 (comprenant, en particulier, celui des polynomes
de Legendre). Considérons le développement suivant des polynomes
orthogonaux correspondants

K, | s

xr—2=s

(267) S(z) =ZaRY(r)
ol
+1
ﬂ/,::f f(.r)r/(,l;)l_{‘,f.(w) dr.
—1

Posons

(268) f,t(w):Zakﬁ},‘(w) :f f(;)l/(:)zﬁ}:(x)ﬁ‘,:.(;)//:;
0 —1 0

soit ¢,( ) un polynome de degré n quelconque approché de f(x); on
a alors

(269)  fu(r) = gu(r) = f [/(3) = gul5) 17 (s X By () RE(3) d,
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d’ol

(270) | fulr) - 2,(2)|(8 — 2)P (1 + 2)?
;‘\,, R ] ) }
= '_,{,"':“/ Lf(2) — 9u(3)]
(|—~)"F(l+,)‘-'"(| x)P(l—o-m)"t,,(..)[Hj;&,(r)li"( y—RY, (3 P"(z)ld'
(r—3)y1—-3°
:‘)f[j‘(:)-—- ?,,(:)I(l--—;)?(|+:)-"'lngn}.

Donc, s’il existe des polynomes ,(x ), tels que

1 Yy — !
("/') ‘/( )'—'-{n( ) ("")p(""*‘ ) _O(log )
le développement (267) multipli¢ par (1 — x)?(1+ x) devient unifor-
rmément convergent sur tout le segment (— 1, +1).
Pour qu’il en soit ainsi, il suffit, par conséquent, que l'on ait

0= - f’(‘w)
(252) f(‘ﬂ)_(l——-.’l,')P(l-i-.l;)i""

ot f,(x) satisfait a la condition de Dini-Lipschitz, et de plus
Si(Z£1)=o0; en effet, on pent alors construire des polynomes z,(x')
de degré n, tels que (')

' E k 2 !
(2-3) if,(:)*’-,’m(.'.)(l~—5)9('+3""i:()(]ogu)‘

A fortiori, il suffirait donc pour assurer la convergence uniforme
de (1—x)(1+ xy«Za,R!(z) que la fonction f(x) elle-méme satis-
fasse a la condition de Dini-Lipschitz.

Dans le cas, ot I'une au moins des quantités ; et ;, deviendrait

négative, on aurait un résultat analogue. Il nous suffira de formuler

(') En supposant, par exemple, p <1, o,<<1, il suffit de former un poly-
nome P,(z) de degré \/n, tel que f,(3)—P,(z)(1—2)(1+3)’ _O(Iol ), et

ensuite, on peut choisir ¢, (z), de sorte que

|Pu(3) (1= 211+ ) F— eu(2) | = o 1 )-

logn
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la conclusion pour
pso, pico (°>':,“’ gr=>-- !)’
alors le développement lui-méme
flry= 2((,,ﬁ” (.r)
est uniformément convergent, pourvu que lu fonction
(27%) Silae)y= [l (1) (1)

satisfasse a la condition de Dini-Lipschits et que [,(F=1)=o0.

Je n’insisterai pas sur d’autres conditions de convergence et sur la
détermination de 'approximaltion fournie par ces développements. Je
me bornerai a4 indiquer un exemple qui montre que le développe-
ment (267) lui-méme pour z >o, £,>> o0 pent, en général, ne pas
converger lorsque la fonction satisfait & la condition de Dini-Lipschitz.

Nous supposerons ¢ = ¢, = é, t,(x)=1. Alors le polynome ortho-

= 2 sin(n =+ 1)0
Ro(r2)= _———
4 (7) T sin¥ ‘

Considérons la fonction

gonal est

”*% k2

cosntf N cosntare cos’
(2 5 xT)— punund ——————
(275) foy=Y =3 =
1 1

On vérifie facilement que cette fonction de x satisfait sur le seg-

ment entier (—1, -+1) a la condition de Lipschitz de degré = =

x| =

(considérée comme une fonction de 0, la fonction satisfait méme a

une condition de Lipschitz de degré ;') .

/

Cependant le développement
(268 bis) Jx) =Y, aiRi(),

ou

“+1 +1
= f(xmzw)\/r:ﬁdx:\/ﬁf_, 3 S8 i (1) sind df
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est divergent pour x ==t 1, car on a

= —= E, pour b = n*
‘ any o ’
r /T PR
o)—— ;—’-"2 ;, pour ~=sn*— 2,
;=0 pour toutes les autres valeurs entiéres de /.

De sorte quc les termes du développement f(==1) croissent infini-
niment, puisque

- R

I{‘,f.(tl):\/;z(/.'+c).

[Conformément a ce qui précéde, le développement (268 bis) devient
uniformément convergent aprés multiplication par sin = y1— 2. |
Ainsi, les développements en série de polynomes de Jacobi de para-
métres 2 =25 — ~, 3=25, — ~, ainsi que ceux suivant les polynomes
' . 2 ' 'o 2 . oqe .
orthogonaux qui s’y réduisent, doivent étrc surtout utilisés si I'on
veut approcher la fonction donnée f,(2) au moyen des polynomes
mullipliés par (1 — x)?(1 + x)*. On pourra développer alors

Ji(x) .
(1 -.1')?(]—}—1')(/1 —'/(]")7

et c'est en mulupliant ce désveloppement par (1 — x)*(1+ ) que U'on
obtiendra, en général, un développement bien convergent pour f,(x).
L'ordre de grandeur de son approximation, qui n'est que logn fois
plus grand que celui de lu meilleure, résulte de (271), ce qui généralise
le résultat classique de M. Lebesgue concernant les séries trigonomé-

triques.
J'indiquerai encore, en particulier, la conséquence suivante de ce

qui précéde.
Soit z20,£,20. 8t

(272 bis) Si{x)=[f(z)Y(1—z2)P(1+2),
ot f,(x) satisfait & une condition de Lipschitz de degré a>é et
fi(£1)=o0 le développement de f(x) suivant les polynomes orthogo-

naux R, (x) correspondant au poids q(x)=(1— x)ep—"’(l )", (x)
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devient absolument et uniformément convergent aprés multiplication
par (1 — x)*(1+ x)». La démonstration est pareille 4 celle que j’ai
donnée autrefois pour les séries trigonométriques (*).

8. Dans le cas général, ot ¢,(x) satisfait seulement & la condi-
tion (252) de sorte que nous savons seulement que I'erreur de la for-
mule asymptotique (261) tend uniformément vers zéro sur(—1, + 1),
la condition suffisante de convergence uniforme du développement en
série des polynomes orthogonaux correspondants doit étre un pen
modifiée ().

En effet, a présent le raisonnement qui nous a amené 4 (250) n’est
plus immédiatement applicable.

Mais il est en tout cas facile de voir (jue

K
(276) = ;’i-_-(l:::()(logn).

.
—1

En effet, on a toujours

(277) (1—2)(1-+2)n(1— )1+ 2)5 R, () R(z) =R () Ry ()
=K,=0(),

et d’autre part, en sc reportant a la démonstration de (236), on voit
que 'on a a fortior:

[RY(2) — Re a2y | (1 — 2)P (1 + )= O (2 logn ),
si £ < n, d’on1 il résulte que
(232 bis) ZIR2(x) (1 — 2)%2(1 + x)*
=3IR},(2) (1 —2)% (1 + 2)P + n O(e* logn) == ) (n),
de sorte que

(278) % =0 (n).

(*) Voir, par exemple, L. TongLL1, Serie trigonometriche, p. 268.
(*) Pour le cas ois 0 = p,= o0, et plus généralement si

p(1—2p)=p,(1 —20,) =0,

la condition (252) relative a £,(x) peut étre remplacée par celle (18) de la pre-
miére Partie,
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En appliquant la derniére remarque 4 'intervalle (:v — ;'z-, x+ ,'—l)

et I'égalité (277) sur tout le reste du segment (— 1, 4 1), on obtient
immédiatement la formule (276).
Ainsi, en reprenant la formule (270), nous pouvons affirmer seule-

ment que
[fn(") - ({),,(.I')] (' - .l')f'(l '+"1')r"

ot St
= O;[f(z) — o, () (1—3) 1+ :)P' *logns.

Donc, pour affirmer la convergence uniforme sur tout le segment (*)
du développement de f(x) multiplié par (1 —z)*(1+ )", nous
sommes obligés d’exiger que
(279) ) = au(a) (1= T 2 o ()

logn

En d’autres termes, il suffit ue la fonction

1

Silr)=f(z) (1— J")P—'Z(l + ,7;)""—'-_'

satisfasse 4 la condition de Dini-Lipschitz avec f,(=1)=o0.

Cette condition moins générale que (272) que nous formulons ici
n’est probablement pas essentielle, mais pour s’en débarrasser en
faisant le moins possible de restrictions sur z,() il faudrait discuter
directement l’erreur de la valeur asymptotique de K, qui dans tous les
cas peut étre mise sous la forme (243).

9. Passons & présent a I'extension bien plus facile de la formule
asymptotique (221) pour un point extérieur, en supposant ¢,(x) quel-
conque. Nous n’avons rien d’essentiel 4 ajouter aux raisonnements
correspondants du Chapitre II.

Ainsi le lemme du paragraphe 6 du chapitre indiqué subsiste sans
modification et 'on a

(83 bis) [Ro(z) — Run(x) [:O[Me(x+ %)],

ou1 ¢ est la plus petite distance de 2 au segment (— 1, + 1) et M la plus

(') Il est évident que la formule (276) est suffisante pour affirmer la conver-
gence uniforme a !’intérieur de (— 1, + 1) sous la condition (271).

Journ. de Math., tome X. — Fasc, 11, 1931, 36
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grande des deux valeurs R, ,(x) et R,_, .(z) en supposant que
() — ()| =0O(e).

Par conséquent, dans hypothise que t,(x)™> o0 sur (—1, +1) est
continue on a la formule asymptotique

_‘_-_.f' (. Pz +‘) Vo 4, 5.4z
(280) Ko(r)y= “"’-?’i( r)(/' CATR R |T::’ (1 -+ In )

|:‘ | Iugl.,f' dz
\ PR - =
g +\ g7 te s
~ *

(r—1)p(r—+ l)l’!

oit y, tend uniformément vers zéro dans toute région fixe extéricure au
segment (— 1, + 1), et pour les polynomes normés, on a

1 Jogl, s dz
—_——

. IR e At vt —,
(’,J ), e 7 '/l-""""""‘ (s 7u)
Vverm(a— )P (a —+ 1)7

|’,l"~—lf"‘ 10g 140214z
TR ] FZd N w1
~RpE(r)e T d ey T

(280 bis) Ri(r) =

Indiquons quelques applications de ces formules :

1° Déterminons le minimum N, de
-1
f P2(x)t,(z) (1 —2)* (1 + 'J.-)n"(lx,
—1

si P,(x) est donné en point extérieur x =%. On aura

P (r)=a,R~a, R (x)+...4+ a, R (),

ol
ai=a, R”(C)
Ry’
donc _
A, o o A Rn+1( )R"('l’) - Rn-b-l(z')Rﬂ(Q) ao
"('z)—P"ZP (z)n (2 )= n—-—l C,'—L R'n
z An (] 0 0
P.(Z)= AM[RM(C)R“(C)-—R ) R"’*“E’]n«
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" — Y

. — “;'(E) ) 9 __ ’\It-‘~l |’ﬁ(6)
()‘81) \”—'-2( ne )ll”—_ Auw RO (2 F'a(r — T £ 'B/ wez
(] " fl+|(-.) i l(g) /t+|(')) N (C)

U]

, , Vi3 Lot dogt, sz

» a1k - —

L) A S f_,,:._z..f-.-.,-».
(g +yE )2Iz~‘—7.-~ B4

en supposant I’,(§) =1.

2" Les formules peuvent étre utilisées pour la détermination de
Poscillation minima des poly nomes monotones assujettis ( et multiplement
monotones) a plusieurs conditions.

Ainsi, proposons-nous, par exemple, de déterminer I'oscillation
minima M dn polynome monotone Q,,() de degré m sur le segment
(—1, +1), st sa dérivée s’annule en | points extérieurs n,, 4y, . . ., a,
et prend la valeur 1 au point extérieur’.

Supposons m — h=2n -+ 1, impair; on vérifie alors sans peine que
le polynome réalisant I'extremum peut étre mis sous la forme (')

Qulzy= [ Pi(z) i z)dr,

B , a a
ou t;,(x) —(l — a,) . .(I— ;I—h).

La solution résulte donc de la formule (281), et 1'oscillation minima
cherchée a pour valeur asymptotique

R T S = gV
82) (5 -1_—\"?‘_:7)’”‘ P 4 -1

B =G vE= )=l +vE=T)) ’

ol ri=a,+\a:—1 (le signe devant le radical étant toujours pris tel
que (r;| >1).

3° La formule asymptotique (280) permet dans tous les cas de
déterminer les valeurs asymptotiques des coefficients du polynome

(') Voir mon article Sur les polynomes monotones (Communications de la
Société mathématique de Kharkow, série IV, 1. 1).
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orthogonal
(283) Ri(ry=a"+ Ny ...+ A+, .+ A,

pour  fini.
En effet, en supposant || >1,0na

\/ f logt.,(~)d. -—[.—

( \ = >
ou
-1 .
(28%) mm L [ Zlogllz)ds
2TJ_, Vi1—32

reste borné, de sorte que le développement de

f"( s )un;l. Zedz % X, 20 3
o o ‘—_‘.._"_'-".’::' l
(283) — S y1—2* o 2.7 ]

=¢ =f— - +,..

a également ses coefficients bornés.
D’autre part, a cause de (219), les coefficients du polynome de
Jacobi sont asymptotiquement les mémes que ceux de

, V@ =1\ (r+y 1\
(286) T""”( 2(z—1) ) ( 2z +1) )

S T e
21 T e e e P

[! 2!
x[.+£ o[-
N . P

T 1 b oo P '
ou ,,(w)._. ;cosn arccosx lorsque  --o. Par conséquent, pour

é — 0, les coefficients du produit de (285) par (286) sont asympto-

tiques a ceux de

n /] /,l'”-”’,
(287) f"—%—‘?"?l'—ﬁl)"’"_"‘7’-1'""2'*-----'-('- 7")‘—’.—
n I‘ —_—0,— 2 )‘zvll—zl‘—' '
+(—-7> 4 I l!‘ v

4 moins qu’on ait { —;, — a, = 0, en quel cas I'ordre de grandeur des
coefficients correspondant a k= 2/ 1 impair est abaissé, et leurs
valeurs asymptotiques s’obtiendront de méme, en faisantintervenir les
termes suivants de (285).
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Il est évident que pour £ fini les coefficients A, sont asymptotiques
a ceux du développement (287), car les coefficients du développement

de vy, dans (280) suivant les puissances de :; seront de I'ordre de y,R*

oit R >>1 est un nombre positif quelconque.

Si £ croit indéfiniment, les coefficients A, ne seront asymptotiques
a ceux de
i3 il Py J Yo teizidz
(288) p”(‘L.) — “;,?, % (J;)ezzf"‘ Fy-aad T—2%
:‘.,L"‘-{'-B,x""’-*-. . -+Bk‘xn~k+- ..

que sous la condition que y, ne tende pas trop lentement vers zéro.
On aura, en effet,

(289) r\k‘—Bi: ! f‘l’,,(:)'/,,d:,
Cc

o Tfi 511——&-1—1

oi C est une ellipse, ayant (— 1, 4 1) pour foyers et 1+ 2(2>0)
pour somme des demi-axes.
Donc

l\k— Bk: 0

_ O (‘ -+ 6)‘1"-‘—2—"-/” )
2/&(62 + 2 6,:1—'-!—/( I

(=) [~ 3_7"__'_)]"*‘"‘

i+ 0

!

.k an+2— k . .
en supposant que lim ~ <1, posons1 -2 =\/ ———; on a ainsi

k
41—
3

(290) Ap— B,‘:()[(””:‘?—’-’) *Yn ]
(

222 (4 1 — feyni=k

Si I'on désigne par C, le coefficient de z*~* du polynome T, (), o
k = 2/ est pair, la formule (290) prend la forme

(291) Ar— Bi— O(Ck'/,,\’Z'),

car

(292) (Cii=

_n(2n—k—2) °*

2"‘§(n . [.-)u-k/.-g veh(n—k)
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Par conséquent, pour avoir

. . Ay
(293) 'lmﬁ;_—.l,
i suffit que
(291) -/,,C/,\/‘l:::_: o(B).

. qe .k ’ . .
En particulier, si ~ -~ o, on a, d’aprés (286), B,~ C, pour £ pair,
donce i suffit que

(297) sy b -0,

On a un résultat analogue, mais plus restrictif, pour & impair; il
suffit alors pour avoir (293) que v.y/n - 0.

En ohservant que les coefficients C, vont en croissant plus rapide-
ment que les termes d’une progression géométrique, ayant r >>1 pour

. . In [] , .
raison, tant que lonalim = <y — -_, on peut étendre la conclusion
‘7

¢« 7 O 14 I‘ ] . . N
précédenteau cas ou Jim ~ <1 — -—- Cette circonstance, d’aprés(213)
V2
et (221), se présentera en particulier, quels que soient : et ¢,
lorsque ¢,(x) est un polynome donné. Obhservons que dans ce cas

le
~1
[ shogtu(z)ds [

(296) ==

25

‘,’_;: 2 I

I '

Dans le cas, oil la fonction 1,(r) est paire, et z =:,, il est évident
par raison de symétrie que les polynomes orthogonaux correspondants
ne contiendront que des puissances de méme parité.

Si nous admettons de plus que ; =z, = 0, de sorte, d’aprés la for-

mule (16), Ri(x) atteint asymptotiquement son mazimum absolu acec
des signes opposés en n+-1 points du segment (—1, + 1), il réalise
(asymptotiquement) U’ écart minimum du produit

Pyt (.ry,

P.(x) étant ussujetti a avoir le méme coefficient A, de x'~* que R}, (x).

Donc, en particulier, dans’hypothéseque :7 -~ 0, acausede B,~ C,,
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le rapport de cet écart minimum i celui qui correspond 4¢,(x) = 1 est

1 kL, iz
asymptotiquement égal a ¢/ - vi=? | comme dans le cas, oii k= o,
quelle que soit la fonction continue positive t,(x).

La valeur asymptotique de A, pour lim ~ =1, ne peut étre déduite

de (280); mais on peut Ja déduire de (28) dans I’hypothése que ¢, ()
est un polynome, et passer ensuite a la limite pour I'obtenir dans le
cas général. Sans entrer dans les détails de la démonstration, je me
hornerai 4 indiquer la conclusion pour le cas ol p=2¢, et {,(x) est
paire, alors

1 LY logly'sids .

Ii AT éﬁf ' v/l. = ilim L I ‘

(297) im———=e¢"Y- -z s —-—=1).
Ck n

Donc les formules de W. Markofl subsistent asymptotiquement,

lorsqu k- ais, elles nt aics, d’aprés ce qui préced
rsque — - - 1 | mais, elles ne sont pas vraics, d’aprés ce qui précéde,

. ,.‘ . . 3 o o
pour lim~ =u) quelle que soit la fonction continue positive £,(x).

Ainsi, en particulier, I’écart minimum de
Lo+ & Paa®=—. ..+ pax" Nty ()

*, 4 ’ . 1 . ’
sur (—1, + 1) est asymptotiquement égal 4 - - Ce dernier résultat

subsiste, d'ailleurs, dans le cas ou ¢,(x) contiendrait (1 — x)**(1 + x)*
en facteur avec z¢, 2 0, et peut étre déduit du méme raisonnement, que
la proposition générale suivante que nous allons démontrer :

St la fonction 3(x) joudt de lu propriété qu’dl existe un nombre fize k
tel que

Els5(0)] =0 Efp()]}
et

(298) — =0 Ef3(2) 1,
ot E [ ()| désigne la meilleure approximation de f(x) par des poly-

nomes de degré n sur (— 1, + 1), alors, quelle que soit la fonction con-
tinue positive p(x) donnée telle que p(0) =1, 0n a

(299) E.pelo(e))~Efo(x)],
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oit E, i, [ §(@)] est 'écart minimum du produit
(300) |9(x) —Pu(x)ip(x)

sur le méme segment, P, (x) étant un polynome de degré n.
En effet, soient p,(«) unpolynome de degré k, approché de p(x), et
g.(x) un polynome de degré k, approché de [7?'1—)-, tels que, ¢ étant un

nombre positif donné arbitraire,

. pul.r) _ B ) :
(301) [ z<—-——l/(w’ <142, V— e << qulz)pla)<<i+e.
de sorte que
(302) (b—ep<< pulx)gele) < (15 )

Or, en posant
pulx)y =14+ zR(r),

nous concluons de (298) que
(303) Edlpilz) ()] ~ B[ 9(.0)]
et, par conséquent, puisqu’on a manifestement
Ennr L) 2 Bt prli) 9 (r) ).

nous pourrons choisir » assez grand pour avoir
(30%) Evpn e lo(x) 1> Epa|olz, (1 —e).

De méme,
(303) Enpyrigun 902} > Envbpyis | qe(r) o)) ~ Enpiy, | 9l2)]:
donc, en vertu de (30z) et (305), on a
(306) Eal9(2))> Envippin3(2)) (1 —2)

En tenant compte de (301), (304) et (306), nous avons donc la
double inégalité

(307) g Bt 900 |> Fap c 9(2)) > Bucal 900) ) (1= 2,

(r—

ce qui prouve notre affirmation.
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Le théoréme s’applique, en particulier, a |z|*, (uel que soit o > o.
Il est évident aussi que Ilintroduction d’un facteur s’annulant

x [ x| .
sur (—1, +1) de la forme ’ 1—é-‘-| I 1— 75' * dans la fonetion
g i

p(x) ne modifie pas la valeur asymptotique de E, ,..,[7(2)] lorsque
2(x) est assujetti aux conditions (298 ).

10. Pour terminer, montrons, comment on pourra calouler la valeur
asymptotique de E, ;—[7(x)] lorsque 7(x) est une fonction analy-
tique. Nous nous bornerons au cas o £,(x) est positive et continue
sur (— 1, -+ 1) en ajoutant provisoirement la condition (18), dont nous
pourrons ensuile nous débarrasser,

Supposons que 7(x) admet un pile unique réel positif, pour fixer
les idées, @ > 1, sur son ellipse de convergence.

Commencons par ohscrver que dans le cas on le poids trigonomé-
trique ¢,( ) satisfait a la condition (18) que

[

ol1 z > o0, on a non seulement la formule

Ty, i 7
(16) i (.r) ~‘ / 7007 cos(n --4),

mais on obtient par la méme méthode la formule asymptotique pour la
dérivée

(308) -,'-ll-’u;,"(.l;)yl -—.I:::‘ / _12(") sinln + %) +¢,.
AR

ol z, tend uniformément vers zéro surtout l¢ segment (— 1, 4 1).
En effet, en supposant, d’abord, que ¢,(x) est un polynome £,(ir), en
remplacant le polynome T,(x) de Tchebichef dans la derniére

colonne du déterminant (28) par ,%T;(x)\/ 1—x*, on vérifie que la
formule (308) ¢st exacte avec e méme ordre de 'erreur ue la formule
correspondante (64). Ensuite, en appliquant un théoréme bien connu,
on constate que

Vi : .1;3[1—{;.»(,1;) — R, u(x)]=0(logn)

Journ. de Math., tome X. — Fasc. 111, 1931. 37
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du moment qu'il est démontré que
|Ru () — RL ,(2) |=0O(clogn).

Ceei posé, formons le polynome

(309) Spa(2)=(r—a) [ﬁ}{(.v) cosd — \/"; 2 R, (.x) sin6]

=Ri() (ar— 1)+ YOl (o ) Byo (),

o . 2 __ — 2
ac l’ Sim}:\(a 1) (1 .2?),

£ro—a £ —a

cosé =

de sorte que, d’aprés (16) et (308), on a

S//+|('r) 2 1, A A
(310) -~ mcos(n)-i-g-}-o).

Puisque 2 croit dec — = a zéro, lorsque 0 varie de zéro a =, la fonc-
tion (

(311)

xr—da X —da

e , S :
e [S ok l'u(.r)}w..(.m,
ot P,(«) est un polynome de degré n, atteint n+ 1 fois sur le seg-

, . . . . 2
ment (—1, + 1) son écart maximum asymptotiquement égal a\/F'

P,(r)

Sy.(a)

fournit asymptotiquement la meilleare approximation

b < ' ) l \/2
“”, T ~ - —_—
Ver'\w —a i Sus(a)y YV

Pour obtenir la valeur asymptotique de S,.,(a), on ohserve que,
d’aprés (16) et (310),0na S, ., (x)+ alT,,,,,,,,,,(x) = o(1), ol R,., ()
est le polynome orthogonal normé relatif an poids trigonométrique

to(x)<l—§)-s uniformément sur le segment (—1i1, —+4-1); donc,

Donc

d’aprés un théoréme connu, on a au point «

Sumla)=—alR, ., .(a)+ o[(a 4yt — 1)"].
c'est-a-dire
' Spii () —

lim = =
R/H—!,a (a)
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Or
—_— g lg s =2 (1—-2.
[yt et et 70 i "),/-
'— i 4—yd ! w S—a,y)—22 i
{/z H,//(a) ~ Vi (4 -1 v v s
Vo
I PR
’).(/l - -) \n’.-.|f Yo lagt,zidz
n T T =
oz Vmondi (r/ -ty 12— l)”e Tod oy ma T
Vor
Donc,
‘;’_;_‘._‘.' Y qegt, sz
(')"") I ’—(_—'* )~ e “‘ﬂ— """'—f,u-‘-\":'_'—-:
A Nyl " - e = 2 - H E
T\ —a (r/’-»~!)(r/ A\ At — 1)” !

ce (ui peut aussi s’écrire sous la forme

. "a’—-—lf" tozt, = s
. ~ ) K I 3 o —
(31,)’ ///S) 'J,,’/,,.,:'< - )rv F,,,( )e ’ R RN i
- L .

ao-- g =1

On pourrait aussi déduire la valeur asymptotique de S, () de
I'expression (309).

1l suffirait d’observer que les formules asympiotiques pour les dérivées
qu’on obtient par différentiation de (280) sont également valables en tout
point extérieur, car la démonstration de ceci résulte directement de la
méthode développée dans ce Mémoire.

D’ailleurs, il suffirait que la formule (312) soit établie pour un
polynome positif quelconque ¢,(x) ('), pour en conclure son exacti-
tude pour une fonction continue positive quelconque.

En différentiant par rapport a a l'identité
Seglr) 1 __l ] P.(.r) ]

Silay e—a™ | r—a S, (a)

(314 bis) \ L (x)

"'t,, (.r)

et en observant que, d’aprés (309), les dérivées successives de S, ()
par rapport a a sont sur le segment (— 1, + 1) de 'ordre O(r) pour
n -» 0, nous en concluons que le second membre, qui aprés k différen-
tiations devient égal a

h!
[7_7_:/1—)"7' - ‘.’u,z«(./,')]\ l»(.l,.'-),

(') C'est ainsi que j'ai obtenu pour la premiére fois cette formule sous une
forme équivalente (comme produit de facteurs, qui met ainsi en évidence la
nature algébrique de 'intégrale considérée) dans une Note des Comptes rendus
(séance du 26 mars 1928, p. 810).
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ol Q, () est un polynome de degré n, est asymptotique 4

o ' _'—,—Sm-l(-"f') o* f 2 . .
W(S,Hi(a))\/lo(»ﬂ) % —a N;)m(m)\/;—cos(n}-kgp_;-o),

Par conséquent, d’aprés la remarque faite plus haut, on a

IR 10g 1,z il

(313) En,‘m(__'___>~|':”(______'.,____>” ko f.-,m—:.-vﬁ_a’.

(;,;._.a)/c-‘l (,,L.__a)ﬂ-»l

Done, si la fonction analytique () admet un pole unique réel a
. ' .
d’ordre quelconque sur son ellipse de convergence, on a toujours

‘fll‘———i/‘ ! log tyisids
(3|/’) l':n,/.,'f.:! ?(”')l ~ lin[?(ﬂ”)l’«' [ AP S FRV4

quelle que soit la fonction t,(x) positive et continue sur (— 1, + 1).
Cette égalité asymptotique doit aussi trés probablement éire

exacte dans le cas ol la singularilé de ¢(x) est algébrique ou loga-
rithmique.



