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Sur les équations générales des surfaces élastiques

Par Louis ROY.

Introduction.

Dans un travail récent ('), nous avons montré avec quelle sireté les
méthodes analytiques réguli¢res de la Thermodynamique générale,
appliquées autrefois avec tant de succés par Duhem, et Uemploi du
tricdre mobhile, tel que I'onl considéré MM. Cosseral (*) en se placant
i un point de vue différent, permettent d’établir les équations les plus
générales du mouvement des lignes élastiques. Nous nous proposons
maintenant de reprendre par les mémes méthodes la théorie des sur-
[aces élastiques. Ainsi que l'ont fait observer MM. Cosserat, ce qui
montre bien la fécondité de la méthode du triédre mobile, c’est que la
théorie de la surface élastique résulte immédiatement de celle de la
ligne élastique par la simple adjonction d’une nouvelle variable géo-
métrique. _

Nous ne traiterons ici que de la surface @ sixz paramétres, ¢’est-a-dire
de la surface en chaque point de laquelle I'orientation du tri¢dre mobile
est laissée arbitrairc. Celte surface a l’avantage de conduire & des for-
mules entiérement symétriques, ¢ui rendent trés simple la théorie, que
nous développerons ultérieurement, de la surface a trois paramétres,

(1) L. Roy, Sur les équations géncrales des lignes élastiques et la propagation
des ondes (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 3¢ série, t. XVIII, 1926,
p. 117 & 195).

(2) E. et F. Cosserat, Théorie des corps déformables, Hermann éditeur Paris,
190g.
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ot I'un des axes du triédre mobile est normal 4 la surface moyenne et &
laquelle on se limite habituellement dans la théorie de 1'Elasticité.
Comme les équations du mouvement résulteront de I'application de la
méthode des travaux virtuels a I'équation fondamentale de I'Energé-
liue, qui généralise en quelque sorte le théoréme (e d’Alembert, il
nous a semble que notre étude ne serait pas déplacée dans un volume
publié en 'honneur du cinquantenaire scientifique de M. Appell (").

1. Préliminaires. — Yn un point M d’unc surface S, élevons deux
demi-normales égales et opposées MN, et MN,, dont la longueur
totale e = N, N, soit trés petite par rapporl a ses dimensions transver-
sales et & ses rayons de courbure principaux en chacun de ses points.
Lorsque M décrit S, la longueur e restant constante ou variant avec
continuité, le segment N, N, décrit un certain volume. On appelle
surface élastique le corps élastique occupant, dans son état primitif,
le volume ainsi défini. La surface élastique est donc limitée par ses
deux faces S, S,, lieux des points N, N, el par un bord engendré par
~le segment N, N,, quand le point M décrit le contour de la surface
moyenne S. La longueur ¢ est I'épaisseur de la surface élastique au
point M; lorsque cette épaissenr est constante, les deux faces S,, S,
sont paralléles 4 la surface moyenne.

[La configuration géométrique de la surface élastique, i Iinstant ¢,
estregardée comme suffisamment déterminée par la connaissance d’une
suite continue de triédres trirectangles Mu ¢y, dontle lieu des sommets
i l'instant considéré est lg surface S el dont les axes sont définis de la
maniére suivante : I'un des plans de coordonnées, uM¢ par exemple,
est tangent en M & un feuillet matériel arbitrairement choisi passant
par ce point et 'un des deux axes, M« par exemple, est tangent en M
& Tune des fihres de ce feuillet. L’orientation par rapport a S de
chaque triédre Muve ou, pour abréger, de chaque triédre (M) étant
arbitraire, la configuration géoméirique de la surface élastique, a
Pinstant ¢, se trouve complétement définie analytiquement par les

(') Le présent travail a été résumé dans une Note aux Compies rendus de 1'Aca-
démie des Sciences : « Sur les équations générales des surfaces élastiques », t. 186,
1928, p. 480.
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coordonnées x, y, 5 de M relatives a un triédre fixe trirectangle Oz ys
et trois autres paramétres 0, ¢, ¢, au moyen desquels s’expriment les
cosinus directeurs des axes Mu, M¢, Mo par rapport aux axes fixes.
Ces six paramétres x, y, 55 0, 9, ¢ doivent &tre regardés comme des
fonctions continues du temps ¢ et de deux variables géométriques. On

. . o~ P ,
peut prendre pour celles-ciles arcs PM =35, P, M =, de coordonnées
curvilignes tracés sur S dans son état actuel; mais, pour les mémes

raisons que pour la ligne élastique ('), il est plus avantageux de
~~ N

prendre les arcs pm =, p,m = v,, auxquels se réduisent les précé-
dents, considérés comme des fibres matérielles, dans I'état primitif
de S. Chaque point matériel M(z, y, 5) de S est ainsi caraclérisé, a
loul instant, par un méme systéme de valeurs de w, w,. Comme ¢tat
primitif, nous conviendrons de prendre 1'état naturel, c'est-a-dire
I’élat d’équilibre que prend la surface élastique, quand elle n'est sou-
mise 4 aucune force extérieure et quand tous ses points sont portés a
une méme température absolue T,. Enfin, nous supposerons, pour
simplilier, que le réseau (w, w,) choisi sur ’état primitif est ortho-
gonal.

Cela posé, aux éléments linéaires MM = ds, MM  =ds,, lracés sur
I’état actuel, correspondent sur I’état primitif les éléments mm' = dw,
mni, = dw, el l'on a

(1) ds =\/E dw, ds,=VE, dw,,

en posanl

(Y (Y (L) =[(2Y ) e (22

"\ dw o dm) —\dw) | =\ 0w,/ |
conformément & la notation abrégée dont nous avons fait un constant
usage dans notre étude de la ligne élastique. Soient d’autre part

dx OJx

l‘: %()To:

,  H=\EE,—T

les deux autres fonctions bien connues. Les déformations élastiques au
sein de chaque trongon étant toujours trés petites, les fonctions E, E,,

(1) L. Rov, loc. cit., p. 129,
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égales 4 'unité dans I'état primitif, en différent trés peu dans P'état
actuel; de méme, la fonclion Iv, nulle dans I'état primitif, est tres
petite dans I'état déformé. Il en résulte que la fonction H se réduit
4 VEE, aux termes du second ordre prés.

Tracons dans un plan deux axes de coordonnées rectangulaires O w,
Ow,. A chaque point matériel M de S correspond, dans ce plan, un
point fixe de coordonnées w, w,. Donc, & la surface moyenne S de
contour C, cotrespond, dans le plan ®wOw,, une aire fixe & de con-
tour ¢ et I'on trouve pour les cosinus dirccteurs a, b, ¢ de la demi-
normale extérieure M~ & la courbe C, menée en un point M de cette
courbe dans le plan tangenten M 4 S ('),

d(,

———i’—’i)(l?,,a—lrbm— N& s 8) gy gy,

dL
(2) H(a, b, 0)71_: p) do,

a, b désignant les cosinus directeurs de la demi-normale extérieure au
contour ¢ menée dans le plan w O w, au point (w, w,) homologue de M
el dL, dl deux éléments linéaires homologues de C et de ¢ aux mémes
points, soit

dL=yE o —2Fab + Eb2dl.

Soient encore
9y} — ! ()(«%, ‘)/7 3)
(3) (A p,v)= = o

>

dx, y, 5)

Ay s 9)) = e DE S0 2D

(Ayy 2y ¥)) \/E Jo,

les cosinus directeurs des tangentes M=, M<, menées en M aux lignes
s, 5, du réseau dans le sens des arcs croissants; en multipliant (2) par

i)_(;”_;)i_’_i) el ajoutant membre 4 membre, il vient la premiérc des for-
mules

dL T : dL = ,
(&) Ila:m\/]:,cos\/, llb:d—l\/h,cos\/i,

V, V, étant les angles de M<, M=, avec la demi-normale M# au con-
tour C. Comme E, E,, H sont trés voisins de 1 et F trés pelit, on voit
que dL différe trés peu de dl, a de cosV et b decosV,.

A(l) L. Roy, Sur la propagation des ondes dans les membranes flexibles
(Journ. de Math. pures et appliquées 6° série, t. VIII, 1912, p. 236).
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Enfin, 4 I'élément superficiel dw dw, de la surface moyenne primi-
tive correspond 1'élément H dw dw, dela surface moyenne actuelle. Ces
deux éléments étant constitués par les mémes points matériels, les
tron¢ons qui leur correspondent ont la méme masse. De la, 'équation
de continuité

(4) pH =,

¢ et o, désignant les densités superficielles de la surface élastique aux
pomts homologues M et m. Elle détermine o a chaque mstanL
puisque ¢, est une fonction donnée de w, w,.

2. Lesdouse fonctions caractéristiques de la dé formation. — Solent o,
B, vs oy Biy Yo %y Bay Yo les cosinus directeurs des axes Mu, My,
Mw du tricdre (M) au point M(z, y, 5) et a linstant ¢: les
cosinus directeurs des axes du triédre (M’) au point infiniment

volsin 1\I’<.z+ ()xdw, y + dm, s+ o5 (1(0) et au méme instant ¢

i’j—{-;%(lw, - ~(.,.+?—(3(l<o.
de (M) a4 (M") par une translation et une rotation infiniment petites,

dont nous désignerons par (&, 1, {)dw et (p, g, r) dw les composantes
suivant les axes mobiles Muviw, soit

. 1
L =+ ~—do n s passe
sont o+ ’)w 2 dw, On sait qu'on passe

t=la%2|, 4= =22,
A R = C'—I%()m"

p= a-df(—l- “ ()a)

 dw 0w |’

= 6(-(102 d"(-)z)

do 2 dw

r=|a, 2% « 2%,

17 dw ()w

Soit de méme (M) le tricdre mobile au point

M, 5+ - )0 lo»,)
D)

et au méme inslant ¢; on passe de (M) a (M,) par la translation
(&1, ni, ) dw, et par la rol:atlon/(p %\) dw, définies par les for-
ax™ \.

Journ. de Math., tome VIII, —/Eq'%c I, lg?q / " 13
Y

L dx oL dy
M (LL - o, dm,, ) O

1 “b.

e o f"

"1
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mules analogues a (6) et (7)

(8) gy = a%'» Ny = a.%l» ¢ = a:%‘;
de, dety
' = ag%—i = oti-d—w—1 ’
dat, det
(9) g, = ?j(;: P 0!._.%-]- ’
r=\a 9| _ « 2|,
dw, r)w,

Comme pour la ligne élastique ('), on reconnait que la déformation
de la surface élastique dans son état actuel par rapport & son état
primitif est caractérisée par les douze fonctions

(.’.: —Zy N —Tg § =y op =P Y G Iy

|4 - . - . . 0
S—& =M Si—%w; Pi— P Gi— G I Ty

(10)

de w, w,, ¢, 'indice zéro se rapportant a I'état primitif.

Cela pose, 1mpr1mons a la surface élastique un déplacement virtuel
et soient ou, ov, gw les composantes suivant Muvw du déplacement
virtuel de M, w,, cw,, cw,, les composantes suivant les mémes axes
de la' rotation virtuelle de (M). 1l en résulte pour &, 7, {; P g, ik,
Ty, ..., , des variations virtuelles 3%, 27, ..., ¢r, qui se calculent
comme pour la ligne élastique (2), soit

\6 :-—— 4+ oW —rov -+ 10w, — £ 0w,
(11) ‘ 6n_ i - rou — p 6w + 0w, — £ 6wy,
ny dé‘w ’
3% :.———--*—pdv—qou—kiow‘ — 100, ;
o Jiw, + ¢ 86 réw
— -
[) T 990w ”’
Jdw :
(12) 09 = —aa)-—” + réw, — powy,
d&u

(<3}

r=—= +powu —qawu,

(*) L. Ror, Sur les équations générales des lignes élastiques. .., p, 126.
(2) L. Rov, loc. cit., p. 125.
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ot
o dou N < n .
) 08, == —— ¢, GV — /", Of" =}, Oy — | O
(13) . T dw, 7 : L 1R
DI A A A A P B A B PR SR I R e 3
dow,, . N
0p, = —— ~~ ¢, 0w — ', O,
(14) [1 60), /I w 1 vy

3. Potentiel thermodynamigue interne et viscosité. — Le polentiel
thermodynamique d’un élément de surface élastique doit étre le pro-
duit de sa masse p, dw dew, par une fonction des douze déformations (10)
et de sa température absolue T. Comme g, est une fonction donnée
de w, »,, le potentiel de I'élément est donc de la forme

JE—Ey n—"Tgy ooy =1, Ty 00, 0)) do dw,

el celul de la surface entiére
(13) b zfjf(z_goa N — "My +..s I''— Vg Ta W, w,)dmdw,,

I'intégration étant étendue a I'aire &, image de S dans le plan wOw,.
Si I’état primitif est homogéne, @ et w, ne figurent pas explicitement
dans f, puisque alors ¢, est constant. Le potentiel interne ® corres-
pond a Vaction de dé formation considérée par MM. Cosserat (').

La variation virtuelle isothermique de @ est alors

(16) a.-m:ff(fgag B fn0r) do do,.

D’autre part, la modification virtuelle isothermique de 1'élément de
surface élastique étant caractérisée par les douze variations &€,
&n, ..., ary, la Thermodynamique nous enseigue que le travail virtuel
de viscosité de la surface doit étre de la forme

(17) as,,z_ff(:raz+g;an+aeac+¢ap+fzaq+azar
‘*"3‘1 651"‘9’16”!"" I mlarl)dﬁ) d(l),,

F, G, ..., R, étant les actions de viscosité, fonctions des quinze para-

(*) E. et F. Cosserar, loc. cit., p.71.
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métres dont dépend déja la fonction /et des douze dérivées

7 . 7 . or
E‘a '/1:-(()—7, /',:-—1—-1 M.

(18) E:F)-t

Comme les actions de viscosité doivent s’annuler en méme temps que
ces dérivées, I'hypothése la plus simple est de les considérer comme
des fonctions linéaires et homogenes de ces dérivées, dont les coeffi-
cients sont seulement fonctions des quinze paramétres dont dépend la
lonction /. D’aprés hypothése de Lord Rayleigh, on peut admettre
Vexistence d’une fonction dissipative @, c'est-a-dire d’unc forme qua-
dratique des dérivécs (18), telle qu’on ait

IR

(:77 ‘;7» 0-~;‘R1): T =3

IE 7y -n )

de sorte que le travail élémentaire de viscosité dans une modification

’ O 2 4 .
réelle ot 'on a 85 =2 dt, a pour expression

(19) ds, = — dtf/"zd)do)dw,.

Ce dernier travail devant étre essentiellement ne’gatif, la fonction dissi-
pative @ doit étre une forme quadratique définie positive (*).
Si maintenant nous posons

g Ry :"‘(f;'; + F), Ry — (f'f.‘+’g) (o :‘“(/’: + 4C),
(""0)' €. =— (f;z"‘}‘ﬂ:)a C.,:"-'*—(f(r, -~ .‘2), Cp =~ (/-’, +d{),
? (Rgu:’—(f%"l' 37|), ....... bee v 5 cl‘l’:-(/';'1+(Rl)’

il vient, d’aprés (16) et (17),

.
0B, — op P ::ff( Ry 0F + Ry 06 4.0+ Cyy OF

- (-Rlu aé| -+ 0“\”v 6'01 e c".r a/'l) (/(JJ Cl(’)n

(') Pour abréger, nous représenterons (rés souvent de cette facon les dérivées par
rapport au temps, soit § = ‘25, e ')_Z_E, cees
’ at e
(*) Sur lorigine des propositions précédentes, voir P. DuurM, T'héorie thernio-
dynamique de la viscosité, du frottement el des faux équilibres chimiques
(Mémoires de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeau.x,

5¢ série, L. 1, 1896).
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ce que nous écrirons pour ahréger
2, oy N v o S oy
(21) 0'6‘,—-or(D:ffZIO’(,,0;-{-(‘2,,0/);(1,&)00;,,

le signe £ indiquant une somme de deux groupes de termes, le second
se déduisant du premier qui est écrit par P'adjonction de P'indice 1.
Cette égalité nous montre que les expressions (20) représentent les
composantes suivant les axes mobiles Muew de deux forces #, W, et de
deux couples €, €, par unité de longueur.

A. Transformation de I’expression précédente. — 1. expression (21)
se transforme par intégrations par parties comme nous l'avons fait
pour la ligne élastique, en substituanlt aux 'douze variations &,
27, ..., or, leurs expressions soit en fonction des composantes du,
%, ..., tw, du déplacement virtuel de (M) suivant les axes mobiles
Muew, soit en fonction des composantes ¢z, Cy, 85 ; Cw,, 0w,, Sw, de
ce méme déplacement suivant les axes fixes Oxys. Les deux expres-
sions ainsi obtenues permettent d’écrire ensuite presque immédiate-
ment les équations du mouvement de la surface élastique dans chacun
des deux systémes d’axes.

Nous avons tout d’abord, d'aprés (11), (12), (13), (14),

5‘6v—-61-d’:u/.f2

d du
(Ru< ekl 0w — 1 00 + 1 0wy — & 0w,

Jddw R R
+ G, (——-i‘ + f Gy - r 0w, } dw dw, -

dw

ce qui donne, par application de la formule de Green a I'image ¢t
de S dans le plan wOw,,

(22) 6‘6‘.——61(I>:f! (aR,+ bR ,,)0u + (aC,+ bC,) dw, ' d!

IR, .
+[f2‘ (— 5 —;—rmy—qmw)&u

+<— % +7rCo—¢q Cup—+ Cﬁiu——'nmw)c?wuldw dw;,

[/ %)

la premiére intégrale étant étendue au contour ¢ de @. Soient,
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“d’autre part,

: Rop= o Ry -+ o Ry, - oty Ry
(33) (P\‘ = ﬁ‘th -+ @lmv -t~ {32("";1',

::: /C’,,,%- /1 (—]l -+ /9 e

les composantes suivant les axes fixes Oaxvz des forces W, U, et des
couples €, €, par unité¢ de longucur; on a (')

. L dox Jsz "y Jow,.
(24 Ry0f~+ C0p = Ry : Rz - ) 00 - € =
) wle == Culp: 0w T\ e om0 do |’

de sorte qu’en substituant dans (21) et en intégrant par parties, il vient
encore

(20) 0B, — 0 ® == f(aaRT—i—bu\,t)or—i-(aC + b€, w, ! dl

~|—ff2 ()CR.M) < 9€;: ds

VAW
— T (= == 4 Ry — R, =2 )0
) Jo N0 *Jw ) '

3. Equations du mouvement rapportées auzx azes fizes. — D’apres les
principes de 'Energétique, nous obtiendrons les équations du mouve- |
ment de la surface en écrivant qu’on a, dans toute modification vir-
tuelle isothermique,

dodu,.

(26) 0%+ 0J -+ 0%, —~ 47 ® = o,

5%, désignant le travail virtucl des forces extéricures et o) celui des
forces d'inertie. Comme pour la ligne élastique, on reconnait que,
par suite de la petitesse des déformations (élastiques ou non), le dépla-
cementl virtuel de chaque point d’un trongon peul étre calculé comme
si celui-ci était un corps solide lié au triédre (M) correspondant (?).
Le calcul de ces travaux peut donc se faire en effectuant au préalable
la réduction par rapport & M des forces extérieures et d’inertie appli-
cuées aux divers éléments du troncon.

Comme troncon relatif au point M, nous prendrons la fibre, qui,
dans I'état primitif, était un cylindre ,dron de hauteur ¢ et de section

L. Roy, loc. cit., p. 130, formules (32) et (33).
L. Ror, loc. cit., p. 131.
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droite dw dw, découpé normalement a la surface moyenne. Dans ['état
déformé, par suite de la petitesse de e, le trongon reste trés sensible-
ment un prisme, mais pouvant étre alors trés 1égérement oblique. La
réduction par rapport & M des forces extérieures appliquées a ce
troncon donne ainsi une force et un couple de I'ordre de dS. Leurs
quotients par dS ou par dwdw, représentent donc la force et le couple
extérieurs en M par unité de surface comptée sur 1'état actuel ou sur
Pétat primitif. De méme pour les forces d'inertie. De méme aussi, les
forces extérieures appliquées & un ¢lément ¢ dL du bord de la surface

élastique se réduisent 4 une force et 4 un couple de I'ordre de dL ou
de dl.

Solent alors
(Xe, Yey Zo; Ly Moy No) doo div,

les composantes suivant les axes fixes de la force et du couple extérieurs
en M appliqués au trongon edS;

(Xs Yy, Zy; Lo My, Ny) do do,
les composantes analogues relatives aux forces d'inerlie;;
(X, Y; Z; L, M, Nydl

les composantes de la force et du couple extérieurs appliqués a un
élément de bord e dL de la surface; on a

(27) 3B, + 0J = f!Xaw-kL&w.r!dl'
+ffy(xe+ X,) 62 -+ (Lo Ly) 8| do> doo,.

L’équation fondamentale (26) de I'Energétique s'écrit ainsi,
d’aprés (25),

(28) f! (X -4 a(Rx+ ba1;;-) ox - (L -+ aez“+” bcu) awx«d[
da,’t
S| (rerx=2 )
0C, s dy
+ [Lm— Lz+z (-— = mr% —R; %)]&Jx

Comme elle doit étre vérifiée quels que soient 3z, Zy, ..., dw. en
chaque point de S, cela exige qu’on ait :

dw dw,=o.
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I. En chaque point du contour de S:

(29)

- X -+ a(R.u+ bdlm.:: o,
Y+aR,+bR,;=o,
Z+aRk,+bR,; =o;

lI. En chaque point de S :

(30)

IR,

Do =X+ X,

IR,

o0 =Y+ Y,

0&:. . 7.
2 0p =Ll

Jw

dw

(%l a,

L-+aC,-+b€.,=o,
M-+a€y +bey=o,
N+ a€, 4+ b¢E,;=o;

s .
'(7;)) —_— ]‘1,‘+ [‘U

" dw

de,. ds dz\ !
2(.()7". + RS -, —>._ M, -+ M,

0C. oz
K :E:<7;; +—UL~5; - R

On a en outre, d’aprés (20) et (23),

(31)

Telles sont les équations du mouvement rapportées aux axes fixes;
les équations (29), (30) correspondent 4 celles qui ont été données par

MM. Cosserat (').

6. Signification des forces W, R, et des couples €, &, par unité de
longueur. — Coupons la surface élastique suivant un bord arbitraire
déterminé par une courbe I' tracée sur S et la partageant en deux por-
tions 1 et 2. SiI'on supprime la partie 1, les équations du mouvement
de la partie restante 2 ne sont pas modifiées si, sans changer les forces
extérieures qui lui sont appliquées, on applique 4 chaque élément de

Q‘Z): Nc -+ Nu

€ Ow

Rom— a(fy + F) —a, (fy +G)—as(fi + 1),
Ry=— B[ +F) — B[} +G)— B[t +170),

.......... L R

Co=—7 ([p,+%) — 1:([4,+2) — 7:([1,+ Ry).

() E. et F. Cossenat, loc. cit., p. 76.
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bord ¢ dL de T la force et le couple de composantes

—(aRe+DbRz, aRy+ bRy, aR: 4 bR,;) dl,

3
(32) ~(aCr+Db CpyaCy 4+~ b€y aC:+b &) dl.

D’aprés le postulat sur les liaisons, celte force et ce couple repré-
sentent les éléments de la réduction des forces de liaisons exercées par
la partie 1 sur la partie 2 & travers I'élément edL. Il résulte alors des
six équations universelles du mouvement des systémes matériels que
I'ensemble des forces extérieures et d’inertie appliquées a la portion 2,
des forces et des couples de liaisons (32) appliqués le long de I' doit
constituer un systéme de vecteurs nul. En écrivant qu'il en est bien
ainsi quel que soit ', on retrouve facilement, par ces simples considé-
rations de Mécanique rationnelle, les six équations (30), les conditions
au contour (29) résultant alors immédiatement des expressions (32) et
cela, indépendamment de la considération des triédres (M). L'Energé-
tique n’intervient qu'ensuite pour parvenir aux équations (31), de la
méme maniére que pour la ligne élastique (*).

Revenons aux expressions (32); les composantes de la force et du
couple de liaisons par unité de longueur du contour I' s’obtiennent en
divisant ces expressions par dL, ce qui donne d’aprés (4)

- i[—l(\/ﬁ RrcosV 4+ \E RycosV,, ... \VE€ cosV 4+ I, € cos V).

Autrement dit, la force de liaison par unité de longueur sur I'état
actuel est la résultante des deux vecteurs

—\—”—Rcos\", —%Jl%‘cos\‘l
et le couple de liaison par unité de longueur sur le méme état est la
résultante des deux vecteurs

==

~ \—/Illa' €cosV, — =€ cosV,.

Si donc la coupure T' est pratiquée suivant la courbe du réseau

() L. Rov, loc. cit., p. 134,
Journ. de Math., tome VIII. — Fasc, I, 1g2g: - 1,4
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3 : sl ‘ - .
s=const.,ona V, = Set V est trés voisin de zéro ou de =, suivant

que la tangente Mt & I’arc PM = s se trouve dirigée versI'extérieur ou
Vintérieur de la portion 2 considérée, d’ot il résulte que

H = = \/EE, cos V.

La force et le couple de liaisons par unité¢ de longueur se réduisent

ainsi a
. ] ¢

Fo— IR e
VE, VE,
De méme, si la coupure I' est pratiquée suivant la courbe du

réseau s, = const., la force ct le couple de liaisons par unité de lon-
gueur se réduisent &

=5 - &
5 -1, L.
VE T VE
7. Equations intrinséques. — Nous appelons équations intrinséques

les équations du mouvement rapportées aux axes mobiles Muow ; nous
allons les obtenir trés simplement par application de 1’égalité (22).
Soient tout d’abord

(Zey Yoy Bei; Loy M, ) dwdw,

les composantes suivant les axes Muow de la foree et du couple exté-
rieurs appliqués au troncon e dS;

(&, Y1, Fis L1, My I) do dwy,
les composantes analogues relatives aux forces d’inertie;
(Z, %, 5 £, m, g)dl

les composantes de la force et du couple extérieurs appliqués a un élé-
ment de bord edL de la surface, suivant les axes Muow issus d’un
point M de C appartenant & cet élément. On a S

. |
(33) 8o 8 = f}$6u+£6muld1

+fj[(&3;+ ;) 0u + (Lo~ £4) 6wy | dwdw,.
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L’égalité (26) s’écrit ainsi d’aprés (22)
/ (& +aRky-+-hR ) S (£ +aCy—+DbC,,) 6w, | dl

ff [Scp—}—ftm 2(———0&+1G ——qo‘(..)]éu

[f + 2 +2<"“‘2‘-u‘+"et qew‘l‘:mn“‘“’ﬂmn')]awu‘dwd“l::o'

Comme elle doit étre satisfaile quels que soient su, 3¢, ..., Sw,. en
chaque point de' S, cela exige qu’on ait :

. En chaque point du contour de S :

&:+aau ““"bm]u:“, E+ae[[+beiu ::0,
(3% Y+aR, +bR,, =o, M +aC, + b, =o,
[ %+ aRu 4+ bR yw==0: I 4-aCyp-+ bCuz=o0;

1. En chaque point de S :

)

IR,
d(_— ‘+'q‘Ru — IR, >:&:u+ﬂ?i,

dw

IR,

T PRy — PRy )= Y+ Y

u

-+ qew -_ reu +'f)0§.w--§019 >=£c ‘{hmﬁ[,

(% )

(%” +pRy ~—Mu) Je + 315
| 2 (5%

(%

+rCy —pCu+{Ry — i mw) = M,~- M,

2(%(2—‘" +pC, —¢qC, +'&(Ru—-—'n(ﬁu>= HNe+ N,

Telles sont les équations intrinséques, auxquelles on doit adjoindre
les égalités (20); elles correspondent 4 celles qui ont été données par
MM. Cosserat (*).

8. Expressions des forces d'inertic. — La surface élastique étant
supposée homogéne suivant chacune de ses normales, il en est de méme
du trongon edS, dont le sommet M du. triédre mobile correspondant

(*) E. et F. Cossenat, loc. cit., p. 75.
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occupe ainsi le centre de gravité. La véduction des forces d'inertie
donne alors pour leur résultante

_ (Xle Y, Zl):_Pu(x).yvs)a
d'oli
Koz e Yz glza, I TEE - A

i

Les axes Mueo étant issus du centre de gravité du troncon sans
étre principaux d'inertie, les composantes suivant ces axes du couple
d’inertie sont données par les formules générales de la dynamique du
corps solide, si ’on sc limite toutefois aux trés petites déformations,
s0it

== AP 4+ FQ - ER - Q( EP + DO — CR)

— R(  FP — BQ + DRy,
M=z FP— BO+DR 4= R(— AP + FOQ - ER)
‘ —P({ EP+DQ—CR).
My EP 4- DQ — CR - P(FP — BQ + DR
= Q(— AP +TQ + ER),

(A, B, ..., F)dwdw, désignant les moments et produits d’inertie du
troncon relatifs aux axes Muew (') et

P=lopa l==—"aal
O=laoayiczc—jgma i
Ri="ayor im0 2y

les composantes sutvant les mémes axes de la rotation instantanée du
troncon, c’est-a-dire du tricdre (M). Les moments el produits d'inertie
considérés étant ccux d'une barre homogéne dont le centre est a I'ori-
gine des coordonnées, on a

]

(3-) (A,B,C;DE, F)=— '; —-ib” - r2, o= 02, 0t b2, be, en, ab),

(uy b, 1) =a,(2, “n o) 4 b, ( .H’ (BH @‘2)‘*’"1('/1 71 72)

désignant les cosinus directeurs de la barre, c’est-a-dire d’une demi-
normale 4 S, par rapport aux axes mobiles ¢t a,, b,, ¢, les cosinus

L]

(1) I n'y a évidemment aucune confusion a craindre entre les produits d’inertie E,
F et les fonctions déja désignées ainsi dés le n° 4,
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directeurs de cette demi-normale par rapporl aux axes fixes, soil

dy 0Js ds dy

0;['12%%-;—%;)70—1

g ceve

On a ensuite
L[I oL+ '.'/.,J'Il,'+ a2 Iy, ...

9. Relation supplémentaire. — D’aprés le second principe de la
Thermodynamique, la quantité de chaleur Q dégagée par une portion
(uelconque de la surface élastique dans une modification virtuclle a
pour expression

€ 5Q ::.j j Tofydw dw, — 6%,

€ désignant 'équivalent inécanique de la chaleur et 2%, le travail vir-
tuel de viscosité relatif & la portion de surface & laquelle s’étend I'inté-
cralion, ,

ILa quantité de chalenr dQ) dégagée dans une modification réell
esl alors, d’aprés (19),

€ ) = dlf‘/'l’(ﬁgz A fie e iy A f1 T do dw,
4 (’lff‘.’. @D do dw,,
»

(38) Q)= (ll/f [é (Jrzf 4 [t 4o frrpr) — T + -’—@] do dw,,

la (quantité

soit ecncore

désignant la capaceté calorifique de la surface élastique rapportée a
Punité de surface primitive.

Soit, d’autre part, ;’ le flux de chaleur en un point M du contour!l
de la portion de surface élastique considérée et relatif a la demi-

normale extérieure Mn a I’élément de bord ed L correspondant; on a,
en supposant la surface athermane et dénuée de sources de chaleur,

(39) 40 == dz] _ f FpdlL -+ f T —T.) dS].
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k étant le double du coefficient de conductibilité extérieure que, pour
simplifier, nous supposons le méme pour les deux faces et T, la
température absolue extérieure. Or, la conductibilité de la surface
élastique étant supposée trés grande par rapport a celle du milien
ambiant, le flux de chaleur en chaque point M de la surface
moyenne est tangent a cette surface, de sorte que ce tlux peut étre

. ’ 7 ’ I3 y I LI p
considéré comme la résultante de deux flux 5 (Foy F,,) d'origine M,
tangents 4 chaque ligne du réseau et qui sont des fonclions linéaires

et homogeénes des dérivées » dont les coefficienls, fonclions

JT
d(w, w,)
de w, w,, T, sont les coefficients de conductibilité calorifique dc la
surface en’ M. Nous avons ainsi

(39") Fo=FyeosV -+ Fy cosV,

ct par suite, d’aprés (4),
Fpdl= [ H{a—2 o,
f a f (a + b \/E )
B ff[()m ( ) Jn, k\/- 0"1) ]dm dm,.

L’expression (3-9) devient donc

0 [ H 0 /I NN P
dQ-—-(ltff[—‘%(V-_Elw>*()a(\7flwl>+/|”(l—ll)]db)(’ﬁ,.

En I'égalant a I'expression (38) déja obtenue, il vient la relation
supplémentaire cherchée ou équation indéfinie de la température

()T d [ H Jd H o -
(/'0) ()t %(\/—-El > ()&)1 (\/ ‘lh)l>—/\[[([‘— lt?)

’r n () ()’ '.263
("«)i f”()t"” A oz)+Te‘

y

dans laquelle on peut tres sensiblement remplacer E, E,, H par
'unilé, par suite de la pelitesse des déformations. Dans le cas parlicu-
lier d’une surface élastique isotrope, on a

ar

F,=K-— =K

on

Jar

a—|s
dx
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K désignant le produit de 1'é palsseurede la surface par son coefficient
de conducublhte. On a ainsi, d’aprés (2),

a1 oT . oT
/l,,c/l,__/ [(E,dw - W)-A—b(- A —E;)-o-;”d/,

de sorte que les deux premiers termes du second membre de (40)
doivent étre remplacés par

Jd Kr.dt . dT —F—Q-E dF df
do H\"0n ~  dw, dw, H I ()w

¢'est-a-dire sensiblement par
d [ 0V d Jr
75 (85 )~ g (<35,
Enfin, tout le long du contour C de S, on doit avoir
Fp= k(To—T),

k' désignant le produit par e du coeflicient de conductibilité extérieure
relatif au bord de la surface élastique, ce qui donne, d’aprés (39")

et (4),
o il Fe b dL e "
”(:l—\?-ﬁ'.“ )-—-l-:"> 7 -—/u ' l),

(hvy al, -+ l)l,,,|_/l11‘—l)

ou sensiblement

et, pour unc surface isotrope,

N S SN ‘
1\( o +ld—6:)_n(1u--1).

Le probléme général du mouvement de la surface élastique 4 six
paramétires est ainsi complétement mis en équations. En effet, les six
équations (30) ou (35), ol les composantes de 8, #,; €, €, sont
remplacées par leurs valeurs (31) ou (zo), jointes a 1'é quatlon (40),
constituent un systéme de sept équations indéfinies, qui, jointes aux
conditions au contour (29) ou (34) et (41) et aux conditions initiales,
déterminent les sept inconnues principales , y, 5; 0, o, ;3 T en fone-
Lion de w, w,, t. La densité p est ensuite donnée par (5), les arcs s, s,
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w oy
s:f VEdw, s, ::f VE, dw,,
0 0

40. Equations des petits mouvements. — Considérons les équations
du mouvement (34) et (35); le probléme des petits mouvements est le
suivant : on suppose ces équalions vérifiées pour un systéme de
valeurs de

par les formules

résultant de (1).

, P
z, ¥y 51 oo, B, .., Yai & My ey Ty r;, ®, Ry ...y Cpu

indépendantes de ¢, c'est-a-dire fonctions de w, @, seulement. [En sup-
posant stable I'équilibre ainsi défini, on cherche & les vérifier pour des

valeurs
406z, )+06)y, ..., Chp+ o€,

infiniment voisines des précédentes, les accroissements infiniment
. N N N , N 3 T

petits ¢z, gy, ..., 6C,, étant des fonctions de w, w,, ¢ qui vérifient le

résultat de la différentiation des équations précédentes, soil en chaque

pointde S:

()a(f{u A o 2 n oo N oy n
(42) 2 e + ¢ R — 1 dR, + Ry Bq —~ Rpor | =o,+ ;.
el sur son contour C :
(43) 0L + a0k, boR,,=o, ..
Les équations (4o) et (41) donnent de méme en chaque point de S

08T _ 0F, _ 08Fy, _, s ( PR )

L "+ e —
(44) (‘.dt T dw dw, LTS

et sur son contour C
(45) : 2 8F 4 bl g, - A8T = o.

Ce sont les équations des petils mouvements, ol les termes figurant
hors des caractéristiques 8 doivent recevoir leurs valeurs correspondant
dléquilibre. C'est, en particulier, pour cette raison que la fonction dissi-
pative a disparu de (44). Les différents accroissements qui y figurent
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se calculant comme nous I'avons déja fait pour la ligne élastique, il
nous suffira de rappeler briévement les résultals anlérieurement
obtenus-(*). .

On a tout d’abord, d’aprés (20),

— R = [0  + f3,00 +...+ f4, Or 4 [ T
"oE 4+ S e
+ Dgi 0 + Dz 00 . . .+ O, 0Fy,

Soicnt, d’autre part, u, ¢, v les composantes du déplacement a(z, y, 5)
de M suivant les axes mobiles Muvw et I, m, n les angles infiniment
petits dont il faut faire tourner le triédre (M) autour de chacun de ses
axes, dans sa position d'équilibre, pour lui donner Porientation infini-
menl voisine qu'il poss¢de a I'instant ¢£; on a ensuite

0fz= du g —re 4an —L{m op == ot “+qn rm
P dw 1 an ’ P=56 +1 !
0= 9 ru e + {1 tn 0g = m +rl —pn
=00 = f e 7= 9 P2
(A8) | wrrrerer , e e
o dw , an
0f, = o, Ay —qg g m—nl; ory = Jo. + pym— g, l;
; y . . . . . 1 . .
Of == 3:& +gw—re Gan—=_%n, “ep = :))m +qn —rm,

<o

‘ (i, Yoy 50)'==— po(u, ¢, ),
| dei=—Al+ Fm+En,

’ oM;= Fl—Bm+Dn,

. %9u= El+Dm—Cn.

Quant aux éléments &,, Y., ...; &, ... de la réduction des forces
extéricures, ce sonl, dans le cas le plus général, des fonctions de la
position et de la vitesse du triédre, c'est-a-dire de z, y, ..., ¥,; les
quantités 3&,, ...; S, ... sont donc des fonctions linéaires de 3z,
8, ..., 8Ys, c'est-a-dire de u, v, ..., n, dont les coefficients ont des

valeurs connues. Enfin, les variations ¢F,,, 6F,, s'obtiennent en rem-
plagant simplement dans les expressions de F,, F,, T par oT.

(1) L. Roy, loc. cit., p. 148 & 153.
Journ. de Math., tome VIIi. — Fasc. I, 1g2g. 15
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Moyennant les formules (46), (47), les équations (42), (44) cons-
lituent un systéme de sept équations indéfinies linéaires qui, jointes
aux conditions au contour (43), (45) et aux conditions initiales, déter-
minent les sept fonctions inconnues «, ¢, w3 {, m, n; oT en fonction
de w, w,, L.

La variation g de la densité se calcule ensuite, comme pour la ligne
élastique, en différentiant (5), soit

l‘lap+93|| =0,

ot 'on peut remplacer H par I'unité et calculer ¢H cn négligeant F.

Nous avons ainsi
8l sk ok,
=%+

ST E’
avec :
6]5:2 E(ﬁ—l—qw—rv ) 6L—‘9 £<()—l—|—-qlcv_/"|vu.u,, )

du 90, AR

- s . . o T
et, comme H, E, E, différent trés peu de 1, il vient /.‘:-? . 5o

- N :

(48) 6p+92.| ( +qw—w) Vo




