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Sur les équations générales des surfaces élastiques ; 

PAH LOUIS ROY. 

Introduction. 

Dans un travail récent (' ), nous avons montré avec quelle sûreté les 
méthodes analytiques régulières de la Thermodynamique générale, 
appliquées autrefois avec tant de succès par Duhem, et l'emploi du 
trièdre mobile, tel que l'ont considéré MM. Cosserat (2) en se plaçant 
à un point de vue différent, permettent d'établir les équations les plus 
générales du mouvement des lignes élastiques. Nous nous proposons 
maintenant de reprendre par les mêmes méthodes la théorie des sur-
faces élastiques. Ainsi que l'ont fait observer MM. Cosserat, ce qui 
montre bien la fécondité de la méthode du trièdre mobile, c'est que la 
théorie de la surface élastique résulte immédiatement de celle de la 
ligne élastique par la simple adjonction d'une nouvelle variable géo-
métrique. 

Nous ne traiterons ici que de la surface à six paramètres, c'est-à-dire 
delà surface en chaque point de laquelle l'orientation du trièdre mobile 
est laissée arbitraire. Cette surface a l'avantage de conduire à des for-
mules entièrement symétriques, qui rendent très simple la théorie, que 
nous développerons ultérieurement, de la surface à trois paramètres, 

(1) L. Rov, Sur les équations générales des lignes élastiques et la propagation 
des ondes ( Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 3e série, t. XVIII, 1926, 
p. 117 à 195). 

(2) E. et F. COSSERAT, Théorie des corps déformables, Hermann éditeur Paris, 
i9(>9· 
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ou Tun des axes du trièdre mobile est normal à la surface moyenne et à 
laquelle on se limite habituellement dans la théorie de l'Élasticité. 
Comme les équations du mouvement résulteront de l'application de la 
méthode des travaux virtuels à l'équation fondamentale de LÉnergé-
Lique, qui généralise en quelque sorte le théorème de d'Alembert, il 
nous a semblé que notre étude ne serait pas déplacée dans un volume 
publié en l'honneur du cinquantenaire scientifique de M. Appell ('). 

1. Préliminaires. — En un point M d'une surface S, élevons deux 
demi-normales égales et opposées MN, et MN

2
, dont la longueur 

totale <? = Ni No soit très petite par rapport à ses dimensions transver-
sales et à ses rayons de courbure principaux en chacun de ses points. 
Lorsque M décrit S, la longueur e restant constante ou variant avec 
continuité, le segment N,N

a
 décrit un certain volume. On appelle 

surface élastique le corps élastique occupant, dans son état primitif, 
le volume ainsi défini. La surface élastique est donc limitée par ses 
deu* faces S,, S

2
, lieux des points Ν,, N

2
 et par un bord engendré par 

le segment N<N
2

, quand le point M décrit le contour de la surface 
moyenne S. La longueur e est Y épaisseur de la surface élastique au 
pçimt M; lorsque cette épaisseur est constante, les deux faces S,, S

2 

sont parallèles à la surface moyenne. 
La configuration géométrique de la surface élastique, à l'instant /, 

est regardée comme suffisamment déterminée par la connaissance d'une 
suite continue de trièdrestrirectangles Mwetr, dont le lieu des sommets 
à l'instant considéré est la surface S et dont les axes sont définis de la 
manière suivante : l'un des plans de Coordonnées, «Me par exemple, 
est tangent en M à un feuillet matériel arbitrairement choisi passant 
par ce point et l'un des deux axes, Mu par exemple, est tangent en M 
à l'une des fibres de ce feuillet. L'orientation par rapport à S de 
chaque trièdre Mm'iu OU, pour abréger, de chaque trièdre (M) étant 
arbitraire, la configuration géométrique de la surface élastique, à 
l'instant se trouve complètement définie analytiquement par les 

(') Le présent travail a été résumé dans une Note aux Comptes rendus cle VAca-
démie des Sciences : « Sur les équations générales des surfaces élastiques », t. 186, 
1928, p. 480. 
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coordonnées cc, y, ζ de M relatives à un trièdre fixe trirectangle Οxyz 
et trois autres paramètres 0, φ, ψ, au moyen desquels s'expriment les 
cosinus directeurs des axes M«, Me, Mo'par rapport aux axes fixes. 
Ces six paramètres x,y, 0, φ, ψ doivent être regardés comme des 
fonctions continues du temps t et de deux variables géométriques. On 

peut prendre pour celles-ci les arcs lJM = s, Ρ, M = .y, de coordonnées 
curvilignes tracés sur S dans son état actuel; mais, pour les mêmes 
raisons que pour la ligne élastique ('), il est plus avantageux de 

prendre les arcspm, = ω, m = ω,, auxquels se réduisent les précé-
dents, considérés comme des fibres matérielles, dans l'état primitif 
de S. Chaque point matériel M(a?,y, z) de S est ainsi caractérisé, à 
tout instant, par un même système de valeurs de ω, ω^. Comme état 
■primitif, nous conviendrons de prendre Yétal naturel, c'est-à-dire 
l'état d'équilibre que prend la surface élastique, quand elle n'est sou-
mise à aucune force extérieure et quand tous ses points sont portés à 
une même température absolue T

0
. Enfin, nous supposerons, pour 

simplifier, que le réseau (ω, ω,) choisi sur l'état primitif est ortho-
gonal. 

Cela posé, aux éléments linéaires MM' = ds, MM', =î/î,, tracés sur 
l'état actuel, correspondent sur l'état primitif les éléments ntm' = dii), 
mm\ = ί/ω, et l'on a 

(1) ώ — e/.v, = y/E, ί/ω,, 

en posant 

HÈHïHfHOÏ Μ(£)Ί· 
conformément à la notation abrégée dont nous avons fait un constant 
usage dans notre étude de la ligne élastique. Soient d'autre part 

1,= dS3i'
 Il =y'llli,— 1·· 

les deux autres fonctions bien connues. Les déformations élastiques au 
sein de chaque tronçon étant toujours très petites, les fonctions Ε, Ei, 

(') L. ROY, toc. cit., P. Ϊ9.·>. 
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égales à l'unité dans l'état primitif, en diffèrent très peu dans l'état 
actuel; de même, la foncLion F, nulle dans l'état primitif, est très 
petite dans l'état déformé. Il en résulte que la fonction H se réduit 
às/EË, aux termes du second ordre près. 

Traçons dans un plan deux axes de coordonnées rectangulaires Οω, 
Ο ω,. A chaque point matériel M de S correspond, dans ce plan, un 
point fixe de coordonnées ω, ω,. Donc, à la surface moyenne S de 
contour C, correspond, dans le plan ωΟω,, une aire fixe 6i de con-
tour c et l'on trouve pour les cosinus directeurs a, b, c de la demi-
normale extérieure M Λ à la courbe C, menée en un point M de cette 
courbe dans le plan tangent en M à S ('), 

(— Fa H- l£b), 

a, b désignant les cosinus directeurs de la demi-normale extérieure au 
contour c menée dans le plan ω Ο ω, au point (ω, ω, ) homologue de M 
et (IL, dl deux éléments linéaires homologues de C et de c aux mêmes 
points, soit 

d\.A — y' E. a2 — 2 Ε a b -+- Ε b2 dl. 

Soient encore 

(3) (λ, μ, , (
WMV,)-— d(ùf 

les cosinus directeurs des tangentes M τ, M τ, menées en M aux lignes 
s, s ι du réseau dans le sens des arcs croissants; en multipliant (2) par 

— et ajoutant membre à membre, il vient la première des for-
mules 

(4) Ma= ^v/Ecos V, Jlb= cosV,, 

V, V, étant les angles de Μτ, Μτ, avec la demi-normale l\l« au con-
tour C. Comme Ε, Ε,, H sont très voisins de 1 et F très petit, on voit 
que dh diffère très peu de dl, a de cos Y et b de cos Y ,. 

(J) L. ROY, Sur la propagation des ondes dans les membranes flexibles 
( Journ. de Math, pures et appliquées 6e série, t. VIII, 1912, p. 236). 
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Enfin, à l'élément superficiel rfco r/co, de la surface moyenne primi-

tive correspond l'élément H άω dtû
x
 de la surface moyenne actuelle. Ces 

deux éléments étant constitués par les mêmes points matériels, les 
tronçons qui leur correspondent ont la même masse. De là, l'équation 
de continuité 

(4) pu = ?o» 

ρ et p
0
 désignant les densités superficielles de la surface élastique aux 

points homologues M et m. Elle détermine ο à chaque instant, 
puisque p

0
 est une fonction donnée de ω, ω,. 

2. Les douze fonctions caractéristiques de la dé formation. — Soien t a, 
β, y, a,, β,, γ,; ou, β..,, γ._, les cosinus directeurs des axes MM, MC, 

M w du trièdre (M) au point M(A?, y, z) et à l'instant t: les 
cosinus directeurs des axes du trièdre (M') au point infiniment 

voisin M'(χ + y -1- ~άω, et au même instant t 

sont α-f-β-f-^t/ω, . . ., ~ r/co. On sait qu'on passe 

de (M) à (M') par une translation et une rotation infiniment petites, 
dont nous désignerons par(E, η, ζ)άω et (ρ, q, r)dxo les composantes 
suivant les axes mobiles M«w, soit 

<e> "="'35' ζ=χ'^; 

k= =- x'~si' 

<7) y= x
 -si =- *'dZ' 

[
 r

 — ~~ ' 

Soit de même (M', ) le trièdre mobile au point 

M', (χ H- do),, r C/W
N
 z -F— d'j)

{
 ^ 

et au même instant J; on passe de (M) à (M'
(
) par la translation 

(ς,, η,, ζ,)</ω, et par la rotatior^^.yg^r,)άω
χ
 définies par les for-

Journ. de Math., tome VIII. -y E&c.· I,'î9?î)'/ 
·/ ' 

i3 
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mules analogues à (6) et (7) 

(8) 'η'=χ'^,' ^ "'dû ' 

a r/a, a 1 à(ai 

oc ex., -s— 

r\ = a, doc d(ùi Cf. cta, dto. 

Comme pour la ligne élastique (1 ), on reconnaît que la déformation 
de la surface élastique dans son état actuel par rapport à son état 
primitif est caractérisée par les douze fonctions 

. I £ ίο) Ό fioi ζ ζυ ' Ρ - !>01 9 9uj ' ~ /*0 ; (10) 
. I £ ίο) Ό fioi ζ ζυ ' Ρ - !>01 9 9uj ' ~ /*0 ; 

de ω, ω,, t, l'indice zéro se rapportant à l'état primitif. 
Cela posé, imprimons à la surface élastique un déplacement virtuel 

et soient ou, ou, ow les composantes suivant Muvw du déplacement 
virtuel de M, ow

u
, οω„, οω„, les composantes suivant les mêmes axes 

de la rotation virtuelle de (M). 11 en résulte pour ζ, η, ζ;ρ, q, ;·; ξ,, 
η,, . . /·, des variations virtuelles οξ, οη, . . ., ο/·, qui se calculent 
comme pour la ligne élastique (2), soit 

I οξ — -j— H- q ow — r ou -h r, οω.
ν
 — ς οω,» 

( Il ) ( O-fl = H- /' ou — ρ OH' ·+· ζ Ôoj« — i όω
ιν

, 

| οζ — -hp dt> — q ou -+- ξ οω,. — r, οω
η

 ; 

( op= - + q οω,ν—/' οωμ, 

(12) <| oq — +rou
u
 —ράω

ίν
, 

! or = —h ρ οω
μ
 — q ào)u ; 

(M L. ROY, Sur les équations générales des lignes élastiques..., p, 126. 
(2) L. ROY, loc. cit., p. 125. 
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Ot 

, ... \ Oi, — -s h Y, o«·· —■/·, oc -4- η, ooj
lt
,— ς, οω

μ
, 

\ î 

J àpi= l·- r/l OWw- r,0&V, 
. . . . . . . . . . . . 

5. Potentiel thermodynamique interne et viscosité. — Le potentiel 
thermodynamique d'un élément de surface élastique doit être le pro-
duit de sa masse p0

 diodoi^ par une fonction des douze déformations (io) 
et de sa température absolue T. Comme p„ est une fonction donnée 
de ω, w,, le potentiel de l'élément est donc de la forme 

/(ς — i>, Ό — r/
0)

 Τ, ο), ω, ) clw du, 

et celui de la surface entière 

(i5) ~ ^*0' '
n
 ~~

 η
°' · ' · ' '''

 — '"«ot L ω> «I )d<ùdv>i, 

l'intégration étant étendue à l'aire cl, image de S dans le plan ωΟου,. 
Si l'état primitif est homogène, ω et ω, ne figurent pas explicitement 
dans /', puisque alors p„ est constant. Le potentiel interne Φ corres-
pond à Taction de déformation considérée par MM. Cosserat (1 ). 

La variation virtuelle isotherrnique de Φ est alors 

( ifi) 01 φ —ff (Â à'~. -H/ijOYj +. . . 4-/;.,ô/·, ) du du,. 

D'autre part, la modification virtuelle isothermique de l'élément de 
surface élastique étant caractérisée par les douze variations οξ, 
δη, ..., or,, la Thermodynamique nous enseigne que le travail virtuel 
de viscosité de la surface doit être de la forme 

(17) ^^ ( & àç -4- Cf. o'O -4- 3C όζ -4- ο ρ H- S àq -4- dior 
-4- 3", <5ξ, -4- ôyj, -4-. .. -4- ûl

lor,) du du,, 

dl, étant les actions de viscosité, fonctions des quinze para-

0) E. et F. COSSERAT, toc. cit., p. 71. 
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inèlres dont dépend déjà la fonction /'et des douze dérivées 

(,8) < = ΎΙ = Έ' (,)· 

Gomme les actions de viscosité doivent s1 annuler en même temps que 
ces dérivées, l'hypothèse la plus simple est de les considérer comme 
des fonctions linéaires et homogènes de ces dérivées, dont les coeffi-
cients sont seulement fonctions des quinze paramètres dont dépend la 
fonction/. D'après l'hypothèse de Lord Rayleigh, on peut admettre 
l'existence d'une fonction dissipalivc (iï, c'est-à-dire d'une forme qua-
dratique des dérivées (18), telle qu'on ait 

(V'l ···> ^-l) N/T ' 

de sorte que le travail élémentaire de viscosité dans une modification 
réelle où l'on a οξ = ξ di

y
 a pour expression 

(19) d<iï
v
 — —dtj'J 2(ïïd<>)dto

r 

Ce dernier travail devant être essentiellement négatif, la fonction dissi-
pative (0 doit être une forme quadratique définie positive (-). 

Si maintenant nous posons 

I =-(/'ξ-ι-η di,„ =-(# + *), 
(.0)- ett

 =-(/; + <?), c,.=.2), e\, --=-(/;■ + Λ), 
( diiu— (/ξ, + ^ι), 5 j), 

il vient, d'après (16) et (17), 

0$,,— Ô Ι Φ ~ J j* ( ài
u

 o'i + ÔYI Η-...-hcT,,. or 
H- til,„ οξ, 4- dl„, οη, -f-.. .4- C,„. 0ι\) dhi </(»>,. 

(') Pour abréger, nous représenterons très souvent de cette façon les denvees par 

rapport au temps, soit ς = ξ = ···· 

(s) Sur l'origine des propositions précédentes, voir P. DUIIKM, Théorie thermo-
dynamique de la viscosité, du frottement et des faux équilibres chimiques 
(Mémoires de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, 
5e série, t. 11, 1896). 



SUM LES ÉQUATIONS GÉNÉRALES DES SURFACES ÉLASTIQUES. ΙΟΙ 

ce que nous écrirons pour abréger 

(ai) <5$„— ό
Γ

Φ = jj ^ | <&u-I- C
u
dpi dtù οω,, 

le signe Σ indiquant une somme de deux groupes de termes, le second 
se déduisant du premier qui est écrit par l'adjonction de l'indice i. 
Cette égalité nous montre que les expressions (20) représentent les 
composantes suivant les axes mobiles Mz/w de deux forces H, U, et de 
deux couples C, par unité de longueur. 

4. Transformation de l'expression précédente. — L'expression (21) 
se transforme par intégrations par parties comme nous l'avons fait 
pour la ligne élastique, en substituant aux douze variations οζ, 
δη, ..., or, leurs expressions soit en fonction des composantes δη, 
w, ..., δω

(ν
 du déplacement virtuel de (M) suivant les axes mobiles 

Mz/w, soit en fonction des composantes Sx, Sy, 05; δω
Λ
., δω

ν
, οω

ζ
 de 

ce même déplacement suivant les axes fixes Οxyz. Les deux expres-
sions ainsi obtenues permettent d'écrire ensuite presque immédiate-
ment les équations du mouvement de la surface élastique dans chacun 
des deux systèmes d'axes. 

Nous avons tout d'abord, d'après (11), (12), (i3), (14), 

<3®ρ— ότΦ=τ j j"^ | 4- q 0«' — r dp + η οω,„— ζ oo),,j 

H- 6
U
 + Ί — r J du du,, 

ce qui donne, par application de la formule de Green à l'image Cl 
de S dans le plan ωΟω,, 

(22) ô$v — d
T

<I>r=j \ (aiR„+ b(K
iU

) du H- bC
lu

) οω„ ! dl 

+//Σ| · 
—H (— ^ Cu· 4-\d(ù d(ù,, 

la première intégrale étant étendue au contour c de (il. Soient, 
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d'autre part, 
cR.,.~ a <Rn -I- a, <71,. «, 
Λν= β II "Ι"" β ι 01,, -Τ- βΐ^ΙΙ·) 23 

C\-:~ VC,;/-h 7, 

les composantes suivaul les axes fixes Oxvz des forces 11, 11, cl, des 
couples C, C, par unité de longueur; on a(' ) 

( ̂  ) 0l„c)c H- e„o/> ~ | tfl.,.—- -r Λ, -Τ Λ- -f~ o«.r -i- <?.·,, —· , 

de sorte qu'en substituant dans ( 21) et en intégrant par parlies, il vient 
encore 

(9.5) o'S,, — όχΦ= Ji (a 0t.
T

H- bel,*) 00c(aC-,. -t- bC
ux

.) δω
χ

 j cil 

+f/Σ I - '^Γ0> + (- it+ Λ'ΐύ - «=|;)oV.|«w<.·.,· 

Équations du mouvement rapportées aux axes fixes. — D'après les 
principes de l'Énergétique, nous obtiendrons les équations du mouve-
ment de la surface en écrivant qu'on a, dans toute modification vir-
tuelle isothermique, 

(26) o'Sv-l·- ô.) -4- δ®,.'—5χΦ ξξ ο, 

g£\. désignant le travail virtuel des forces extérieures et c.J celui des 
forces d'inertie. Comme pour la ligne élastique, on reconnaît que, 
par suite de la petitesse des déformations (élastiques ou non), le dépla-
cement virtuel de chaque point d'un tronçon peut être calculé comme 
si celui-ci était un corps solide lié au trièdre (M) correspondant (2). 
Le calcul de ces travaux peut donc se faire en effectuant au préalable 
la réduction par rapport à M des forces extérieures et d'inertie appli-
quées aux divers éléments du tronçon. 

Comme tronçon relatif au point M, nous prendrons la fibre, qui, 
dans l'état primitif, était un cylindre droit de hauteur e et de section 

(') L. Rov, loc. cit., p, i3o, formules (39.) et (33). 
(2) L. ROY. loc. cit., p. I3I. 
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droite clojckût découpé normalement à la surface moyenne. Dans l'état 
déformé, par suite de la petitesse de e, le tronçon reste très sensible-
ment un prisme, mais pouvant être alors très légèrement oblique. La 
réduction par rapport à M des forces extérieures appliquées à ce 
tronçon donne ainsi une force et un couple de l'ordre de </S. Leurs 
quotients par dS ou par dtarfto, représentent donc la force et le couple 
extérieurs en M par unité de surface comptée sur l'état actuel ou sur 
l'état primitif. De même pour les forces d'inertie. De même aussi, les 
forces extérieures appliquées à un élément e dL du bord de la surface 
élastique se réduisent à une force et à un couple de l'ordre de dL ou 
de dl. 

Soient alors 
(X

c
, YCTZ

t
.; iVl«, Ν,.)άωάω] 

les composantes suivant les axes fixes de la force et du couple extérieurs 
en M appliqués au tronçon ecfS; 

(X*·, Y*, Z/; L,. M/, N/)rfwrfoû, 

les composantes analogues relatives aux forces d'inertie ; 

(X, Y; Z; L, M, Ν)dl 

les composantes de la force et du couple extérieurs appliqués à un 
élément de bord e dL de la surface ; on a 

( 27 ) H- ÔÎ = J* I X àx H- L ΔΩ
Χ

 L dl· 

+ff I (X

e

-+- X,·) àcc (L

c

-+- IJ/) â<»),

r

 I dtù c/î·),. 

L'équation fondamentale (26) de l'Énergétique s'écrit ainsi, 
d'après (25), 

( 28 ) I (X H— a 01·χ·+· b) 00c -1- ( L· -4- aC
x -t~ bG^.-c) , dl 

~//l ("•-"-Σ'ΐ)'-
+ L,+2 (- ̂  +· «.5 - Λ. |

da ώω
ι = ο· 

Comme elle doit être vérifiée quels que soient ex, 8y, ..., οω
ζ
 en 

chaque point de S, cela exige qu'on ait : 
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I. En chaque point du contour de S : 

j X -+- a<?t.
v
+ b<ft

ia
.= o, L -h ae.

r
 -h b<?

l>v
= o, 

( 29) | Y ■+■ ΒΛ^·+ — 0j M -+- aciy -H b(2j^·— o, 
( Ζ —f- a Λ· + b û\ j - — 0 ; Ν —[- a (?- H— b£|- — 05 

II. En chaque point de S : 

| 2l£f =
 x

»
+x

" 

1 V ZZI2 — I Zi du — Y,-h Y,, 

1 V ZZI2 — I Zi du — Y,-h Y,, 
(30) 

Ii(§^4:-^Ê)=*'+*■ 

Ii(§^4:-^Ê)=*'+*■ 

Ii(§^4:-^Ê)=*'+*■ 

On a en outre, d'après (20) et (23), 

/ <Rx—— «(/ξ-*-^) — αι (/η + # ) — "Μ/ζ +^)
5 

I 01,·= — β (/ξ -4- ÎF) — i^i (./"η -+·$) — βϊί/ζ + *Ό> 
. . . . . . . . . 

I ^i5= — "/ (//;»"+" ) — 7ι(/'/,+ ^ι) ~ "/ϊ (/»·,"+" ^i)· 

Telles sont les équations du mouvement rapportées aux axes fixes; 
les équations (29), (3o) correspondent à celles qui ont été données par 
MM. Cosserat ('). 

6. Signification des forces 11, H, cl des couples C, C, par wmte' ite 
longueur. — Coupons la surface élastique suivant un bord arbitraire 
déterminé par une courbe Γ tracée sur S et la partageant en deux por-
tions 1 et 2. Si l'on supprime la partie 1, les équations du mouvement 
de la partie restante 2 ne sont pas modifiées si, sans changer les forces 
extérieures qui lui sont appliquées, on applique à chaque élément de 

(9 E. et F. COSSERAT, loc. cit., p. 76. 
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bord e dL de Γ la force et le couple de composantes 

( —(s CK;c■+* b{Rjxj aOtyH- b(R.|y, biJtj-) cil, (32) 
( — (a β

χ
 -4-b Ctx, nCY -+■ b e,r, a C

z
 -+- b 6

is
) cil. 

D'après le postulat sur les liaisons, cette force et ce couple repré-
sentent les éléments de la réduction des forces de liaisons exercées par 
la partie ι sur la partie 2 à travers l'élément edL. Il résulte alors des 
six équations universelles du mouvement des systèmes matériels que 
l'ensemble des forces extérieures et d'inertie appliquées à la portion 2, 

des forces et des couples de liaisons (32) appliqués le long de Γ doit 
constituer un système de vecteurs nul. En écrivant qu'il en est bien 
ainsi quel que soit Γ, on retrouve facilement, par ces simples considé-
rations de Mécanique rationnelle, les six équations (3o), les conditions 
au contour (29) résultant alors immédiatement des expressions (32) et 
cela, indépendamment de la considération des trièdres (M). L'Energé-
tique n'intervient qu'ensuite pour parvenir aux équations (3i), de la 
même manière que pour la ligne élastique ('). 

Revenons aux expressions (32) ; les composantes de la force et du 
couple de liaisons par unité de longueur du contour Γ s'obtiennent en 
divisant, ces expressions par dL, ce qui donne d'après (4) 

— -j-j ( ν'Ε C0S
 ^ ■+■ \' ̂ I ^!.R COS V,, . . . , \/ECOS V -+■ Y/ji, <2, - COS V,). 

Autrement dit, la force de liaison par unité de longueur sur l'état 
actuel est la résultante des deux vecteurs 

— tt cos V, — ti, cos Y, 

et le couple de liaison par unité de longueur sur le même étal est la 
résultante-des deux vecteurs 

— ^TÈCOSV, — LTI <Ê,COSV,. 

Si donc la coupure Γ est pratiquée suivant la courbe du réseau 

P) L. ROY, loc. cit., p. 134. 
Journ. de Math., tome VIII. — Fasc. I, 1929. 1.4 
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s = const., on a V, = ^ et V est très voisin de zéro ou de IÏ, suivant 

que la tangente M τ à l'arc PSî = s se trouve dirigée vers l'extérieur ou 
l'intérieur delà portion 2 considérée, d'où il résulte que 

H = rfc y/EEjCos V. 

La force et le couple de liaisons par unité de longueur se réduisent 
ainsi â 

(£ v/ê; « v/ê; 

De même, si la coupure Γ est pratiquée suivant la courbe du 
réseau s

t
 = const., la force et le couple de liaisons par unité de lon-

gueur se réduisent à 

(£ v/ê; « v/ê; 

7. Équations intrinsèques. — Nous appelons équations intrinsèques 
les équations du mouvement rapportées aux axes mobiles Muvw, nous 
allons les obtenir très simplement par application de l'égalité (22). 
Soient tout d'abord 

(^ej ffC
e

) d(ùd(ù
l 

les composantes suivant les axes Niuvw de la force et du couple exté-
rieurs appliqués au tronçon e dS ; 

%, m.i, SU,) du du> 

les composantes analogues relatives aux forces d'inertie ; 

%, m.i, SU,) du du> 

les composantes de la force et du couple extérieurs appliqués à un élé-
ment de bord edhàe la surface, suivant les axes Mz/wissus d'un 
point M de C appartenant à cet élément. On a 

(33) δ«
e

H- θΐ ==J J | « θα ■+■ „ | dl 

■+■ ^ J I ( SLe &i ) θα -+· ( J?
e

 —t- ) 000« j du du
i

. 
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L'égalité (26) s'écrit ainsi d'après (22) 

^ | ( ■+· π (Κ χι -+-b (ft, h ) ôu -}■ ( ~\r 3 (2« H- b C| 11 ) ow« j dl 

V<*u d(o 

H-j"^
e
 + JF/ + 2 (*"" -+-

r
£<· — ^βινΗ-ζΛ,. — ^ω</ω,=ο. 

Comme elle doit être satisfaite quels que soient 0//, ou, ..., 3ω„. en 
chaque point de S, cela exige qu'on ait : 

I. En chaque point du contour de S : 

ί 3C -+- 3 (ft g H·* bÔiju υ, J? 3(2« -+~ b(2,« ~ o, 

( 3/J) $ -+■ 3ΛΙ» H- BΞΞΪ o, t)lL ·+■ B(2,i> ÛS o, 

( -f- s (ftu· -4- b (ft| ut o ! SX, -+■■ 3 (2ί%ι ·+* b - ο ί 

il. En chaque point de S : 

1 2(^ )=#«+#/, 

Ι Σ (fdÙ + 'Λ" ^ ^1") == + 

1 Σ (~^f -*~ΡΛ" ~ + 2wî 
(35) 

ΐΣ ( ~άω ^ — r ^ ^u> — ^ / = ^c 

Σ1 Ç(ft«— | (ft«<^ = —ι— Jti/, 

1 Ad V dtà p(~i> — ç@u ■+■ ξ (ftp —· 7) (ftu j ~ SteH-

Telles sont les équations intrinsèques, auxquelles on doit adjoindre 
les égalités (20); elles correspondent à celles qui ont été données par 
MM. Cosserat (1). 

8. Expressions des forces d'inertie. — La surface élastique étant 
supposée homogène suivant chacune de ses normales, il en est de même 
du tronçon edS, dont le sommet M du trièdre mobile correspondant 

(*) E. et F. COSSERAT, loc. cit., p, 75. 
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occupe ainsi le centre de gravité. La réduction des forces d'inertie 
donne alors pour leur résultante 

(X/. V/, Ζ,) = — p„(a?, y, s), 
d'où 

Xi fj,
t
 ; ζ./·ϊ. o„ ! syr - o„ ! eyr 

Les axes M imp étant issus du centre de gravité du tronçon sans 
être principaux d'inertie, les composantes suivant ces axes du couple 
d'inertie sont données par les formules générales de la dynamique du 
corps solide, si l'on se limite toutefois aux très petites déformations, 
soit 

f /;V- - AÉ 4- EQ -i- ER + Q ( Ε Ρ -4- DO - CR , 

1 R( FP — BQ H- DR), 

, , ) D\l ,EP - BQ + DU R ( — \ Ρ EO ι- ER) 

!"<J) j -)■·( Bi' + DQ-cn'). 
f «91,· Ε Ρ H- DQ - CR -ι- Ρ ( Ε Ρ - BQ π- DR j 

\ -Q(- AP + FQ + ER), 

(A, B, . . ., F) iiwrfw, désignant les moments et produits d'inertie du 
tronçon relatifs aux axes Muvw (r) et 

Ρ — j <χ2a, | — ' a, a.»1, 

Q — ; cf. a, ! -= — i yi <* ■> 

R ' a, a ! — Cf. 2, 

les composantes suivant les mêmes axes de la rotation instantanée du 
tronçon, c'est-à-dire dutrièdre(M). Les moments et produits d'inertie 
considérés étant ceux d'une barre homogène dont le centre est à l'ori-
gine des coordonnées, on a 

(3-) (Λ, B. G; D, Ε, Ε)ι= '^~-(b5 + r --H a'-, n--t- b-, br. ni. ub). 

(u, b, r ) = «,(«, «,) + bt(fi, fi,, fin ) -i- c, (y, y,, yt ) 

désignant les cosinus directeurs de la barre, c'est-à-dire d'une demi-
normale à S, par rapport aux axes mobiles et b,, c, les cosinus 

« 

Q) Il n'y a évidemment aucune confusion à craindre entre les produits d'inertie F. 
F et les fonctions déjà désignées ainsi dès le n° 1. 
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directeurs de cette demi-normale par rapport aux axes fixes, soit 

rt| ~~ ÔM dwj r)ω eta, ' 

On a ensuite 
L/= et 1?j -f- y.\ Jltj -f- a-2 · · · · 

î). Relation supplémentaire. — D'après le second principe de la 
Thermodynamique, la quantité de chaleur oQ dégagée par une portion 
quelconque de la surface élastique dans une modification virtuelle a 
pour expression 

(g oQ -- J J Τ 0J'y f.1rs) ώο, — ο'ω,,, 

(£ désignant l'équivalent mécanique de la chaleur et 0©,. le travail vir-
tuel de viscosité relatif à la portion de surface à laquelle s'étend l'inté-
graLion. 

La quantité de chaleur dC) dégagée dans une modification réelle 
est alors, d'après (19), 

ί f/tj clt^ j 1 ( y"x; ζ -+- Jvr/O ""!"··· ■+· -+- Jt> i ) d0) d't), 

-»//
 ■>. ΰ) d<>) cl'ή,, 

soit encore 

( .18 ) <7Q — <r/z^ (Jt'çÎ -I- / τη
γ

ι H
-

 · · · + J Tr,ta ) — f H g- J dw , 

la quantité 

'•--'4 fr-

désignant la capacité calorijique de la surface élastique rapportée à 
l'unité de surface primitive. 

Soit, d'autre part, —" le flux de chaleur en un point M du contour Γ 

de la portion de surface élastique considérée et relatif à la demi-
normale extérieure M/ià l'élément de bord edL correspondant; on a, 
en supposant la surface athermane et dénuée de sources de chaleur, 

) dQ — c/Z j — J 1 F"
n

 dL —|— ^ / (Ί — Ί
 c

) *], 
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k étant le double du coefficient de conductibilité extérieure que, pour 
simplifier, nous supposons le même pour les deux faces et T

c
 la 

température absolue extérieure. Or, la conductibilité de la surface 
élastique étant supposée très grande par rapport à celle du milieu 
ambiant, le flux de chaleur en chaque point M de la surface 
moyenne est tangent à cette surface, de sorte que ce flux peut être 

considéré comme la résultante de deux flux l- (F,„, F
(1)i

) d'origine M, 

tangents à chaque ligne du réseau et qui sont des fonctions linéaires 

et homogènes des dérivées -r·. dont les coefficients, fonctions 

de ω, ω,, Τ, sont les coefficients de conductibilité calorifique de la 
surface en M. Nous avons ainsi 

( 39' ) Κ
Λ
 — F,„ cos V Ι\ο, cos Y, 

et par suite, d'après (4), 

=/l,(*iæ+b fe)* 

=//[«; (^F-) -1" ^7 (^iF-) 

L'expression (39) devient donc 

rf

Q = cuff [- l (| F.) - £ (A
fV

, )
 +

 ,Μ (Τ - T.)] Λ. · 

En l'égalant à l'expression (38) déjà obtenue, il vient la relation 
supplémentaire cherchée ou équation indéfinie de la température 

4 = 5; F-) + έ (^)- *«(τ - τ«> 

+ I (λ Έ +■f*'· 3?
 + · · ·+ ■/"iv ■Tt )+ ̂  ' 

dans laquelle on peut très sensiblement remplacer Ε, Ε,, H par 
l'unité, par suite de la petitesse des déformations. Dans le cas particu-
lier d'une surface élastique isotrope, on a 

l· „ = lv — m Κ Cl -r- 1 



SUll LUS EQUATIONS GENERALES DES SURFACES ELASTIQUES. I I I 

Κ désignant le produit de l'épaisseur ede la surface par son coefficient 
de conductibilité. On a ainsi, d'après (2), 

/'·*=/«[■(*£- p£M-r£ 

de sorte que les deux premiers termes du second membre de (4o) 
doivent être remplacés par 

dco H \ 1 άω dw 1/ ^ dco, il \ dw dw,/ 

c/est-à-dire sensiblement par 

^(K^)+^(Ks!;)· 

Enfin, tout le long du contour C de S, on doit avoir 

F
#i
=A-'(T

e
-ï), 

le' désignant le produit par e du coefficient de conductibilité extérieure 
relatif au bord de la surface élastique, ce qui donne, d'après (39') 
et (4), 

H (
a
 ÎZ h_ b 'JL· = //( Τβ- T), 

01.1 sensiblement 

( /| r ) a J-f· b l' eu, k'i Te — Τ ) 

el, pour une surface isotrope, 

K(a^+bS)=/'"(ï:-T)· 

Le problème général du mouvement de la surface élastique à six 
paramètres est ainsi complètement mis en équations. En effet, les six 
équations (3o) ou (35), où les composantes de U, IL ; C, C(

 sont 
remplacées par leurs valeurs (3i) ou (20), jointes à l'équation (4<>), 
constituent un système de sept équations indéfinies, qui, jointes aux 
conditions au contour (29) ou (34) et (4i) et aux conditions initiales, 
déterminent les sept inconnues principales a?,·/, s; θ, φ, ψ; Τ en fonc-
tion de-ω, ω,, /. La densité ρ est ensuite donnée par (5), les arcs f, v. 
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par les formules 

y/Eofo), *ι—Ι \/E, rfwM 

résultant de (ι ). 

10. Équations des petits mouvements. — Considérons les équations 
du mouvement (34) et (35); le problème des petits mouvements est le 
suivant : on suppose ces équations vérifiées pour un système de 
valeurs de 

& ·> y ·> oc, j3, ..., ! £5 Ά ι ' ' ' ι ' π l j Cv,,, . . . , C |α· 

indépendantes de /, c'est-à-dire fonctions de ω, ω, seulement. En sup-
posant stable l'équilibre ainsi défini, on cherche à les vérifier pour des 
valeurs 

# + y -+- ôj, ..., C ô(2,,,, 

infiniment voisines des précédentes, les accroissements infiniment 
petits δα?, oy, .. ., 3(2,,„ étant des fonctions de ω, to,, ί qui vérifient le 
résultat de la differentiation des équations précédentes, soit en chaque 
point de S : 

(4*2) | Σ ( ^ ~~ ' + £^"' ^ ~ ^ ) ^ 

. . . . . . .. 

et sur son contour C : 

(43) oX a dol
u

H- b od= o, .... 

Les équations (4o) et (/ji) donnent de même en chaque point de S 

(·44) + + «^τϊ··λ +···) 

et sur son contour C 

(45) a οΕ
(
„-f- IjoFo).-!- />'oT — o. 

Ce sont les équations des petits mouvements, où les termes figurant 
hors des caractéristiques o doivent recevoir leurs valeurs correspondant 
à l'équilibre. C'est, en particulier, pour cette raison que la fonction dissi-
pative a disparu de (44)· Les différents accroissements qui y figurent 
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se calculant comme nous l'avons déjà fait pour la ligne élastique, il 
nous suffira de rappeler brièvement les résultais antérieurement 
obtenus ( '). 

On a tout d'abord, d'après (20), 

— 0<Ru — jUd£ 4-/^0·/) +
1
/'^.

4
 ôr, 4-/ξΤ 0 l 

ίΡξίΟζ 4- (ΟξήΟ'ί) 4- , . . 4- , .... 

Soient, d'autre part, //, ν, m les composantes du déplacement c(x,y, s) 
de ιΥί suivant les axes mobiles Muvw et l, m, η les angles infiniment 
petits dont il faut faire tourner le trièdrc (M) autour de chacun de ses 
axes, dans sa position d'équilibre, pour lui donner l'orientation infini-
ment voisine qu'il possède à l'instant l\ on a ensuite 

Oc— — 4- qtv — rv 4-η//.—ζ/η, <5/>™ — 4-<7 u —rm, 

I ούι—-j~ 4-ru —pw-i-ζΐ —ξη, àq — 4- ri —pu, 

(46) . . . . . . . . 

i -v Ow > , * On , 

j ài — -y 4-qa—rr 4~(\n — ζ ni, op — -\-qn — rm, 

? 1 

/ Ô(ÎE/, ^/, 0i)]=— po(«» F, "··), 

I of?i — — A / 4- F m 4- F//., (47) 
I dJ)ï

t
··— VI — Β m 4- D/i, 

[ odlr— VA 4- Dm — Cri. 

Quant aux éléments X
e

, y
e

, . . . ; X, ... de la réduction des forces 
extérieures, ce sont, dans le cas le plus général, des fonctions de la 
position et de la vitesse du trièdre, c'est-à-dire de χ, y, . . ., γ2 ; les 
quantités oX

ey
 . . .-oX, . . . sont donc des fonctions linéaires de 8x, 

Sy, . . ., δγ2, c'est-à-dire de u, c, . . ., n, dont les coefficients ont des 
valeurs connues. Enfin, les variations oF

(1)
, oF

Wi
 s'obtiennent en rem-

plaçant simplement dans les expressions de F,„, FWt, Τ par oT. 

(!) L. Roy, loc. cit., p. 148 à i53. 

Journ. de Math., tome Vlli. — Fasc. I, 1929. l5 
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Moyennant les formules (46), (47)» les équations (42)> (44) cons-
tituent un système de sept équations indéfinies linéaires qui, jointes 
aux conditions au contour (43), (43) et aux conditions initiales, déter-
minent les sept fonctions inconnues u, c, m; /, m, n\ oT en fonction 
de ω, ω,, ί. 

La variation op de la densité se calcule ensuite, comme pour la ligne 
élastique, en diflerentiant (5), soit 

H<5p + ρ <511 — o, 

où l'on peut remplacer H par l'unité et calculer oïl en négligeant F. 
Nous avons ainsi 

3Tf " Ε + "ÏÏ7, 

avec 

aE=a +9 * -rt) I:■ 4ΕΉξ,(έ+?·",-

et, comme H, Ε, E, diffèrent très peu de i, il vient 

(48) ξ(^ —/·ρ) =0. 


