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Les polynomes abstraits;

Pir Mavnice FRECHET.

INTRODUCTION.

1. L’objet de ce Mémoire (') est assez éloigné des sujets habituels
des recherches des deux illustres mathématiciens auxquels est dédié ce
volume.

Mais, en offrant ce travail, je me suis souvenu de l'intérét que
M. Appell avait bien voulu exprimer pour ma Thése en sa qualité de
Président de mon Jury de Doctorat.

Et, depuis de longues années, M. Picard n’a cessé d’encourager mes
travaux sur ’Analyse générale et de les accueillir favorablement dans
les périodiques qu'il dirige.

La publication du présent Mémoire ne serait pas inutile, n’etit-elle
d’autre résultat que d’apporter un nouveau témoignage de la largeur
de vue de ces deux grands savants.

Résumaé.

2. Pour ne pas étre trop long, nous nous sommes contenté, dans ce
Mémoire, de donner la définition des polynomes abstraits et d’établir
la proposition fondamentale suivant laquelle, tout polynome abstrai
d’ordre entier n est la somme de polynomes abstraits d’ordre h=o, 1,

(1) Cest le développement de la premiére partic d'une Note parue aux Comptes
rendus de I’Académie des Sciences (t. 180, 1925, p. 1816) sous le titre Les trans-
formations ponctuelles abstraites.
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2, ..., n, chaque polynome d’ordre h étant homogéne et de degré h et la
décomposition étant unique.

Tout polynome abstrait I (m) définit une transformation M = F(m)
d'un élément abstrait m en un élément abstrait M. On peut, dans ce
qui suit, supposer que /, et M appartiennent 4 deux espaces (D) vec-
toriels (E. 4., p. 140) ('), distincts ou non. Mais les raisonnements et
les résultats qui suivent subsistent en prenantm et M dans des espaces
plus généraux, que nous avons définis plus loin sous le nom d’espaces
algébrophiles.

B. Cas des fonctions ordinaires. — Il nous sera commode, pour
abréger, d’appeler, dans la suite, fonction ordinaire, une fonction
numérique d'une variable numérique. En vue de formuler une défini-
tion des polynomes qui puisse s’étendre a des fonctions de variables
abstraites, nous avons donné autrefois (*) une définition fonctionnelle
des polynomes. Cette définition peut étre présentée comme’suit : la
condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction ordinaire f(x)
soit un polynome de degré n, au plus, est : que f() soit continue et
que sa (n 1) différence

Ant f(2) = A;z+1 An.. QA f(x)

soit identiquement nulle pour des accroissements arbitraires A, z,
Az, ..., A, A,z de . Pour qu’elle soit de degré n exactement, il
faut et il suffit qu'en outre A™ f(z) ne soit pas identiquement nulle.

Dans cet énoncé, on peut admettre que les accroissements de x
sont donnés & partir d'une valeur fixe, par exemple, zéro, de z. Mais
on supposera que les accroissements A,,,z, ..., A,z de x sont indé-

(1) Nous aurons plusieurs fois, dans la suite, & renvoyer a 'une des pages de notre
Ouvrage « Les espaces abstraits et leur théorie considérée comme Introductior a
UAnalyse générale » que nous désignerons par 'abréviation 7. 4. Cet Ouvrage (in-8¢,
Xt -+ 296 pages, 1928, éditeur Gauthier-Villars) vient de paraitre dans la Collection
de Monographies sur la théorie des fonctions, publi¢e sous la direction de M. Emile
Borel. _

(2) Une définition fonctionnelle des polynomes (Nouv. Ann., 1909, t. IX, p. 145-
162). .
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pendants. Contrairement & ce qui a lieu dans la théorie des différences,
on ne les supposera donc pas égaux. '

Le théoréme précédent peut étre utilisé pour donner une définition
des polynomes. Il sera plus commode, pour la suite, de substituer, au
langage des fonctions, le langage des transformations.

A. On appellera transformation ordinaire une transformation
X =F(«) d’'un nombre = en un nombre X. Ce sera une transforma-
tion d’ordre enticr n quand F () est un polynome en z de degré n.

Nous pourrons donc appeler transformation ordinaire d’ordre
entier n, au plus, toute transformation continue X =F(x) telle que
la différence d’ordre n 41 de X

A X = A, A, .. AAX .

correspondant a des accroissements arbitraires Az, A, 2, ..., A,
A, x donnés 4 z, soit identiquement nulle.

5. Une telle définition est évidemment susceptible de généralisa-
tion. Pour qu’elle garde un sens lorsque la transformation n’est pas
ordinaire, il suffit que les éléments x et X liés par la transforma-
tion X = F(«) soient de natures telles que 'on sache attribuer des
significations déterminées :

A la continuité d’'une transformation de x en X;
Aux accroissements successifs correspondants de x et de X;
A Dégalité a zéro de I'un des accroissements successifs de X.

Il y a un grand nombre de cas ol ces significations ne sauraient
faire de doute.

Afin de nous assurer qu’en adoptant la définition proposée, nous
nous dirigeons dans une bonne direction, nous allons I'appliquer
d’abord a un de ces cas.

6. Cas des correspondances ponctuelles entre espaces @ un nombre
entier de dimensions. — Nous supposons que x est un point d’un
espace e, a r dimensions — c’est dire que x est déterminé par la
suite-ordonnée de r nombres x,, ..., x, — et qué X est un point d'un

Journ. de Math., tome VIII. — Fasc. I, 1929, 10
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espace E; & R dimensions, X étant donc déterminé par la suite or-
donnée de R « coordonnées » X, . . ., X,. La transformation X = F(x)
est déterminée par I'ensemble de R relations de la forme

X[ZF[(.CL',, °"axr> (i:lv ...,R).

Dire  que F(a) est continue, c’est dire que chacune des fonc-
tions F,(x,, ..., ) est continue par rapport a l'’ensemble des
nombres x,, ..., .. Un accroissement A,z de x est un point
Az, ..., Ayz,) de ¢,. Un accroissement correspondant de X, soit

A, X =F(X 4+ AX) — F(X),
c'est un point (4, X, ..., A, X}) de E, tel que
AIXlel(xl + A&y o, Ay zp) — Fi(2y, L ).

Dire qu’un point de E; est a l'origine ou est nul, c’est dire que ses
coordonnées sont nulles.

Ces précisions — qui vont d’elles-mémes — suffisent 4 déterminer
complétement la définition d’une transformation ponctuelle d’ordre
entier de ¢, dans E;.

Si donc X = F () est une transformation d’ordre entier n, au plus,
on voit que Fi(x,, ..., ;) est une fonction numérique de r nombres
qul est continue par rapport a ’ensemble de ces nombres et dont la

différence d’ordre n + 1

Anps D . A Fi(2,, ..., z;)

est nulle pour tout systéme de n -1 suites d’accroissements des r
variables a la fois. On prouve alors facilement (') que F; est un
polynome de degré n au plus par rapport a4 'ensemble des r va-
riables @,, ..., .. Si, en outre, X =1I(a) est une transformation
d’ordre exactement égal a n, la différence A" F; de I'une au moins des
fonctions F;n’est pas identiquement nulle : 'un au moins des poly-
nomes F; est exactement de degré n. '
La réciproque de ces propositions se démontre aussi facilement.

(1) Sur une généralisation de la formule des accroissements finis et sur
quelques applications (Trav. Sc. Univ. Rennes, 1909).
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Ainsi, dans le cas ot X et 2 appartiennent a deux espaces (distincts
ou non) chacun & un nombre entier de dimensions, les transforma-
tions X = F(«) d'ordre entier n ne sont autres que les transformations
olt les coordonnées de X s'expriment par des polynomes par rapport
4 'ensemble des coordonnées de x, tous ces polynomes étant de
degrés <n et I'un au moins d’entre eux étant exactement de degré n.

Dans ce cas, notre définition fonctionnelle des transformations
d’ordre entier est équivalente a la définition & laquelle aurait pu nous
conduire directement la définition usuelle des polynomes.

Mais nous allons rencontrer des cas ou 'extension directe de la
définition des polynomes parait douteuse alors que la définition fonc-
tionnelle s'applique sans difficulté.

7. Cas plus générauzx. — Clest ce que nous avons d’abord fait dans
des travaux antérieurs (auxquels nous renverrons pour tous détails)
en nous bornant au cas o X était un nombre. Premiérement nous
avons étudié le cas ot 2 est une fonction ordinaire continue () (').
Puis le cas oit  est déterminé par une suite infinie de coordonnées
numérigues (,, Z,, ..., Ly ... ) (%)

Mais il n’y a rien qui s’oppose au choix, pour x, d’éléments d’une
nature plus générale. Il y a encore moins de raison d'imposer a la
nature de 1'élément transformé X une limitation — celle d’étre un
nombre — qui n’est pas imposée a x. Nous allons donc, dans la suite,
envisager le cas plus général ot z et X sont des éléments d'une nature
quelconque; ce seront, si I'on veut, deux « points » appartenant res-
pectivement & deux espaces abstraits ¢, E, distincts ou non.

8. Définition des trans formations ponctuelles abstraites d’ordre entier.
— Nous dirons encore qu'une transformation X =F (x) d’un point z
d’un espace abstrait ¢ en un point X d’un espace abstrait E est d’ordre
entier n, au plus, st cette transformation est continue et si la différence

d’ordre n +1 de X
ArrX =A, A, A X

(1) Sur les fonctionnelles continues (Ann. Ec. Norm., t. 21, 1910, p. 193-216).
(2) Les fonctions d’une infinité de variables (C. R. Congrés Soc. Sav., 1gog).
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correspondant a des accroissements arbitraires Az, ..., A,. & de x est
identiquement nulle. La transformation est exactement d'ordre n,
st AWX n'est pas wdentiquement nulle.

Pour qu’une telle définition ait un sens, il suffit encore que les
espaces ¢ et E soient tels qu’on sache attribuer une signification :

A la continuité d'une transformation de 2 en X ;.
Aux accroissements consécutifs correspondants de x et de \;
A Dégalité & zéro d’un des accroissements successifs de X.

Un cas trés général ou il en est ainsi est celui ou les espaces ¢ et I
sont de ceux que nous avons appelés espaces (@) wvectoriels (L. A.,
P 140). .

La définition précédente pourrait garder un sens dans des cas beau-
coup plus généraux encore. Mais il n'est pas certain que la générali-
sation des polynomes, ainsi obtenue, soit satisfaisante. Sans chercher
a déterminer le cas le plus général o il en est ainsi, nous allons définir
une catégorie d’espaces, plus générale que celle des espaces (@) vec-
toriels, et telle que si e et E appartiennent & celte catégorie, les trans-
formations d’ordre entier de e en E possédent un grand nombre des
propriétés usuelles des polynomes et en particulier la propriété fon-
damentale qui est I'objet de ce Mémoire. Pour ceite raison méme,
nous appellerons ces espaces, des espaces « algébrophiles ». Si, par la
suite, les mémes résultats pouvaient étre étendus a une catégorie
d’espaces plus générale, il y aurait lieu d’étendre aussi a ces nouveaux
espaces la qualification d’algébrophiles.

9. Définition des espaces algébrophiles. — Nous allons donner cette
définition en nous préoccupant surtout du but & atteindre. Clest dire
que nous avons laissé de coté la question de savoir si les conditions
que nous allons poser sont indépendantes. C’est une question intéres-
sante, mais secondaire, qui se poserait plus utilement aprés avoir
donné aux espaces algébrophiles le maximum de généralité compa-
tible avec les résultats obtenus.

On verra plus loin que les espaces algébrophiles sont des cas parti-
culiers des espaces que nous avons appelés espaces topologiquement
affines (E. A., p. 201) et que les espaces (M) vectoriels sont des cas
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particuliers des espaces algébrophiles. Ceci permet déja de se rendre
compte de leur structure.

Un espace algébrophile E est le systéme formé par :

Un ensemble & d’éléments de nature quelconque — éléments que
nous pourrons appeler points abstraits — cet ensemble constituant le
« support » de I'espace E;

Des familles { V,} d’ensembles V, de points abstraits associés a
chaque point abstrait a, { V,} constituant la famille des « voisinages »
V, de a; '

Des opérations portant sur les points abstraits ct désignés respecti-

vement par les symboles 4, ., ||...|;
Un systéme de relations entre le support E, les familles de voisi-
nages { V,} el les opérations +, ., | ...|.

Ce systéme de relations est formé de deux groupes.

10. Premier groupe de conditions. — Etant donnés trois points abs-
traits quelconques x, y ct 3 et deux nombres réels quelconques« et f3:

1° 2 -y est un point abstrait déterminé;

2 Ay =y +x;

3 (+y)+s=2+(y+3);

4° «.x est un point abstrait déterminé;

5° Réciproquement, tout point abstrait est identique 4 I'un au
moins des points abstraits tels que a.x en choisissant convenablement
le nombre réel « et le point abstrait z;

6° a(z+y)=a.x+a.y;

2 (a+B)z=a.x+ B.x;

8 (af).z=u.(B.2);

9° |||l est un nombre réel 2o que nous appellerons norme de x;

10° Il n’existe qu'un point dont la norme soit nulle. Nous appelle-
rons ce point l'origine et nous le représenterons par la lettre O qu'il
faudra distinguer de la lettre o représentant le nombre zéro;

1 fle.z|=laf|z] ().

(1) Nous avons utilisé, pour établir le systéme précédent de conditions, deux sys-
témes dus & MM. Banach et Wiener avec des simplifications qui nous ont été suggé-
rées par MM, Hildebrandt et Flamant (£. 4., p. 126).
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‘Pour abréger, nous représenterons dans la suite le point abs-
trait # +'(—1).y par la notation z — y.
On voit facilement qu'on a

lL.z=uw, z—ax=0, z24+0=2=04 .

11. Définitions. — Pour donner le second groupe de conditions
nous énoncerons d’abord quelques définitions.

Nous appellerons, dans la suite, droite abstraite xy en désignant
par x et y deux points abstraits quelconques (distincts), le lien des
points abstraits ¢ qu'on détermine en faisant varier le nombre récl ¢

dans la relation
t=x+p.(y—2x).

Ce lieu passe évidemment par les points @ el y et il coincide avec la
droite abstraite y x comme on le voit en posant ¢/=1— p.

Nous appellerons translation, la transformation d'un point abs-
trait  d'un espace algébrophile ¢ en un point X du méme espace,

définie par la relation
X—z=aq,

a désignant un point de I'espace e, point fixe quand 2 varie.
Nous appellerons de méme homothétie, une transformation définie
par une relation de la forme

X—a=a(x—a),

ol a est un point fixe et o une constante réelle >4 o.

Soient &, y, 5 trois points abstraits appartenant & trois espaces
algébrophiles (distincts ou non).

On dira que la transformation z = F(, y) est continue au point
(x4, ¥o) si, pour tout voisinage V., de z,, il existe un couple de voisi-
nages V., de x,, V,, de y, tels que lorsque x et y appartiennent res-
pectivement a V., et V,,, z appartient a V.

Nous appelons point d’accumulation d'un ensemble J, tout point
abstrait a tel qu'il existe un point de J, distinct de a, en commun avec
chaque voisinage de a. ’

§2. Second groupe de conditions :
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12° Pour tout couple V., W, de voisinages de q, il existe un voisi-
nage de @ commun 4 'V, et W,; .

13° 1l n’y a aucun point dlstmct de a2, commun a tous les voisi-
nages V,de a;

14 La transformation 5 = x + y est continue;

15° Les homothéties (et les translations d’aprés 14°) sont des trans-
formations continues;

16° Les points d’accumulation d’une droite abstraite appartiennent
a celle-ci;

17" La condition nécessaire et suffisante pour qu'un point @ d’unc
droite abstraite soit point d'accumulation d’un ensemble de points x
de cette droite est que la borne inférieure de ||z — «|| soit nulle quand
x varie sur 'ensemble en restant distinct de a.

I1 faut remarquer qu’on peut interpréter la continuité des transla-
tions (condition 14°) de la fagon suivante : pour définir les familles
de voisinages atltachées aux différents poiuts abstraits ou des familles
équivalentes, il suffit de connaitre celle (ui est attachée a 'un d’eux.
On pourra alors prendre comme famille de voisinages attachée a un
point arbitraire 4 la famille d’ensembles déduits de la famille de voisi-
nages connue attachée au point «, par une translation amenant « en b.

On peut aussi interpréter la condition 15° de la facon suivante (*) :
la famille de voisinages attachée a un point a doit étre équivalente (?)
a la famille de voisinages de¢ « qu'on obtiendrait par une homothétie
de la famille donnée, de centre a et dans un rapport arbitraire.

13. 1l suffit de jeter un coup d’ceil sur les deux groupes de condi-
tions que nous venons d'énoncer, pour s’assurer que les espaces algé-
brophiles qu’elles caractérisent font partie de la catégorie des espaces
topologiquement affines (E. 4., p. 201).

(") En utilisant la généralisation du théoreme de Thales donnée dans notre
Mémoire : Sur une définition géométrique des espaces abstraits affines (Ann.
Soc. Polon. Math., t. 14, 1925, p. 1-33).

(?) Nous avons montré que deux familles de voisinages de A sont équivalentes si
tout voisinage de la premiére famille contient un voisinage de la seconde et récipro-
quement.
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Nous allons montrer que les espaces (@) vectoriels sont des espaces
algébrophiles, ce qui est un peu moins évident.

Ils satisfont d’abord évidemment au premier groupe de condi-
tions (1°-11°). On peut y prendre comme voisinages d'un point a les
sphéroides de centre a. Et alors le second groupe de conditions (12°-17°)
sera vérifié. La démonstration est immédiate, sauf pour 16°, pour
laquelle nous allons la donner explicitement bien qu'elle soit facile.

Supposons donc qu'un point u soit point d’accumulation de l'en-
semble des points de la droite abstraite xy. Alors, dans tout sphé-

w“ r . . .
roide de centre u, de rayon ~»1l'y a au moins un point

fn=2x + Py (_J — '7")

distinct de u. Si 'ensemble des nombres ¢, est borné, on peut en
extraire une suite convergente, correspondant aux valeurs n,, n,, ...,
de n. Soient g, la limite de cette suite et

Sy=& + Pu(.)/ - "IJ).
On aura

i

-~ ~ e 1t . N
L En— By =P Po | 1) — x|l

Donc 3z, tend vers 3, et comme par hypothése les 5, tendent vers «, le

n; [) ?
point u coincide avec un point 3, dela droite zy. D’ailleurs, ’ensemble
des ¢, est nécessairement borné, sinon, on aurait

s ulizlpally — 2 — 12— ul,
et comme par hypothése y et # sont distincts, et, par suite,

le premier membre tendrait vers zéro, alors que le second ne serait pas
borné.

A4. Transformations ponctuclles continues. — Nous sommes main-
tenant en mesure d’établir les quelques propriétés des transformations
ponctuelles continues d'un espace algébrophile qui nous seront utiles
pour I'étude des transformations d’ordre entier.

Nous avons déja démontré pour des espaces beaucoup plus généraux
que les espaces algébrophiles [les espaces (V), E. 4., p. 240], que la
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composition de deux transformations continues fournit unc transforma-
tion continue ('). Autrement dit, soient E, F, G des ensembles de
points abstraits appartenant a des espaces algébrophiles [ou plus géné-
ralement & des espaces ()] distincts ou non. Si les transformations
y = A(x) et 3 = B(y)transforment respectivement E en I et F en G,
el si y = A(x) est continue en x,, relativement a4 E et 3 = B(y) con-
tinue, relativement a I¥ au point y,= A(x,), alors la transforma-
tion s = B[A (2)] qui transforme E en (5 est continue au point z, rela-
tivemenlt 4 E.

Mais lorsqu'on vent étendre cette proposition au cas de transforma-
tions dépendant chacune de plus d’un point abstrait (ce qui nous est
nécessaire pour la suite), on rencontre une difficulté si 'on essaie de
'appliquer aux espaces (V) les plus généraux. C’est pour lever cette
difficulté que nous avons introduit ici la condition 12° d’ailleurs néces-
saire dans bien d’autres circonstances (£. /., p. 184 el suivantes).

Supposons, par exemple, que = g(u) et y =h(u) soient deux
transformations d’un ¢nsemble E de points abstraits « apppartenant a
un espace algébrophile | ou plus généralement un espace (?7) vérifiant
la condition 12°], les points abstraits @, y décrivant deux certains
cnsembles IY, G, appartenant respectivement 4 deux espaces algébro-
philes (ou plus généralement deux espaces ()] distincts ou non. Soit
d’autre part 3 = ¢ (@, y) une transformation faisant décrire a z un cer-
tain ensemble H appartenant & un espace algébrophile (ou plus géné-
ralement un espace (V)] quand @, y restent simultanément dans F, G
respectivement. ‘

Alors si z = g(u) el y = h(u) sont respectivement continues en u,
relativement a E, et si la transformation s = ¢(z, y) esl continue par
rapport au couple z, y au point x, = g(u,), yo=h(u,), relativement
aux ensembles IY, G, la transformation 5 =¢| g(u), ~(u)] de E en H
sera continue au point «, relativement a E.

En effet, soit T, un voisinage de 5,==¢(z,, y,);il v a, par hypo-
thése, deux voisinages V, de z,, W de y,, tels que s =;(=, y)
appartienne a T, quand x et y restent respectivement des points

(V) Démonstration de quelques proprictés des ensembles abstraits (dmer. Journ.
Math., vol. L, 1928, p. 47-72, § XXII).

Journ. de Math., tome VIII. — Fasc. I, 1929. 11
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de F.V, et de G.W,. Il y a alors, par hypothése, deux voisi-
nages U,, U, de.u, tels que si u reste dans E. U, ,  reste dans Vel
si « reste dans E. U, y reste dans W .. En vertu de la condition 12°, il
y a un voisinage Uj de «,, commun 4 U, et U, . 1Ly a donc un voisi-
nage U, de u,, tel que si u reste dans E. U, z reste dans T, ce qui
démontre la proposition. On voit que la démonstration suppose seule-
ment que , y, s, «.appartiennent a des espaces () el que I'espace ()
décril par « salisfait a la condition 12°.
[

18. Coniinuité d’une combinaison linéaire de transformations conti-
nues. — Soient les mémes transformations = g(u), y = h(u) el
prenons en particulier ¢(x, y)=a.x+ .y, ol a ct 3 sont des cons-
tantes réelles quelconques. En vertu de la condition 15°, ces transfor-
mations X=w«.z, Y = {.y sonl conlinues en x et y vespcclivemenl.
D’aprés ce qui précéde, les transformations N =«. g (w), Y = ./(u)
sont continues au point u,. D’autre part, d’aprés la condition 14°, la
transformation Z = X + Y est continue par rapporta l'cnsemble de X
‘el de Y. Donc, d’aprés ce qui précéde, la transformation

L=a.g(u)+p. () ‘

de u en Z est continue au point u,, relativement a IS,
Soit k(4.), une fonction numérique du nombre % ; et soit «, un point

abstrait fixe. Alors
L= (0). 0,

est une transformation du nombre 4 dans le point abstrait z. Si k(#)
est continue au point %,, il en sera de méme de la fonction ¢ de . Car
pour deux valeurs 7., %, de 7, on aura des points ¢, ¢,, Lels que

Q= Lol = () — R () ey

Si u, étail Vorigine, ¢ serait fixe, la proposilion serait évidente. Sup-
posons «, % O el soit V, un voisinage de ¢,. D’aprés la condition 17°,
comme ¢ reste sur la droite Ou,, il suffit, pour que ¢ soit dans 'V, , que
|| ¢ — t, || soit assez petit, par exemple inférieur & z. Il suffit pour cela
que

() — k(he)| <

&
N’



LES POLYNOMES ABSTRAITS. 83

inégalité qui aura lieu quand A sera dans un voisinage convenable:
de A,. '

16. Soil

¥ = uy—+ Apatly == oo oty

ol iy, Uy, ..., u, sont des points abstraits fixes et %,, ..., A, des
nombres réels queiconques; c’est une transformation du point eucli-
dien de coordonnées numériques A,, ..., A,, dans le point abstrait .
On verrait comme plus haut que cette transformation est continue
pour tout systéme de valeurs de A, ..., %, Plus généralement, la

transformation
U=yttt .o bty

du point euclidien (4, ..., 4,) dans le point abstrait U sera continue
pour tout systeme de valeurs de &,, ..., A, telle que g() soit continue
au point u correspondant. |

En particulier,

T=ty+ htt, - Witg—+ ...~ Mup= f(4)

est une transformation du nombre 2 dans le point abstrait T el cette
transformation est continue pour toute valeur de A.
D’ailleurs, on a évidemment pour Lout entier s
AT = [A9A ], + [A9 32 ]y -+ . .+ [A92 ],

Donc :
AT =Ah.. Adrle, AT =o.

Si donc #,5£ O, la transformation du nombre 7 dans le point abs-
trait T est d’ordre entier » exactement.

Nous allons établir la réciproque de cette proposition. KFaisons
‘d’abord une remarque. '

Soient
o Ag(e)=ge+ Bu) —g(u),
A? o(u)y=247, A, g(u)
=g(u+ DA u+Au)—glu+Au)y—gle+Au)+ glu),

...............................................................

" les différences successives d'une fonction abstraite g(u). Si cette fonc-
tion g(u) est continue quel que soit u, si A,u, A,u, ... sont fixes,
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chacune des différences successives de g(«) sera une fonction continue
de u, quel que soit z, comme il résulte des raisonnements précédents.
Car la différence s de g(u) est une combinaison linéaire & coeffi-
cients constants de fonctions de la forme g((z - 1) ol y. est un point
abstrait fixe, de sorte que g(« -+ .) est une fonction continue de u.

17. Transformation d’ordre entier d’un nombre en un point abstraat.
— Avant de chercherl'expression générale des transformations d’ordre
entier M =F(m), d’un point abstrait m ¢n un point abstrait M, nous
allons considérer le cas particulier ou la variable m est un nomhre 7,
la fonction ® () restant un point d’un espace algébrophile.

Nous avons vu que l'expression

(7) Uy hotty .o =0y

oll Uy, Uy, ..., u, sonl des points abstraits fixes el 4 un nombre, est
une transformation d’ordre <r, et d’ordre = r si u, 54 O.

La réciproque est évidente pour »= 0. Car si AD(A) = O, c’est-a-
dire si ®() + A%)=® (L) quel que soit le nombre A}, alors le point
abstrait ® (p.) est indépendant de . et peut étre désigné par w,.

18. Démontrons maintenant la réciproque pour r=1. Sil'on a

A2 d(d)=o,

on a
Az[(p()\—i—A,)\)—-(p()\)] = 0.

Donc la fonction
B+ AN) — D(1),

qui est continue en A, est un point abstrait fixe quand 2 varie

Q7+ AL — D(N) =, (AL).

n permutant 4 et A, A, on voit que

(7 + A, %) — D) — D(A, )

est indépendant de 7. et de A, %, et par suite est le point — ®(o),
comme on le voit pour 4 = 0 = A, %.

Posons
X(;‘):d)()‘) —(I)(O),
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et, pour abréger, posons 1. = A, alors
x(h A p) =g () + x ()

Nous avons une équation fonctionnelle analogue a la célébre équa-
tion de Cauchy [et nous supposons comme lui ®(?.) et par suite y(A)
continue], mais avec cette différence que () est un point abstrait
(d’un espace algébrophile).

Nous allons démontrer que (%) =7.%(1). On démontre comme
dans le raisonnement classique que cetle égalité a lieu pour A rationnel.
Supposons maintenant A nombre réel quelconque et soil %, une valeur

h ’ ~ ) I 1 .
rationnelle approchée de % & ~ prés (nentier). On aura

1) = Loy =[7(2) — (k)] + [ —=2).%2(1)]-

I.es deux points entre crochets sont pour r assez grand dans deux voi-
sinages donnés du point O, en vertu de la continuité de () et des
conditions 11° et 17°. Donc le point du premier membre est pour n
assez grand dans un voisinage donné de O, en vertu de la condi-
tion 14°. . .

7.(#)— 1.7 (1) doit donc appartenir a tout voisinage de O, ce qui,
d’aprés la condition 13, n’est possible que s'il est confondu avec O,
“clest-a-dive si

2 (h)=2.7(1).
Par suite, on a pour toul nombre réel %
®(2)=h.4(1) + ® (o),

ol y (1) el d(0) sont certains points abstraits fixes, de sorte que la
réciproque annoncée est bien démontrée pour r=1.

19. Cette réciproque étant démontrée pour r = o et 1, supposons-la
vraie pour rSn—1. .
Si ®(2) est d'ordre entier n,

O = A ®(R) = A [D(% +74,,,0) — D).

La quantité entre crochets est, comme ® (1), une fonction continue
de A et sa différence d’ordre n est nulle. Cette quantité est donc une
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fonction de A d’ordre n — 1 au plus. Il en sera évidemment de méme
de '
Wk, ) =@+ ) —®(A) —O(p),

ét comme cette expression est symétrique én ) et |, elle représente
aussi une fonction de 1 d’ordte n — i an plus. D’ailleurs
Wk, )+ W(h+ @ V) =Bk +p+v) —BA) —D(p) — O(v).

Donc le premier membre est symétrique en X, u, v, résultat que nous
utiliserons un peu plus loin.

Montrons d’abord comment W (}, 1) dépend des nombres % et 1.
Puisque U"(, 1) est d’ordre n — 1 au plus, on peut, par hypothése,
écrire

(8) W p)y==u () +doa () .o 0 e, (1),
et puisque W'(A; 1) est symétrique en 7 el ., .
(9) W py=uo (M) ot (X)) =+ o ™ tg (B,

Lemme. — Or, considérons, d'une facon générale, une expression
de la forme

(7) ' ./.()"):"u“*' )‘”1‘{‘--.—?‘7././/,..

"ol u,, iy, ..., 1, sont des points abstraits fixes.
On peat Lrouver des nombres A¥(o<h<r, 0<k<r) tels que
AR (- AR =0 pour Je £k,
AR e ()AL =
On aura donc en multipliant 4 droite par u, et «, et ajoutdnl pour
k=1, ..., h—1, 41, ..., r
(11) ALY = A= ) =y,

Ceci montre, cn particulier, que les points abstraits u,, u,, ..., u,
sont déterminés uand on connait /(). -
Cest-a-dire que st

R R I B L T =N Iy (Y N s iy T
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quel que soit le nombre '\, on a

== Uy, Bi== Uy, e Vp== U,

Cette remarque nous sera utile dans la suite.

20. En appliquant la formule (11) aux égalités (8) et (g9) pour

.= n—1, on voit qu'on aura
() =AW, ) Ao+ AP ()
=A g () o () R A A a () A e () AL
Donc u;,(1.) sera aussi une expression de la forme

(Y =Vor+p.Yin-. oo p NV b

ot les V, , sont des points abstraits. De sorte que finalement

h=zn—1 h=n—1 hk=n—1

2 Mo (p) = 2 z Pk N g

ho=0 h=0 kh==0

Alors en appelant Y, (7, u.) la somme des termes du second membre
pour lesquels /i -+ £ = ¢, on aura

WO )= Wyt W,(h, ) 4.+ Wo(h, )
(avec r<2n—1) et, par suite, quel que soit le nombre ¢

Ued, tp)=W,+t. W p)+...4+ 7. W, (A, p).
Or

qg=r

Wtk () 4+ Wk Ly 09) =3 0. Wy (0, )+ Wy (A + )],

q=0

égalité qu’on peut écrire sous la forme
q=r

G0ty by v):E 0 .0,0% @& v),
//:“

d’ou, d’apreés (11),
04(2, Py V) ==AL 001, A,y v) L AL O(r 41, A G, ).
Comme 8 (¢, A, ., v) est symétrique en A, i, v quel que soit ¢z, il

en résulte que 8,(%, 1, v) est aussi, pour h=o, 1, ..., r, symétrique
en A, (, V.
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Licrivons que I'expression
04 (hy s v)=W, (% ) + Wy (3 + 1, v)

est symérrique en 4, |4, v el pour cela rappelons-nous que W', est de la
forme

W, (hy p) =2 5,+ M 5 ...+ pi.5,.
Donc

0, (0 v)._[/’/—l-(/+ Yl GaA4 [P 4= (04 )ty ]S
= [P E R e (B )RR s (7). 5y

C’est un polynome abstrail de degré g au plus en % ot le coefficient
de A7 est le point abstrait 2.5,. C'est de méme un polynome abstrait
en 1., ol le coefficient de p est 3,4z, et un polynome abstrait en v,
on le coefficient de v/ est z,. En vertu de la symétrie de 0,(%, , v)
en A, i, v et du lemme démontré plus haut sur I'unicité des coefficients
d’un polynome abstrail, on en déduit

25T Sy 5y =T 3,
d'ol
33 =0=xz

)

De plus, les cocfficients des différentes puissances de 7 doiveni étre

syméiriques en u. et v. On a de méme en égalant les coefficients de
21Tyt el de 7\’/"" hty
) \

M - Y o /2
(‘lp Jie | Sh—1— (‘/;-| ~1e
o N 7

Sl == <3 <
(4// I+ (-‘r/

H

Donc
W, (hy )y = (G 4= Gl L+ C’,//““l.p.‘/—1)é-z,

= 5 [(h A4yt sy— Wz — i3
=(.+p).B,—w.B,—p7.B,

en posant B, = :7.:... Par suite,

g=r

W (2, p) =Wyt 3 [(h -+ o) B, — 10.B, — p1.B,]
(=0

=g(h+p)—g(2)— g(@),
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en posant

q=r

g ;Z 2B, —W,.
q7=0

Alors en posant
HO)=®0) — g(),
ona
(k) = H (%) + ()

et H(A) étant, comme @ (%) et g(1), une fonction continue de 2,
H(%) étant en outre distributive, H(%) sera d’ordre un au plus et
d’apres le paragraphe 18,

W=7 1L(1).
Donc

=r

GOy =2.11(1) — llq,+2 .8,
=0

ot H(1), W',, B, sont des points abstraits indépendants de i.

Ainsi ®(7) est un certain polynome abstrait en X, de la forme (7).
En outre, le coefficient de la plus haute puissance de A dans ®(%, 1)
est .. B, et cette puissance est 2=, Comme W (A, 1) est d’ordre n — 1
¢n 7 au plus, on a donc n2r et par suite ®(A) est une expression
de la forme (7) de degré n en &, au plus. D’ailleurs si ®(3) était de
degré inférieur & n, il est évident que A" @ () serait nul. Donc si ® (%)
est d’ordre n exactement, ®(7.) est de la forme

GOy =we+ o, Wy,

ou u,# O.

21. Cas général des corresnondances ponctuelles entre espaces algé-
brovhiles. — Supposons que M = F () soit une correspondance ponc-
tuelle entre points de deux espaces algébrophiles. Nous disons qu’elle
est d’ordre n au plus, si elle est continue et si A"*"F(m)= O quels
que soient les accroissements A,m, ...,A,,,m. Prenons en particu-
lier m=.£, ol &, est un nombre variable et £ un point abstrait fixe,
de sorte que

Akm = Akl. i,

ou A, A est un nombre. Alors F(A .£) est une certaine fonction continue
Journ. de Math., tome VIII. — Fasc. I, 1gag. 12
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de &, ®(%) et A"+ d(1)= O, en désignant par le premier membre
la (n+4-1)“" différence de ®(}) correspondant aux accroissements
numeériques arbitraires A}, ..., A, . D’apreés ce qui précéde,

(13) F(RLE=Vo(E)+ 2.V, (E)+...+ M. V(%)

V,(&), V. (£) étant des points abstraits indépendants de .
D’aprés une formule analogue 4 (11), on aura

Vi) = AL FE) 4+ .+ AL B[ (- D)2,

les AZ étant des nombres. Par suite V,(£) est comme les F(h.£)
d’ordre n au plus. Enfin si A et 4 sont deux nombres arbitraires, on a

Vo(B) + A Vi (8) ..+ Dpn Vo (8)
=F(hp b)) =F(h.p.B) = V(b)) + A V(&) +. oo+ WV (pn8).

Et, d’aprés le lemme démontré plus baut (§ 19), les coefficients de ces
polynomes en 7 sont égaux. Donc

Vo( . B) =V, (&), Vi(p &)y =1V, (&), Va(p B)=p".V,(2).

En résumé, si M == F () est d’ordre n au plus, on peut écrire I (m)
sous la forme

(14) F(m)=V,+ V,(m)+...« Vy(m) ...+ V,(m),

otl, quel que soit 'entier A<n, V,(m) est d’ordre au plus égal a n et
est « homogéne et de degré d’homogénéité égal a A », c'est-a-dire tel
qite

Vi(hom) =V, (m),

quels que soient le nombre . et le point abstrait m.

En d’autres termes, toute fonction abstraite d’ordre entier peut étre
considérée comme une somme de fonctions de méme nature, mais cha-
cune homogéne et d’un degré d’homogénéité au plus égal a Uordre de la
Sonction. De plus, cette décomposition est unigue; étant donnée F(m),
ses composantes homogeénes de degrés différents V,, V,(m), ..., V,(m)
sont bien déterminées, puisque ce sont les coefficients des différentes
puissances en A du polynome abstrait F(%.m).

I1y alieu de remarquer pour chacune des composantes homogénes
de IF(m), non seulement queson ordre est au plus égal & celui de F(im),
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mais encore que cet ordre est égal au degré d’homogénéité de ladite
composante.

D'une fagon générale, si une transformation N =y (m) ¢st d’ordre
entier ct est homogéne, son degré h d’homogénéité est égal a son ordre p.

En effet, soient m,, m,, ..., m,, r points abstraits distincts, et A,,
Aay o1 .y A, rnombres quelconques. En conisidérant m,, ..., m,comme
fixes, v (%,m,+...4+h..m,) sera une fonction (X, ..., %,) des
nombtes ,, ..., A, qui sera continue par rapport 4 I’ensemble de ces
variables. Elle sera d’ordre p au plus par rapport a chaque variable 2,,
hay oo oy A prise séparément. '

Ce sera donc un polynome abstrait et de degré p au plus, par rap-
port a chacune de ces variables. En répétant un raisonniement fait plus
haut (§ 20), sur la fonction ¥'(), p.), on verrait que cette fonction
peut s'écrire sous la forme '

O .. 1) =300 ki A

7 Sgyeeasd )
ol les A sont certains points abstraits et ot s,, ..., s, sont tous <p.
Alors on a pour tout nombre 1.

PRIV 0 A= O L Ry
= @(phy, o ph) = Spieen i Ay,

Et, d'aprés le lemme du paragraphe 19, les polynomes abstraits
en 1. qui forment les termes extrémes doivent avoir mémes coefficients,

c’est-a-dire que
S s =h.

Ainsi, si y(m) est d'ordre entier p et de degré d’homogénéité /,
7.(hy.m,, 4. ..+ ~,.m,) est un polynome abstrait en A,, ..., A, qui
est homogeéne et de degré / par rapport a I'ensemble de ces » variahles
numériques. Ce résnltat intermédiaire nous sera utile par la suite.

Dans ce qui précéde, le nombre 7 a une valeur entiére quelconque;
prenons 7= /-1 et donnons & 4, A, ..., A, des accroissements A, 1.,
Aiks, ...y Ay hyyy tous nuls, sauf A;), qu'on prend égal a 1.

En considérant %, ..., %,,, comme les coordonnées d'un point a,
ce point subira des accroissements A, e, A, qa, ..., 4., a, —A,a ayant
pour projections Az 4y, ..., Ayhs.,. Alors

AR = Ay Ar. .. A, O(Ry. ..y M) = S[A% 0 i ] A
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Mais puisque s, +. . . 5,..,=h, la différence d'ordre # —+ 1, par rapport
al'ensemble des variables 4, ..., A;., du polynome %3, ..., A+ qui
est de degré A, est nulle. Donc A¥+"@ = 0. Or il est manifeste que

AN @Ry, ..y W)= AWy (),

ou /n recoit les accroissements successifs m,, m,, . .., m, qut sont arbi-
traires. Par conséquent y (m) est d’ordre égal & /i au plus. D’ailleurs
si 7 (m) était d’ordre inférieur a /2, @(%,, ..., %) ne pourrait étre
d’ordre /, contrairement a ce que nous avons prouvé.

Ainsi dans la formule (14), V,(m) est d’ordre /o cn m, en méme
temps qu'il est homogeéne de degré 4. Dés lors, A [*(m) se véduit
a A"V, (m), de sorte que V,(m) = O.

En résumé, soit M = I(m) une correspondance d’ordre entier n entre
deux espaces algébrophiles, distincts ou non. On peut alors écrire V¥ (m)
sous la _forme d’une somme '

F(m)y=V,+ V,(m)+ Vy(m)+...4 V,(m)

de fonctions abstraites chacune d’ordre entier au plus égal a n, chacune
homogéne et d’un degré d’homogénéilé égal a son ordre, certains des
termes V ,(m) pouvant disparaitre, sauf celut qui est d’ordre n. De plus
une telle décomposition de 17 (m) est unique (lorsqu’on a préalablement
réuni les termes du méme ordre).



