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1. UNIFORMISATION DES FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES. 381

Suwr 'uniformisation des fonctions lypergéométriques
de M. Appell au moyen des fonctions modulaires
de M. Picard;

Par J. RAMPE DE FERIET.

1. Je me propose de mettre en évidence, dans ce travail, un lien
nouveau, qui semble étre trés naturel, entre les fonclions hypergéo-
métriques de M. Appell el les fonctions modulaires de M. Picard :
que les deux illustres maitres, dont ce journal célehre le jubilé scien-
lifique, venillent bicn agréer en hommage de trés profond respect, ces
lignes qui ne font ue rapprocher deux chapilres de leur ceuvre
mathématique.

Les fonclions hypergéométriques, dont il sera question dans ce
iravail, sont les quatre fonctions de deux variables, introduites dans
I'Analyse par M. Appell.("); je ne m’occuperai explicitement, a vrai
dire, que de la scule fonction F,(«, B, 3/, v, #, y); mais cela suffit
dans le cas actuel, car les trois autres fonctions se raménent immédia-
tement i celle-fi par des transformations simples.

Le-symbole &, («, 3, ¥, v, @, y) désigne la fonction des deux
variables complexes a et y, définie par le prolongement analytique de
la série double hypergéométrique

mo=n) (B, my (o)

I: 2 Rl . .oy )= ﬂ[(a’ i
(o 35 B 7 ) Za(-/. man)(r, m)(1, /I,)T J

(1) Pour ce qui concerne ces fonctions, voir P. AverLt et J. Kamer pe FEuieT,
Foncetions hypergéomdtriques el hypersphériques; polynomes d'Hermite (Gau-
thier-Villars, 1926). Voir aussi : P. Avvgre. Séries hypergéométriques de plusieurs
variables, ... (Mémorial des Sciences mathématiques, fasc. 1),

Journ. de Math., tome VIIL. — Fasc. 1V, 1929. [l()
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dont le domaine de convergence absolue est |x| <y, |y |<1. Celte
fonction vérilie le systéme de Lrois équations aux dérivées particlles

\‘ a(l—ax)r-4-y(0—a)s+|y-—(a+p4+Vrlp—3yy —as =o,
(1

CrQe= ) (=) s Ay - (e By g - Blap - afi s =0,
(=) )53 p+Ly=o.

On en déduit que &, cst une fonction multiforme, admelianl dans
lespace a quatre dimensions &, | R (), J(x), R(y), J())] sept
multiplicités singuliéres a deux dimensions

(2) w=o. L= I= B, ry=o, =, V==, 2=y

‘ntre quatre branches de 7, exisle une relation linéaire a coefli-
cients conslants; en dehors des multiplicités (2) toute branche est
holomorphe; dans le domaine d’un point d'une multiplicité singulicre
on connail loujours Lrois brauches indépendantes, qui sont égales a
des founctions holomorphes multipliées par des facteurs de forme
simple.

Soit @ le domaine déduit de &,, en y tracant comme coupures les
cinq multiplicités i Irois dimensions

g LRy < H+w, J(x)=o; A 1IR(V) <% J(r)=o:
(3) — %< R{x)Zo, J(e)=0; — <l R(V) Lo, SO ) ==0;
? 0L Ry — 1) <+, J(y —.)=a.

Toute hranche de &, est uniforme dans @3 on passe d'une hranche
4 une autre quand on franchit une des cing coupures; exceplionnel-
lement la branche principale 7;,— prolongement direct de la série, —
esl régulicre pour x=o0, y=o0, yv=u; clle reste donc uniforme
quand on ne conserve comme coupures que les deux premiéres multi-
plicités (3); M. Picard (') a établi que cette branche parliculicre est
représentée dans Loul son domaine d’exislence par Iintégrale

V(e Uiy o) _, T s y 2
__(___) ,/_.___)3-l: R ] ,([.'.. 1)l /"'(/ —) I"(/.—'l')""(‘ dt.

h =Ek

(V) E. Preawn, Sur une ertension awr fonctions de dewr varichles du probléme
de Ricmann relatlf aus fonctions hypergéomélriques ( Comples rendus, t. 90,
188, p. o467,
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Ce résultat suppose que R (%) >0 el R(y =) > o0; mais on peut
Loujours se ramener a ce cis, moyenuant des formules de récurrence (*).

Les fonctions modulaives de deux variables ont été découvertes par
M. Picard (*), cn considérant le systéme des équations (1) pour la

. - L1 ] , . o« e ’
fonction :'"<:—;-, 3 I,.‘l/',,)/); en desxgn:mt par 3y, 5., 3, trois 1mnte-

/ .
grales indépendantes, convenablement choisies, de ce systéme, il a
démontré que inversion des rapports

oo Bl ) BN EID)

Ty ) Tonay v)

donne pour .z et y deux fonctions uniformes = X(%, 1), v=Y(£, 7)),
holomorphes dans tout leur domaine d’existence A

(5) - 2R (5) <o,

et demeurant invariantes pour loutes les substitutions linéaires

NS B Ly

T T n=
N By 7 !

S A
\Z 4= B 4G

(6) Y= e

d’un groupe S dérivant de cing substitutions fondamentales. Ces deux
fonctions forment ainsi un excmple tres simple de fonctions hyper-
fiichsicnnes et leur analogie avec lafonclion modulaire justific pleinc-
menl leur nom.

Se Uon. exprime paramétriquement les wariables x el y par les deux
Sonctions modulaires w =X (%, 1), y = Y (£, 1), lu_Jonction hypergéo-
métrique (2, 3, ', v, x, ¥) desient elle-méme une fonction uniforme
F,= (&, 1), réguliére dans tout son domaine d’existence As lorsqion
effectue sur Z el 1y les substitutions du qroupe S, x et Y reprennent la
méme valeur, tandis que les valeurs de ¥ (5, 1) représenient successivement
les diverses branches de la fonction 5 .

(1) On peut aussi se débarrasser de cetle restriction en remplagant l'intégrale prise

I long d’un chemin rectiligne par unc intégrale prise le long d’'un double lacet de
“Jordan-Pochhammer.

(%) K. Preawn, Sur des fonctions de dewr variables indépendantes analogues
awr: fonctions modulaires ( Aeta mathematica, . 2, 1883, p. 114); voir aussi t. 1,
1882, p. o297, eL b B, 1884, p.otont Annales Sc. de UEcole Normale, 3¢ sévie, 1. 2,
1880, p. 381; Bulletin de la Sociéié mathématique, t. 13, 1886, p. 148,
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J'établirai ce résultat (') en donnant a pactir de l'intégrale (4) une
expression effeclive de la fonction uniforme F (&, v), au moyen des
fouctions théta de Lrois variables liées & la relation algébrique, dont
Pétude fait 'objet des numéros suivants.

2. La velation algébrique de genre 3,
(7) sl==(t—e)(l —e)(L-—e)(l—e),

-a ¢été d’abord étudiée d’ane maniére approfondic par J. Thomee (*);
dans ce travail trés complet, qui scmble malhcureusement avoir
¢chappé a ceux (ui sc sont ensuite occupés de la question, il éLablit ce
vésultat fondamental que les neuf modules de périodicité des intégrales
normales de premiére espice s'expriment au moyen de deux d’entre
eux; puis il donne de nombreuses formules importantes relatives anx
fonctions théla formées avec ces modules, notamment les expressions

des racines cubiques (’/(L,——(,%a)(t._.——('z)(t;,—e,‘) et des cuantités

Ry r— . g . . vy ey .
\/E'—,e’- au moyen de quolients de fonctions théta; j utiliserai trés
y— Ca

souvent ses résultats, en adaplant toujours ses notations a celles qui
me semblent les plus courantes (*).

La relation (7) fut de nouveau considérée par M. Picard dans le
mémoire fondamental (*) qui le conduisit a la découverte de ses fonc-
tions modulaires; il retrouva le résultat relatif anx modules de pério-
dicité el donna l'expression élégante (16) de ces neuf modules.

Cette méme relation joue encore un grand role dansun mémoire de
M. R. Alezais (*), consacr¢ & approfondir I'étude des fonclions de
M. Picard, qui contient plusieurs résullats intéressants sur le groupe

(1) Un bref résumé de la démonstration a été communiqué au Congrées des Mathé-
maticiens 4 Bologne le 3 septembre. 1928,

(2y J. Tuomar, Ucber cine specielle Klasse Abelscher Funclionen vom Gesch-
lecht 3. (L. Nebert, lalle, 1879). — Ce Mémoire sera désigné en abrégé par T,

(3) En tichant notwmment de conserver le plus possible les notations du Lelrbuch.
der Thetafunktionen de A. Krazer.

(+) Actee mathemalica, t. 2.

(%) R. Avgzais, Sur une classe de fonctions lyperfiichsiennes et sur certaines
substitutions linéaires qui s’y rapportent (Annales Se. de PFcole Normale,

2

3¢ série, t. 19, 1902, p. 2061).
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S et le groupe T' dont il est un sous-groupe ct quelques-unes des for-
mules de transformation des fonctions théta.

3. Lasuarface de Riemann de la fonction s(¢) a trois feuillets et cing
points de ramifications; la figure indique comment Thomee choisit
les lignes de passage ct connccte les feuillets; les trois rélrosections -

@,

Feuillets et 2
by

e Feuillet 1

........... Feuillet 2 — e _Feuillet 3

€an, by) (z=1, 2, 3) sont également en évidence; nous désignerons

par (¢, s) un point de la surface de Riemann, par R cette surface, par

R’ cette surface renduce simplement connexe. Comme il intervient &

chaque instant une racine cubique de I'unité, posons pour abréger
2Ly iv3

/ —=¢ " D= et

2

4. Considérons les trois inlégrales de premiére espéce linéairement
indépendantes '

i, ) AR i)
v dt "t Sedt
(8) “'1“:"'):/‘ S wa (4 “):j (—{’ wy (L s>:f )
iz, =) " (

)

{r,

v, )



S

(10) 2
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soient A,y et By les modules de périodicité de n,(¢, 8) relatifs anx
coupures de premiére el deuxiéme espéce as et by (%, 3=1, 2, 3).
Des formules données par Thomee, on déduit qu’en posant

’ 1

3o ; Ay .
! IS LTl =y v il O 3),
(‘.)) "\’l -t ’.\2‘ n?‘. (‘/ ! * )‘

le tableau des 18 modules prend la forme snivante :

N Ap=—7 A, Apg=a\,. Byy—= -/ E,l A Ba=-Jn N\,
Ay A= = "Ny, A=Ay, By 250, T 0y Ay
Agy Ap=—/2N,, Na=a Ny, By= — /PNy Byy==— s Ay,
n oulre, entre les £, 7, on a les deux relations
(11) U et £y - Sy =2 0. Ty Tl A= St Sy== 0L
Introduisons trois intégrales proportionnelles aux premicres
. 1 oW (s . 1 w,(l, s
(12) Wil )= — ——'—(—--'), W, it §) == —, =22 ),
1= Ny Y A Y
| I A O B
Wit §) == —— —"-—-l;
P AR P

les valeurs prises (sur R’) par ces intégrales aux points de ramification
ont uneforme trés simple

IW, (e o)=1 El"J'" 2y,

3Wa (5 0)== 5

Vy ’.J)’_,::'.,
(3) ] S Walmer=o,

IW (e, 0)=m0 4 Ca - Tz, SW, (e, o)==,

Comme il est clair, d’apres (9), que les %, 7, sont des fonctions
homogénes de degré o des ¢,, on tire immédiatement de ces formules

) W e, 0)—W,(e,. 0)

_ Wole.0) o
e == W e, o)

P

: W, (e, 0) ’

.

Iy

8. Soienlu, (2, ), us(t, 8), (1, ) les Lrois intégrales normales de
premiére espiee; le tableau de lears modules de périodicité devra éire
de la forme

. . a, b b, b,.

, Uper oo, 1 0 0 0 T T
(11) - - -

Usevvon. 0 1 0 oy T Tay

us . 0 O 1 CEl Tha s
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[En exprimant ue les périodes des u, sur les coupures ag ont les
valenrs vonlues cl en se reportant au tableau (10), quidonne immédia-
tement les périodes des W, pour ces mémes coupures, on obtient les
trois relations

(r—7y W= ‘T" e (R BT S (T
Lt
(13) Sy Wy MR Hy = Uy A= M1yl
2l .
(- W= (\_‘ =y Ju g,
| i3

i

De ces équations, en considérant les coupnres by et en prenant dans
le tablean (10) les valenrs des B,5, on déduit ce résultat que les neul
modules =, s'expriment trés simplement au moyen des ., N, el
méme, en tenant comple des velations (11), an moyea de %, 7,3
jécriral désormais £, 1, en supprimant I'indice, & la place de £, v,

| -

(f =) (—jZ40"), == /%0,

‘ = -:,'./'(./' — 2l ynt). T

=gl ) gl T 3/ = 1) (22 =17 ). T =1,

—~ — 7Y
s Can T .

I

T :/" B Tan

Ce tableau est identique, 4 des changements de notations pres, &
) I 4 ’
celui de M. Picard.
De (13) et (15) on tire facilement les valeurs des intégrales normales
(sur R") aux poinls de ramification ('T., p. 15):

Su (L, s) Ju,it, s Ju,ll, )
(o, ©) 0 0 0
(e, 0) L2 =T k27; e e T T
(€4, 0) LTy = T =Ty V=T T T
(€2, 0 T S Tap 7 Tag Ty Taa
(e, 0) 1 1 0

6. Introduisons maintenant les fonctions théta de trois variables
construiles avec les modules =, 5 du tableau (16); soit d'abord

(17) oy, myo m)) =Tl Ztyymymg

la forme quadrutique fondamentale construite avec ces modules. La
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série triple qui définit la fonction théta avee une caracléristique donnée
L4 M .
secrit :

(18) < & S & (v, ¢ ‘,”‘-):‘\_"e./'(u,,,/u,,ru,\'
by hy by ]P0

[y myy ) =@ (my+ gy My~ go, Ny g) :
A2 TE[(ny--8)) (0) 4 Jy) - (1148 ) (- Ty ) A= (M4 830 (92+ Ji) ).

la sommation étant étenduc i toutes les valeurs cntiéres positives,
négatives ou nulles des m,. Pour que la série (18) soit absolument et
uniformément convergente (par rapport anx ¢,) il faut et il suffit que
la'forme quadratique X/ (7,35)m,ms soit définie positive, ce qui, toutes
réductions failes, s’exprime par la condition

(5) [ni*4-2®R(2) <o,

Toute fonction théta est donc une fonction enticre de ¢y, ¢,y ¢y, tani
que £, 1, est dans le domaine A défini par (5); en outre ¢'est une fonc-
tion de £, 1, par U'intermédiaire des =45 d ressort immédiatement de (16)
que c'est une fonclion uniforme ct régulicre de %, dans tout le
domaine A.

Les caractéristiques des fonctions théta, qui interviennent dans ce
» 9

probléme, appartiennent toutes 4 un mdme Lype, ce qui permetira

d’introduire un symbole plus maniable que (18) en posant

: T 7. VA
('9) 31,[14.‘/("1- Py Py)==e ¢t B (045 1as 1% ),
v v +1
3 3 3 2

Ay 1, v désignant trois enticrs positifs, nuls ou négatifs; quand nous
n’aurons pas besoin de metire explicitement enévidence les trois va-
riables ¢,, ¢., v, nous écrirons méme d'une fagon plus abrégée =, , ., (v2);
en particulier nous désignerons toujours %, , ,(0, 0, 0) par 3, ,,(0).

Les propriétés de périodicité d'une telle fonction sont résumées dans
la formule suivante, ot les p, et ¢, désignent six enticrs arbitraives :

(20) 3).,9.,*)("z+ Yo~ Py Toy = PaTant PuToy) = e*"'hj.l..pn‘l(vl))

H=09(py pu» ps)+ 277-'[|:P| <"|'* 5;) b I’«:("-.'" l:;) -+ /’:z(":z— {% -+ ';‘)

A A ’ 3 .
_!—(/‘3 '_(/‘.'g’_’/:: g -t ~2-> .
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Parmices fonctions il n'y en a que vingt-sepl qui sont essentiellement
distinctes, car on peut loujours se ramener au cas oll A, (., v ne
prennent chacun que I'une des trois valeurs o, 1, 2, au moyen des
rclations

W

tets e (Vo) =T, v (12 ),
2z,

\Y

-~

. ) -
(20) : ( Sipean(g)=e ? S),(L.v("z)y
Tl va) = . u.ow{¥a ).

Sur les vingl-sept fonctions 3, , ,(0) de ce type il y en a quinze
nulles; les douze qui ne sont pas nulles se réduisent a six au moyen de
la formule

T (0) =T v (0),
combinée avec les relations (21). Nous conservons les six fonctions
5‘".Ll (0)y Zosu(0)s 30.1.;’(0)3 3|.1,0((’), Z01,0(0), 31.(;.2(")'

"D’une maniére plus générale, toute fonction 3, , ,(¢,) ol

VAT —T) - PR v M (T = i) + V’/Tz’i‘-
= 3 s ry == 3 ,
P (J'I -+ }'/(7::4 ‘__'_tr:r::) —+ [J'/T:;::’

¥
D

7y u! v désignant trois entiers arbitraires, est ou bien nulle ou bien
se ramcne aux six fonctions ci-dessus, puisqu'elle est égale a
— ;—J (W= 0 W — 1—5' e =

e I3 —'/.’,y,——l_u,v-v'(‘) )

7. Ces préliminaires ¢tant posés, abordons la solution, donnée par
Thom:c (p. 34 4 39) du probléme d’inversion de Jacobi pour les inté-
grales u,(¢, ). En désignant par (¢, s,), (4., $.), (¢, 5;) trois points
quelconques de IR, nous prendrons comme arguments des fonctions
%.u.5(¥2) les trois quantités

Pa=Us(Ly: 8;) + Uy (L 5,) 4ty (L S3)-

Les (uatre formules fondameutales de Thome prennent alors la

Journ, de Math., tome VIII. — Fasc. 1V, 1929, . 5o
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forme, quelqne pea simplifice grice aux notations du n* 6

:c/(-/l e, ‘l’l)(/};4~(’!) ~ .J|4,’(‘ )

(v "
) te, ”'li("" ""l""f ) Gyt )
(23 U e (e ) )
Ry — B

\ (ry e (e, e le) e) i)

Y B Y O R N N
(21) / | 5 1 o 4 ’( p 1 ) _— "_I:p_.flA__{;’_’
ey e e e ey Foaal97)
(95) 75/, COtl e (L o) Taaa(ey)
‘ ’ \ tey -ceote, e, (?’)"' 3nnu(‘./)

De ces formules on d(-duil d’abord les expressions des racines eubi-

(ques des l'appmts - p.u' des quotients des six fonctions =, , ., i

o) ~—

arguments nuls o

(46) FEIY

k\’ w

Zura (o)

u v

.,l.(n)

Ty

waa o)

»«1.0(”J
1. 1(”)

\\'

e

L\’

[La premicre de ces é([uations, par excmple, se déduit de (22) en
faisanl t, =1, =¢,, t,=r¢,, d’oit d’aprés le tableau de la page 387,

‘ P-=a(z, 7)) Vo= (T, - Tus) ( 2( 7y -
e T e ¢, . s R
3 3 3

on applique ensnile aux fonctions =, , , el 5, , , de ces arguments les
lormules de réduction du n° 6.
Si nous faisons maintenant dans les formules (22) 4 (25)
ty== = f =,

d’ol ¢,= 3u,(1, 5), nous oblenons en tenant compte de (20)

(27) [t — ’.7_'1’_:(”._)_’7'_,'”(‘_” Z'J————————""'A AL S‘)4|,
/ (!4 - Faaato) Syl (L s)]
(28) / /',,__—3“,_,(0')'7_, w015, (0] .a,l,[)// (/._s,]
)t Zi a0 4,,,,,,[ B, (L, .s)l
(29) L= — ’F_jf.,:_'_t'.'.{_g_?‘-“' (") Su1.0(0) Fiaol sl 5)]
) ¢,y 7(; {U) ‘huul ’”./(’ S)l
(30) Lo 502000 50,00(0) Tupdd 30a(l. 5)]

e,—e kR 1 lw) RO
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Nous compléterons ces divers résultats par une derniére formule

importante (T, p. 50); le module A, est évidemment homogéne de
, . Y S EE—

degré — 1 : 3 par rapport aux e¢,; les quanlités yes—e, A, s'ex-

[}

priment trés simplement par des fonctions 7, ,,(0); une seule de ces
[ormules suffira ici,

(31) ”\"’('—4—"1“\11:/"304.1(0)7
k désignant une constante purement numérique, indépendante des ¢,.
8. La relation algébrique (7) a le grand avantage d’étre homogéne

par rapport aux e, ; mais il faut, pour revenir i 'intégrale (4), aban-
donner 'homogénéité en posant

(32) . ¢, =0, e, =z, e, =), e, = 1.

Les formules (26) nous conduisent alors directement aux fonctions
modulaires de M. Picard.

Les (,’.’IJI)I'(,'.Y.YZ.(INS de

4o—

K I‘/" 3 3 B

Vies VY, Ny = Vi—aw (r—y,

par des quoticnts des six fonctions =, , ,(0) non- nulles, démontrent
que ce sont des fonctions de %1, (par Uintermédiaire des =) uni formes
et réguliéres dans tout le domaine A

(5) 0 2R (2) <o,

en outre chacune de ces fonctons reste écidemment différente de zéro
dans tout le domaine A.

Ou déduit, en particulier, de (26) les expressions, a fortiori uni-
formes, de et y en fonction de £,

33)  a=X(5 )= o2l iy gy = Thae(o),
(53) “ (2 ) san (o) 4 (2 ) 8,I,|(0)

(]
LY W

(8

A un point (£,v) de A ces formules font correspondre un point (x,y,
de &, non situé sur unc des sept multiplicités singuliéres (2); réci-
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proquement les formules, tirées de (13),

e, 0

. v Il ,m‘u)dl
(34) : wy (9. 0) [, m 5 o _w(oy0) —w e, 0) ‘/ $

R — /

. y - = ,
2N , : Y
w, (1, o) f "l w1 0) / i
. (%, %) 8 '1:/4'7,;5.

monltrent (u’a toul point de &, correspondent unc infinité de points
(%,1) qui sc déduisent les uns des autres par des sabstitutions linéaires
delaforme (6) formant un groupe S. Cest bien le résultat qu'avait
obtenu M. Picard en remarquant que les numérateurs et dénominateurs
de (34)sonl desintégrales particuli¢res du systéme d’équations (1) de la

. -~ 11 1 ’ . ~ .
fonction J, (§’ 530 1, &y y>. Il a démoutré que le groupe S dérive

des cing substitutions fondamentales

S, = ¢ 0= J*0,

S, =i l—)n+ 0, =

Sy B N A E AR W A SR

s e SIS : S B
Ry = Er Y& T =

S yr - IR A G e DSV

b = )= .

i+l —n+r (P ()

Les substitutions fondamentales transformant en lui-méme le domaine
A, toutes les images (£, 1) d'un point (x, ) de &, non situé sur une
multiplicité singulicre sont done a Pintéricur de A, Quand (%; ) déerit
une courbe fermdée intérienre a A, (x, y) déerit aussi nne courbe fermée
dans &, ; mais la réciproque n’est pas vraie : lorsque (%, 1) déeril une
courbe non fermée, dont Porigine el V'exirémilé sont deux points
congrus par une substitution de S, (#, v) décrit encore une courbe
fermdée. -

Une courbe fermée de &, correspond a une courbe fermée de A ou 4
une courbe joignant deux poinis congrus, selon qu’elle peul ou non se
réduire & un point sans traverser une des multiplicités singuliéres.

Considérons, en effet, le polycdre fondamental P, du groupe S;
M. Picard appelle ainsi un domaine a quatre dimensions, intérieur &
A, tel que, étant donné un point quelconque de A, il existe toujours un
‘et un seul point appartenant & P, qui soit congru au.point donné par
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une substitution de S. Le polyédre I?, admet pour frontiére 1o faces a
trois dimensions, les arétes a deux dimensions correspondant aux
multiplicités singulicres (2) étant situées sur la frontiére de A. Les
substitutions de S transforment >, en une infinité dénombrable de
polyédres P, remplissant A sans jamais se recouvrir; deux polyédres
contigus ont en commun une de leurs faces  Lrois dimensions.

Les fonctions modulaires (33) établissent une correspondance biuni-
coque enire les potnts intéricurs de U'un quelconque des polyédres P et le
domaine @ (défini p. 382), les [aces fronticre de P correspondant aux
cing multiplicités coupure (3) (de manicre qi’a une coupure corres-
pondent deux faces de 1).

Nous pouvons donc préciser la proposition concernant les courhes
joignant deux poinls congrus de A. Soit, par exemple, I, un des
polyédres contigus a I, que nous supposerons avoir en commun avec
P, une des faces correspondant a la coupure

+ 1SR (x) <+ », J(x)=o; )
considérons une courbe joignant deux points congrns de P, et P, en
traversant cetle face. L'image de cetle courbe dans &, est une courbe
fermée (raversant une fois la coupure considérée el ne traversant que
celle-li; elle ne peut donc pas se réduire & un point sans Lraverser la
multiplicilé singuliére z=1. '

Remarcquons en terminant que le résultat fondamental de linva-
riance de x et y pour les substitutions de S pourrait se vérifier ici
indépendamment des méthodes générales de M. Picard; soient, en
effet, =,5 des modules construits par les formules (16) avec deux
quantités &', 1/, comme les 7,5 le sont avec £, 75 en supposant £, v/
liés 4 %, 7 par une des cing substitutions fondamentales, on obticn-
drail les <, exprimés en fonction des 7,43 ceci fait il suffirait d’appli-
quer les formules générales de transformation des fonctions théta a
(33) pour constater que z ¢t y demeurent invariants.

Remarquons enfin que pour ramener le domaine A 4 étre I'inté-
rieur d’une hypersphére, comme on le fait habituellement dans 'étude
des groupes hyperfiichsiens (dont S est I'exemple le plus simple), il
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suffit de remplacer & et v par les deux nouvelles variables ,,7,,

—
1
-
[
(AN

fo==\ 2 —
l“,-—\,),T-”—_—Ea

|

A
1
|
$h v

car la condition (5) se transforme ¢n
2o B = g 2 <0
Mais nous ne ferons pas ce changement qui n'apporte ici aucune

simplification essentielle.

9. Les formules (27) 4 (30) conduisent naturellement.a considérer
les quatre fonctions des trois variables ¢, :

-
5100 (0)3)  a(0) Ty, (1)
R, (¢y) = o
‘4( (0) ‘nuu(‘y)
. .
R, (¢ )*'J'(”(“)‘ ln(") “0.1.2 (“) Tiaales)
alhad-— T '“';_;“ = )
74, |(",’ Tyl €z)
~ = - -
B (g ) == 20 1o (0) T 0 (0) T, 0 (0) Ty (s ./)
G (5a) = », =
T 0]} -’0-»0(‘.4)
- = >
| : “y.1. '(”) N o(”’ "ﬁl.n.i("‘J.'
() = e 2.
"‘n 1, l(”) T ts)

Tant que (&, 1) est intérieur a A, les quatre fonctions R(«,) sont des
Jonctions méromorphes sextuplement périodiques des ¢, leurs périodes
élant définies par le lableau (14)5 ce sont en outre des fonctions uni-

Jormes et réguliéres de %, o (dont elles dépendent parles =) dans tout le
domaine A,

Si dans les formules (27) a (30) nous donnons aux e, leurs valeurs
actuelles (32) nous en lirons les formules d'inversion

(35 t= R 3u,(t, s)]. L—1 = R,[3u,(t, s)],
52) t — =R, 3uy(t, )], t—v=R;[3u;(t, 5)].

10. Nous possédons maintenant tous les éléments de la solution du
problémes il suffit de revenir a I'intégrale (4)

36 b= b L— =2 (L= Y B (1L — y)=¥dL.
(36) ( ( R —=Yy)
!
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Considérons (c. . . ¢ . Pesnace 4 six dimensi
Jonsidérons (¢, ¢,, v4) comme un point de Pespace a six dimensions

£, les éqnations

fy= S (4, s = 31, s), o=t 8)

font correspondre au segment recliligne (1, -+ =) de la surface R’ une

courbe C de I'espace E, qui, d’aprésle tableau de la page 387, a comme

origine et extrémité respectivement les points (1, 1, 0) el (0, 0, 0).
Joignant aux formules (35) 'équation

dt =N, ==Y (b= ) L= )| ity = ey 4-d ).

qui s'obtient en différentiant la premicre équation (15) et en remar-

quan L (que

et dt .
(/u‘,:: B
§ NACL— ) ==y (L)

)

nous pouvons considérer | comme une intégrale curviligne prise le
long de la courbe

(37) J = ;!; Ay, {“’((',, oo 0 (e = e, t-nedey), .
2 '

b

PO

=1, (]

T ) P R
Cette nouvelle forme de J est absolament équivalente a (36); inié-
grale curviligne est une fonction de £, v, non seulement par Pintermé-
diaire de @, mais cncore par la courbe d'intégration.

Le pas essentiel de la démonstration consiste @ remplacer la conrbe
mobile C par une courbe fixe; nous_choisirons la plus simple: : le seg-
ment de drotte D) joignant les deux points (1, v, 0) et (0, 0, 0)

(38) Fom o Ay [ iy, v ey (ol = ol i)
D)
1]

Reste a justifier la légitimité du passage de C a D. L'intégrale cur-
viligne est la somme de trois intégrales de la forme

f (P A7) (vl [ elsg),

en meltant en ¢évidence les parties réelle et imaginaire. En tout point
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ot P+ /() est une fonctien analytique des ¢,, on a les équations
classiques .
ar A0 ar- o)

= T o Il
vy, 06y iy T 0ey?

on a donc le droit de déformer la courbe d’intégration tant qu’on reste
dans une multiplicité, i deux dimensions au moins, sur laquelle on sait
que la fonction est analytique. Or, pour Vintégrale (38), les points
singuliers de la fonction ® sont les zéros et les poles des guatre fone-
tions méromorphes R(r,); ces zéros et ces poles forment dans 2, cing
multiplicités & quatre dimensions seulement

Zon(Va) = 0, Fiay(vy)==0, Ty (ry) =0,

- - X
Tioo(va) =0, Fyaal(Pg)=0;

il existe donc bien au moins une multiplicité a dcux dimensions,
contenant C et D et sur laquelle & reste régulicre.
Ce point étanl acquis, sur DD on pent poser

g, =, ', == 0,

¢ désignant une variable réelle variant de 0 &4 1. Nous obtenons donc
I'expression finale

. i
(39) )= T-ll Ay { D¢, e, 0)de.

3

)

Dans l'intégrale . sous sa forme primitive (36), (., y)estaslreinta
ne pas franchir les deux premiéres des coupures (3); de telle sorte
que, comme on 'a fait remarquer page 382, clle est susceplible de
représenter seulement la branche principale [I'(2) I'(y—=2) : I'(y)| 7,
prolongement direct de la série hypergéométrique, elfectué sans fran-
chir les deux coupures en question.’

L’intégrale curviligne (37) est identique a I'intégrale délinie (36),
sauf qu’on y suppose @ ct y exprimés en fonction de (£, 1) ; a cause de
la restriction imposée au point (x,y) celle (;xprcssion analylique ¢n
(%, ;) n’adonc de sens que si (£, ;) est dans un certain polyédre, qu’on
peul toujours supposer, pour fixer les idées, ¢tre le polyédre fonda-
mental P .

Le passage de la courbe C a la droite DD a eu pour eflet de trans-
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former 'intégrale curviligne en une nouvelle expression analytique en
(%, 1), égale a la premiére quand celle-ci est définie, mais conservant
son sens dans toul le domaine A, ou elle définit une fonction réguliére
et uniforme de £, 7. C'est ce qui est clair quand on examine 'intégrale
définie (39), identique a ’écriture prés a l'intégrale curviligne (38).
En effet, d'une part (31) donne avec les valeurs actuelles des e,

Ay =kZ,4,4(0),

ce qui est évidemment une fonction réguliére et uniforme de (&, 7))
dans tout A. D’autre part chacun des quatre facteurs dont le produit,
d’aprés (37), compose la fonction @, est également une fonction régu-
liére et uniforme de (&, v,) dans A quand ¢ varie de o & 1.

Le probleme de uniformisation de la fonction &, est donc résolu et
nous possédons une expression analytique explicite de la fonction uni-
Sormisée; s Uon exprime x et y par les deux fonctions modulaires de
M. Prcard
1,0.2(0) Fi0(0)

)
i

ALLA LA y =zl

0,1,1(0) Tia,(0)

1N
i
L0y

JSonctions uniformes et régulicres de &, n dans le domaine A,
PP+ 2®(2)<o,
la fonction hypergéométrique &, devient une fonction uniforme et régu-

liere de &, n dans tout ce domaine A, ot elle est re presentw par lexpres-
ston analytique unique

T(x)l

: L
L(y

o, B, ﬁ Yy &y y)= A T:)f O(v, 5, n)do,

lp:g"': (0) 3 c')»\’o . (0 )3)1'“,|,n(0)"‘» 1, o(o).a', 1,2(0)3%‘,1,0(0)2

() — =V [ o) S Uy ¢ C S .
0__.7';’,:“,0((), ¥, 0) 3 lf’»x(‘ (!())'J‘IL:,!I,I(V! ¢, )Jl un( y ¢y 0) "‘E:',on("v v, 0);

1,:2&4—&—{—@’—%, ;.2:-/__?—5—%" 7~:rp)—7+§a ’
: 2 1 I
)\L:g~—ﬁ—@/, 7.5::?—&—5—3! )\ﬁzy—a—'ﬁ/—gw

1 I 1 .
pp=a— 39 Hz:.5+ﬁ—/+g’ Hn:g—pv

1 ; 2
p,:;—ﬁ [.L;::*/—O!—g--

Journ. de Malh., tome VIII. — Fasc. 1V, 1929. 91
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Quand (E, ) reste a UVintéricur d’un des polyédres P du groupe S le
second membre de (/o) représente une branche bien déterminée de la
Sonction &, ¥échange des branches s'opérant quand (&, 1) passe d'un
polyédre a un polyédre contigu en traversant une des faces.

11. Lafonction hypergéométrique de Gauss F (2, 3, v, ), définie
par le prolongement analytique de la série hypergéométrique

(0’ m)(p, IN s
F(a, B, 9, 2 2(/, m)(r, m)x

n’admettant que les trois points singuliers =0, x =1, r =100, il
était clair qu'elle devait devenir une {onction uniforme de = dans le
demi-plan J(7)> o, en exprimant @ par la fonction modulaire

C'est & M. W. Wirtinger (') que 'on doit une expression analy-
tique remarquable de 5 en fonction de < sous la forme d’une inlégrale
définie

e

f 9'3-1( v 1.) C—».Y—v,,—l ( ¢ 5 bus—:'a(v l 1') 3!@—21'{—11 (V ‘ ‘t) do.
0 .

L’expression (40) peut étre considérée comme la généralisation
compléte de celle-la; un premier point cst 4 remarquer dans ce
rapprochement; les fonctions théta elliptiques sont attachées a la rela-
tion de genre un

sS=tt—1)(t—x);

il est intéressant de noter (ue pour uniformiser la fonction de deux
variables il ait fallu immédiatement passer a la relation (7) qui est de
genre 3.

(1) W. WirriNcer, Zur Darstellung der hypergeometrischen Function durch
bestimmte Integrale (Sitz berichte Akad. Wiss. Wien. (Abt. Ila, t. 111, 1902,
p. 894). — La possibilité d’uniformiser la fonction hypergéométrique au moyen de la
fonction modulaire avait été explicitement énoncée par H. Poincaré ( OFuvres, t. I,
1881, p. 7).
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Unc deuxiéme remarque c'est que les formules de transformation
classiques des fonctions théta elliptiques ont permis & M. K. Petr ('),
IF. Graf (*), A. Cermak (®) de tirer de 'intégrale de M. Wirtinger,
par une voie trés élégante, les formules de transformation rationnelles
ou algébriques de la fonction de Gauss, d'ailleurs déja bien connues
par ailleurs.

Or I'étude des formules de transformation des fonctions de M. Appell
N'a jamais été tentée 4 ma conpaissance; on peut espérer que la for-
mule (40) permeltrail, moycnnant la recherche préliminaire des
formules de transformation des fonctions 3, , (¢, ), d’aborder ce pro-
bléme d’une maniére fructueuse.

(') K. Per, (:'asopis Mat. Fys., t. 38, 1909, p. 294.
(*) F. Grar, Ibid., 1. 36, 1407, p. 354, et t. 37, 1908, p. 8.
(3) A, CenMAk, [bid., t. 36, 1906, p. 441.



