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SYSTEMES D'QUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES., 339

l.es systemes comprenant autant d’équations aur dérivées
partielles que de fonctions inconnues. Caractéristiques
singulicres des systemes normaux. Caractéristiques
ordinaires des systemes anormana .

Par Mavrice JANET,

Pour un systéme ’équations aux dérivées particlles (analytiques)
comprenant antant d’équalions que de fonctions inconnues, on n’a pas
donné jusqu’ici, & ma connaissance, de théoréeme géndéral d’existence
en dehors du cas normal (dit de Cauchy-Kosvalecsky) o, grace éven-
tuellement & un changement de variables, le systéme est résoluble par
rapport & des dérivées d’ordre maxinmm des diverses inconnues, les
dérivations élant toutes relatives & une méme variable (*). Nous don-
nerons ici un théoréme de cetle espéce applicable aux systémes anor-
manr dont M. Hadamard a défini les multiplicités caractéristiques dans
une Note parue il y a quelques années dans le Bulletin de la Soctété
Mathématique (*). Nous aurons ainsioccasion, d'une part, de compléter
cette définition méme, d’aulre part, de préciser une distinction essen-

(1) Les systemes anormauz n'échappent pas, bien entendu, aux méthodes géné-
rales connues telles que celle de Riquier ou de¢ M. Cartan; nous voulons seulement.
dire que Yon n’a pas jusqu’ici précisé le degré de généralité de la solution, en tant
que dépendant de fa définition des ces systémes ( H = o. K 54 0, par exemyple).

(2) Bulletin de la Société Mathématique de France, t. XXX1V, 1906, p. 48, Des
systémes anormaux de définition particuliére, qui font partie de la classe considérée
ici, ont é1é éLudiés par nous dans les Notes suivantes: C. R, Acad. Sc., 1. 172, p. 1637,
t AT, p. 124 v 186, p. (185 et Aunales de la Société Polonaise de Hathématiques,
1g2h,
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ticlle entre les diverses caractéristiques singulicres que peuvent pré-
senler los systémes normauzx.

Nous nous plagons au joinl de vue analytique (local). Si 'on veut
¢udier une équation aux dérivées particlles aupoint de vue de fa phy-
sique mathématique, on doit avant lout se demander de quelle nature
sont ses caractéristiques (réelles et distinctes, ou imaginaires, ou con-
fondnes, elc.); denx Mémoires classiques, 'un de M. Picard (1890),
pour les cas clliptique et byperbolique; autre, de M. Appell (1892),
pour le cas parabolique ('), Mémoires qui ont été la source de nom-
breux travaux, montrent combien les problémes aposer sont différents
dans ces différents cas. Or, la définition méme des caractéristiques
résulte de 'étude analytique (locale) de Péquation : discussion du
probléme de Cauchy. Il en est de méme évidemment pour un systéme.

1. Considérons un systéme S, comprenant N équations aux dérivées
partielles aux N fouctions (*) inconnues u', «?, ..., «" de n variables
indépendantes @, @x,, ..., ,. Pour simplifier un peu Pexposition,
nous supposcrons ces ¢quations du premier ordre, et lindaives par
rapport aux dérivées du premier ordre qui y entrent. Désignons
par ;. la dérivée (*) de la fonction u* par rapport aux variables,
distinctes on non, @y, @i, @;, .. .. Le systéme s'éerit

(1) Bz dljyul +bi=0  (s=1,2,...,N),
a),, b, désignent des fonctions analytiques données de @y, &y, .. ., @4,
u'yut, ..o, uty les signes de sommation par rapporl aux indices ¢

(1,2,...,n)etk(1,2,...,N) ont été supprimés ("), comme nous le
ferons toujours par la suite.

(1) K. Picarp, Mémoire sur la théorie des équations aux dérivies partielles et
la méthode des approximations successives (Journal de Mathémaliques, 4" série,
t. VI, p. 145). — P.AppELL, Sur Uéquation 3,3 — zy = o et la thiorie de la chaleur
(Journal de Mathématiques, 4* série, . VIII, p. 187).

(2) On ne confondra pas les indices supéricurs avec des exposants; u? ne désigne
pas le carré de ul.

(3) Au lieu de hhj, nous écrirons, d'ailleurs, 22/, an lien de n répété A fois nhete...

(*) Pour lire les formules écrites dans ce qui suit, il y a lieu d’avoir présente 4 es-
prit la convention suivante : si, dans un terne monome, on apergoit une méme letire
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Toute solution (indéfiniment dérivable) du systéme S, satisfait a
chaque systéme S, obtenu en dérivanl 7 fois par rapport a @, (tota-
lement) les équations E, =0 qui constituent S,. En posant

.
b) J i 0 P 0 Y
2 — = —— A= W) Wy U e s
(») ar,  dry D i Quf It dul;

les équations qui constituent S, s'éerivent (')

6) l‘:‘ il . O ,/.'s‘ I 6)' “ll.‘.\‘ b 6)‘ b-" —_—
e = A Ui A A s s W =o0.
0.’1);" ax, n 0L [0} n

Considérons une multiphcité & n —1 dimensions
(M, ) . Xy = ?('7"1,- Lav vy Ty

Une fonction U de x,, @, ..., @, devient sur M, unc fonction
de x,, x,, ..., x,., dont nous désignerons les dérivées successives
dtb «?U
dr; deide;
particulier pour les fonctions ' cl leurs dérivées par rapport a x,.
les valeurs sur M,_, des uf, «* ¥, ..., sont des fonclions de n—1
variables 2, @, ..., @, qui satisfonl (*) aux équations déduites

. ;D
de Sy, S, S, ..., en y remplacant les uj,. pav

par ce(iyj=1,2,...,n—1). Clest ce que nous ferons en

dut, dg
DR n" . /‘ . . _ \ f— — L .
(3) P |’z“,,;.+' (f==r1,2, . ...t~ 1) (Pl ().7;1>

Le systeme S, se présente alors comme un systéme de N équations
linéaires par rapport anx N inconnucs ul, le systéme S, comme un
systeme de N équations linéaires par rapport aux N inconnues Ut

Les déterminants formés avee les coefficients des inconnues sont
tous les mémes, & savoir :

(/l) H= H —-—(((_‘.P[ ~—a.’_§xl’,- [N —-a{“P,' ”

deux fois comme indice (indice affecté d'ailleurs a deux arguments différents du
terme monome), on doit comprendre que, dans ce terme, on donne a l'indice toutes
les valeurs dont il est susceptible et que I'on fait la somme de tous les termes ainsi
obtenus.

(1) Voir Note (3), page précédente.

(2) Cf. lapamarp, Lecons sur la propagation des ondes, p. 265,

Journ. de Math., tome VIII. — Fasc. 1V, 1g2g. [I[}
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ol 'on convient P, =—1, et ol les différentes lignes s’obtiennent
en donnant & s les valeurs 1, 2, ..., N.

Nous supposerons H = o sur toute la multiplicité M,__,. Clest ce qui
arrive si M,_, est multiplicité curactéristique (') du systéme S, supposé
normal, ou cncore si le systéme S, est anormal, ce deuxiéme cas étant,
caraclérisé par la circonstance que Pégalité H=o0 est une identité
N Xy, Loy ooy Xy ity 0y 0, PPy P

Supposons, de plus, que l'un au moins des ninewrs de W ne soit pas
dentiquement nul sur M,,_.,. Désignons d’une maniére générale élé-
menl — a;, P;par ¢, etle mineur correspondant par A%, Pour fixer les
1dées, nous supposerons A'' £ 0 sur M, S, se réduit d’une part @
aune relation (dilférenticlle) R, a laquelle doivent salisfaire les «
sur M,_,, et, d"autre part, i un systéme X de N — 1 équations linéaires
distinctes relativement anx N inconnues «' 3 S, se réduit de méme,
d’une part, i une relation (différenticlie) R;—, & laquelle doivent satis-
faire les alf, ., sor M,_,, o1, d’autre part, & un systeme X, de
N — 1 équations linéaires distinctes relativement aux Ninconnues .
Les i étanl supposées satisfaire & R, sur M, |, ¢'est aux systémes

Z R, (5, Ry, oo (s, Ry, Lo que doivent satislaive respecti-
vement sur M, les u”, ab., ..., ub,, ... En donnant & % les valeurs
successives 1, 2, ..., on pourra dire: X,_, donne les ul, en fonction
linéaire d’une indéterminée ¢, en tenanl comple de ces cxpressions,
R, devient une relation R, a laquelle doit satisfaire ¢;.

Supposons que les %( U==1,2, ..., n—1)sorenl toutes nulles surM,__,
(nous excluons ainsi le cas ot M, serait une caractéristique ordinaire
d’un systéme normal S,). R; est une relation finie'(*) en o, (uu licu.
d’étre comme dans le cas exclu une équation aux dérivées partielles
en g;, du premicr ordre, linéaire par rapport aux dérivées ;%) Cette

L,

relation, quadraticque (en général) pour 2 =1, cst linéaire pour 7.2 2.

(1) Dans le cas général, pour connaitre Il il faut connaitre non seulement M,_,
mais aussi les valeurs des « sur M,_,; il convient donc de dire, plus explicitement,
que le systéme (M,—,. u’)est caractéristique. Dans le cas o les ai,x ne dépendent. que
des z et non des «, le langage abrégé employé dans le texte est entitrement correct.

(*) Havamarn, Bulletin de la Soc. Math. de Framce, . XXXIV, 1906, p. 48.
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Dans cette relalion, nons écrivons le coefficient de ¢, coefficient cui
est une fonction linéaire (') de ., sous la forme
N2 L
- ,/ .
On trouve, d'une part,

{ 3 ) I\ = wT (("[./.' —_—— e —

A1k dA I)EA- \
(dans la sommation par rapporl az, varice de 1 & n—1 el non pas n),

et, d’antre part,
4 oH

~
o,

(6) L=

<dé1‘ivé(! totale de H par vapport i .z, les P étant considérés comme
des constantes
01l ol It ,f)

- T== = 2 L
o, Or,  duth

7 )

Nous sommes amenés & distinguer deux cas bien ifférents :

1 K et 1 ne sont pas Lous deux wdentiquement nuls sur M, 3
2" K et L sont tous deux identiquement nuls sur M, ;

a distinguer, par suile :

Pour les systémes normauz (H non identiquement nul) des caracté-
ristiques singuliéres de premicre el de denwzxiéme cspéce;

Parmi les systemes anormaux (U identiquement nul) des systémes
anormaux de premiére et de deuziéme espéce.

Q. Caractéristiques singulicres des systémes normauz. — Cousidérons
une caractéristique stnguliére de premiére espéce d’un systéme normal,
autrement dit une multiplicité M, sur laquelle H ot les %-:—!— sont
identiquement nuls, tandis (que K et 1.ne e sont pas Lousitleu.\'.'Sup-

. ' Jaf sl .
(1Y) 1 peat se faire que {1 et tous les BT soient nuls sur M, sans que , = le soit
i Y
(voirie deuxicme exemple du n°2). Ce fait w'infirme en vien la conclusion de M. Hadamard,
N
A RTY N . . . . oll
qui n’a en vue en réalité quele cas ou H est identiquement nul et oli, par suite ~—

orp
I'est aussi; mais il entrainerait la nécessité d'un léger changement dans la rédaction
de larticle cité plus haut ( Bull. Soc. Math.. 1. XXXIV. p. 18).
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posons d’abord, cc qui arrivera en général, que K 4 %L ne soit iden-
tiquement nul pour aucune valeur entitre de 7, supérieure on dgale
& 2. Les relations Ry, X,, R, étant supposées satisfaites sur M,_, par
les ¥ el leurs dérivées premiéres parv rapport i z,, le caleul qui vient
d’étre fait montre que les dérivées de tous les ordres sont entiérement
déterminées; il ne peut donc exister plus d’une solution holomorphe
satisfaisant & la condition que les « et leurs dérivées premiéres, par
rapport & x,, prennent sur M,_, les valeurs données (satisfaisant
aux R,, X,, R)). Dans bicn des cas, par exemple si le systéme est
linéaire et si K -+ %L n'est identiquement nul pour aucune valeur
entiére posilive de 7., on pourra dire plus simplement : il ne peut
exister plus d’une solution holomorphe telle que les fonctions u qui la
composent prennent sur M, des valeurs données (satisfaisant & R,).
C’esl ce qui se passe pour le systéme (de la théovie de la chaleur)

0, — U == 0,

U,—+,=o.

M ne peut y avoir plus d’une solution holomorphe prenant sur la carac-
téristique y =y, un systéme de valeurs holomorphes données u(z),
o(x). [u(a) doit tire, bien entendu, la dérivée de o(2); v () n'est
assujettt @ aucune relation finic ow différenticlle exprimable par une
égalité, mais 1l esl soumis comme on sait & cerltaines restrictions
pour qu’il existe effectivement une telle solution I

Supposons maintenant, Loujours dans le cas d’unc caractéristique de
premiére cspéce, que K+ 7L soit identiquement nul, 7., ¢tant un
certain nombre entier supéricur ou égal i 2. Les relations R,, Z,,
Ry, ..., &, I, élant supposées satisfaites sur M,.., par les uf,
why ...t le caleul qui a été fait montre que les dérivées par rap-
port & x, des ordres suivants sont entiérement déterminées; il ne
peut exister plus d’une solution holomorphe telle que les dérivées par
rapport a x, des fonctions quila composent, jusqu’a 'ordre 7, compris,
prennent les valeurs données sur M,_,. C'est ce qui se passe, par
excmple, pour le systéme )

B
- Yl = VA — 1 T= 0,
v 2

Uy~ XUy + V== 0,
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, e . . .y . e

sur la caractéristique singulicre de premiére espéce y = 73 les valeurs
i

d’une solntion, sur cette courbe, u(:x), ¢(x) sont lices par les deux
relations :

dn iy xrlu -
——— I 1), T e e e e = M,

. e~ 2 du o

Le systeme u(a), v() ne dépend tout au plus ici que de constantes

arbitraires; et u,, v, sont déterminés en fonction de u, ¢,

— da*u — du -
My == ——— §)0. T e e e = [,
YT dy? + de o "

“n revanchie, u,. n’est assujettic o aucunc relation finie ou différen-
tielle exprimable par une égalité. Enfin,

iy X —
ya = — = — -,
= dx 9 MY

ct les dérivées de w et ¢, par rapport a y, d'ordre supéricur au second,
sont d¢s lors entiérement déterminées (). -
Sur une caracléristique singuliére de seconde espéce, au contraive,

. g e e ol ol
¢'est-i-dire sur une multiphicité M,_, pour laquelle H; les P 5
| i a0

K sont identiquement nuls, les circonstances seront bicn différentes;
elles nécessitent une étude spéciale. Bornons-nous a P'exemple trés
simple du systéme

== 0,

Wy — ¢y == 0.
Sur la caractéristique y =y,, deux solutions (holomorphes)

peuvent coincider ainsi que leurs dérivées par rapport a y jusqu’a
un ordre donné, ausst élevé quon le veut, sans pour cela coincider.

3. Systémes anormauzx. — Supposons maintenant que H soit iden-
tiquement nul; L Pest alors aussi. Nous nous bornerons aux systémes

(1) On trouverait des résultats analogues si lc coefficient de « dans la premiére

; . . TS S 1
équation donnée, au licu d’¢tre =, était un nombre guelconque de la forme n + -,
: 2 g

n étant un entier positif quclconque.
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anormaux de premicre espéce : K n'est pas identiquement nul. Si, sur
une multiplicité & n — 1 dimensions M,._,, K esl identiquement nul,
cette multiplicité doit éire dite caractéristique ().

(srdce aux identités =o résultant de H=o, la quantité

g1l
Jar; op,

A AT ol

AP S A
R AL P2y i
peut s’écrire
. AT oA,
(7). K= S afy — 4 ot AV,
AN gy A
¢ variant cette fois de 14 et non plus n— 1, le cigne 5o Ctant un
)

signe de dérivation totale, les I dans les .\ étant considérés commie
des constantes ().

Au lieu de définir la multiplicité M, | par une équation de la
forme

Ly = T Ty )

nous la représenterons plus symétriquement par

O(x, t, ... ¢,)=0.

(1) 1IApAMARD, Bull. Soc. Math.. t. XXXIV. p. 8. — Dans le cas général, pour
connaitre K, il faut connaitre non seulement M, ., mais aussi les valeurs des u et de
leurs dérivées premiéres sur M, _; : il convient donc de dire. plus explicitement. que /¢
systéme (.\I,,...., uk. u,f.") est caractéristique. Dans le cas d'un systeme lincuire, lc
langaze abrégé employé dans le texte est entiérement correct.

(%) On a, d'unc part,

d 8 P 5 p J o,
) de; T Sur "B, /”()l’/l’
f=1-1
\‘ iPp n . Vs . Lo
pd ”j//.-' P = ag el Nthage == 0, méme ponr j=1,
i=
et, d'autre part,
. , = ..
JrAN a/, YL i JAA ‘ IR o7 DA |
A/ =55 AL S ), —o— == i d
T L A .
. 0 st A1

et, par suite,

LAY 1 92 A1t J:
ANbgl, —L P, = — AN >,
A L ar, Pa 2 <” ol A r)l’[()l’h>l hi
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En posant .
b .
—— T ),
dx; "
on aura
;"
P 2,
¢ X

ay, H, A K se présentenl comme des fonctions homogeénes de
degré o des @y, ., ..., w,; cn multpliant la premiére par w,, la
seconde par o], les deux autres par ©¥™', nous obticndrons des fonc-
Lions d tmy, Wy, ..., @, que nous désignerons respectivement par aj,
d¢, A% KN, On aura, évidemment,

A ddn ol

l\'__: T!I‘/L -y

J—_ ATk
0.x; du’

Le déterminant 3¢, dont les éléments sonl a0, = ay, étant nul, ses
mineurs A/ peuvent s’exprimer i 'aide de 27 quantités B/; CF de la

mani¢re suivante :
Ak =B (k.

On a donc 'identité .
A s BB A
A%al, S G’)'(,“(l’v.((ﬂ — -+ 13 —)
I oxy S 0x; Ly
= AV at, G UI—’I -+ B ?\(—' ﬂ'~
SN Gy ox; Oy,
- C, .o, Oa .. .
n tenant compte des ¢galités o =0, ou peul donc écrire A sous la
ay
forme
co of3/ ()l‘;‘. R
(8) Ne=al, CF o= - - ATk,
‘ L T 1Y) ‘

et {cn tenant compte des égalités
airChk=0" (f=1,2.....N),

qui, étant des identités refalivement aux , enlrainent

D Ch oGk
A A = 0O
A ik ()OJ[

sous la forme
8B/ JCk  IE. .,

N=—ajym— — 4 .
(9) v it ox; Ow; dul
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Sous I'une ou I'autre des formes (8) ou (g), on reconnait que A est
une fonction entiére et homogéne de degré N—ien w,, w,, ..., 0,.

Sur une multiplicité M,_, non caracténsiique pour le systeme S,
donné, supposé anormal de premicre espece, donnons-nous les valeurs
(holomorphes) des fonctions « et de leurs dérivées par rapport a z,
d’ordres %, 1<%<h,, salisfaisant sur M,_, aux équations R,, X,
Ri, ..., %, R, Leurs dérivées par vapport i x, d’ordres supérieurs
a A, sont entiérement détermindes. 11 ne peut y avoiv plus d’une solu-
tion holomorphe satisfaisant aux conditions initiales qui vicnnent
d’étre indiquées.

Y en a-t-il effectivement une? Autrement dit, lcs séries entiéres
bien déterminées que I'on est amené i former pour représenter la
solution holomorphe supposée, sont-elles convergentes dans un petit
domaine & n dimensions? l.a question reste jusqu’ict en saspens, el
c’est pour arriver & y répondre que nous allons faire tout d’abord une
remarque importante sur les systéines anormaux de premicre espéce.

A. SIS, estunsysteme anormal de premiére espéce, on peut tirerde S,

/ J; 5
par des dérications d'ordre N — 1 au plus, une équation d’ordre N —1
qui n’est pas conséquence algébrique du systeme (S,S,...Sy_,).

Les mineurs A'% sont des formces algébriques d’ordre N— 1 en
Wy, W, ... 0, que nous désignerons par

Ohioy i WP 0k (o oy 0= N — 1),

Chacun d’eux symbolisc une opération différenticlle linéaire que nous
effectuerons sur I'équation E,. Nous ferons la somme des résultats
obtenus en donnant 4 £ toutes les valeurs de 1 &4 N. Antrement dit,
nous écrirons I'équation (')
oN—! |¢
/.~ AL S

(e) T,y oy 7% 6xE i o
le symbole ¢ ayant le sens qui a é1é précisé plus haut : formule (2).

Les seuls termes d’ordre N qui pourraient se présenter dans 'équa-
tion (e) sont des termes relatifs a la fonetion «'; or, ces termes dispa-

(*) Si, du moins, nous supposons N >»; le cas N = 2 se Lraitc aisément.

\ -~
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raissent précisément grice a l'identité
a,; A" = o,

qui exprime cue le systéme est anormal.
Dans (¢), les derlvees d’ordre N —1 de ' entrent linéairement,
leur ensemble est symbolis¢ (') par la forme d’ordre N—1 en

0, Wyy ..,y Gy, .
. 14
Oft/k JdA - ()E/‘AM
oz; Ow; u’

Joignons cette équation (e), d'ordre N —1 au plus, au systéme
(E,, Eyy ..., Ey) dérivé N — 2 fois (lotalement) par rapport a z,
f étant l'un des nombres 1, 2, ..., n fixé d’ailleurs arbitraircment.
Nous obtenons un systéme de N équations normal. En effet, le déter-
minant des formes caractéristiques est, au facteur wji ™" prés,

i a_fu dA* (”/( 1k
Al <6x,~ Dw; ()u/A

:A,,< @t 9C or,;/“) OB S

ox; O, + ow e do; oz;

. Cy e . 4
ce qui, en tenant comple des identités: J¢= o, qui cniraine = =o
4

’
¢t a3/ = o, qui entraine

-~ A
Ojk oo . 0B/
-~ 13/ “Ajp=— =20,
ox; 0x;

peut s’¢erire cornme le produit de 4'' par

6B/ dCt r)L/(

A,
sz; do, ()u/

= A w

Et cetie expression est précisément (9) la quantité A” qui, par hypo-
thése, n'est pas identiquement nulle.

Celd étant, considérons une multiplicité¢ M,_,
Tn — 9( Ly, Ly, . = Zy—1)==0

b

non caractéristique (n° 3) pour le systéme S, donné; faisons le chan-

(1) Cf. M. JAxET, Sur la composition des expressions différentielles (Bull. Soc.
Math. Fr., t. 55, 1927, p. 89).

Journ. de Math., tome VILL — Fase, IV, 192q. : 45
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gement de variables

Xy — O (Xye Lyy ooy Tyey) =270 ri=x, (F==1,9, ...,n —1),

puisreprenons pour les nouvelles variables 2 les anciennes notations
ccla revient & dire que dans les calculs des n>* 1 et 3, nous supposons
que Péquation de M,—, est x, = o, et que, en tenant comple ('), éven-
~tuellement, des valeursdes u et de leurs dérivées premiéres, supposécs
données sur M,_, ct satisfaisant aux relations (R,, X,, R)), K ne soit
pas identiquement nul pour x, = o.

Faisons une convention de langage @ soicnt deux dérivées D, 17,
relatives soit 4 une méme fonction inconnue, soit & deux founctions
inconnues diflérentes, dérivées dont les ordres en @, sont £y, &5 nous
dirons que D est postéricure ou antérieurc 4 I suivant que £ est supé-
ricur ou inféricur a 4'.

I, R,) donne les w,, en fonction de dérivées antérieures (*), el,
d’une maniére générale (X, _,, R;)donneles u,. en fonction de dérivées
anlérieures (7).

D’aprés la maniére dont ces systémes onl éLé obtenus, on voit qu'on
ne pourra tirer de S, par dérivations el combinaisons d'autres relations
entre les 1 et les u, que le systeme (R, Z,, R,) et toutes les équations
qui s’en déduisent par dérivations par rapport & &, Ly, ..., Tu.
Ayant écrit, pour déterminer les u,., 2 SA <R, les systémes (2, R,),
on pourra donc, pour déterminer les w,i; an lien d'éerive (3, I, L),
dériver (totalement) par rapport & @, le systéme (X, _,, R, ), oucncore
modifier d’abord le systéme (Z, , R, ) en lenant compte dex équa-
tons, sur o, =o, (R,, %, ..., % _,, I}, ), dec maniére & obtenir un
nouvean systéme T, donnant encore les w,., en fonction des dérivées
antérieures, puis dériver (Lotalement) par rapport & @, ce systéme T .

Or, d’aprés laremarque qui a été faite au début du présent numéro,
dés que 7., =N —1, on cst assuré d’obtenir, par un procédé qui a été
indiqué, un systéme T, normal, c’est-a-dire donnant les u,51 en fonc-
tion de dérivécs autérieures d’ordre total au plus égal ¢ N—1. Le
calcul des dérivées u,» ott x> N sur x, = o se fera simplement en déri-

(1) Voirla Note (V) du n» 3.
(#) Nous sous-entendons « et des variables indépendantes ».
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vant (totalement) par rapport a a,, un certain nombre de fois, le
systeme Ty _. : '

La convergence des séries entiéres formées résulte donc immédia-
tement de la démonstration méme du théoréme bien connu de Cauchy-
Kowalevsky.

On peut donc énoncer le résultat suivant :

« Il existe une solution holomorphe et une seule du systéme S, telle
que les fonctions qui la composent prennent ainsi que leurs dérivées
premiéres sur M,_, des valeurs arbitrairement données a I'avance,
holomorphes, satisfaisant sur M,,., & Ry, X,, Ry, 7, du moins, K £ o »,
ou, plus simplement, dans certains cas, par exemple si' S, est linéaire :
« Il existe une solution holomorphe et une seule du systéme S, telle
que les fonctions « (ui la composent preunent sur M,_, des valeurs
arbitraircment données a 'avance, holomorphes, salisfaisant sur M,_,
aR,, st, du moins K £ 0.»

Alors que la solution d’un systéme normal dépendait de N fonctions
arbitraires de n — 1 variables, la solution d’un systéme arormal de
premiére espéce dépend de N — 1 fonctions arbitraires de n — 1 variables
(et de fonctions d’un nombre de variables infériear a n—1).

[l sera évidemment aisé d’étendre successivement ce qui précéde au
cas d’'un systéme d’ordre p supérieur & 1, linéaire par rapport aux
dérivées d'ordre p, an cas d'un systéme d’ordre 1 non linéaire par rap-
port aux dérivées, an cas enfin d’un systéme d’ordre p non linéaire par
rapport aux dérivées d’ordre p. :

Il sera sans doute plus compliqué de faire I'étude générale des sys-
témes anormaux de seconde espéce : on peut prévoir, semble-t-il, que
pour ces systémes (supposés du premier ordre), la solution dépendra,
en général, de N — 2 fonclions arbitraires (' )de n — 1 variables, puis,
dans un cas particulier, de N — 3 fonctions arbitraires de n—1
variables, ct ainsi de suite.

3. Donnons un excmple simple, assez général, de systtme anormal

(1) Sans parler, bien entendu. de fonctions arbitraires d’an nombre moindre de
variables.
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de premiére espéce. Nous voulons parler des systémes pour lesquels le
déterminant ¢ est symétrique gauche d’ordve N impair

(a/’k “+ agj==0).
Ces systémes sont évidemment anormaux. On peut écrire

Ak = BiBH,
N
Supposons, pour simplifier, que les «}, ne dépendent pas des « ct que
les 5 soient nuls. '
La condition pour qu'une multiplicité

les B,, B, ..., By étant N formes d’ordre

— I
par I'ﬂ[)li()l‘[ daux mw.
) |

Q(x,, vy . ) =0
soil caractéristique s'écrit sous la forme trés simple
(B, B¥)y=o,

qui fait intervenir les parenthéses des quantités B deux a deux.



