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SYSTÈMES D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

Les systèmes comprenant autant. dé équations aux dérivées 
partielles que de fonctions inconnues. Caractéristiques 
singulières des systèmes normaux. Caractéristiques 
ordinaires des systèmes anormaux. 

PAR MAURICE JANET. 

Pour un système d'équations aux dérivées parliellcs (analytiques) 
comprenant autant d'équations que de Jonctions inconnues, on n'a pas 
donné jusqu'ici, à nia connaissance, de théorème général d'existence 
en dehors du cas normal (dit de Cauchy-Kosvalccsky) où, grâce éven-
tuellement à un changement de variables, le système est résoluble par 
rapport à des dérivées d'ordre maximum des diverses inconnues, les 
dérivations étant toutes relatives à une même variable ('). Nous don-
nerons ici un théorème de cette espèce applicable aux systèmes anor-
maux dont M. Hadamard a défini les multiplicités caractéristiques dans 
une Noie parue il y a quelques années dans le Bulletin de la Société 
Mathématique (-). Nous aurons ainsi occasion, d'une part, de compléter 
cette définition même, d'autre part, de préciser une distinction essen-

(') Les systèmes anormaux Réchappent pas, bien entendu, aux méthodes géné-
rales connues telles que celle de Riquier ou de LVI. Oartan; nous voulons seulement 
dire que l'on n'a pas jusqu'ici précisé le degré de généralité de la solution, en tant 
que dépendant de la définition des ces systèmes ( Il — ο. Κ o, par exemple;. 

('-) Bulletin de la Société Mathématique de France, t. XXXIV, 1906, p. 48. Des 
systèmes anormaux de définition particulière, qui font partie de la classe considérée 
ici, ont été étudiés par nous dans les Notes suivantes: C. B. Acad. Sc., 1.172, p. ιG37; 
t. I7d. p. \ >A\ t. I8(>. p. 418 ; et Annales de la Société Polonaise de Mathématiques, 
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34Θ MAURICE JANET. 

ticlle en Ire les diverses caractéristiques singulières que peuvent pré-
senter les systèmes normaux. 

Nous nous plaçons au point de vue analytique (local). Si Ton veut 
éLudier une équation aux dérivées partielles au point de vue de la phy-
sique mathématique, on doit avant tout se demander de quelle nature 
sont ses caractéristiques (réelles et distincles, ou imaginaires, ou con-
fondues, etc.); deux Mémoires classiques, l'un de M. Picard (1890), 
pour les cas elliptique et hyperbolique; l'autre, de M. Appell (1892), 
pour le cas parabolique ('), Mémoires qui ont été la source de nom-
breux travaux, montrent combien les problèmes à poser sont, différents 
dans ces différents cas. Or, la définition même des caractéristiques 
résulte de l'étude analytique (locale) de l'équation : discussion du 
problème doCauchy. Il en est de même évidemment pour un système. 

1. Considérons un système S
()
 comprenant Ν équations aux dérivées 

partielles aux Ν fonctions (2) inconnues //', //a, . . ., uy de η variables 
indépendantes x

{
, x.

2
, . . ., x„. Pour simplifier un peu l'exposition, 

nous supposerons ces équations du premier ordre, et linéaires par 
rapport aux dérivées du premier ordre qui y entrent. Désignons 
par /4//... la dérivée (:|) de la fonction M

7'par rapport aux variables, 
distinctes ou non, x/n xi: Xj, .... Le système s'écrit 

( I ) E., ss Cl ',.
s
 a '·; + b

s = 0 ( s = 1. a, . . ., Ν ), 

α'Ι;Λ., b
s
 désignent des fonctions analytiques données de α·,, x.2, . . ., x,n 

u*, M
2, . . ., uK ; les signes de sommation par rapport aux indices i 

(1, 2,..., ή) et £(1, 2, . .., N) ont été supprimés (/'), comme nous le 
ferons toujours par la suite. 

(') P. PicAitn, Mémoire sur la théorie des équations aux dérivées partielles et 
la méthode des approximations successives ( Journal de Mathématiques, /j1' série, 
t. VI, p. i45).— P. APPEI.L, Sur Véquation z

x
* — Zy— " ET Ici théorie de la chaleur 

(Journal de Mathématiques, 4" série, t. VIII, p. 187). 
('-) On ne confondra pas les indices supérieurs avec des exposants; u'1 ne désigne 

pas le carré de u1. 
(3) Au lieu de hhj\ nous écrirons,d'ailleurs, h'-j, au lieu de η répété λ fois /d>'etc... 
(*) Pour lire les formules écrites dans ce cjui suit, il y a lieu d'avoir présente à l'es-

prit la convention suivante : si, dans un ternie inonoine. un aperçoit une même lettre 
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Toute solution (indéfiniment derivable) du système S„ satisfait à 
chaque système S·,, obtenu en dérivanl λ l'ois par rapport à x

n
 (tota-

lement) les équations E, ='o qui constituent S
0

. En posant 

( ) -— = -T 1- U ; ~τ—,. -+- u'i, -T—r. -t- u':ih -r-j-

les équations qui constituent S·,. s'écrivenl (') 

x—~ = U[-s Ujn\ A //.' 7..ι ~f- . . · —l·- ——r- U t ~\ - r* — O. 

(Considérons une multiplicité à η — ι dimensions 

( M// -ι) ; ■*■"« ~o{xu X·.,. . . . , 

line fonction U de a;,, x.,
y
 . . x

n
 devient sur ί\ί„_, une fonction 

de x,, x.j, ..zv , dont nous désignerons les dérivées successives 

par · · · (îj = ι, 2, ..η — τ). C'est ce que nous ferons en 

particulier pour les fonctions u': et leurs dérivées par rapport à x„. 
Les valeurs sur M,,-, des u''

n
, uk

n
.,, . . sont des fonctions de u — ι 

variables .x·,, x\
J5
 .qui satisfont ('-) aux équations déduites 

de S
0

, S,, Sa, ..en y remplaçant les par 

(3) - (/= 1. îâ « - I) fp,= -^y 

Le système S
0
 se présente alors comme un système de IN équations 

linéaires par rapport aux Ν inconnues u'
n

, le système S,, comme un 
système de Ν équations linéaires par rapport aux Ν inconnues 

Les déterminants formés avec les coefficients des inconnues sont 
tous les mêmes, à savoir : 

(4) H=||-«fiP, -ai, I\ ... -Î4P<|| 

deux j ois comme indice (indice affecté d'ailleurs à deux arguments différents du 
terme monome), on doit comprendre que. dans ce terme, on donne à l'indice toutes 
les valeurs dont il est susceptible et que l'on fait la somme de tous les termes ainsi 
obtenus. 

(') Voir Note (3). page précédente. 
(2) Cf. IFADAMARD. Leçons sur la propagation des ondes, p. y.Iiô. 

Journ. de Math., tome VIII. — Fasc. IV, 1929. 44 
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où Ton convient I\ = —ι, et on les différentes lignes s'obtiennent 
en donnant à .v les valeurs 1,2, . . ., N. 

Nous supposerons H = o sur toute lu multiplicité C'esl ce qui 
arrive siM„_, est multiplicité caractéristique (1 ) du système S« supposé 
normal, ou encore si le système S„ est anormal, ce deuxième cas étant 
caraclcrisé par la circonstance que l'égalité H = ο est mie identité 
en χ,, x.,, . . ., x,n ul, u-, . . ., n\ Ρ,, Ρ,, . . ., . 

Supposons, de pins, que Γ un au moins des mineurs de II ne soit pas 
identiquement nul sur M,,...,. Désignons d'une, manière générale l'élé-
ment — <7/

 v
P, par ct,.

s
 et le mineur correspondant par Λ/λ. Pour fixer les 

idées, nous supposerons A" ̂  ο sur Μ„.Η ; S0
 se réduit d'un»; part à 

une relation (différentielle) ll„ à laquelle doivent salisfaire les a 
sur M

/(
_,, el, d'autre part, à un système Σ0 d<; Ν — ι équations linéaires 

distinctes relativement aux Ν inconnues //),; S·,.., se réduit de même, 
d'une part, à une relation (différentielle) 11>_, à laquelle doivent salis-
faire les u''

n
\ \ sur Μ„_,, et, d'autre part, à un système Σ>de 

Ν — J équations linéaires distinctes relativement aux Ν inconnues //*>.. 
Les u'!· étant supposées satisfaire à II,, sur M„ ,, c'est au x' systèmes 
(Σ

0
, II,), (Σ,, IL), ..., (Σ>._,, II; ), ... que doivent salisfaire respecti-

vement sur M„_| les ιι'!

η
, u';

r
., u';·,., En donnant à λ les valeurs 

successives 1, 2, ..., on pourra dire : Σ>_, donne les i/*-,. en fonction 
linéaire d'une indéterminée p-

A
; en tenant compte de ces expi assions, 

Pi
A
 devient une relation 11) à laquelle doit satisfaire p-

A
. 

Supposons que les (/ = 1,2, — 1 ) soient toutes nulles sur , 

(nous excluons ainsi le cas où serait une caractéristique ordinaire 

d'un système normal S„). Il) esL une relation finie'(-) en p>, ^au lieu 

d'être comme dans le cas exclu une équation aux dérivées partielles 

en ρ·
Α

, du premier ordre, linéaire par rapport aux dérivées ^7^· Cette 

relation, quadratique (en général) pour λ = 1, est linéaire pour λ >2. 

(l) Dans le cas général, pour connaître 11 il faut connaître non seulement M„_i 
mais aussi les valeurs des a sur M,,—,; il convient donc de dire, plus explicitement, 
que le système u,;) est caractéristique. Dans le casoù les ne dépendent que 
des χ et non des u, le langage abrégé employé dans le texte est entièrement correct. 

(-) IIAOAMAIU), Bulletin de ta Soc. Mirth, rte France, t. XXXIV. Ι y <»('), p. 48. 



SYSTÈMES D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

Hans cette relation, nous écrirons le coefficient de c>, coefficient qui 
est une fonction linéaire (1 ) de Λ, sous la forme 

k -μ λ L 
On trouve, d'une part, 

d \ i ' 

(dans la sommation par rapport à varie de et non pas n 
et, d'autre part, 

d \ i ' 

(dérivée totale de H par rapport à x, les P étant consdérés comme 

des constantes 

dh = dh 

Nous sommes amenés à distinguer deux cas bien différents : 

L ne sont pas tous deux identiquement nuls su rM 
L ne sont pas tous deux identiquement nuls sur M 

à distinguer, par suite : 

Pour les systèmes normaux (H non identiquement nul) des caracté 
ristiques singulières de première et de deuxième espèce ; 

Parmi les systèmes anormaux (H identiquement nul) des système 
anormaux de première et de deuxième espèce. 

2. Caractéristiques singulières des systèmes normaux. - Considérons 

une caractéristiques singulières de premières espèce d'un systèmes normal 

autrement dit une multiplicité M n-1 sur laquelle H et les son 
identiquement nuls, tandis que K et L ne les ont pas tous deux. Sup 

(1) Il peut se faire qu e II et tous soient nuls sur M sans qu e le soi 
voir le deuxième exemple du n°2. Ce fait a n'infirme en rien la conclusion de M. Hadamard 

qui n'a en vue en réalité que le cas où H est identiquement nul et où, par suite 
c'est aussi; maisl il entraînerait la nécessité d'un léger changement dans la rédaction 
le l'article cité plus haut 



3/|4 MAURICE JANET. 

posons d'abord, cc qui arrivera en général, que Κ -f- XL ne soit iden-
tiquement nul pour aucune valeur entière de λ, supérieure 011 égale 
à 2. Les relations ll0, Σ0, 11, étant supposées satisfaites sur M„par 
les uk et leurs dérivées premières par rapport à x

n
, le calcul qui vient 

d'être l'ait montre que les dérivées de tous les ordres sont entièrement 
délcrminées; il ne peut donc exister plus d'une solution holomorplie 
satisfaisant à la condition que les u et leurs dérivées premières, par 
rapport à x,

n prennent sur Μ„_, les valeurs données (satisfaisant 
aux Il

0
, Σ„, II,). Dans bien des cas, par exemple si le système est 

linéaire et si Κ -h λ L n' est identiquement nul pour aucune valeur 
entière positive de λ, on pourra dire plus simplement : il 11e peut 
exister plus d'une solution holomorplie telle que les fonctions // qui la 
composent prennent sur M,,.., des valeurs données (satisfaisant à 11,,')· 
C'est ce qui se passe pour le système (de la théorie de la chaleur) 

e,. — u — o. 

e,. — u — o. 

Il ne peut y avoir <Vune solution holomorplie prenant sur la carac-
téristique y—y

u
 un système de valeurs holomorphes données u(x), 

v(x). ["(&') doit être, bien entendu, la dérivée de e(.x·)·, e (χ) ri est 
assujetti à aucune relation finie, ou différentielle exprimable par une 
égalité, mais il est soumis comme on sait à certaines restrictions 
pour qu'il existe ell'ectivement une telle solution ]. 

Supposons maintenant, toujours dans le cas d'une caractéristique de 
première espèce, que K.+ A

0
L soit identiquement nul, Λ„ étant un 

certain nombre entier supérieur ou égal à 2. Les relations ll
0

, Σ„, 
R,, ..., Σ·

/ιο
_,, K

/o
 étant supposées satisfaites sur M,,.., par les u'% 

//*, . . .
 y

u'j
0
, le calcul qui a été fait montre que les dérivées par rap-

port à x
n
 des ordres suivants sont entièrement déterminées; il ne 

peut exister plus dhine solution holomorplie telle que les dérivées par 
rapport à x

n
 des fonctions qui la composent, jusqu'à l'ordre λ

0
 compris, 

prennent les valeurs données sur C'est ce qui se passe, par 
exemple, pour le système 

— ytiv -h H a — 0. 

llx. -f- OCUy 4- rv = o, 
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sur la caractéristique singulière de première espèce y = les valeurs 

d'uni; solution, sur cette courbe, u(x), ν {χ) sont liées par les deux 
relations 

/t'n. _ ds> χ du Γ) — 

Le système u(x), v(x) ne dépend tout au plus ici que de constantes 
arbitraires; et er sont déterminés en fonction de «, e, 

/t'n. _ ds> χ du Γ) — 

En revanche, u
r
, n'est assujettie à aucune relation finie ou différen-

tielle exprimable par une égalité. Enfin, 

— du y x — 

et les dérivées de u et e, par rapport à y, d'ordre supérieur au second, 
sont dès lors entièrement déterminées (1 ). 

Sur unr caractéristique singulière de seconde espèce, au contraire, 

c'est-à-dire sur uni; multiplicité Mrt_, pour laquelle H, les4{i> 
Κ sont identiquement nuls, les circonstances seront bien différentes; 
elles nécessitent une étude spéciale. Bornons-nous à l'exemple très 
simple du système 

=0 
"x — (y = O. 

Sur la caractéristique y=y
0i

 deux solutions (holomorphes) 
peuvent coïncider ainsi que leurs dérivées par rapport à y jusqu'à 
un ordre donné, aussi élevé qiéon le veut, sans pour cela coïncider. 

5. Systèmes anormaux. — Supposons maintenant que H soit iden-
tiquement nul; L l'est alors aussi. Nous nous bornerons aux systèmes 

(') On trouverait des résultats analogues si le coefficient de u dans la première 

équation donnée, au lieu d'etre était un nombre quelconque de la forme /1+ h 

η étant un entier positif quelconque. 
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anormaux de première espèce : Κ n'est pas identiquement nul. Si, sur 
une multiplicité à η—ι dimensions Μ„._ι, Κ est identiquement nul, 
cette multiplicité doit être dite caractéristique (1 ). 

Grâce aux identités ̂  = ο résultant de H = o, lu quantité 

Κ -:· --- a'ur-r- -H 

peut s écrire 
i/ ; υ*·*- à ·/ 

('). Κ = ΤΤΓ"//· -I- -r-ί Λ>/;. 

ι variant cette l'ois de ι à λ et non plus η— ι, le signe étant nri 

signe de dérivation totale, les l> dans les Λ étant considérés comme 
des constantes (2). 

Au lieu de définir la multiplicité Μ„ , par une équation rie la 
forme 

— φ(./·,. r,t ,) 

nous la représenterons plus symétriquement par 

Φί/r,. , ·ν
η

) Ο. 

(!) IIADAMARD, Hull. Soc. Ma!ft., t. XXXIV. p. 1<S. — Dans le eus général, pour 
connaître K, il faut connaître non seulement M

/(
 mais aussi les valeurs des u et de 

leurs dérivées premières sur ΛI
/7

 , : il convient donc de dire, plus explicitement, que te 
système (Vl„_|, u1'. a'') est caractéristique. Dans le cas d'un système linéaire, le 

langage abrégé employé dans le texte est entièrement correct. 
('-) On a. d'une part. 

A r,: JL , p._i ν,.Α. 

^ a1·/. P, --- a"/.— a//,· et Λ Oiy/· o. même pour/—i, 

et. 'd'autre part. 

WtWu ~ ap- lv¡ ~ "'x WJt 

et, par suite, 
WtWu ~ ap- lv¡ ~ "'x WJt 
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En posant 

()x, '' 

on aura 
()x, '' 

H, Λ", Κ se présentent comme des fonctions homogènes de 
degré « des ω,, ω,, . . ω,,; en multipliant la première par ω„, la 
seconde par to*, les deux autres par ω*~', nous obtiendrons des fonc-

tions de .ω,, OJ3, . . ., Ω„ que nous désignerons respectivement par 
ciC,AJl\ K. On aura, évidemment, 

h — << n -, h A/A. 

Le déterminant <7C, dont les éléments sont (i'./;o>j = αμ
η étant nul, ses 

mineurs A.'1·' peuvent s'exprimer à l'aide de in quantités β·', C'! de la 
manière suivante : 

A>k=\i>.C/·. 
< )n a donc l'identité 

A "V.·, 4- --- IV CSa),. ( < 1' 4-~ H' 4— ) 

II- A 11 a'., (J . h IV r—· 

En tenant compte des égalités ~ = o, ou peut donc écrire !\ sous la 
forme 

( 8 ) A = a'JI:(/· -h -j—. /1 'k. 

et en tenant compte des égalités 

ajt
c
Ck — ο · (y — ι, ■>.. . . .. ), 

qui, étant des identités relativement aux ω, entraînent 

in·. fK? - I 

sous la forme 

(9) / —-a £Ëf Æi Aik. 
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Sous Tune ou l'autre des formes (8) ou (9), on reconnaît que Λ est 
une fonction entière et homogène de degré Ν — ι -en ω,, w

3
, . . ., ω„. 

Sur une multiplicité M„_, non caractéristique pour le système S„ 
donné, supposé anormal de première espèce, donnons-nous les valeurs 
(holomorphes) des fonctions // et de leurs dérivées par rapport à x„ 
d'ordres λ, ι<λ<λ0, satisfaisant sur M„_, aux équations II,,, 2

0
, 

II,, . .., ΓΙ
/ο

. Leurs dérivées par rapport à x„ d'ordres supérieurs 
à λ0

 sont entièrement déterminées. Il ne peut y avoir plus d'une solu-
tion holomorphe satisfaisant aux conditions initiales qui viennent 
d'être indiquées. 

Y en a-t-il effectivement une? Autrement dit, les séries entières 
bien déterminées que l'on est amené à former pour représenter la 
solution holomorphe supposée, sont-elles convergentes dans un petit 
domaine à η dimensions? La question reste jusqu'ici en suspens, et 
c'est pour arriver à y répondre que nous allons faire tout d'abord une 
remarque importante sur les systèmes anormaux de première espèce. 

4. jSÏSo est un système anormal de première espèce, on peut tirer de S
fl

, 
par des dérivations d'ordre Ν — ι au plus, une équation d'ordre Ν — ι 
qid n'est pas conséquence algébrique du système (S

0
 S,. .. S^,). 

Les mineurs AUc sont des formes algébriques d'ordre !N — 1 en 
ω ι, ω

2
, . .. ω,,, que nous désignerons par 

σβ,α,...*,, «ϊ'οφ.. .ω*" ( α, -+- «s + .. . -r- ot„ = \ — 1 ). 

Chacun d'eux symbolise une opération différentielle linéaire que nous 
effectuerons sur l'équation Ε/,·. Nous ferons la somme des résultats 
obtenus en donnant à k toutes les valeurs de 1 à N. Autrement dit, 
nous écrirons l'équation (1 ) 

(e) Sa, a....a„ > o"-* li/- o.r? o# .X *\Oc <)X." 

le symbole 0 ayant le sens qui a été précisé plus haut : formule (2). 
Les seuls ternies d'ordre Ν qui pourraient se présenter dans l'équa-

tion (e) sont des termes relatifs à la fonction ul ; or, ces termes dispa-

(r) Si, du moins, nous supposons Ν >·Λ ; le cas Ν = ι se traite aisément. 
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raissent précisément grâce à l'identité 

ΞΞ O, 

qui exprime que le système est anormal. 
Dans (<?), les dérivées d'ordre Ν — ι de uJ entrent linéairement, 

leur ensemble est symbolisé (') par la forme d'ordre Ν — ι en 
to ι, (ο.ι, . . ., ω„, 

SaiiàA'* , '>Rt vK 

Joignons cette équation (e), d'ordre Ν— ι au plus, au système 
(Ε,, Ε

3
, . . E

x
) déri vé M — ι fois (totalement) par rapport à x

hj 

h étant l'un des nombres 1,2, . . η fixé d'ailleurs arbitrairement. 
Nous obtenons un système de Ν équations normal. En effet, le déter-
minant des formes caractéristiques est, au facteur près, 

/tort àA^ Kf \ 

— Λ 1 ΟΧ, lh„ du! J <)<„, Sx, 

ce qui, en tenant compte des identités: 3£==o, qui entraîne ^ =0, 
et = o, qui entraîne 

-— IV -t- ajk-^— = o, 

peut s'écrire comme le produit de An par 

— aji- -, J— "h ~ Al*. 

Et cette expression est précisément (9) la quantité Κ qui, par hypo-
thèse, n'est pas identiquement nulle. 

Cela étant, considérons une multiplicité M
/t
_, 

x„ — φ (λ?ι- #a
, .. ., #„_,)== o, 

non caractéristique (n° 3) pour le système S„ donné; faisons le chan-

(!) Cf. M. JANET, Sur la composition des expressions différentielles {Bull. Soc. 
Math. Fr.. t. ii;>, 1927, p. 89). 

Journ. de Math., tome VLII. — Fasr, IV, 1929. 
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gem en t de variables 

Xn — 9 Οι. ·ν·>. · · . : Xn~\) 

puis reprenons pour les nouvelles variabilis χ' les anciennes notations#; 
cela revient à dire que dans les calculs des nos 1 et 5, nous supposons 
que l'équation de M„_, est x

n
 = o, et que, en tenant compte ( ' ), éven-

tuellement, des valeurs des u et de leurs dérivées premières, supposées 
données sur Μ„_, et satisfaisant aux relations (R0, -o> 'L), K- lie soi t 
pas identiquement nul pour x

n
 — o. 

Faisons une convention de langage : soient deux: dérivées 1), 0', 
relatives soit à une même fonction inconnue, soit à deux fonctions 
inconnues diiïérenles, dérivées dont les ordres en œ

n
 sont /«·, nous 

dirons que D est postérieure ou antérieure à D'suivant que /· est supé-
rieur ou inférieur à k'. 

(Σ,, l{
2
) donne les u

n
, eu fonction de dérivées antérieures (-), et, 

d'une manière générale (Σ,..,, IF) donne les//„>. en fonction de dérivées 
antérieures 

D'après la manière dont ces systèmes ont été obtenus, on voit qu'on 
ne pourra tirer de S

0
 par dérivations et combinaisons d'autres relations 

entre les u et les u
n
 que le système ( H

0
, Σ

0
, R,) et toutes les équations 

qui s'en déduisent par dérivations par rapport à #,, #2, .. ., 
Ayant écrit, pour déterminer les//,/,., 2<λ<λ„, les systèmes (Σ-

Λ
__,, Η·

λ
), 

on pourra donc, pour déterminer les «„>·«-»-', au lieu d'écrire (Σ·
Λη

, U).
e+I

), 
dériver (totalement) par rapport à x

n
 le système (Σ, ,.,, IF

o
), ou encore 

modifier d'abord le système (Σ, ,, Η·
Λ
 ) en tenant compte des équa-

tions, sur x„ = ο, (11„,Σ
()

, . . .,Σ·
λ
_2, l»>

n
. ,), de manière à obtenir un 

nouveau système T, donnant encore les //„·,.„ en fonction des dérivées 
antérieures, puis dériver (Lotalement)par rapport à #„ ce système T^. 

Or, d'après la remarque qui a été faite au début du présent numéro, 
dès que λ„ = Ν — ι, on est assuré d'obtenir, par un procédé qui a été 
indiqué, un système Ί.\

η
 normal, c'est-à-dire donnant les //„N-> en fonc-

tion de dérivées antérieures d'ordre total au plus égal à Ν — J . Le 
calcul des dérivées //„>. où λ>Ν sur x„ = ο se fera simplement on déri-

i1) Voir la Note (1) du n" :>. 
(-) Nous sous-entendons « et des variables indépendantes ». 
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vant (totalement) par rapport à x,
n
 un certain nombre de fois, le 

système TV1. 
La convergence des séries entières formées résulte donc immédia-

tement de la démonstration même du théorème bien connu deCauchy-
Kowalevsky. 

On peut donc énoncer le résultat suivant : 

« II existe une solution holomorphe et une seule du système S
fl
 telle 

que les fonctions qui la composent prennent ainsi que leurs dérivées 
premières* sur M„_, des valeurs arbitrairement données à l'avance, 
holomorphes, satisfaisant sur M„.

H
 à R„, Σ

0
, R,, si, du moins, Κ. ̂  ο », 

ou, plus simplement, dans certains cas, par exemple si S
0
 est linéaire : 

« Il existe une solution holomorphe et une seule du système S„ telle 
que les fonctions a qui la composent prennent sur M

n
_, des valeurs 

arbitrairement données à l'avance, holomorphes, satisfaisant sur M
/;
_, 

à ll„, si, du moins k^o. » 

Alors que la solution d'un système normal dépendait de Ν fonctions 
arbitraires de η — ι variables, la solution d'un système anormal de 
première espèce dépend de Ν — ι fonctions arbitraires de η — ι variables 
(et de fonctions d'un nombre de variables inférieur à η — ι). 

Il sera évidemment aisé d'étendre successivement ce qui précède au 
cas d'un système d'ordre ρ supérieur à ι, linéaire par rapport aux 
dérivées d'ordrep, au cas d'un système d'ordre ι non linéaire par rap-
port aux dérivées, au cas enfin d'un système d'ordre ρ non linéaire par 
rapport aux dérivées d'ordre p. 

Il sera sans doute plus compliqué de faire l'étude générale des sys-
tèmes anormaux de seconde espèce : on peut prévoir, semble-t-il, que 
pour ces systèmes (supposés du premier ordre), la solution dépendra, 
en général, de Ν — ι fonctions arbitraires (1 )de η — ι variables, puis, 
dans un cas particulier, de Ν — 3 fonctions arbitraires de η — ι 
variables, et ainsi de suite. 

ÎY. Donnons un exemple simple, assez général, de système anormal 

(') Sans parler, bien entendu, de fonctions arbitraires d'un nombre moindre de 
variables. 
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de première espèce. i\ous voulons parler des systèmes pour lesquels le 
déterminant X est symétrique gauche d'ordre Ν impair 

( α·β· -l· akj =Ξ ο). 

Ces systèmes sont évidemment anormaux. On peut écrire 

Ai''-

les B,, BO, . .., Bn étant Ν formes d'ordre —-— par rapport aux ω. 

Supposons, pour simplifier, que les a'j,. ne dépendent pas des a et que 
les h soient nuls. 

La condition· pour qu'une multiplicité 

Φ(Λ7,. r2
, . — ο 

soit caractéristique s'écrit sous la forme très simple 

αμ·('Β'. !**) = ο, 

qui fait intervenir les parenthèses des quantités Β deux à deux. 

( 


