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DES INVARIANTS DES EQUATIONS s==f(&, Y, 3, P, q). 3o1

1. Daus le fascicule XII du Mémorial des Scicnces mathématiques (*)
j'ai signalé I'intérét qu'il y aurait & déterminer les équations s = f qui
admetlent un invariant pour un seul systéme de caractérisliques.
Leur découverte est liée a celle de conditions simples, nécessaires &
I'existence de l'invariant. M. Gau (*) a découverl les premicres de ces
conditions; j'cn ai donné d'autres dans ma Theése (*) et M. Lainé cn
a récemment déterminé de nouvelles (). Mais il arrive, dans certains
cas, soll que ces conditions soient d'une discussion diflicile, soil
(ju’elles soient impuissantes & imposer a la fonction f une forme assez
maniable pour qu'on puisse la soumetlre avec succés a la condition
nécessairc et suffisante de Darboux. Il ne me parait alors y avoir
d’autre alternative que la recherche de nouvelles conditions néces-
saives simples.

J’ai amorcé cette recherche, aux pages citées de mon fascicule du
Mémorial, lorsqu’il n’existe aucune fonction A(.x, y, 3, p), d’ordre <2,
telle que I'on ait

(\)

i +- 7 ()'/.-—0
o=

.Je me propose dans ce travail de compléler celte étude et de montrer
comment on peut résoudre le méme probléme quand la condition (A)
est satisfaite. :

1) Pages 3g-41.

) Gau, These de doctoratl, Gauthier-Villars, 1911, p. 34 & 3.

) Gossg, Thése de doctoral, Privat (Toulouse). 1921, p. 36 et 37.

+) Lawng, These de doctoratl, Ciracovie, Imprimerie de I'Université, 1928.

(
(’.‘
(3
(

Jowrn. de Math., tome VIII. — Fasc. 1V, 1924. 5()
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2. Une des grosses difficultés qui se présentent dans ce genre de
/u *

(juestions esl la corrlpllcauon croissanle avec n, des expressions T

Je suis d’abord parvenu a leur donner une forme condenséc en intro-
duisant les nouveaux symboles

09 ) 7]

)= 57 ot oy H{H(9)]=1Li9)..
P df d¢ N eV — I (e
Flo )— )_"* ap 4)_1/’ FI¥(9)]= F.(9)...

ol % est une fonction quelconque de x, y, s, p, 7. On vérilie sans peine
les identités

Moy do . Nig) (09 do )*f
_“:;“(— ) v Jp '::l<})j))+;)—7- ’77’2’

dp
MIW%j_wﬂ}

On peut alors écrire :

//j
ar = )7~+ Hef).

a0 /_0 [ |,u< /)4-“/ l"'"""“/"

la? I)[l
)/' o (2 SN A
() 3¢ (G ) = g 7t

!
-'—/—// )1 + M - e + 1
Jaf
+ Py ‘ill (-) -;—)IILI(/)|+I[I|(/)||+II(/)

ol

en posant, avec M. Gau ('),

P Jdf s,
M,,._/.|-1;,)[,+II<()[) . + I f).

On a alors

en n’écrivant pas les lermes d’ordre inférieur 4 3 et cn posant

L&) 2 (N LS
R=6p3 —)—/——+—//,[1>II<)I >+ 1ol ((71—)> +3r)r/ ()[)]

+an<y>+muujj+mnun

(1) Gau, Thése de doctoral, Gauthier-Nillars (1911).
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On aura par suite

//"'/'___ )/ 5 TrfM . r)"/_ H
T = //,, ap A= py M3 == p, -/— +6p, o +

et si 'on pose, pour n>5,

vy af

— A i
e R K R A M e MG

on aura

[ Jaf ,
,/.‘,,'-{, = U )}1 A= M- s M
avec
M M SO

On en déduit, par un calcul facile, que

I =yt oaf o dF(f) ()—/_< d df ~I’(/)>~

T g NdzTop

" Aot ap " dy
(Zest la I'expression qui ligure dans le calcul que j’ai amorcé, dans
mon fascicule du Mémorial, lorsque la condition (\\) n’est pas satisfaite.
Si clle P'est, nous verrons plus loin u’on retombe sur le méme sym-
bole.
Sa valeur explicite va nous permettre de simplifier et de compléter
les cinditions nécessaires simples (ue j'ai déja signalées dans le travail
(jue je viens de rappcler.

»

3. Supposons, cn effet, que 'équation donnée admette deux invo-
[utions d’ordre n et n' supérieur a3, sans que la condition (.\) soit salis-
faite. Les conditions de M. Gau donnent, z et 3 étant deux fonctions

de s Yy 3y Py

b2t of o % i)
L
0y

/))~ e 7}1» dpt

/H(/H II< /')] —F(f)=o.

Je me borncraiici a I'étude du cas ol l'on peut leur adjoindre
la condition

L@,y o )+ () =o.
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304 '
J’ai d’ailleurs montré qu’on a aussi
oh . .
3y e Wi, |
en posant
p=_(n—1)yar--3,

si n est supérieur a 5, & étant une fonction d’ordre <3. Cette condition

s'écrit
ol d_Jdf —1)(n—2) d* Jf Al
oy IJ'[( =) dx dp - F(f)] 2 dx* dp T

_of(dof N,
=31 iz 7~ F)

Mais I’ensemble des conditions de M. Gau s'éerit

L2 ’l ‘// +E(f)=o.

£y

On a done
)
--( o~y ) A= (1 --l)—~ :)[l) =o,

f.l’ )f
s

De plus
ps, Body V()
oy drx dx
s IJ‘_) B _c_l_()[ -
= V‘[(n l)dr —(-)p (f) =
En posant
— —2\ d dy _pi(n—2)
H= /L~<—r>(lv(lJ_7)~n;Lv 2(n —1) ’

la condition en / vient

sl pF(f) __aff 4 9f . .
3y (n—1) ()r/[dx ap lU)]’

H étant au plus d’ordre 3. On voit immédiatement qu'il ne peut étre
que linéaire en r. Posons alors H=ur+¢. On a

~

ou Caf o o P . 3
I‘?‘ +Ill I-)'[—'}‘“(f)} +_,}"_ +1 (/)<0, + n.—l)

-4l ()
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d'ou
ou Jdf . a9 /)’/
T)/-&-u.@—' l(/) (){/ ()/"

J( ﬁl [) . ()/ ()/ ~ )
ay () =+ ~(75_—1) dy [”<()l'> = (/)J
Mais comme

oy

o(a/) . r)[ T
..._.__—-—-/( ()/' W:)——J,F(/)’

la premiére condition s’écrit en posant «w = u — av
)

3y dp*\dg )
La seconde vient

- —l—(rn»i ay)(Sf) l-‘e'l(")_ ﬂ.[ll<(())—'/{>—-"(/))'

n-—1 dq

En tenant compte de U'identité

It—l

et posant

o B e
V= - ﬂTl |—/ ,
1l vient :
Z% 4 ol /)~_<i)— - >‘ |<')/> — F(f)J-
. .. . Jd ,da
[La condition en « donne, si 'on pose « = o — £ gp’ ¢ he contenant
quex, y, s, p, ) . '
(((/ + (} aa / (741
= )_) Js
- da e
. ap

ol b et b, ne contiennent que x, y, z, ¢. L'équation s’écrit donc

da

Iy =ab - b,
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et I'on a les identités

oa’ df o 3
W w2, Ny = - b)) — 20,
oy dp ‘ oy

2 p [ B/ du b ou
V()= (_1'.’I (b by) - r ((( PE > Cal 05

.af 9 da
R IR R
a _‘HI (h) - Kb Gy (\u’ 4):)]’

oll @ represente ——
ap

. ) 5,
On a d’ailleurs, en posant o, = f: —

'”‘ a2 ([) + —)—l|(/)—0
d’oli
oo’ 1 Jd Jf
#6__)_'—“()/ a W f)y==a (/;~)—l’->

Doy e
et, en posant o, % = o ct integrant,

%7'—" A WY =a,b 4 byla, vy 5, q).
c’est a dire
7"'— [t~ Y] 4 W(al 4 b))y = a,b 4 b,

et, en posanl z,— H(a)=z¢,

4 all(b) -+ H(b)=pb -+ b,

1
@11_81

Donc -

5 dp  dp df . . “do

R R R ORNTIARRA )_1,_}/;
' i )( ((| (//)-4,~~ (b, .

v a dp + o) + o T

’i [

Kol

1’équation en y donne d’ailleurs

) l(){l g
gj—(/— pp P > —7[c¢F(b)+F(b =
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D’oli en posant

i da 1 dp e
i e A O dop 8T h(ea, yy s, p)
?‘—L’{ -I- —:;[II|:</I> 4 F(h )] ==,

e

l.es conditions en w et ¢ s'éerivent alors

00 _()""/' b’ +- b g -
oy ;}/7<_—ﬂ_’_+"('1"]‘ \.'/’)>,

LA v Jaf o | fab b s
5= () -ven | (Lo st ),

el posant
. adb . 0b,

/I__-()/;, Il._-(-)—’;.

On a ainsi en g, /i, w, w quatre conditions simples qui licnt les trois
fonctions «, b et b,. Les conditions en g el /h supposent 'cxistence de
2 involutions d’ordre supérieur & 3. Les conditions en w et ¢ exigent
que P'involution d’ordre minimum soit d’ordre supérieur 4 5. Quand il
n’en esl pas ainsi, on relombe sur des calculs tout & fail analogues et
I'ensemble des formules obtenues permet une discussion compléte du

probléme ui nous occupe : j'en exposerai les résultats dans un pro-
chain travail.

A. Supposons maintenant que la condition (.\) soit satisfaite.
Je rappellerai d’abord le lemme suivant, qui est vrai, que 7 soit du
second ordre ou d’ordre inférieur :

S’ n'existe aucune involution d’ordre inférieur a m et supérieur a 2,
toute fonction d’ordre m telle que

ou . df

K étant une constante, est égale a N.(x) 1",

Supposons alors qu'il existe une involution d’ordre n > 3, sans qu'il
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en existe d’ordre compris entre n et 2. On a, par hypothése, o dési-
gnant une fonction d’ordre au plus égal i n—1,

ey n—1 [ g
(1) (Y 2
().). (/.l'“ 1 ()/,
A , 73] .
Iun posant &'= -——; on en Lire :
Oy
. 60)’ _
(2) i + MIZ =o.

En supposant o’ d’ordre m (2 <<m<n—1), le lemme montre, aprés
une dérivation par rapport a p,,, que

"’(:7-xu/'/u G ey ) Ny 0,

d’oli
. ():‘l} s (/m-—l./‘ N ,
(5) a)— —{‘).\(,<(/—.lm - '\U;--::O'
¢ étant au plus d’ordve m — 1. St m—1 vaut 2, il existe une fonc-

tion g(z, v, =, p, r) véritiant la condition

’ Q;_,_ y (/_!/_ o \[Ht
(1) o H‘X<,/.r'-'> N =

Sim — 1 est supérieur & 2, en désignant par des accents les dérivées
par rapport e‘a]),,,*., on a successivement

9-91 b d/i)'-/ A4 AN M=o obj -1 fa‘b”—{)#/»-: 0;
gy " dp gy Codp
d’oti
=N N\ 2 p -+ NG (e e 30 P
Donc

[«3]

% ([1,!11-—2

| m—: f
R, <([ /> M=o (m—1>2).

S

C’est une relation de la forme (3) et un raisonnement d’induction
compléte montre qu'il existe certainement unc fonction g(a, y, 3, p,r)
vériliant la condition

. o (LN
(r) % -.;-/.\<ﬂ_,>-;-u,_u (123)
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5. Supposons maintenant «ue A soit du premier ordre. Il ne saurait
y avoir d'involution d’ordre 2 sans qu'il existit un invariant du
deuxiéme ordre, cas complétement étudié pacr MM. Goursat, Lainé
et moi-méme.

S'il existe un invariant d’ordre n> 2, on a, 4 la fois, la relation (I")

el la relation
oh(x, )y 3, p) ; a _

q; l)/;
d’ou U'on tire les identités
0 ded.  d a 0 d/1\_ 1S
dy dr op — oy ;I_/; AN (-)[7'
L relation (I") s’écrit al ty=g /(/' .
il . ( ” a OI‘G, en POSdn ] —_— (/.l

& e AN NI
67»!—/.\)/ 7)—/—)—__,——r /[9I|< > + B /)J (./)}‘|‘|(,f)~—0,
N AN S N s I
o <”'> dr dp - )‘\[ dx (—)]}" l(,/)]—

_‘Nu‘ (7 L ()/ 49X s /> N <1/-{)_: o
0} 7 da?

montre alors (ue l’équation

d’on

[.'identité

1 /)/) X A
- —+ r) \

2 = consl,
7odr d.r

Xy

est toujours en involution avec la proposée, si X n'est pas nul. En lais-
sant provisoirement de coté le cas ot Pinvariant donné est du troisiéme
ordre, nous devrons prendre X nul. La fonction y doit alors étre de

la forme
y=ri&(x) - 0(x, y, 5 p)

et la fonction 0 vérifie la condition

(o]

(5)

15 () () + F(f) =0

Qs

I
1%

que j’at obtenue, par une voie moins rapide, dans le fascicule XII du
Mémorial.
Journ, de Math., tome VIIL. — Fasc, IV, 1929, Qo
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M. Lainé (') a fail fort justement remarcuer qu'’il fallait aussi con-
sidérer le cas oli % contient ». Dans ce cas, il existe nécessairement
une involution du deuxiéme ordre.

En désignant par ¢ une fonction du premier ordre au plus, nous

. N o .. - -
prendrons Loujours A = P el nous ¢erirons la condition en 7 sous la

forme
(G ' 99 + (/) —o 9.
9y ’ Cdp

La condition (I') donne, en y remplacant g par 2y(z, y, 7, p, 1),

d Jf i
larap ™t <-’>}

=2 — )|

et, comme d’apres (6),

0 do\ o 4)/ oy L d 4)[
s\ )=\ ) o T ot

il existe une fonction «(.x, y, z, p, r) telle que

R du o ododf
7y . 5y TR oy

()/) - l‘{‘/ =0,

~

En dérivant deux fois par rapport a r, on trouve facilement (ue
n=8 () K (r4-o)+alr+qg)alr,y, sop) 3000 5 p)

el 'on oblient les conditions

(b af oS
(g o+ 5k )=

f{_’ﬁ . df Jf /)/ oy _('
e ?/3 B _C'[”<()//) ¢ ()/J' () =0

Si £ est nul, on a la seule condilion

cml () =o.

(1) Laing, Note aux C. R. de UAcad. des Se. (23 janvier 19a8) et Thése de
docloral.
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Si & n’est pas nul, on a

St LY 9 [ Lot/
2._ _}_;/.’.)-l_ | ~‘—{;::(), 5 ) |- = '/ == 0.
Q) ap apt gy 1.

Les identités

q . o f Jaf o 0. ( do\ __d Q[
gy dp T ? apt : <;)./;>_... Al oy 5 \/'” o 7[) ~dr dp

conduisent alors & la condilion

) . d@ . /)CID . P — '.
_67 [/.(./,21+ Z-/:;)(:’(’l)‘}— " — -’-)7; ——f/-(j ~- '?)]-——0’

il y a un invariant du troisi¢me ordre, si Z n’est pas.égal & 1. En réser-

vanl encore le cas ot il en est aiusi, la seule condition (ui reste est la

condition en z et il est clair qu'on doit avoir '
"= g% Aol o) A4 ().

Ainsi, des quatre conditions H de M. Lainé, les deux premiéres scules
sout utiles. La troisiéme, ou bien exprime qu'il y a un invariant du
troisiéme ordre, ou bien donne une identité. Quant a la guatriéme,
Panalyse précédente suffirait & prouver qu’elle est une conséquence
identique des deux premiéres : un calcul direct montre qu'il en est bien
ainsi.

En résumé, quand 7 est u deuxiéme ordre et (u'il n'y a pas d’in-
volution d’ordre 3, on a un des deux groupes de conditions

-. RPN S RN
((J‘ 6‘;"”(/)-—.{'(')/;’ ;)\—l ']"‘Q.;)—/; -’f-l(./)-—__(),
(1) ,i-i “+ /‘v::o‘)/', 33 —{—a{)f ~i'-(};£::u

gy ’ T dp oy dp o dp?

6. Nous allons maintenant veprendre la discussion du n* £, ot 7
représente indifféreminent une fonction du premier ou du deuxiéme
ordre.

Sil'on pose
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ou

A7,
=+ (1 —%) =

suivant que % est du premier ou du sccond ordre, on a loujours

oa’
— == —+ ] Mi=o,

5, étant d’un ordre supérieur d’une unité & celui de A.
La relation (2) montre alors que

= Pucr(Tny+ Xusy) + 0, (T ooy Ppy)
et (1) s’écrit
()w' , du—z'_"/‘ ,_ dn—-lf
0) ’*‘(7/1—1 " ’\I/— ) ;ﬁ?T___; — u--y ! \”l— (2/_]7"1

) ,
— ;)—117 [0y + oy (T - Xym)]e

1k
Si I'on convient de désigner par (( f>> ce qui reste de fA quand on
en a supprim¢ les termes en p; ., et pr, on a

O, _ , dm=2f = ()f
) + (o '1+'/\"—1)<W>+<<dﬂ’ ') ()/)

Supposons n > 5. En dérivant par rapporl & p,_., il vient

) 0 ()o;, s e
(8) ”)‘_); ()/I/l- -1 H(Tumy Nou— 1)1\Il 2+ M 0.

r--22 N1

Supposons que - soit une fonction g, d’ordre effectif m. Sim< 3,

)/ _—
il y a une fonction d’ordre <3 vérifiant (8). Sinon

I 9 999 _
3y Opu B o opu

) |

o= 4_)/17—7 = N L[ put oy (20 ooy prn)) (X, £ oY,
-+ d’olt
b (4 (e N S M
oy dx X, op
et par suite, la relation

6 do,
— M=o
0y Op -,
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analogue a (2). Sim > 5, on en tirera la relation

3 o, S . :
s 1= (@ ey - \m.-w ) M- M-

9
R 1=0
';,," () j’m—-z m--4 m—

qui est analogue a 5. On voit donc, en remarquant ¢ue 0 et — et par
suite 5, — ne sont définis qqu’a une fonction de x preés, qu'il existe cer-
tainement une fonction (&, y, =, pi, ps, Pss Pa, ps), d’ordre au plus
égal a 5, telle que

-

o

() o MIZE 4 MITE = (123),

L2

)

toutes les [ois que l'équalion étudiée admettra une involution
d’ordre n>5.

"n désignant par vy, 'expression

d.r

S=Y Oy
H=7 * 2 dz? ’

(l —1) <z_lt:‘"/"‘)'-'_ (L —u0)y (I —aYd>22).-

(G) s'éerit
W LTy 1=y L) o -z4]=

oy e dw dg T dzdp| T

En posant, si 7 est du premier ordre,

oo .
dm(_;l.l -+ 8,

p=r—{U—1)
el, si  est du second ordre,
. o | . do
H~'/|—(/“"l)¢—,ﬂ!~” + &) (P::+ (/7)],

on arrive a la condition

) ) 6ﬂ oy r/L‘“).___Q[ i 0f iy
(G)) v =t (G L),

ol 1. est une fonction de @, y, 3, p,, pa, Ps, Ps, Ps-
7. Si p est d’ordre 5, on a certainement
w=X2(ps+ )

S (AN f 1 joffdaf oo o dE)
v () “',;p—;.x,(;);[@&—“-”]“'(f)%‘;"

et



314 R. GOSSE.

On en tire

r) t)p, . . ‘ o v
i 4)/), --Ml=o. P == (0 4 N ) e P (e Ve S e )
c'est-a-dire
Oy e dif 4)/
P "'("'"'\'-)(;7:;-2?) g ((,/, )) Ty
v Ay d 9l P o177,
= 7‘\T|_?)77 <T.,,-.7);* (YN )I

St est dordre <1, 5, est d’ordre <2 el

9 Yy
a9y e ‘ Op, == - Rz,
0\ N, (7,4-N)): “ kb I)/)._‘ i- 1 )

comme le montre 'expression de %7/— calculée au n* 1. Clest la rela-
tion (G) oti /=15 et ot y est d’ordre £3. Comme on passe de y a p. par
addition d’expressions qui sont d’ordre £3, on est ramené i la rela-
tion (G,) ot u est d’ordre <3.

Si X est d’ordre 2, on a

NASS

0/) a X 7
o dp, - (@ N MG, )—/—4»] R )<r/: )—H'/)'

qu'on peut éerire

- 9 { Oy, B _» s 1]
avtop, TG D\ |oaa(pe ]|

olr
4 (0,4 \ ) ME--6p, -—/ -+ R==o.
Lo Tt
(Vest la relation ((3) ot {==5 ct ol v est Linéaire en p,, el l'on est

ramené a la relation ((i,) ol u. cst linéaire en p,.
Supposons maintenant que . soit d'ordre 4. On a

o dp  df dp N
S o PN

u., élant d’ordre <3. On peut donc remplacer dans tous les cas la fonc-
tion . par une fonction de la forme

N g oy (ry 00 5, Py Pay )

X, ¢tant une fonction de & qui peut étre nulle.
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Pour continuer la discussion, nous allons désormais séparer le cas
oft 7 est d'ordre <1, de celui ol cetie fonction esl effectivement
d’ordre 2.

8. Supposons d’abord 7. d’ordre <1. J'ai montré dans ma Thése
(jue, si I'on pose ‘
_du(ar, vz, p)

ap ’ :
[’équation clonnée s'éeril
S Ll
s b vy ) / [ SRE v
v A K T da
\ o

On en déduit facilement les identités

S 31 .
A= - D, Sl ) = 1(0)
5. dli)
s lpeic )= s
ot
5 G e oty o) — (4 Dz
q et = e V)= ‘af‘,i )

La condition () se transforme alors en la condition
oz, vo s p ol

() —(—’—N—Q FEN ) 4- 2 =
g , )

et la condition en 1. en

{t0) r)m('l"‘.)"‘a/’l'//'a// ) 4.\ ol* ”(/1 s /)/ // ’)/ B /)(l)/ ) //f."/.>.

g A ap 7)_/7 "

gy dr? Dy oy
Nous allons d’abord démontrer que X est nul, 'il n’y a pas d’invo-
lution d’ordre 4. En cffet, en posant

Iy == - ——

1 da d 2. s (()a)"

7.0z di
1+ H r/)|<; —.,.> :[//4—!!(//)[
A (Y i db Jf 0 1 da
N =1 =) — = =L . 2L —_ 2
\ l(l)|”</) 1 /] 7. ’)’/[“<’}l’)+6," /.(:]
+”(/l)(.l_ T > l|(~a) J |‘(‘/J)
LoOp 1. ()/; ,.
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la relation (10) prend la forme

) » TN LA )

9y ot
D’oii'Ton conclut sans peine, si X n’est pas nul, que

L ol T 7. (e
0, = X {Xo— 'z‘——;[/./‘-i— W(ayjt [/.[):;w&— rom -7];»1;*-‘] A C RN RO R

En remplacant dans (11), W, par sa valeur, et lenant compte de

Tidentité
o 0 U
(2= 2110, 4- &gy,
(oy) oy () Jy (/)‘

on voit alors qu'il exisle une fonction

gl 1y 3, py /'):7l 3-:—, — ‘X,,if—i—}_'_[_'/.r—l- H(a) ]%
— gt ok hr 4 Hia) | — Her) +- “;”) %;;,
telle que
APy FTIY AU TTPALALI R TTYAY R
6_\“—,’,4‘2@ '.’")"_ ((’) b} S 7|+ 'X'-——Oa

et, en vertu de l'identité

- o dil ey &5 N
g)—’l/,p:;—{—/ T | 241 (a)y |+ ;[/./ + H(a)] |

dx
=<+ ,(0) — |I(}a)|—‘%-//—},

on peut conclure qu'il existe une fonclion w,, linéaire en p;, telle que
Von ait
Y‘)\(:)Z

(12) — + N =o,
9y

(11) et (12) montrent, dans ce cas, qu'il y a uneinvolution du qua-
triéme ordre

oL oy, - N ()
-(/—17[//+|l(f()!_————-x(‘l‘) ’

et nous pouvons, sous nos hypothéses, supposer X nal.
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La condition (11) peut alors s’¢erire
O vy sy po 1) ood .
Selre s )N Dy =N
oy e

et donne

[,

SNEAN

fre =0y P a-(t 0 Nyl ee 4 Hay ) | A=y vy s p)

iz
lb(’” ’

Il reste 1a seule condition nouvelle

&L)‘T_/” &+ \‘ (24N ) 1 (h) — ”(—”’/'-—(—”—’ + u.l</,)]

_‘.7 T/ 1 df 1 db Jf 9 1 da
=ron[n(s) 3l i () - 51 %

1 07 . H(ay o0 ¥
+““’>(77p“@->"*r o

Lies équaltions que I'on cherche sont donc de la forme

da(r, vz, py Coa -
ey,

a et /) vérifiant la condition précédente ct la condition

(e, vy 5 Py L by
T-;—;ll(/))-l— Ja =0
dp

Cette derniére condition limite beaucoup la forme de a et de b. La
nouvelle condition permet de pousser la discussion juscu’au bout.
J'en développerai la marche dans un prochain travail.

1
’ o
Nous avons vu qu'il existe une fonction « telle que

9. Examinons maintenant 'hypothése 7. =

su L daf oL
'5;—1--_’;‘/;5[—)—1-](‘/)——0,

et 'on a (n°.8) soit

Kaay

—o.  u=5(2)E(r+0)+B(7, ), 5 p)e
solt

=1, lt:a;(/'+(p)+%+--n(w).

Journ. de Math., tome VIII. — Fasc. 1V, 192y. 41
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En vertu de l'identité

3 /)—s)n' 7r/¢ —iﬂ

Y R ™ =0 Az dp’
la condition (G) peut s’écrire, 1., étant une fonction d’ordre au plus égal
a3,

I _(i/' dof o : ) 2 Jf
3 of,[(ﬁ,;“”/) *‘““ ) N TS
el comme

3 wh{ p,+ 7o) _ '/ 2.5 = ’/"ﬁ)—" a0 — ol pa+ ik
vl Os™ Ty 2\ dr) " dp v dz)’
on voit qu'il existe une fonetion w(x, v, 3, p, p., ps) telle que

f:?m e ay o df off d ()/ -
91 ’—\-r_l—z_(—)?' " ()p4 7l dr ()/) AVANE

1° £=o0. En n posant

m=m N (22,
r oy

on a
:3_m| N do\ 2 f d o /
6_)— =\ (['::‘i‘ ;77) ap? - N (7 - )//l f)[)
oA df  ofrd of
B ()/r + dy | dx 5/—; =¥ )_ )

On en tire .
. "\ /_’ o ; Ao\ (Do A
=N S (e ) (e }Z:?> "]

—\ A(/» - ik ) A Aoy, 5op, .

aN - f d A Jo 7y J /
o AN o o + D;)[u(.\ 41—\ (71—14 \, F-w/J P (f).

Sil'on pose

SN Ay
AT (- 9)?)
on a
6 JA, dA, ()/ f
aj’—l)l—_}— ()l €|(\—| l) == 0.

Cette condition exigerait qu’il existit une involulion du troisiéme
ordre.
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On adonc
(X A1) =0,

et 'on en conclut aisément que
A=8(e)8(r+0)4+7(r+ 9247, (r +0) 4+ 7

les fonctions v, v2, vs ne contenant que z, y, =, p.
On est ainsit condult aux conditions
ay )Q_/ ) .1)/

~-

V Vl/()/l - 4)/;
___, g /)/ N\ |”<()'-',/> O()/ r)-_‘/ N I)GM\QE.A.;.\' N ,)/

. O)‘

)

9 ap* 4)/1 ()/;'-‘ dp 7 oy
6‘/2 y /)/ J/ . o[ o . ()/ ()/
;7—)— ) ()/; | (()/; 7 ;)/T (N2 ap N dq gy I)l/

On voil sans peine que la troisi¢tme condition est une conséquence
des aulres. Si X est nnl, la premiére disparait et I'on a

8&9\_”‘, aJ . 05 g ] of 6-’/( /
T TR AL A A R i il = A ,)?7>
St N n'est pas nul, on a
N S ) SRR RN ]
L0 Nz, P“_gl—,; — P q‘;}/—' I Y=o,
iz_“ _df ()"/' 51 A / N a /_)_/ » )
oy { //)p" ap*’ o i()/; Rz (N {24 (}r/> -l

[
op.
de faire ne donne aucune condition nouvelle. Dans tous les autres cas,
au contraire, elle en fournit au moins une.

On voit immédiatement que, si ~ est nul, 'analyse que nous venons

2° £ =1. En changeant \ en — X et posant

du
1y 2= 0) - \ (__ _;_ _
dz 2!
on a

O(l)]

) N )T d o ~
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d’ou 'on lire successivement
mi=— L X (/; - —)—> Ay vz py ),
A= Ny £ (1 4= @) A=y (1 == @) - s

v et v, étant des fonctions de z, y, z, p telles que

ov -()_"/._~XI)F(./) 2F(f) *_() /(()/ . xl)’

oy + ‘/()/) T op op* \dy
e S xugrey) - o T gy (22 90
5»/4—/'()1:*—"\[“!-”/)]_(‘9 dp R Ip o
af . (()i 'r)/
+ (7//- B '\') l_” op ¢ ap* |
En posant
F=2(y—2N,) -\ Z;g-i—%(a’f}””ld)]»

1‘,:*/,+X-(-)—'c?,

Js
il vient
ol J/ af S
o Tl =tr [)'I Tl &
or ()/ ()/ 0o

o .o,/ ()1 s

Ces conditions sont & joindre aux deux précédemment établies

09 d . oo () f

_,of
o =g T At 0/)

Les conditions en I' et I', ne disparaissent jamais en méme temps si

gz © e . .
. n’est pas nul. Mais s'il en est ainsi, « est nul; donc I I'est aussi et

D'on peut satisfaire 4 la condition en I', en prenant
L=X,=1+X=

on n'a alors aucune condition nouvelle.
Ainsi, nous avons, dans tous les cas, ajouté au moins une condition
~nouvelle simple, nécessaire a I'existence d’un invariant, sauf quand
I’équation donnée estlinéaire en p. Nous allons étudier ce dernier cas.
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10. Posons
[=putr, vz q)+ 0z, 3, 5, q).

La condition en » donne

do 25, d8 ) (36 J. , (0w _d_ce)
p=e(Trog)-—r|m 3 v aen] - (E o

I suffit de dériver trois fois par rapport & p pour se convainere que
o=pri(z, ¥y ) +pl{z y, 5)+ H, («x, », 5).
[’identification des termes en p? donne

o) . o ; 7. Ji.

J’ai déja montré (') qu'un changement de variable Z=u(z, y, 5)
permet de prendre .. =o. Les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’il existe une involution du deuxiéme ordre peuvent donc
s’écrire
(1) g =ws-4-dlr, v, o),

el, en représentant par =(z, y, 5, w) ce que devient § quand on 'y
remplace ¢ par cette valeur

o
() Q_E_i... -‘——l':"}-(b)'?—]- '.'J)ﬂ-‘---i— f)‘i"_:_
b E o R dy '
T Ow
I
(3) g; m——:j; - :—)); | e | N I ![J)%I-i—’ -+ %l—‘l—’ =o.
S

La discussion de ces conditions n’est pas impossible, elle donnerait les
formes que doivent prendre w et 8, pour que I’équation admetle une
involution du deuxiéme ordre. Nous ajouterons, comme nous l'avons
fait jusqu’ici, 'hypothése qu'il existe en outre une involution d’ordre
supérieur a 2.

La relation (1) invite a poser

T=uw(x, v, 3 q).

R. Gossg, Mémorial des Sciences mathématiques, fasc. XII, p. 51.
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En calculant s au moyen de cette équation et de (1), on a
R, J . .
4) P <; + ;_}_‘{2) + (Ti_(x, ¥y LY="0(x, v, 3, 5L + l!J):‘T(.‘L‘, LVAR

On en peut toujours tirer

(9) ‘ s=p(w, 3,1, P),

et en éliminant s entre (1) et (5), on a 'équation transformée
dp
QA 7).

(6) @ pl-diz, y, 7

Nous I'écrirons ,
s=qo(x, ), s, py4 oy, =5 p)

el P'on aura les relations

. do . dp _ r')p dp
(7) —()—;—i-n;jl—)ﬂ s ;)3; 6-(7;;

=ps+ by, 1, 5).

A toute involution du systéme X el d’ordre n de ’équation primi-
tive correspond, comme le montre la relation (5), une involution du
méme sysiéme et d’ordre n + 1. L'équation (6) admet donc une invo-
lution d’ordre 3 et une autre d’ordre supérieur. En laissant de coté le
cas ou elle admettrait aussi une involution d’ordre inférieur & 3, hypo-
thése qui conduit 4 des résultats conuus, on retrouve le cas trait¢
au n° 3 et nous nous bornerons encore 4 discuter le seul cas ot 'on a
les conditions

do oOf o 35, . 9/ o
— e —=h 4. Zoal ) Lt R NS N [ A IO = 0.
gy c oy ap? o oy AUV l(r)p) Fifr=o
% 1o
13_)' i1 (./ ) =03

: .. 727 .,
o 1'est ici pas autre chose que - & % eten intégrant la seconde con-
Jdp Jdp

dition, on a

&:3:—%—(}{.1‘. oz, q)—o' (/) o’-_—;ﬁ)-‘ .
0‘. D . / 3V B ' ()/)
. . /
L’identité

dU(f)y=M(ps+U)— 3%11(9)
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. v ? ?

permet de I'écrire

A e ‘oz | h
o (2, vy 3 p) R Y W ()J

: — =L 0
9) R ' dr Pz T

(s est donc linéaire et [’on peut finalement mettre la condition sous la
forme .
0 o, A

E‘T{J.(.r, Yy S py=sp 4 gle, v, 3)— (—)—l'- — (7\5 —po.

En tenant compte des relations (7), on en déduit que u. est une

fonction de w(a, v, ¢) vérifiant la relation

(8) du  du o ()y)

= - sy = s l—.':———— 1 (0~ ==
o i- f),’ I- J) X 0 -
La relation en y montre de méme que y=v¢(z, v, ¢) —w, ¢ vérifiant
la relation
dv de do J
(9) [—~ + —(ps+1) —'——!-O—l-—%—?-:().

Ay do L

e )
En éliminant p entre (8) ct (9) et posant v = ¢ — :—)g, on trouve

{10] s (—)‘—v((" ")4 o+(—)i) =3+ "—ﬂy——ﬂli~()u( -+
10) )) g PE ds | drdy  do S

+

Cette relalion, ne contenant plus p, est une identité en ;. En dérivant

par rapporl & z, on trouve une équation diflérentielle en ¢ et —(;— Y dont

la scule solution convenable est

b=sza(r, v)-+ Bl )+ yasple y) + 2z, 1),

In portant cette expression dans (10), un calcul élémentaire donne

u—\/ \.+()Lli) u_—_—E — o — h,
v 2 '

¢z=-hp?—h,, ph==—>

ou les fonctions / ne contiennent que x et y. (8) et (9) donnent alors

M, 3 ok,

_ o, h (b 4 )
”‘()),—E ())."1_2[_,‘ ps -0

et 'on a tous les éléments nécessaires pour discuter le systéme (1),
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(2),(3) oti

i

i) AN E .
T gf-—(z—!-Zf)l_(—)(/zg—/r,)+—h—(:!¢2+zg:.s¢)]-
dy 2 "

dc )

| < .ok
U= 1 20)-—:~—-—' )a

La condition (2) montre que /& ne dépend pas de y. On peut

prendre
h=1, H=— (2224 2h,— ).

La condition (3) donne alors /i, =/, et 1, doit étre solution de
[’équation

Lol on,
o 0D a0 PEo Oy a3
i) l,(-);. £ ()1 — I — -2- T - =0 —’)—’; =l {r).

Il parait assez difficile de tirer /1, de cette équation, mais on peut
trouver des solutions dépendant de deux -fonctions arbitraires. En
dérivant par rapport a y, on a

hy— lﬂ’) ( g N Y (r)"f.’p;

\

qui mel en évidence les solutions de

J* l."{f —
died)y !
On trouve
— N/ \Y!
hEXTY PERTYR
Ainsi toutes les équations ou
—_— oL 2
=\ un T==L sz - )(ms -+ ad
v =Vap, T e ( /)w> (w3 -~ 29),

v. ayant une valeur déduite de (11), admettent une involution du
deuxiéme ordre. Nous allons montrer qu'elles en admettent une autre
du troisiéme.

11 faut et il suffit pour qu’il en soit ainsi qu’il existe une fonction
s(z,y, 3, p, r) telle que

61)' (p.+0o)=ow(p,+ ).
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Or, nous venons de démontrer qu'il existe une fonction ¢ telle que -

) i .
= (r+e)=wlr+4 o).
oy

On en lire
o dw

) do a i (
S\t a) =\ a) T
11 suffit donc qu’il existe une fonction ¢ telle que

ad (I o
=~ =) — (r 4+ 0) +6-=).
ay : T\ Jdy

En dérivant deux fois par rapport a r, on voit que & = ur—-¢ et qu'on
doit avoir

N -
0 ey orla, ), 50 p) . o
—u(r, y,z.p)l-—=-=—o0 BABAGAT AL ML A7 1| =~ e
gy (ry 055 p) . ! 0y (/I T dx

q..° 1

Mais 'on a
00 1) 0 ne, do
= == 00 —— — 9~ U =y — D .
or 7Y ’ oy T ) 7 C

Donc ¢ = uy el la seule condition est la condition en «. On la discute
immédiatement, en prenant comme variables z, y, 3 et ¢ el l'on

trouve, sous nos hypothéses, qu’elle admet la solution —3; + X(@).

Les équations étudices admetlent donc toutes I'invariant

Dans le cas ¢tudié, nous avons ainsi complétement élucidé la diffi-
culté qui provenail de I'évanescence de toutes nos conditions lorsque
I’équalion est linéaire en p.

Journ. de Math., tome VIIL.— Fasc. 1V, 1g2g. 2



