
R. GOSSE
Des invariants des équations s = f (x,y,z, p,q)

Journal de mathématiques pures et appliquées 9e série, tome 8 (1929), p. 301-325.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1929_9_8__301_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1929_9_8__301_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


DES INVARIANTS DES ÉQUATIONS S —Y, Ζ ,p, <f). 3oi 

Ùes' iiivarianls des équations s =f(,v, y, z, q) ; 

PAU tt. GOSSE. 

1. Dans le fascicule XU du Mémorial des Sciences mathématiques (' ) 
j'ai signalé l'intérêt qu'il y aurait à déterminer les équations s =f qui 
admettent un invariant pour un seul système de caractéristiques. 
Leur découverte est liée à celle de conditions simples, nécessaires à 
l'existence de l'invariant. M. G au (2) a découvert les premières de ces 
conditions; j'en ai donné d'autres dans ma Thèse (3)etM. Lainé en 
a récemment déterminé de nouvelles ( '). Mais il arrive, dans certains 
cas, soit que ces conditions soient d'une discussion diflicile, soit 
qu'elles soient impuissantes à imposer à la fonction f une forme assez 
maniable pour qu'on puisse la soumettre avec succès à la condition 
nécessaire et suffisante de Darboux. Il ne me paraît alors y avoir 
d'autre alternative que la recherche de nouvelles conditions néces-
saires simples. 

J'ai amorcé cette recherche, aux pages citées de mon fascicule du 
Mémorial, lorsqu'il n'existe aucune fonction A(.r, j, -,/)), d'ordre <2, 

telle que l'on ait 

Λ -.- H- /. -f=0. 

Je me propose dans ce travail de compléter cette étude et de montrer 
comment on peut résoudre le même problème quand la condition (A) 
est satisfaite. 

(, ) Pages 30-4·· 
(2) Gau, Thèse de doctoral, Gautliier-Villars, 1911, p. 3Ί à 89. 

(3) GOSSE, Thèse de doclorat, Privât (Toulouse). 197,1, p. 36 et 37. 
(l) LAINÉ, Thèse de doctorat, Gracovie, Imprimerie de l'Université, 197.8. 

Journ. de Math., tome VIII. — Pasc. IV, ijjajj. 3p 
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2. Une des grosses difficultés qui se présentent dans ce genre de 

questions est la complication, croissante avec λ, des expressions —7· 

.le suis d'abord parvenu à leur donner une forme condensée en intro-
duisant les nouveaux symboles 

F[F(,»=·>,<*>.... 

F[F(,»=·>,<*>.... 

où ο est une fonction quelconque de - ,/>, 7. On vérifie sans peine 
les identités 

U') ι?)· w+ ^ Ψ' 

"ι.' · - : ■···»,·■ '····/']· 

On peut alors écrire : 

IK./*)-

<i-f tif ()-f ,"d) -H- WAJ) 

1È> -l'^Tp + sp+n ■•"(ψ) + "idf,) +1, Ρ. 

+ /'.| :SII
,(^) 'lll|; / I · · ! H / Ί | + .!,(/). 

en posant, avec M. Gau (1 ), 

λι
· '·\>·>% ■ "φι -r "· 

Un a alors 

7Ù? =-''3 tp H~ p'· '+ ''ln ~ψ + ' ' ' ' 

en n'écrivant pas les termes d'ordre inférieur à 3 et en posant 

1? r •• 0 / K = b/>:, - dt)'' Pt rill -4- 3 -L-1J 

+
 <·,ΙΙ,(|) + 3 ll[ !■·(/)] + K[II(/)]. 

(1') Gau, Thèse de doctoral. Gaulliiei-Vilhirs (1911). 
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On aura par sui te 

~r~. — μ t. -j- ■ />■· M s ·+■ P·. ~r^ + ρ ·Λ -ττ + Κ + — 

et si l'on pose, pour η > 5, 

(jx„ 'i _ι"Λ'·-ι ! -1-/V-2 -i-

on aura 

4-λ,Μ;;η-λ, ,μγ'-Κ.·. 
avec 

\ι" ι —- M» -* .. iL \|" ' 

On en déduit, par un calcul facile, que 

^ 7>r, ■" " — - ΦίΚτΰΎ,, -1 '·/»;· 

C2'esl là l'expression qui ligure dans le calcul que j'ai amorcé, dans 
mon fascicule du Mémorial, lorsque la condition (A) n'est pas satisfaite. 
Si elle l'est, nous verrons plus loin qu'on retombe sur le même sym-
bole. 

Sa valeur explicite va nous permettre de simplilier et de compléter 
les conditions nécessaires simples que j'ai déjà signalées dans le travail 
que je viens de rappeler. 

*» 

5. Supposons, en effet, que l'équation donnée admette deux invo-
lutions d'ordre η et n' supérieur à 3, sans que la condition (A) soit satis-
faite. Les conditions de M. (iau donnent, α et β étant deux fonctions 
de .r, r, s, ρ, 

-—ι- y. -- -ι- τ·, ~ ο. ,f ι- ( // - ι ) y. 11( / ) h- Il ( -- A- l· ( / ) -- <». 

.le me bornerai ici à l'étude du cas où l'on peut leur adjoindre 
la condition 

% {oc, γ, ζ, ρ) ■+■ \?{f) = ο. 
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J'ai d'ailleurs montré qu'on a aussi 

"A +μ»ι:::3-ι-Λΐ^ϊ=ο, 

en posant 
μ — (/? — i)ar -I- β, 

si /ι est supérieur à 5, h étant une fonction d'ordre <3. Cette condition 
s'écrit 

3/ [ 'f.r dp J 2 dx- dp d.v 

==d(±iL_nn\ 

Mais l'ensemble des conditions de M. G au s'écrit 

4--h(n — i)~r -f- + l'il) — 0· 

On a done 

5j;(f-y)+(«—)s 7j;=°, 

■S- -j~ (f — */) + (" — x=°-

De plus, 

i cJi '/FV) _ ο 

d + μ (η — ι)~ + F(/) =ο. 

En posant 
H == k — -τ—(μ· — y) — η — £-- , 

la condition en It vient 

311 μΚ(/) _ t)jΓ d df Ί 

H étant au plus d'ordre 3. On voit immédiatement qu'il ne peut être 
que linéaire en r. Posons alors H = tir-j- c. On a 

r~ h- u r-L -h ll(/) I + + F(./> () 

= g[''g+"®-
F(
4 
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d'où 

Ρ - u -f- -+· <z \ ( ) — -y-

I -«"</> + ^ = % [» (f) 

Mais comme 

OV y\aj¡, + wi 

la première condition s'écrit en posant OJ = u — αγ 

0)· ~ d//- \ ^7 'y1' 

La seconde vient 

£ -ι-(o> + ÊÏÎZ> = g[il(|) - K(/;)· 

En tenant compte de l'identité 

(^"Γ - ή */"·/. H-y [n (|) - "·(/)] -H ^9 = o 

et posant 

_hyi 

il vient 
|r

+s>

||
(/)=

(g
+y

)[
,,
(|) K/| 

La condition en α donne, si l'on pose a= a ne contenant 

c[ue xt J ·> z) Pi 

f_ Of ο* 

où b et b, ne contiennent que χ, γ, ζ, y. L'équation s'écrit donc 

— — Clb H- h, 
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et l'on a les identités 

ov Op ' 1 oy 

... I , , . of ι On \ h do 

- Ί »|·/, I·,/, < 1 ί. 

où a! représente ̂ · 

On a d'ailleurs, en posant α, = ^ _ -h γ, 

22ι + 3(||(/')h- iLn,/) = ,,. 

d'où 

y+?;
.IK/| =

 ¥
(i-lj 

et, en posant a'= et intégrant, 

-l- d'\I ( /") — cf.., h I- hj .r. I-, :·.</). 

c'esl à dire 
•L- [ «, - 11 ί/) ] H~ 11 («ù + /;, ) — a, ù H- Λ. 

et, en posant α..,— H(«) — c, 
Λ 
ÎjL H- r/11 ( ù ) -·(- 11 ( ù, ) = ρ h -h h,. 

Donc 

37 + +" "C')+ «'·('■')·+■ ι·(Λ,)-43-. 

Λ τ- - Ι- 11 ( Λ ) Η- - '■Η,"- ί-· ''' ' =11. 

L'équation en γ donne d'ailleurs 

iir-ΤΡΈ
:) +jt«F(0 + F(4

l)

]=o. 
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D'où en posant 

I <)a I <)o 
'< ~7>Έ = *·*·Γ' "·/>h â> t~^h{'T"J' 5' p)% 

[„FÍAH- !■’(/', )ì 

H- 11 ( // ) — o. 

Les conditions en ω et w s'écrivent alors 

·— — -t4 —;—1 -ι- A'"(·'·, '·· =./0 l· 

'» 11 (/) 

en posanl 

h=dr ''^w 

On a ainsi en g, //., ω, m quatre conditions simples qui lient les trois 
fonctions a, b et />>,. Les conditions en £· et h supposent l'existence de 
2 involutions d'ordre supérieur à L Les conditions en ω et <?■ exigent 
que l'involution d'ordre minimum soit d'ordre supérieur à 5. Quand il 
n'en est pas ainsi, on retombe sur des calculs tout à fait analogues et 
l'ensemble des formules obtenues permet une discussion complète du 
problème qui nous occupe : j'en exposerai les résultats dans un pro-
chain travail. 

4. Supposons maintenant que la condition (Λ) soit satisfaite. 
Je rappellerai d'abord le lemme suivant, qui est vrai, que λ soit du 

second ordre ou d'ordre inférieur : 

S'il n'existe aucune involution d'ordre inférieur à m et supérieur à 2, 

toute fonction d'ordre m telle que 

- -h Κ u —o. 

iv étant une constante, est égale à .\ (.r)7J\ 

Supposons alors qu'il existe une involution d'ordre η > 3, sans qu'il 
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en existe d'ordre compris entre η et 2. On a, par hypothèse, ω dési-
gnant une fonction d'ordre au plus égal à η— ι, 

( I ) -,·— -4- ( ) — fj) —R - · 

En posant ω' = f''* > on en tire : 

('■>■)' fp + M":! =0. 

En supposant ω' d'ordre m (2 < m</j — 1), le lemme montre, après 
une dérivation par rapport àp„

n
 que 

0)' — λ K
0
f)

M
 4- ψ(.7·, . . ., ). \'0-7^ ο, 

d'où 

(3) = »· 

ψ étant au plus d'ordre m — 1. Si m — 1 vaut 2, il existe une fonc-
tion £"(.r, r, - , />, /·) vérifiant la condition 

(3) = »· 

Si m — 1 est supérieur à 2, en désignant par des accents les dérivées 
par rapport àon a successivement 

ûy ' On 1 rj r ' Or) 

d'où 
ψ'— Xu\"4- λ\,,ψ, (./··. v. :·. . 

Donc 

té' Η_λΧ,(έ^) "h Λ1'"~υ 

C'est une relation de la forme (3) et un raisonnement d'induction 
complète montre qu'il existe certainement une fonction £'(.■*',J, -,/V') 
vériliant la condition 

<r) |+λχ(®0
+l,i=u (,ïî>

· 
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«>. Supposons maintenant que λ soit du premier ordre. Il ne saurait 
y avoir dévolution d'ordre 2 sans qu'il existât un invariant du 
deuxième ordre, cas complètement étudié par MM. Goursat, Lainé 
et moi-même. 

S'il existe un invariant d'ordre 71 2, on a, à la fois, la relation (Γ) 
et la relation 

δΙ(χ. j, ρ) . . Of _ n 

d'où l'on tire les identités 

O (ici d_ JL(Î\—IÎ[ 

La relation ( Γ) s'écrit alors, en posant γ = #' — ^~777~' 

|+>·n S " % '· [
2M
 (S

+
"'
(/)

]
+

"
a(/)

 1
+,,(/)==o

· 
d'où 

__ r Λ ·'. y \ 2 + l(J) =0. 

L identité 

V ~ -7 H" -T7T M- 77771 I “ ° 

montre alors que l'équation 

/. Χ μ.. -!- y - . .—h 0. \ —-— — const. 

est toujours en involution avec la proposée, si X n'est pas nul. En lais-
sant provisoirement de coté le cas où l'invariant don né est du troisième 
ordre, nous devrons prendre X nul. La fonction γ doit alors être de 
la forme 

y = /■?·£(#)-1- 0(x,f, 5, />) 

et la fonction 0 vérifie la condition 

(δ) ^ + λξ(αΟΙΙ(/) + Ρ(/)=ο 

que j'ai obtenue, par une voie moins rapide, dans le fascicule XII du 
Mémorial. 

Journ, de Math., tome VIII. — Fasc. IV, 1929. /|0 
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M. J ̂ ainé (') a fail fort justement remarquer qu'il fallait aussi con-
sidérer le cas on λ contient r. Dans ce cas, il existe nécessairement 
une involution du deuxième ordre. 

En désignant par ο une fonction du premier ordre au plus, nous 

prendrons toujours λ =' el nous écrirons la condition en λ sous la 

forme 

<«) + 

La condition (Γ) donne, en y remplaçant g par Xy(a?, y, ζ, ρ, /·), 

+ /)- (/' + ?) / ~ 'f H- '"('/)] . 

et, comme d'après (6), 

ο ν y> * τύ· ) ~ y'' tù) Tip
 +

 "'
+

'< ' TTr à
P

 ' 

il existe une fonction ιι('.x·, y, ζ, p, /·) telle que 

(;; . -, -( h- H / ) = <». 

En dérivant deux fois par rapport à /·, on trouve facilement que 

Il =C, (.r) J:fr H- φ ) -(- ξ(/· -h φ) α(.ί:, r, 3, ρ) -t- 3(./*, r, 3, ρ ) 

et l'on obtient les conditions 

c — H- a~f- H- -j4 =0. 

<\ïh Cl - X - or v// 

Si ς est nul, on a la seule condition 

-ν- ^ c 1 ( ·'*■' ) -j- H- '"(./) — °· 

(') LAINÉ, Note au ν C. H. <!e Γ Acad, des Sc. ( v.3 janvier 1 <>^8 ) et Thèse de 
doctoral. 
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Si £ n'es! pas nul, on a 

ba Of <)'-/ _ ο /' y. \ ι Off 

Les identités 

ο r dp ~ 9 ̂  ( φ ) "" by '' ψ· f/.v ) ~~ d.r. Op 

conduisent alors à la condition 

5? L'· +as)u-)+»~^-« ( '· + ? )J=°! 

il y a un invariant du troisième ordre, si £ n'est pns<égnl à t. En réser-
vant encore le cas où il en est ainsi, la seule condition qui reste est la 
condition en α et il est clair qu'on doit avoir 

U — —Î- H- α ( /' H- Ο ) H- Y) ( .-/· ). 

Ainsi, des quatre conditions II de M. Lainé, les deux premières seules 
sont utiles. La troisième, ou bien exprime qu'il y a un invariant du 
troisième ordre, ou bien donne une identité. Quant à la quatrième, 
l'analyse précédente suffirait à prouver qu'elle est une conséquence 
identique des deux premières : un calcul direct montre qu'il en est bien 
ainsi. 

En résumé, quand λ est du deuxième ordre et qu'il n'y a pas d'in-
volution d'ordre 3, on a un des deux groupes de conditions 

(0.1 '£-1-11 (/) = 7, 'S -1-7/ /") = », 

(11) Χ- -l· 11 ( /7- ο ■ , -,- α / -I- -ΓΤ — <->· 

6. Mous allons maintenant reprendre la discussion du n° 12, où λ 
représente indifféremment une fonction du premier ou du deuxième 
ordre. 

Si l'on pose 

Ql — £/. /' + 0 H- / — 
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ou 

σι—π + (/— : -τ— 

suivant quo λ est du premier ou du second ordre, on a toujours 

^ + M;=O, 

7/ étant d'un ordre supérieur d'une unité à celui de λ. 
La relation (2) montre alors que 

0) — pn—\-+- X//-1 ) H~ wi ( ·χι · · · ·> Pn—i ) 

et (1) s'écrit 

ΤΓ +(σ"-'H" X"-} dû^ ~ λ 1 + [Thû-1 ) 

— ̂  [
r
'h + Pu-1 1 ·-+- X//-1 )]· 

Si l'on convient de désigner par ce Φ1* reste de quand ou 

en a supprimé les termes en p,
; +

 , et /»/., on a 

d'o, , v /d"~- f\ (id"-' f\\_ Of 

Supposons 5. En dérivant par rapport àp„~·,, il vient 

(8) S μ;;γ:;=ο. 

Supposons que ' soit une fonction d'ordre effectif /w. Sim<3, 

il y a une fonction d'ordre <3 vérifiant (8). Sinon 

«3 dip, d/ ^φ, 

? I = -γ—^— = Χ , λ |" Ρ -I- ω ·- · · · ·, />/«-1 ) | ο), 
d'où 

^ + + Χ7λ -"''dp' 

et par suite, la relation 

JL - -1- M'" - ' — ο 
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analogue à (2). Si 5, on en tirera la relation 

5 (σ,„\,„h)μ»-?-I- M-:; = o 

qui est analogue à 5. On voit donc, en remarquant que 0 et 1/ — et par 
suite σ/ — ne sont définis qu'à une fonction de χ près, qu'il existe cer-
tainement une fonction γ(#, y, P\, p»,p.n Pu P»)i d'ordre au plus 
égal à 5, telle que 

(G) + y/.., iW^.] + — ο (^=3), 

toutes les fois que l'équation étudiée admettra une involution 
d'ordre η 5. 

En désignant par γ, l'expression 

j 1 y σ/.. -, 2 y c/,r y ('/.χ·- ' 

(G) s'écrit 

or de ' /7.x? Hf) - d_ àf 

En posant, si λ est du premier ordre, 

12 [j. (f 

et, si λ est du second ordre, 

(/-i) a 7ï7r. it 

on arrive a la condition 

(G,)
 ^

 + ν{])
Ίΰ ~ùFi\dit

P
~

 l'(/))' 

où p. est une fonction de a?, y, 5, , p0, ρΆ, p.n ρή. 

7. Si p. est d'ordre 5, on a certainement 

μ — X, >.(/?., + f*,) 
et 

il \d;i·') ' <)p λ\, (<λ/ rte φ '''J U) rte j 
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On en tire 

~ -I- M;!; — ο. μ, -- η,, ( σ, -h \, ) -I- \u (.r. r. s, .... //, ). 

c'est-à-dire 

r è9 ri.r' </\i\ 

/A. (h, \ (Lr <)n ] 

Si λ esl, d'ordre < ι, τΑ est d'ordre < -i el. 

% 4- (σ, -I- \Λ ) ·ΛΙ :: -ι- bp·. -ρ·· -l- U η. 

comme le montre l'expression de '~
t

 calculée au η" 1. C'est la rela-

tion (G) où /= 5 et où γ est d'ordre <3. Comme on passe de γ à μ par 
addition d'expressions qui sont d'ordre <3, on est ramené à la rela-
tion (Gι ) où μ est d'ordre <3· 

Si λ esl d'ordre 2, on a 

iì\r Jä + („,+ y )Mä H-¿L + R >, 

qu'on peut écrire 

rx> rffjL, 

4- (σ. 4- \ , ) M :! 4- <)/r. 4- Ρ» — o. 

C'est la relation (G) où l— 5 et où γ csL linéaire en et l'on esL 
ramené à la relation ((î, ) où μ est linéaire enp,. 

Supposons maintenant que μ soit d'ordre ί\. On a 

p- 4- -p -y- = ο. μ = Λ , t. ρ, 4- μ,. 

μ, étant d'ordre <3. On peut donc remplacer dans tous les cas la fonc-
tion μ par une fonction de la forme 

Va/VH F■(·'■> .>'· 5' />1» />'.!> /O? 

X, étant une fonction de χ qui peut être nulle. 
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Pour continuer la discussion, nous allons désormais séparer le cas 
où λ esL d'ordre < ι, de celui où cette fonction est effectivement 
d'ordre 2. 

8. Supposons d'abord λ d'ordre <1. J'ai montré dans ma Thèse 
fine, si l'on pose 

·, _ <ht{.τ, r, =, [>) 
l'équation donnée s'écrit 

(la , if '' '>ïh"~7hA 

On en déduit facilement les identités 

>."(/) = "(O·· -d-~' [>·'■ + ll(«>| = ιΐ(Λ). 

or· 

ο (I- ll.( h ) . V (h) Si ()z ) 

La condition (':>) se transforme alors eri la condition 

(«)) ^ — i ς 11 ( // ) H- —. — ο 

et la condition en p. en 

Ο)' (il- ()(j <ir ()/> ' \ ()(j fil' J 

Nous allons d'abord démontrer que X est nul, s'il n'y a pas d'invo-
lution d'ordre L\. En effet, en posant 

ι 1 <)a (ΐεΊ. ι / à a \ -

-f-1 λ/· η- III m ι Q ^ if >.,·+ |||«,|Î. 

,\ r= ι··ι λ, ' H p) - ; IL] + ιΛ4 ' \ ι ( i 

+ I I ( // ) ·.- y\ . = , 
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la relation (10) prend la forme 

M) -----Λ —— 1- IN. 

D'oiï l'on conclut sans peine, si X n'est pas nid, que 

0). = λ {λ0- r - ς[ λ/· + 1.1 ( a) J} Λ/Λ; -Ι- /· -f~ -ι- — -f-~ - -ι- ιι (.·/;, ν, :·, />. /·). 

En remplaçant dans (ιι), ω, par sa valeur, et tenant compte de 
l'identité 

II M )-- -- Il ψ) -i- -L\\(J), 

on voit alors qu'il existe une fonction 

r (.r, v, /y, r) = ^ — — X„ j τ -i- ç | /./■ -I 11(f) || 

- f »t£| /.,· + 11 («) | - Il(-) H- ILLÎ! '4, 

telle que 

π- 3ξΓΐΙ8(//) — ll(r/)îi^ h--Il(/y) -r ~· = ο, 

et, en vertu de l'identité 

oy ( cl.v dx '>. J ) 

rii (b) + II,(A) — Il (a) 

on peut conclure qu'il existe une fonction ω
2

, linéaire en y?
3

, telle que 
l'on ait 

( ι rî ) ~— -+- iN — ο, 

(xi) et (12) montrent, dans ce cas, qu'il y a une involution du qua-
trième ordre 

_[„- + ll(„,| = X(g, . 

et nous pouvons, sous nos hypothèses, supposer X nul. 
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La condition (ι i) peut alors s'écrire 

__ ) ■ ; /—> \ 11 ( λ ) —1\ 

et donne 

I/ = X„ j ~ | λ/· -ι- Il (a ) ]- -Ι- (τ -i \, ) | Ir -ι- 11(a) | J -1- r(./:, ν, :·. p). 

Il reste la seule condition nouvelle 

>·>'> + X. (τ π- X,) 11(A) - UlîiliO + ||.(Λ)* 

( Ί (λ)"' /. ·)ν". + Λ 571 (φ) + ?τ· Τ. Έ. 

Il(fc) 

Les équations que l'on cherche sont donc de la forme 

^ '—=b(.v, r, 3, <y), 

u et /0 vérifiant la condition précédente et la condition 

"+" £ 11 ( b ) :— ο. 

Cette dernière condition limite beaucoup la forme de a et de b. La 
nouvelle condition permet de pousser la discussion jusqu'au bout. 
J'en développerai la marche dans un prochain travail. 

9. Examinons maintenant l'hypothèse λ = —-— 

Nous avons vu qu'il existe une fonction n lelle que 

■=; 1- i f r I' ( / ) — Ο, 

et 1 on a (n° o) soit 

'ί = ο. η = ξ, {x)JT(r -ί- ο) H- β(.τ, j, 3, p). 
soit 

ξ = ι, a — <y\(r + ο) + ~ -+-·/) (,ζ·). 

Journ. de Mailttome VIII. — Fasc. IV, ig'-ty. 4^ 
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En vertu de l'identité 

ïv l' l>'r P:' dx H" dx V' dx dx- dp ' 

la condition (G) peut s'écrire, y, étant une fonction d'ordre au plus égal 
à 3. 

17 - tj [s of, ~ {J Ί + Ο'tlx '·'(r + ?' + m à}' 

et comme 

H ι/ <·!ό\ do Y' d Of ... . . / <7φ\ 

on voit qu'il existe une fonction ω (a?, r, ρ,,ρ-i, ρ s) telle que 

*— — -A —,—- ~γ~ _Ι_ 11 ~ι Ύ >' ~Τ~ Ύ· — ( / ) ' 

i° ς = ο. En posant 

+ X-,ix\ôi 
on a 

o )· \' dx J Op- 1 dx dp ' 

' d.r <)p Otj d.v. Op 
On en tire 

r»> — \ 

— \ , λ (^p, M- -4- A .v, />, /■ ). 

0\ d 0-f f! Of . . Oo . 01" Of ... 

Si l'on pose 

c/'A. __ A, 
on a 

5 i h ~1 Y A- ξι ί A + 0 — ο. 

Cette condition exigerait qu'il existât une involution du troisième 
ordre. 
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On a donc 
i,(X -f-i) —o. 

et l'on eri conclut aisément que 

Λ = ξ2
 (./;)( /· -ι- φ ) -l- y ( /' -f- φ j- Η- y, ( r -h φ ) -l- y.,. 

les fonctions γ,, γ2, γ:» ne contenant que χ, y, s, p. 
On est ainsi conduit aux conditions 

or ^// *■)/>· 

oy, Of . W\ d;i/" ^7" χ « v ';® ν d/" 

-- -I - y.,-; Il -p 9 ( \ 11)9 -- \ -y- -i- \, -i- -- - l· (J)-f' 

( )n voit sans peine que la troisième condition est une conséquence 
des autres. Si X est nul, la première disparaît et Ton a 

no Of .. . οβ r . οΓ Of ο- f (. 0 f\ 

Si X n'est pas nul, on a 

> ( ! ί - \) — O. --- 9 I j I / Κ -/ -|·- £ -y- -|.. h( ) o, 

JL -f- ·>. y ~-i_ -i- S -y- -ir. I \ -|~ I ) β -f- -- ) 4- Υ) {χ ) · 

On voit immédiatement que, si ̂  est nul, l'analyse que nous venons 

de faire ne donne aucune condition nouvelle. Dans tous les autres cas, 
au contraire, elle en fournit au moins une. 

2° \ = ι. En changeant \ en — X et posant 

01, 0) H- X 

on a 
^ = X f !.·(/] - «■■'</> + y \l y-F(/')]· 
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d'où l'on lire successivement 

f
„ — _ /V, (V,~i·· ̂  -h Λ (.r, r, ν, //, /·), 

.Λ — \'a ./."(/■ -I- φ) -h y(r -Ι- φ ) -l·· ·/,, 

γ et γ, étant des fonctions de x, y, ρ lelles que 

v. + — X—μ aiH(/ ; -iUn-λ, , 

7:+ * %■=x
 [" ι

 f
</> ι - ? °-ψ\ - (%

 h
- %) 

_¿ (id -i- \ LL ()¡> o <)n-

En posant 

L — 2 ( y — y. λ, j i- \ -- i- ~ ( oc-j j ■· -■ 11 ( λ ) > 

,Λ .. dco 

il vient 
ί+Γ^=(2 + Χ> ^ÇÎ-aF(/)|. 

ρ + Γ'^ —1 (f) X'{x) + " + N>+
 φ] 

, ν\^/ΤιιΛ^Λ ^/"1 

Ces conditions sont à joindre aux deux précédemment établies 

ô? df n/r. ox df d-f _ 

Les conditions en Γ et Γ, ne disparaissent jamais en môme temps si 
d*f ■τ— n'est pas nul. Mais s'il en est ainsi, α est nul; donc Γ l'est aussi et 

l'on peut satisfaire à la condition en I\ en prenant 

Γ, = X, — ι + X = ο ; 

on n'a alors aucune condition nouvelle. 
Ainsi, nous avons, dans tous les cas, ajouté au moins une condition 

nouvelle simple, nécessaire à l'existence d'un invariant, sauf quand 
l'équation donnée est linéaire en p. Nous allons étudier ce dernier cas. 
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10. Posons 
/~ρω(.τ, r. q) θ(.τ, y, z

t
 q). 

La condition en z> donne 

V- = ©'.> -- ( -r— -I- 0 —— ) — it — 4- — -h j ( mO ) — ρ1 ( ,-t—1- ω -r— ' 

II suffit de dériver trois fois par rapport à ρ pour se convaincre que 

O — //" λ(Λ·, r, ζ) -h [)\\(>. j, 5) + H, (λ:, J)', 5). 

L'identification des termes en /P donne 

—:— H- îj) —— -h M λ -t~ -7— -f" C/ ~r~ — Ο. 

J'ai déjà montré (1 ) qu'un changement de variable Ζ = u{x
)
 y, z) 

permet de prendre λ = ο. Les conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu'il existe une involution du deuxième ordre peuvent donc 
s'écrire 

(ι) ί/-οι; -ι- ψ y, ω), 

et, en représentant par τ(.χ·, y, r, ω) ce que devient 0 quand on y 
remplace q par cette valeur 

j .j , _j... ω ψ ) H_ ~ o, 

( ) —5— -v -|- —— - |- 11 7 1 ! i 0> ( 0) Ζ -|- 'if ) —:— *—r— —: O. 

La discussion de ces conditions n'est pas impossible, elle donnerait les 
formes que doivent prendre ω et 0, pour que l'équation admette une 
involution du deuxième ordre. Nous ajouterons, comme nous l'avons 
fait jusqu'ici, l'hypothèse qu'il existe en outre une involution d'ordre 
supérieur à 2. 

La relation (1) invite à poser 

Ζ = ο)(λ·. r, z, q). 

R. GOSSE, Mémorial des Sciences mathématiques, fasc. XII, p. 5T. 
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En calculant s au moyen de cette équation et de (i), on a 

(4) Z)= 0(.r, y, s, zL + ψ) = 7(.·ί?, r, '/.). 

On en peut toujours tirer 
(5) s = p(;/:,y, Ζ, P), 

et en éliminant s entre (1) et (5), on a l'équation transformée 

(6) ^=p7j-\-'l(a;,r,Z). 

Nous l'écrirons 
s — <7 ω (α··, y, ζ, ρ ) -+■ θ{ .r. y, .ζ, ρ j 

et l'on aura les relations 

(7 ) -f + w ) = °s "f- + ^ -τ- ~ p 3 Ψ(■'?■'> r, 5 J. 

A toute involution du système X et d'ordre η de l'équation primi-
tive correspond, comme le montre la relation (5), une involution du 
même système et d'ordre η + ι. L'équation (G) admet donc une invo-
lution d'ordre 3 et une autre d'ordre supérieur. En laissant de côté le 
cas où elle admettrait aussi une involution d'ordre inférieur à 3, hypo-
thèse qui conduit à des résultats connus, on retrouve le cas traité 
au n° 5 et nous nous bornerons encore à discuter le seul cas où l'on a 
les conditions 

— -ί- 5t-r ·:- -f~ --· ο. -Ρ -ι - α 11 ( / ) -! Il -f- î- l· ( / ) - ο. 

%L - i- F ( j ) r- υ ; 

α n'est ici pas autre chose que — )? et en intégrant la seconde con-
dition, on a 

14 ò3 ^; = ¡J : -!- G ! .v. r. r, </ ) — p ' II ( / ), áp\ Ou) 

L'identité 
p'11 (/) = Il f pc -+- ψ) — p) 
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permet de l'écrire 

57— = 'f. + G ' ■'·'· ~ '/ ) - s - /' ât - /'?· 

ίί est donc linéaire et l'on peut linaleinent meltre la condition sous la 
l'orme 

μ ( .r, ζ,/>) = ζ μ + ,4U, y, ζ) - -υ- — ρ _Ι - /, ρ. 

En tenant compte des relations (7), on en déduit que α est une 
fonction de 11 (.r, r, p) vérifiant la relation 

( 8 ) — ί - — ( ο r· -1- <b ) — nz ι- μ r1 — r> [0 -1- -J- 1 · 

La relation en γ montre de même que γ = v(x, y, ρ) — ω, t> vérifiant 
la relation 

Uj, ^_
 +

 _(ρ,
 +

 ψ, _
+

p
H
.j:

=0
. 

En éliminant ρ entre (8) et (g) et posant \v = v— on trouve 

(ΙΟ) -+- T ( oc -h ψ p+ -f- =U.S + ir r1- ; r-(0G4-dg. 

Cette relation, ne contenant pins ρ, est une identité en p. En dérivant 
par rapport à p, on trouve une équation différentielle en φ et ^ dont 
la seule solution convenable est 

ψ = y. ( .r, y) ~'r β (Y) + \l ζ μ (y) λ ( .-r, r J. 

En portant celte expression dans (10), un calcul élémentaire donne 

<b = i/ μ[ '». ζ H ς— } > u — — — //., 0 — h... 

V — — hp'1 — //,. μ/ι — , 

où les fonctions Ji ne contiennent que χ et y. (8) et (9) donnent alors 

ρ — ~γ~ζ ~γ~ H ( ρφ + p)"i 

et l'on a tous les éléments nécessaires pour discuter le système (1), 
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(2), (3) oil 

Ψ = \/(»(ϊ'» + 7Γ)· 

7 - Ë=G'+ Ë ) [ 'Λ ! Λ ■ >+ 4;. ' :'J ψ !+2 s Ψ '] · 
La condition (2) montre que A ne dépend pas de y. On peut 

prendre 
!i =z l, 11 =r — (2 V--4- 2h.,~ flx ). 

La condition (3) donne alors A, = A
2 et A, doit être solution de 

l'équation 

( 11 j Λ, Γ"'- ~ Af + 3-,- = 1 :^)· 

Il paraît assez difficile de tirer A, de cette équation, mais on peut 
trouver des solutions dépendant de deux fonctions arbitraires. En 
dérivant par rapport à y, 011 a 

(»·-«)(£$-»)-*(£? ")■ 
qui met en évidence les solutions de 

-- 2 α. 
On trouve 

1 \~Γν ' μ ~ Τ\ΤΎΤ- ' 

Ainsi toutes les équations où 

ψ = ν/*μ'·'. -= ̂  ^ <** + »Ψ), 

α ayant une valeur déduite de (11), admettent une involution du 
deuxième ordre. Nous allons montrer qu'elles en admettent une autre 
du troisième. 

11 faut et il suffit pour qu'il en soit ainsi qu'il existe une fonction 
j, j, p, r) telle que 

■Î- (/>:;+ σ) = w(y>
;

. H- σ). 
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Or, nous venons cle démontrer qu'il existe une fonction φ telle que -

( /· φ ) — ω ( r φ ), 

On en tire 

57· [l'"+ tv) = (λ +7h-) + (r + t>dx· 

Il suffit donc qu'il existe une fonction ψ telle que 

■χΧ —wl — ( /" -Ι- O H γ- -f- Θ -r- · 

En dérivant deux fois par rapport à r, on voit que ψ = ur-f- υ et qu'on 
doit avoir 

— //(.r, )·, c. ρ) -!- - — o, ^-f- till (J ) = ωι· — φ -τ-

Mais l'on a 

— — 90) — 11 ( / ), — tt 9 -r til I ( / ) = if 90) — 9 -7- · 

Donc v~ uo et la seule condition est la condition en u. On la discute 
immédiatement, en prenant comme variables χ, /, ζ et ψ et l'on 

trouve, sous nos hypothèses, qu'elle admet la solution — ~ -f-X(a?). 

Les équations étudiées admettent donc toutes l'invariant 

//9 ?·-

Dans le cas étudié, nous avons ainsi complètement élucidé la diffi-
culté qui provenait de l'évanescence de toutes nos conditions lorsque 
l'équation est linéaire en p. 
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