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Sur les équations de type elliptique 
et la méthode des approximations successives ; 

PAR M. GEORGES GlRAUD, 
Professeur à l'Université de Clermont-Ferrand. 

C'est en 1890 que M. Picard appliqua pour la première fois la 
méthode des approximations successives à des équations aux dérivées 
partielles (*). Ce .Mémoire original fut suivi de plusieurs autres, géné-
ralisant, notamment, pour des types de plus en plus étendus d'équa-
tions, le célèbre problème de Dirichlet. 

Un des précieux avantages de la méthode des approximations 
successives est qu'elle permet souvent de se passer de toute hypothèse 
d'holomorphie : c'est ce qui arrive dans la théorie des fonctions impli-
cites, dans celle des équations différentielles et même dans celle des 
équations aux différentielles totales. Le travail qui va suivre a pour 
objet de montrer que cette méthode permet d'attaquer le problème de 
Dirichlet généralisé pour des équations de type elliptique tout à fait 
générales ; les seules hypothèses faites sont relatives à la continuité de 
dérivées jusqu'à un certain ordre et à des conditions de Lipschitz 
(d'exposant quelconque), auxquelles doivent satisfaire certaines 
d'entre ces dérivées. 

Le cadre de ce travail rend nécessaire de passer sous silence cer-

(1 ) Mémoire sur ία théorie des équations aux dérivées partielles et la méthode 
des approximations successives (Journal de Mathématiques, 4e série, t. VI, 1890), 

Joarn·· de Math., tome VIII. — Faso. III, icp<), 3? 
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taines propositions (4 ), qui ont cependant de l'importance pour donner 
sa pleine valeur au résultat final. La méthode suivie ici n'est d'ailleurs 
paâ celle qui a conduit à ces propositions : dans l'intérêt de la brièveté, 
on s'est ici rapproché autant que possible de la méthode d'un travail 
antérieur (?), de façon à pouvoir y renvoyer pour des démonstrations 
omises ici; mais l'étendue des résultats en est diminuée. 

C'est seulement à la fin de ce travail (n" 18), que sont abordées les 
équations non linéaires et que se trouve l'application de la méthode 
des approximations successives; mais tout le reste est consacré à pré-
parer cette application. Il serait désirable de perfectionner cette 
théorie préparatoire; notamment si l'on pouvait trouver des conditions 
commodes où l'on serait assuré de la non-nullité des déterminants de 
Fred holm rencbntrés dans cette théorie, cela aurail vraisemblablement 
une répercussion immédiate sur l'application finale. 

1. Définition. — Nous aurons, dans la suite, à faire un fréquent 
usage des conditions de Lipschitz généralisées. On sait ce qu'on entend 
par là; soient X un point d'un espace à un nombre quelconque de 
dimensions et o(X) une fonction de ce point, k et h deux nombres 
positifs, dont le second est au plus égal à /m; on dit quecp(X) satisfait 
à une condition de Lipschitz généralisée, si X cl Y éLant deux points 
quelconques dont la distance est r, on a toujours 

| φ ( \ ) — cp ( Y ) i < kl·1' ( ο < h. ^ 1 ). 

Nous exprimerons plus brièvement le même fait en disant que o( X) 
est continu (L): h se nommera l'exposant de cette continuité (L), et k 
le coefficient. 

2. Soit D un domaine borné de l'espace à m dimensions 

(.*·,, .r„ 

ici et dans la suite, nous regarderons ce domaine comme ouvert, et 

, (!) Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, t. 187. 1928, p. 489 
et 63a, 

(!) Annales scientifiques de VEcole Normale supérieure, t. 43, 1926, p. 1 à 128. 

Ce Mémoire sera, dans la suite, désigné par la lettre D; il s'y trouve une erreur 
signalée ci-après (n° 14). 
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nous désignerons par S sa frontière, prise dans le sens associé au sens 
(a?,, a?

a
, ..., x

m
) de son intérieur. 

Soit G(X, A) une fonction de deux points de D ou de S, X ayant 
comme coordonnées a?,, a?a, . . ., x

m
 et A, a,, a.J7 ..., a

m
. Cette fonc-

tion est supposée continue quand les deux points sont différents, et 
Ton fait la même hypothèse pour les dérivées -j- (a = 1, 2, .. ., m). 

Lisons, ici et dans la suite, 
« 

L( X. A ) = v/( .*1 — «, -+- ( a:;, — as )* H-... ·+■ ( xm — am 

Nous supposerons que 

(...) G(X, A) = 0[L>-"(X, A)], ||=0[L-»(X, A)]. 

Soit encore ο·(Α) une fonction continue dans D + S ; posons 

(2,2) V(\)— I (>( X. A)H'( A)Î/(«,, Î/,„). 

Je dis que F( X) est continu (L) dans D + S. 
La démonstration consiste à faire jouer à G(X, A) le rôle que 

joue -·---Jans le mémoire cité ('). Si M est une limite supé-

rieure de | <r(A)| dans D, si LNT est le plus grand des facteurs constants 
impliqués dans les symboles Ο des conditions (2,1) et k un facteur 
constant, on trouve 

(2.3) |K(X)-F(Y)|<MINL(X, y,log_*^, 

L
0
 désignant une longueur supérieure à la distance de deux points 

quelconques de D. 

3. Ajoutons aux hypothèses précédentes que leset les ^ ^ 

sont continus pour X^A, et que 

«
3
-') £

 + Ë = °^X' A»· =»[!. (X.A)] 

(o < h ζ 1 ; ac. (3 — 1. 2. .. ., m) ; 

(l) D., p. 38, théorème 3. 
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supposons, en outre, que m(A) soit continu (L) d'exposant h\ : 

(3,2) I w(X) — (·τ·'(Α) I = 0[LA(X. A)]; 

alors F(X) admel des dérivées continues (L) dans tout domaine fermé 
intérieur éi D. 

La démonstration du premier point, que F(X) a des dérivées con-
tinues, consiste encore à faire jouer à G(X, A) le rôle des dérivées 

de H - (X, A) dans le mémoire cité (1 ). On trouve 

^ L"'(A) — H'(X)1 d(au..., am) 

/w r^'rdGiX.A) âG(X, A)~| , 

G(X, A)d(ax+U ..««_,). 

la notation (α
α+1

, . . ., «α-0 désignant la permutation circulaire de 
α,, a

2
, . . ., a

m
, qui amène α

Λ
 au premier rang, de laquelle on sup-

prime α
α

. 

Passons à la démonstration du second point, que est continu (L). 

Nous nous plaçons dans un domaine fermé dont tous les points sont à 
une distance de S au moins égale à ο > o, Nous considérons dans ce 
domaine deux points X et Y dont la distance est inférieure à un 

et à ( - j . Soit 

1= —~j> 

Considérons une hypersphère S' de centre X et de rayon 

. aL<(X,Y); . 

Y sera intérieur à cette hypersphère, elle-même intérieure à D. 
Soient D" l'intérieur de S', D' la partie restante de D ; nous 
prendrons S' dans le sens associé au sens (α,, a..,, . . a

m
) de D". 

(') D., p. 41? théorème -i, 
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D'après (3,3), nous avons 

< ! ' W.= Jv —dï7~"'{K 

< ! ' W.= Jv —dï7~"'{K 

+ w'( }Λ- (Λ" ',,,α"ι) 

λ('Μ~ Il 

Si l'on veut avoir au point V, il suffit de remplacer X par Y au 

second membre. 
Formons maintenant la différence. Dans D', nous écrirons, en dési-

gnant par Ξ un point du segment de droite qui joint les deux points, 

H<V Λ)--=0|;ΜΧ. Y)i.-'-»(Z, A,], 

comme le montre le théorème des accroissements finis. Mais 

L(S, A ) 'i l.( Χ.. Λ.) — L(\. Z)> -L(X
t A); 

donc 

A)-||(Y, Λ) = 0| L(\". Y)l.-' '"(X, A,]. 

Nous devons multiplier par <r(A)et intégrer dans D'. On augmentera 
le résultat en remplaçant la fonction intégrée par sa valeur absolue, 
et en remplaçant IV par la région 2l_/(X, Y)<^L(X, A). Nous 
prendrons comme variables d'intégration L(Y, A) et m — 1 para-
mètres qui seront ceux des points d'une hypersphère de centre X et de 
rayon L(X, A). En intégrant d'abord par rapport à ces paramètres, 

on obtient le facteur constant — à faire sortir du signe / . En 

intégrant alors par rapport à L(X, A), 011 voit que 

£ [G(X. A)-^(Y, A,]«-(A)-/(<»„ ·.·,««) = 0[L'-<(X, Y)]. 

Chacune des quatre fonctions intégrées dans D" (deux avec X, deux 
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avec Y) est 0|L/,_"'(X, A)| ou ()( Y, A)]; chacune de ces 
quatre intégrales est donc Ο[L7''(X, Y)]. 

Restent les intégrales étendues à S'; on les écrira : 

[G(X. A) — G( Y, A )]*/(««+,, ..) 

G (Y. A)rf(a*+I, α-Λ-i). 

On appliquera le théorème des accroissements finis à la fonction inté-
grée dans la première ligne et Ton trouvera que celte première ligne 
vautO| L'~'( X, Y)]. La seconde ligne vaut évidemment Ο[L/'(X, Y')]. 

Si Ton remarque que 

ι -l = lh = -A- < h. 

on conclut de ce calcul que est continu (L.) d'exposant γ^~γ^ 
ce qu'il fallait démontrer (1 ). 

Si M est supérieur à |n'(A)| dans D et à la constante impliquée 
dans (3,2) et si Ν est supérieur aux constantes impliquées dans (2,1) 
et (3,r), on voit que le coefficient de continuilé (L) est —> k ne 

dépendant que de D et de 0. 

4. Ce résultat subsiste a fortiori si l'on suppose que <r(X3a des 
dérivées continues. Mais, dans ce cas, si l'on suppose en outre que 

('·■> è(ë
+

S
=0[L,M

""'
(Xi

'
v)]

· 

le premier membre étant continu pour X^A, on peut augmenter 
l'exposant de la continuité (L). 

En eiïet, on a alors (a), 

âz=l l(^+;û"'0V,+G(VA,r^rK· 

G-(X, À) w{ A)rf(aa+,, . 
' 

(a) Les hypothèses sur les dérivées secondes de G n'interviennent qu'à propos de la 
continuité (L). 

(2) D., p. 34 et 35, formules (a,3i) à (9,4)· 
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Si l'on récrit la même chose pour le point Y et qu'on fasse la difle-
rence, on trouve (comme au n" 2) que ce qui se rapporte à D est 

0[L"(X, Y)] si Λ<ι et o[L(X, Y)logL(x" Y)] si h = i. Ce qui 

se rapporte à S est derivable sous le signe j , puisque A n'est pas 

sur S. Donc l'exposant de continuité (L) peut être pris égal à h 
si h<( 1, aussi peu inférieur à un que l'on veut si h, = 1. Le coeffi-

cient est k ne dépendant que de D et de 0 (N doit être supérieur 

encore à la constante impliquée dans (4,0 et M aux valeurs absolues 
des dérivées de m), pourvu que //, soit inférieur à un nombre fixe infé-
rieur à un. 

5. Nous avons maintenant à donner des propositions concernant les 
fonctions telles que (i ( Y, Λ ). 

Supposons que C«(X, A) et II(\, A.) soient continus pour X ̂  A, 
et que 

(5,i) G( X. A)=0[L>-'"(\, Λ)'|, 11 ( X. Λ ) = 0[Lr--"'( Χ, Λ.) 
(λ><>, p. >0); 

posons 

( 5/d ) Κ ( Χ. Λ. ) Γ- / G ( Χ, G ) i I ( C. Λ ) cl{ r,. r
2
, ..., ,-

w
 ). 

Il est bien connu que K(\, A), qui est continu pour A, peut 
s'écrire 

(5,3 ) Κ ( Χ, Α ) — Ο [ IAW.J( Χ, Λ )] s i λ + p. < m, 

(5,3ι) Κ(Χ, Λ) = 0 log si/.-f-p — m, 

et que Κ est toujours continu si λ-f-p. ni. 
Nous ajouterons que si N, eL N* sont les constantes impliquées dans 

les symboles G des formules (5,1) et si N est celle du.symbole de la 
formule (5,3), on aura, λ-f- ρ étant inférieur à un nombre fixe infé-
rieur à m, 

(5,4, N=/,-,N,
1
N
!
Q

 +
 i)

> 

où k ne dépend que de D. 
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6. Supposons maintenant que, λ et y. étant au moins égaux à un ('), 

les dérivées soient continues pour X 5^ A et que 

(6.1) ||
 =

 0(L>-'»-'(X, A)], ^ = 0[Ι>-»'-<(Χ, A)], 

(6.2) g
 +
 ̂

=
0[L>-'-»-"(X, A)] (0 < /1 il). 

On peut affirmer alors que -T7- est continu pour X ̂  A, et que, si X 

et A restent à une distance de S an moins égale à 0 > o, 

(6,3) -j— — Ο [ LA! ι·1--"'-1 ( X, A ) J si λ + p. < m -+- τ, 

<6·4> ~°|_lo!>'rTSTÂj]
 si'+e="' + ·· ■ 

et que cette dérivée est toujours continue si λ -f- ρ m -f- 1 · 

Si λ > 1, ces résultats s'obtiennent en dérivant sous le signe J. Si 

Λ = ι, on y parvient en reproduisant pour le cas actuel des calculs 
déjà faits pour un cas particulier dans le mémoire cité (-). En par-
tageant I) en deux parties D'et D", cette dernière contenant X et ayant 
pour frontière S', on trouve 

(0,5) jf'""^(X,C)ll(C,A)rf(« ,,:,„) 

•G(X. C) Il ( C, A ) d ( ra+,, .... ra_,) 

+
X''1K

(x
-

C)
'
+
t

(V
'
c)
]

H(C
-

A) 

4- G( X, C) (C, A) | d{C(, ..., c
m

). 

où S' est pris dans le sens associé au sens (c,, c
2
, . . ., c,

n
) de D". Cette 

formule est encore valable pour λ > ι (■). 

G ) Cette hypothèse est faite pour abréger. 
(2) D., p. 58 à 62, n08 11 et 12. 
(3) Et aussi pour ο < λ < 1, h > ι — λ. 
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La constante impliquée dans la formule (6,3) peut être prise égale 

à * ne dépendant que de D et 0, et Ν, et Na
 étant les constantes 

relatives à G et à H dans les conditions (5,i), (6^i) et (6,2), pourvu 
que λ H- j 1 reste inférieur à un nombre fixe inférieur à/n + i-

7. Ajoutons aux hypothèses précédentes que les sont continus 

pour X ̂  A, et que 

(7,° <)"£A)+A)a>]· 

Alors les sont continus pour X ̂  A et 

(7
·') S

+

x
=0[LU!1+

"
_

""'
<x

'
A)]

' 

pourvu que X et A restent à une distance de S au moins égale ào)>o. 
En effet on trouve dans tous les cas 

, 2λ <)K àK 

G(X,C)H(C,A)rf(cw, 

+
X'"![ë

(x>C)+
^

(x
'
c)
]

H(C
'

A) 

+ G(X,C)jjj|-(C, A) + ^(C, A)JUc„. 

ce qui conduit immédiatement au résultat (7,2). 

Si Ton donne encore une même valeur N, aux constantes relatives 
à G dans nos hypothèses (5,i), (6,1), (6,2) et une même valeur N2 

aux constantes relatives à H dans (5,i), (6,1), (7,1) et si Λ-}- ρ reste 
inférieur à un nombre fixe inférieur à m-\- 1, la constante impliquée 
dans (7,2) peut être prise égale à 

Λ·1\, Ν, (y—I + -
T
i V 

k ne dépendant que de D et 0. 
Journ. de Math., tome VIII. — Fasc. Ill, 1929. 36 
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8. Si Ton ajoute encore aux hypothèses que les dérivées secondes 

de G et de H, du type ^ ^ ou ^ ^ > sont continues poui * -X-7^ A, 
celles de G valant 0[LA","_ 2(X, A')| et celles de H, 0[L'>w"- 2(X, A)|, 
on peut affirmer que Κ satisfait aux mêmes conditions en remplaçant λ 
ou p. par λ H- p. 

Plus généralement, si tontes les dérivées de G jusqu'à Tordre ·ιρ 
qu'on obtient en prenant au plus ρ variables de dérivation parmi les J?a 

et ρ au plus parmi les ap, sont continues pour X^= A, les dérivées 

d'ordre q{q<zp) valant 0[L>",''-'/(X, A)"|, et l'opération 
appliquée, quand cela est possible d'après ces hypothèses, une ou plu-
sieurs fois à l'une de ces dérivées ou à G (l'indice α pouvant changer à 
chaque application), ne changeant pas Tordre par rapport àL(X, A), 
sauf si Ton applique ρ opérations de cette; sorte à G, auquel cas le 
résultat est 0[L/+/'~"'_I (Χ, Λ )](o <^//<1 ); si H satisfait aux mêmes 
hypothèses où Ton a seulement remplacé λ par p.; alors Κ possède les 
mômes propriétés en remplaçant λ par λ -f- p. ({). 

Cela se; voit par application répétée de la formule (6,0). 

9. Soit maintenant I), un domaine à m—1 dimensions, situé sur 
là multiplicité x

m
 = o. Soit D le domaine des points dont les m—1 

premières coordonnées sont celles de points de D, et pour lesquels | x,
n

 | 
est moindre qu'une longueur donnée. 

Soient <r(A) une fonction continue dans D, et G(X, A) une fonc-
tion continue quand X et /V ne coïncident pas, X appartenant à I) et 
A à D, ; on suppose encore que les sont continus dans les mêmes 
conditions et que 

(y,,) G(X, A) = 0[L-»(X, A)], ^ = 0[L'-"(X, A)'J. 

Alors la fonction 

I G(X, A)»>(A)ί/(α,. 

est continue (L) dans D. 

G) Nous supposons toujours, pour simplifier, λ^ι, μ^ι; autrement, il faudrait 
h > 1 — λ, h > 1 — μ. 
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D'une façon générale, nous désignerons par X, le point qui sç déduit 
d'un point quelconque X en remplaçant x

m
 par zéro (X, est la pro-

jection de X sur x
m
 = o). 

SoientD" la partie commune àD, et à l'intérieur d'unehypersphère 
de centre X et de rayon 2L(X, Y) et D', la partie restante de D, 
(D'J peut ne pas exister). On a 

[G(X, A) — G( Y, k.)'\w(k)tl(a„ 

+ / [G(X, A) — G( Y, A.)] te( A) <:/(«,, 

L'intégrale étendue àD" peut se décomposer en deux, dont chacune 
vaut 0|L(X, Y)]. 

L'imitation d'un raisonnement déjà employé (n" 2) montre que 
l'intégrale étendue à D', peut s'écrire 

,. ·. l· 

où 7· désigne \/4L2(X, Y ) — x]
u
 si cette quantité est réelle, et zéro dans 

le cas contraire. L'intégrale est aussi 

I m -1 ' 

Supposons d'abord qu'on ait 

! ^ | Xni | y/3, 

notre intégrale est moindre que celle qui serait prise avec la limite 

inférieure zéro ; elle vaut évidemment Ο log-p—1 ; mais si r<| x
m

 I y/3, 

|^L(X, Y); 

le résultat peut donc aussi s'écrire Ο j^Qg^" j* 
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Si maintenant \x
m

 | <ζ L(X., Y), on peut écrire 

Λ''"1 ' < f<':< dl - IO.U < i0,_î-_ _ I10.3 · 

M-'ml ^ ' I·*·... I 

le résultat est donc encore Ο * 

Revenons à (9,2); on voit que 

(9,3) I·(X) — !''(■Y) = O[L
(

X. Y) los ,
 (y} j, 

ce qui exprime le fait annoncé. 
Si | m(A)| <χ M, et si les constantes de (9,1) sont prises égales à N, 

celle de (9,3) peut être prise égale à ZrMN, k ne dépendant que 
de D,. 

iO. Si nous ajoutons les hypothèses que les sont continus 

pour X 7^ A et que 

(ICM) ^ ^ <ΐΝ1>,1"'(Χ,Λ) (« = I, «. ....m —0, 

(10,2) | «-(Λ) — ir(Xi) | < MLA(X,, A), 

F(X) admet, par rapport aux variables autres que xm, des dérivées 

continues même sur D,; si en outre les , ^ ^ existent (sauf peut-être 
pour oc = β = m) et sont continus pour X ̂  A, et si 

<,o<3> & <ΝΙ·-<Χ·Α)· 
ces dérivées dc F(X)sont continues (L) dans toute partie de D dont 
les points restent à une dislance de la frontière S, de D, supérieure à 
une longueur positive 0. 

En effet, tant que x
m

j£ 0, on peut écrire 

^ΙΟί^ Ίτ~~ / ■ ΊηΓ^' A)["'(A)~ w'(Xi)]^(«l> · · ·> a'n~i) 

- ·*< x· 'X""'te( x' A)+s<x'A)]rf<" ·-»-·> 

— (—1 )»M«—1) / «--(X, ) G(X, Α) i/(aa+1, 
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S, étant pris clans 1« sens associé au sens («,, a», ...,
 (

) de D,. Or, 
le second membre est continu même pour ,cu

m
 = o, car les intégrales 

convergent uniformément; le théorème sur la dérivation d'une limite 
prouve donc que la formule (10,4) est valide même pour a?

m
 = o, ce 

qui démontre le premier point. 
Pour démontrer le second point, on peut se borner au cas ou 

L(X
f
Y)<i, L(X,Y)<^j · 

Soit / l'inverse de 1 + h. Soient Dj la partie commune à D, et à l'inté-
rieur d'une hypersphère de centre X et de rayon L/(X, Y), et D', le 
reste deD, ; S', sera la frontière deD'j prise dans le sens associé au sens 
(α,, ao, . . ., 1) de D'j. On a 

= s;»'(A)rf(«„ 

G(X, A)D(A^, Α*-,) 

( X. A ) [ w( A ) — «■·( X, )] (l{ a ) 

+ ,v< x'% IÂ; ( * ·A >+ Λζ( λ ■A >/( °· >· 

En appliquant à cette expression des procédés déjà employés (nos 5 
et 9), on trouve que est continu (L) d'exposant ,l ; le coeffi-

cient est où k ne dépend que de D et de 0. 

11. Si l'on fait maintenant les hypothèses que m(A) a des dérivées 
continues, et que + ~ a, par rapport aa?,,a?2; .. .,œ

m
 des dérivées 

continues pour X ̂  A et inférieures en valeur absolue à NL,l_/"(X, A), 
on peut augmenter l'exposant de la condition deLipschilz. En elï'et, 

(1M) ILas( ' )+sî( ,A)J"'( ' 

+ G(X,A)^^|rf(n„ 

G(X, A )..·( A )<*(«„.„ ..., oa_.). 
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La seconde intégrale a des dérivées continues et, en appliquant à 
l'autre des raisonnements déjà vus (n° 9), on voit que l'exposant de 

la condition de Lipschitz est h si h<^\ avec un coefficient ^p· 

si ~r~ <C M et si h est inférieur à un nombre fixe inférieur à un. 

Si Λ = ι, 

w,(X)~ ̂ (Υ)|</ vtNlj<x· Y)logdrTj; 

fi ne dépend que de Ό el de 0. 

12. Après ces généralités, considérons une équation linéaire aux 
dérivées partielles du second ordre 

r \ ν à2U _ du _/ΛΓ. 

(α, β = ι, a, m; tf*,p=ap,a), 

qui soit, dn type elliptique, c'est-à-dire que les α
Λ
$ peuvent être regar-

dés comme les coefficients d'une forme quadratique définie; on fera en 
sorte que cette forme soit positive et que son discriminant soit un; on 
désignera par A

#>
p le mineur de <ι

Λ
$ dans ce discriminant. 

Nous aurons encore à supposer que /(X) et les dérivées des a
Xt

$ 
sont continus (L) et que les dérivées des b

x
 et de c sont continues. 

Toutes ces conditions sont satisfaites dans un domaine borné D. 
Posons 

H(X, A.) = 2#,pA
ai

p(A)(j7
a

— η
Λ

) (.«ρ— Λρ). 

Nous chercherons d'abord une solution particulière (' ) qui soit du 
type 

p( A) 11 2 (X, A)d(a„ ..., am) 

(-» -·Ψ> 
(1) Artifice de Ε. E. LEVI, Sulle equazioni lineari totalmente ellitiche aile 

derivate parziali (Rendiçonti del CircolQ matematico di Palermo, t, 24, 1^07? 
p. 275-317). 
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p étant une fonction inconnue. Nous calculons d'abord 4— en dérivant 

sous le signe / . Si nous supposons que ρ(Α) est continu (L), d'expo-

sant Λ, on peut appliquer à 2^"'l
es conclusions de (3): les dérivées 

secondes existent et sont continues (L) d'exposant dans tout 

domaine fermé intérieur à D. On forme ainsi êF{u)t
 ce qui conduit(1) 

à l'équation en p, 

K( Χ, A) ρ( A) 
. 

c'est une équation de Fredholm; on a posé 

(12.4) K(X, A) = £F[l-I ·-' (X, A)J 
— (m 2)11 - ( Χ, A) Σα,β,γ,δ^α,^Χ.) iïaip(A)] 

χ [m Α«,γ(Α)Ajj,8(A) — Aai«j(A)Αγ8(Α)](Λ?γ — «Y)(j;8 — as) 

— {ni — 2)1-1 - (Χ, Α)ΣβιβΛα(Χ,) Αα,β(Α)(^ — a$) 

+ c(X-)H~(X, A). 

Il est aisé d'ailleurs de vérifier que la solution de (i2,3), si elle 
existe, est continue (L). En effet, il est évident qu'elle est continue; 
donc, d'après (2), l'intégrale est continue (L); comme /(X) l'est 
aussi, il en est de même de p. Ainsi m est bien solution de (12,1). 

Mais, pour suivre de plus près le travail cité, nous allons retrouver 
ce,résultat autrement. Soit N(X, A) le noyau résolvant de (i2,3), 
obtenu soit par le quotient clés deux séries de Fredholm, soil par la 
série 

,\(X, A)=y?-»k„(\'. A), 

qui est convergente dès que la mesure de D est assez petite, ce qui 
montre que le déterminant de Fredholm n'est alors pas nul ; K„ désigne 

(1) D., p. 34 à 43. 
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le résultat de la réitération de K(X, A) = K,(X, A). On a 

α(Χ) = —λ / G(X, A)/(A)tf(a,, am), 

G(X.A) = H~(X,A) + / H~(X, C)N(C, K)d(c cm). 

Les dérivées de i/(X) se calculent par dérivation sous le signe j 

à l'aide de celles de G(X, A) qui se calculent de la même façon. L'ap-
plication répétée de (6) et de (7) prouve que l'on peut appliquer au 
résultat la conclusion de (3) (sauf ce qui a trait à la condition de 
Lipschitz) : nous retrouvons donc que les dérivées secondes de w(X) 
sont continues [mais la condition de Lipschitz échappe à ce raison-
nement (h)]. 

En opérant sur (12,5) comme sur (12,2) et en utilisant le fait 
que G est solution de S^(G) = o, on trouve alors que &(ιι) = /(X)· 

13. Supposons maintenant que D admette comme frontière une 
multiplicité S dont les coordonnées des points s'expriment par des 
fonctions de m— 1. paramètres λ,, λ

2
, . . ., X

m
_

1
 dont les dérivées sont 

continues (L). Il n'est pas nécessaire que les mêmes paramètres servent 
pour l'hypcrsurface S entière : il suffit que chaque point de celle-ci 
soit intérieur à une région dans toute l'étendue de laquelle on puisse se 
servir d'un même système de paramètres. 

Proposons-nous de trouver une solution de (12,1), continue dans 
D + S (nous regardons D comme ouvert), à dérivées secondes con-
tinues dans .D et qui se réduise sur S à une fonction continue donnée 
/, (Y) (naturellement cette fonction sera, suivant la région où se 
trouvera Y, exprimée à l'aide d'un système de paramètres convenant à 
cette région). Nous supposerons toutefois que les hypothèses de (12), 
relatives à /(X), aux η

Ά
^, aux ù

a
 et à c sont, remplies dans une 

région D, comprenant D et S à son intérieur. 
Nous commencerons par faire le changement d'inconnue 

f G(X,. A)/( A) ..., e„t) + e(X), 

(l) Et pourtant ce raisonnement utilise la continuité (L) des dérivées des a
α,β, au 

lieu que le premier n'utilisait que la continuité de ces dérivées. 
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G(X, A) étant calculé comme dans (12), mais à l'aide de D,. Alors 
e(X) doit satisfaire à l'équation qui se déduit de (12,1) <<n remplaçant 
/(X) par zéro (équation homogène) et prendre sur S des valeurs con-
tinues connues. Nous cherchons alors si cette question n'aurait pas 
une solution du type 

(i3,o.) <;(X)=— ïlj σ(Α) 

<>(!<■>, 

où S est pris dans le sens correspondant au sens (y/,, a
2

, . . ., a
m
) de D 

et où G est une fonction à déterminer. On peut remarquer que, dans 

nos hypothèses, les existent [c'est ce que nous nommerons un 

potentiel de double couche de densité ?(A)]. 
D'après ce qu'on a vu (nos 5 et 8), la partie de. qui provient de 

ce qui suit le premier terme H " de G est 0[L2-"'(X, A)]; donc, 

d'après (9), l'intégrale correspondante est continue (L) même sur S 
si σ est continue. Quant à ce qui provient du premier terme de G, 
l'intégrale correspondante subit sur S le saut brusque connu (Q, et 
l'on parvient ainsi à l'équation de, Fredholm, 

' o*(A.) 

x S.X-1 «..?(■A ) <H «»-, ) =Λ(Υ )· 

dans laquelle 

G( Y, A)f(A)d(ai, ..., am)\ 

Y désigne un point quelconque de S. On peut démontrer (2) que le 
déterminant de cette équation n'est pas nul si D,, et par suite D, sont 
assez petits dans toutes leurs dimensions et bornés par un seul contour. 

(') D., p. 69 à 81; le fait que les coordonnées de S, exprimées en fonctions de 
λ,, λ

2
, ..., X

m
_, ont seulement des dérivées continues (L), au lieu de dérivées 

secondes continues, n'entraîne qu'une modification insignifiante du passage cité. 
(*) D., p. 81 à 86; le raisonnement n'est valable que pour un seul contour. 

Journ. de Math., tome VIII. — Fasc. Ill, 1929. 3*7 
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14. Dans le but d'étudier la façon dont les dérivées de ν jusqu'au 
second ordre se comportent sur S, nous supposerons maintenant que 
les &

α
, c ont des dérivées jusqu'au troisième ordre continues 

dans D|, celles de α
Λ
$ étant, en outre, continues (L). 

Alors notre fonction K(X, À) possède les propriétés de la fonction 
nommée G au n° 8 avec p = 3; il en résulte que les dérivées, par rap-
port aux χ

Ά
 de la fonction actuellement nommée G possèdent les 

mêmes propriétés; en particulier, G peut être dérivé jusqu'à sept fois, 
dont trois fois par rapport aux β

α
 et quatre fois par rapport aux ol\ (1 ). 

Considérons l'équation 

(ι4,χ) <?(«)—-5^-+ 

qu'on nomme l'adjointe deS(u) = o (e n'a aucun rapport avec la 
fonction définie ci-dessus). Soit G*(X, A) la fonction jouant, pour 
cette équation, le même rôle que G pour(i2, i); G* est supposé formé 
à l'aide du domaine D,. Cette fonction G* peut, avec les hypothèses 
faites, être dérivée jusqu'à trois fois, dont deux fois par rapport aux 
et une fois par rapport aux α

Λ
. 

On a alors (2): 

04,2) G(C, A) — G*(A, C) 

= ?.J S.t-ir-»»-·' S?|«,.?(X)G*(X,C)^(X, A) 

-otWyi 

+ 6«(X)G(X, A)G*(X, C) 
X . . ., ι )» 

où S
2
 est une hypersurface intérieure à D,, contenant D à son inté-

rieur et prise dans le sens associé au sens (α
Ί

, ..., a
m

) de son inté-
rieur; A et C sont deux points intérieurs à S2. Le premier membre est 
donc continu. On peut dériver le second membre jusqu'à trois fois par 
rapport aux a

x
 [ce qui montre que G*(X, A) peut être dérivé trois 

0) C'est par erreur que, dans D., p. 56, on n'a pas fait intervenir la continuité (L) 
des dérivées des αα>β dans les caleuls de la dérivation de G. 

(-) Ρ-, Ρ· 67 à 6g. 
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fois par rapport aux <ν

Λ
] et une fois par rapport aux c

a
. On en conclut 

que G
 v
[g (X, À)] et ses dérivées sont des fonctions continues. 

13. Nous supposerons encore que les coordonnées des points 
de S ont, par rapport à λ,, λ

2
, ..., λ

ίη
_,, des dérivées troisièmes con-

tinues (L). Nous introduirons un autre paramètre λ
/Λ

, nul sur S, tel 
que les coordonnées des points de S et des points suffisamment voisins 
de S soient des fonctions de λ,, λ

2
, . . ., λ

ηι
 dont les dérivées troisièmes 

sont continues (L) et que, réciproquement, λ
4

, λ
2
, . .., λ

Η(
 s'expriment 

en fonctions dé a?,, a?
a
, .. ., x

m
 à dérivées troisièmes continues (L). 

Pour fixer les idées, si les coordonnées des points de S sont 

(ι5,ι) .τ
α
 = /α(λ

Μ λ„ ..(« = i, a, . .., m), 

et si 

d{K λ* ···· >·■«.-,) * ' 

on pourra prtîiidrc comme formules de transformation les m — 1 pre-
mières formules (15,1) auxquelles on joindra 

( I ·.), Cî ) zzz λ), X.j, . . . , Λ///._( ) d-Z ~k,n J 

le, double signe étant choisi de façon que 

(ΐ·ν" ^0' 

les conditions seront satisfaites pour une partie suffisamment petite 
de S ayant à son intérieur un point arbitraire : cela nous suffit. ' 

Nous écrirons l'équation (12,τ) dans le système de variables λ,, 
λ

2
, ..., \a et nous prendrons comme variables d'intégration, 

dans ( 13,2), les paramètres μ,, · · ·, [An de A. Dans ce système 
de variables, A désignera le point (λ,, λ

2
, . .., A

m
) correspondant à X 

(ou à Y ; dans ce cas, "k
m
 = o) et M, le point (μ.,, μ.

2
, ..., p.,,,). 

L'équation (12,1) devient 

Ji5,4) 2aip<p + 2α6« ~ + c'u—f( A), 

où /'(A) désigne ce que devient /(X) par le changement de variables 
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Cl Oil 

55ί» 
15,41 

t>, ϋτ^τ> 
c = c 

do sorlo qu'on désignant par D'(A) le déterminant dos lo déter-

ni i π an t ( 15, 3 ) va u L D ' '. 

Soit Η'(Λ, M) co quo devient H(X, A) avec les nouvelles variables. 
H' n'est pas un polynorne en λ,, λ

2
, . . ., X

m
, mais 

ΙΙ'(Λ, M) = D'- 1
Λ>?Λ«,β( M ) ( λ« — y.

a
)(λ?-μ,) + 0[L»(A, M)]. 

Soit encore G'(A, M) la fonction G(X, A) exprimée avec les nou-
velles variables. 

Quand X tend vers un point de la partie d'hypersurface S consi-
dérée, que nous nommerons S', lout ce qui, dans (i3,a), provient du 
reste de l'hypersuriace a des dérivées qualrièmes continues, même eri 
ce point de S'. Nous- serons donc amenés à étudier ce qui provient 
de S', c'est-à-dire 

, x , Γ{'η~χ) σ'(Μ) v , .. f. àG'(A, M ) , 

σ'(Μ) désigne σ(Λ) exprimé à l'aide de ρ,, ..., p
w

_, (sur S', p„, = o). 
On trouve d'ailleurs que celle expression est la somme de 

0-n, — μ,η) Π' (A, M) d(y.\, pw_, ). 

et d'une intégrale portant sur 0[L2-/"(A, M)]. 
Dans l'intégrale de l'équation (i3,3"), le terme (i5,5i) disparaît 

(λ,
η
= p,„ = o). Nous allons examiner si l'on peut appliquer à cette 

intégrale les propositions (2) à (4) (après remplaccment-dc m par 
m — 1). Il en est indubitablement ainsi pour ce qui provient de la 
partie 

11 « (X, C)N(C, A)rf(c„ ...,0, 
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clc la fonction G. Dans le reste, il suffit de s'occuper de ce qui provient 
de S'. Nous employons pour cela la notation suivante : posons 

λα — μΛ — άμ
Λ
 ·(« = I, ·Λ, · · ·, tn), 

ces quantités étant regardées connue des différentielles de variables 
indépendantes; le même symbole S servira à noter les différentielles 
totales des fonctions de p.,, p.

3
, . . μ

ιη
 et Δ désignera les différences 

correspondantes. L'intégrale à étudier s'écrit 

σ(Λ)ΙΙ - (Y, A)2X(— —«*)d(a«+i, ..., αβ-1) 

σ(Λ)ΙΙ (Y, À)iX);j>yiS( — Iy'«-i)ia-D 

Χ «γ)0'β — «β)<*(<*α+ι. . ...««-t). 

La seconde "intégrale ne doniuu'a lieu à aucune difficulté; la première 
s'écrit, en tenant compte cle la nullité de (10,51),■ 

{ ' II/ ΜΛ, m)Ia.jvC(-i 

X i-/a,»,(A)A;i)Y(A)(A«Y— d«r.Y)^(/(gs+1, ..., 

Le fail que le coefficient dea'(M)sous le signe J* est 0[L2~"l(A, M)] 

est ainsi mis en évidence; on voit aussi qu'on peut le dériver jusqu'à 
cinq fois, donL trois par rapport aux λ

α
 et deux par rapport aux p.

a
, 

chaque dérivation abaissant l'ordre d'une unité, car il ςη est ainsi 
de Δα., — oa., qui donne lieu aux identités 

gjj ( Arty - Orty) = A ( Arty - Orty ) = gj-jj- , 

où l'on voit que les ordres décroissent d'une unité à chaque dérivation; 
une dérivation de plus par rapport aux λ

α
 ne changerait plus l'ordre; 
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d'autre pari, 

(d d\.x Λ , Λ <JaY s "ar 

V ^ + + ¥o / ( Y "" Y ~ ^ άμ* dw dfr ' 

la première de ces expressions esl 0[La(A, M)], et la seconde 
0[L4+,'(A, M)], si les'dérivées troisièmes des xa rpar rapport aux λρ 

sont continues (L) d'exposant A; une dérivation do celle-ci par rapport 

à λ
α
 donnerait 0[L/'(A, M)]; enfin, 

dl* \ GÙ.Q + d^ ) Λγ °°Ί dp-οφκ' 

qui est 0[L(A, M)], et une dérivation de plus donne 0[i |. 
Désignons par Ρ (A, M) le coefficient de σ'(Μ)ί/(^,, |i.,n-i)> de 

sorte que l'équation (i3,3) devient 

σ'( M ) l'( A, M ) i/(fA,, . .., μΜ-, ) =J"·, (A ) 

ou= /«.(Y), et où les points tiennent lieu d'une fonction qui a 
des dérivées troisièmes continues. 

D'après (2), l'intégrale est continue (L); donc, si /'
0
(A) est con-

tinu (L), il en est de même do σ'(Α). Mais alors, d'après (3), l'inté-
grale a des dérivées continues (L); donc, si/'2(A) a des dérivées con-
tinues, il en est de même de σ'(Α), et si les dérivées de /!,(A) sont 
continues (L), il en esl-de même de celles de σ'(Α). 

Écrivons aloi's, d'après (4), 

(i5,7dl,[UÀa àlXx 

+ |Ϊ(Λ' Μ)_3^]<'(ίΛι' = 

où l'on a fait rentrer dans les points une intégrale prise le long de la 
frontière G de S', qui a des dérivées troisièmes continues. On voit 
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sur cello Équation ( ') que, si f[, a cles dérivées secondes continues, il 
en est du même de σ', el si les dérivées secondes de j\ sont •con-
tinues (L), il en est de même de celles de σ', mfiis avec un exposant 

cga'l à γ—γί si ce nombre est inférieur à L'exposant de la continuité (L) 

des dérivées secondes de /"
2

, Pour obvier à cet inconvénient, Hons 
dériverons une fois de plus : 

' [('% + όμρ ) \άλΆ + ()μ,χ)σ 

\âlx Ομχ)άμρ \<% άμρ) άμΆ όμχάμρ] 

χ cl( μ,, . . ., μ,)ι—ί ) — ΰ}^ +. . . , 

on voit ainsi que les exposants des conditions de Lipschitz des dérivées 
secondes sont les mêmes pour a' et f'„ si celui-ci ne dépasse pas Λ et 
si //<i 1 ; si l'exposant correspondant à /"

2
 dépasse h, celui de a' est h\ 

si h et l'exposant correspondant à j"
2
 valent un (-'), 

Δ -γ—Κ— =o[l(A, M ) lo- . 

16. Noiu> pouvons maintenant passer à l'élude des dérivées de e 
lui-même. Nous allégerons la notation en supposant que S' se réduit 
àa?„

t
 = o; [c.s calculs qui viennent d'être faits nous permettent de ne 

pas hous soucier du système de variables qui a servi à former G (X, A) : 
les calculs seront vrais quel que soit ce système. Toutefois, nous pren-
drons comme valeur du déterminant des une fonction quelconque 
positive D (et 11011 plus un). On a ainsi 

(16,1) e(X) = (—1 1ΛαΙΗ>Λ(λ) àG^ */(«,,-κ... 

les points tenant lieu d'une inLégraie étendue au reste de S et dont les 
dérivées troisièmes sont continues en tout point intérieur à S'. 

(') On y voit aussi que l'exposant de la continuité (L) des dérivées de a' est le 
même que celui des dérivées de/ό, pourvu que ce dernier soit inférieur à un. 

(2) L0 n'a plus la même valeur,que plus haut. 
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Quand X est intérieur à D, l'intégrale a comme dérivée par rapport 
à xd 

(16) / η \ , vn , Γ σ(Α) ( 0 Ô \v / V\dG(X, A) .. . 

' -{~x) "Ί ^^s?"-f(A)-35r-<i(e·· ···' 

La première intégrale est la somme de 

"zíAl I/D7ÄT 

Χ (Λ·'^ (·£'γ — Λγ )(&/ιι #/«) (rtj, ..., dm—Y ) , 

et d'une intégrale portant sur 0[L2~"'(A, M)] et qui est conLinuc 
môme sur S'. 

L'intégrale (16,21), en lui ajoutant une intégrale prise sur le reste 
de S, et qui par suite n'entraîne pas de difficulté, s'écrit 

(.6,3) —a)Xjf ^==11 "V,A)S?,T^(%ï)<*?-«?)(%-«r> 
χ 2δ(-ι)ι,"~'1 ,δ-)'(λ·8 — ai) d(αδ

+1
, , «g—, )· 

On peut encore remplacer 

y/D(X) àaa\ D / 

par 

y/D(X) àaa\ D / 

X, ayant le même sens que dans la proposition (9); cela n'ajoute 
qu'une intégrale portant sur 0[L2~"l(A, M)], continue sur S'. Nous 
avons ainsi une intégrale portant sur le produit de 

vg (_1)im-ii (C-D ( Xh_ ai)d(ai+„ .«δ-ι)> 

par une fonction homogène d'ordre — m des ; on peut donc (1) 
déformer S sans changer le résultat. On en profite pour amener S à 
coïncider avec 

H(A,X) = r* 

0) D·, p. 69. 
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cl l'on parvient (1 ) à la valeur 

( Î6,3 1 ) — σ( X, ) Σρ,γα
3

,
γ (

X

 ) ̂  ( ̂ ) 1 

si X vient sur S'(a?
m
 = o), on n'a plus que la moitié de celle valeur. 

Donc, quand X tend vers un point de S', la première intégrale (16, 2) 
lend vers une limite qui s'obtient en ajoutant la moitié de (16, 3i) à 
l'intégrale, X étant au point limite. 

Pour la deuxième intégrale (16,2), nous distinguerons deux cas, 
selon que α n'est pas ou est égal à m. 

Si α^/η, une intégration par parties fournit le résultat; en appe-
lant C la frontière de S', prise dans le sens correspondant au sens 
choisi de S', on trouve 

( 16,4 ) 21 f. 

χ f.im— ι, a 1, · · ·, <?<x—1 ) 

+ {-'Y"2ll h a,
"'

? ( A
 ' ̂ Γ

1 d(a
 '

am
-

,y

' 

la première intégrale est continue quand X vient sur S' et la seconde a 
une limite, car c'est un potentiel de double couche. 

Si α = m, la fonction intégrée contient y-y-· Or, d'après (i4), 

g-
A
[G(X, A)] est continu; cela permet d'exprimer -y-5- en fonction 

linéaire des autres dérivées jusqu'au second ordre et de cette-fonction 
continue. La seconde intégrale (16,2) devient ainsi 

"«·" ·"'> 

Λ V/'D(A)(^ ' àa?J 

4- h,
n

+\ G"( A, A) -4- £
a

[G(X, A)]| 

X ( (71, ' . · 1 Cl ni— 1 ) » 

(*) D., p. 89 et 90; le dernier facteur de la formule (i5,.{) de ce passage est. à sup-
primer. 

Journ. de Math, tome VIII. — Fasc. Ill, 1929. 38 
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où h
{

. h
2

, ..., ù
/rt

 sont des combinaisons linéaires des 6
a
 el des dérivées 

premières des a^
r;

 : ces fondions ont donc des dérivées secondes con-
tinues (L); h,

n+i
 contient les dérivées des ù

a
, les dérivées secondes 

des αβ,γ et c; ses dérivées sont continues (L). La première intégrale 
(i6,5), à l'aide d'intégrations par parties, donne des intégrales étendues 
àCqui sont continues ainsi que leurs dérivées, des intégrales de inemc 
forme que la seconde intégrale (i6,5) cl qu'on peut faire entrer dans 
cette dernière en changeant les valeurs de /e,, .... el enlin l'inté-
grale 

(16,51) S β= 1 γ = ι Y 

Pour montrer que celte intégrale a une limite quand X tend vers un 
point de S', sans pour cela recourir à l'existence des dérivées secondes 
de σ, nous l'écrirons 

( ^ ( ^ aAX 2 2 (<?««$ n/D(A) ^L\/D(X) J] 

Χ «β,γ ( Ù) ^ - d( α,, ..., α„ ) 

£,or ή 

Χ ci ( a,, a
m
-i). 

Or, la première intégrale est continue sur S', car elle porte sur 
0[L2_m(A, M)]. Quant aux intégrales contenues dans le second terme 
de (i6, 6), elles sont de la même forme que la partie de la seconde 
intégrale (i6,5) qui contient les dérivées premières de G ; il suffit 
donc de voir comment on traite celle-ci. On l'écrit 

(.6,6.) ^5-w2.a«l|1(A)-3^-rf(ei,. 

_(_ j)/« o\ f "1 σ(A) y ύβ(Α)«„ί,„ί(Α) — /ιηι(λ)α,η^(Α) dG(X, A) 

X rf(a,, ..a„t-,). 

Or, le premier terme est un potentiel de double couche : il a donc une 
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limite. Le second terme ne contient plus de dérivée par rapport à a
m

; 
des intégrations par partie le changent en une intégrale étendue à C, 
continue sur S' et une intégrale portant sur 0[L2_m(X, A)], qui, de 
même que ce qui reste dans (1 G,5), est aussi continu sur S'. 

Donc, les dérivées de <;(X) tendent vers des limites quand X tend 
vers un point de S'; elles existent donc et sont continues même dans 
ce cas; on doit remarquer que les dérivées par rapport à une variable 
autre que x

m
 ont celte propriété pourvu seulement que les valeurs 

imposées sur S'aient des dérivées continues; la dérivée par rapport 
à x

m
 exige la continuité (L) des dérivées des valeurs données. 

Nous voulons montrer, sans supposer rien de plus que cette conti-
nuité (L) des dérivées de /,(Y), que les dérivées de ν sont con-
tinues (L); or, il suffit de le démontrer pour la première intégrale 
(16,6); toutes les autres, ou bien portent sur 0[L2~"'(X, A)] et sont 
continues (L) d'après (9), ou bien sont des potentiels de double 
couche à densité continue (L) qui jouissent de la même propriété, 
comme on le voit, en s'iuspiranl de ce qui a été fait pour (16,2) et de 
ce qui va être dit. Formons la différence des valeurs en X et en Y de 
la première intégrale (16,G) (Y n'est pas nécessairement sur S'); en 
nommant S2 la partie de S' intérieure à L(X, A)<2L(X, Y) et S4 

le rcslc de S', enfin G, la frontière de S2 prise dans le sens corres-
pondant à celui qu'on a choisi sur S

2
, celte différence est (nous don-

nons à β et à γ des valeurs fixes et nous divisons par (—ι)"1-'2λ) 

Λ, M«d\/D(Â)J <>x
r

, I
 V

'D(X) J}
 T àay («„···,«».-<) 

_ Γ~"\* _ «L rj^HlUT(A)rfG0'A><*(a, 

r/,H\/D(Y)j ^?L\/D(X)J Ι Λ, >)α·< 

d(at, . . · , Λ/η—ι ) 

Λ ) ^a'\> lv/D( A) J Φ LJ ί "γ L âar dar -I 

χ d(au .. ., 

Or, chacune des intégrales étendue à S
2
 est 0[L/l(X, Y)], en sup-

posant que les dérivées de σ soient continues (L) d'exposant h. 
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L'intégrale qui figure clans le troisième terme est continue, et elle est 
multipliée par un facteur 0[LA(X, Y)]; elle est donc aussi de celle 
forme. Enfin le théorème des accroissements finis appliqué à la der-
nière intégrale montre qu'elle porte sur L(X, Y)Q[L/t-"l(X, A)], ce 
qui, d'après les raisonnements de (9), donne 0[L7t(X, Y)] si h<^ 1 

et Ο L(X, Y)log] siA = 1. Notre proposition est démontrée. 

17. Nous voulons maintenant prouver que si les dérivées secondes 
de fi (Y) sont continues (L), il en est de même de celles de v. 

Il suffit de le démontrer quand la seconde variable de dérivation 
n'est pasa?

m
; car alors l'équation (12,1) entraînera la même conclusion 

11,mr ;>.;■?„ · ■ 
Or, nous avons, clans le calcul précédent, rencontré des potentiels 

de double couche, dont la densité, clans nos hypothèses actuelles, a des 
dérivées continues (L)·, nous avons vu (16,4) qu'ils sont dérivables, 
leurs dérivées étant con lin lies (L). Toutes les autres intégrales rencon-
trées ont, d'après (10), des dérivées continues. Pour affirmer que ces 
dérivées sont continues (L) si les dérivées secondes de σ le sont, il 
suffit de transformer la première intégrale (16,6); elle provenait 
de (16,5i), que nous écrirons maintenant : 

(_ iv«-i2Â f y d σ(Α) aV'"i(-k)ya dG(x,A.) 

~~ 2 JSr 2d 2àdâ$ JdTX) anit,n(A) ! ' 

X —àâ '' a'"-1 

La première est un potentiel de double couche dont la densité a des 

dérivées continues (L). La seconde ne contient plus -5—; on peut faire 

disparaître les autres dérivées cle G par clos intégrations par parties; la 
continuité (L) des dérivées de l'intégrale résulte alors cle (10). Notre 
proposition est démontrée. 
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18. Soil maintenant 

1- (/->1,11 /^1,2) ·· *5 P\i Pn · · P'n\ ^2» · · ·> 

que nous écrirons aussi 
>'/,α ! w5 ^a)» 

une fonction de -f- 2ffl + i arguments (JVp —Pp,*) cl°nt l°s 

dérivées-liuilièmcs sont continues (L) d'exposant un clans un certain 
champ. Posons 

( a*-*~dïZ.' °»·Ρ-3 dp.' c~d«' 

Soit ^(n), ce qu'on obtient en remplaçant les jo
a
 et les ρ

α
β parles 

dérivées premières et secondes de u, et soit w
0
 une solution de 

( 18, ι ) 5(M) = O. 

On suppose que, quand (a?t, a?2,..., a?
m
)varic dans un domaine ouvert D 

ou sur sa frontière S, les valeurs de nos *)■
 2

 m -f- ι arguments 

sont intérieures au champ, et cpie les α
Ά
^peuvent être regardés comme 

les coefficients d'une forme quadratique définie positive. On suppose 
que les coordonnées des points de S sont, des fonctions de m — ι para-
mètres dont les dérivées neuvièmes sont continues (L) et dont les 
m déterminants fonctionnels ne s'annulent pas ensemble. On suppose 
que les dérivées huitièmes de u

0
 sont continues (L). Enfin, on se 

donne une fonction φ des m — ι paramètres des points de S, dont les 
dérivées huitièmes sont continues (L); Je dis que, si D est assez petit 
dans toutes ses dimensions, et si t est assez petit, l'équation (i8,i) 
admet une solution prenant sur S les mêmes valeurs que u

0
 -f- ίφ. 

La démonstration consiste à employer des approximations succes-
sives «o, ..., u

n
, ... ; soient a

a
^

>n
, è

a
 „, c

n
 les valeurs cles α

α>
β, b

a
, c 

correspondant à u
n

. On calculera d'abord une fonction h
0
 telle que 

(l8,Il) α·βαα.β.ο,-^^ + -«&«,+ — <>, 

cette fonction prenant sur S les valeurs ίο, et l'on posera 

(18,12) Ui^—Uq-h h0. 
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Ensuite, ayant on déterminera (si c'est possible) une fonction h
n

, 
nulle sur S, et telle que 

(18,2) a
x>
 ^ + I

x
 b

a>n
 ~ -+- c

n
 h„ = — s (u„) (nï 1), 

et l'on posera 

(18,21) if.n+i=zuH+hH. 

Si l'on suppose les dérivées huitièmes de u
n
 continues (L), il en 

sera de même de celles de h
n
, et par suite, de celles de u

n+l
. En effet, 

c'est évident pour les dérivées secondes, d'après ce qui vient d'être 
démontré. Pour les dérivées troisièmes, on peut démontrer qu'elles 
existent dans D, cl en écrivant 

α>β 0χχ0χ^0χ^ x *'n 0χΛ dxç) C'1 àx^ 

— d _. . „ àaXt(^n (V-hn àùa,n Oh „ 0cn 

on voit que le second membre est continu (L) ce qui étend la propo-
sition au troisième ordre; on procède de même pour les dérivées jus-
qu'au huitième ordre. 

Toutefois, nos calculs précédents supposaient qu'on forme la fonc-
tion G à l'aide d'un domaine débordant D. Ici, on désignera par 
θ

#
(α = ι, 2, ..., m) les cosinus directeurs de la normale à S dirigée 

vers l'intérieur de D; et, en posant 

£a -f- OdL Â 

où les ξ
α
 sont les coordonnées des points de S, fonctions de λ,, λ2, ..., 

les xx sont fonctions de λ,, ..., ~hm dont les dérivées huitièmes 
sont continues (L). On prolongera hors de D, dans la région λ,,, <ζ ο, 
les «α,β,-Λ, cm par des polynômes cn A

m
 du troisième'degré, 

à coefiicients dépendant de λ,, λ
2

, ..., de façon à respecLer la 
continuité sur S des fondions el de leurs dérivées jusqu'au troisième 
ordre; on n'ira que jusqu'à une valeur de \

/n
 telle que l'équation reste 

de type elliptique dans le domaine étendu ; la limite négative de λ,
η 

powra être indépendante de η à condition que 11 
n
 — 11

0
 et ses dérivées 

jusqu'au huitième ordre restent assez petits en valeur absolue. 
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Dans lus mêmes conditions, nos équations linéaires successives sont 

toutes solubles (on suppose que S est d'un seul tenant). 
Nous serons donc certains de la continuité (L) des dérivées hui-

tièmes de u
n
 si nous le sommes de la continuité (L) des dérivées 

huitièmes de /i
0

; or, celle-ci s'établit par le même raisonnement, en 
s'appuyant sur la continuité (L) des dérivées huitièmes de φ. 

Il f aut cependant remarquer que l'exposant de cette continuité (L) 
diminue quand η augmente. Si nous l'appelons k

n
 pour les dérivées 

troisièmes des α
Ά<
,des 6

ai
„, des c

n
 et de 3<{u

n
), alors les dérivées 

cinquièmes de ^seront continues (L) d'exposant
 l

^j. · On en déduit 

aisément que l'exposant de continuité (L) des dérivées troisièmes 

de cF(u
/i+l

) est ——et qu'on peut prendre le même exposant pour 

les dérivées troisièmes des </β(β(/Η
-η 6

a /(+
,, On aura donc 

I H- Λ ι 
cl ou 

, h ο 

SoiL alors M
/t
 un nombre supérieur aux valeurs absolues de h

n
 et de 

ses dérivées jusqu'au huitième ordre, et au coefficient de la conti-

nuité (L) d'exposant—~~j~ de ces dernières. Soit encore N„ un nombre 

supérieur aux valeurs absolues de &(u„) el de ses dérivées jusqu'au 
sixième ordre et au coefficient de la continuité (L) d'exposant k

n
 de 

ces dernières. On voit, d'après ce qui précède, que 

— T2 M?i-I = T7> (l + ni(o y M/2,-. · 

g étant une constante. Donc, 

— T2 M?i-I = T7> (l + ni(o y M/2,-. · 

Le coefficient de Μ2_, étant évidemment moindre que ABX", où α est 
une constante comprise entre un et deux, et où A et Β sont, deux 
constantes convenablement choisies, u

n
 et ses dérivées jusqu'au hui-
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tièmc ordre, tendent uniformément vers des limites dès que M„ 
est assez petit, c'est-à-dire dès que t est assez petit. La limite u de u

n 

satisfait évidemment à l'équation; le théorème est donc démontré. 
Remarquons toutefois que nous avons prouvé seulement la conti-

nuité des dérivées huitièmes de u et non leur continuité (L). A ne 
considérer que ce résultat, il semble qu'on ne puisse pas prendre u 
comme point de départ de nouvelles approximations successives, ce 
qui serait un grave inconvénient. Mais cet inconvénient n'existe pas; 
on aurait pu, en ciïct, supprimer des hypothèses la contiiiuiLé(L)dcs 
dérivées huitièmes de u0, qui résulte des autres hypothèses si les 
valeurs de u

0 sur S onL des dérivées huitièmes continues (L). Nous 
nous bornons à signaler ce point, dont la démonstration (')se rat-
tache à l'étude générale des dérivées de tout ordre des solutions de 
(18,1) et nous entraînerait hors du cadre de cet article, destiné à mon-
trer une application de la méthode des approximations successives, 
introduite dans la science par M. Picard. 

C'est parce que les propositions (16) et (17) supposent la conti-
nuité (L) des dérivées troisièmes des αΛ^ que nous avons été amenés à 
introduire les dérivées huitièmes de u

0
. On voit donc que l'énoncé se 

simplifie si les a^pnc dépendent pas des dérivées secondes ; la simplifi-
cation est plus grande s'ils ne dépendent pas non plus deset encore 
plus grande s'ils ne dépendent pas non plus de u \ dans ce dernier cas, 
il suffit de supposer la continuité (L) des dérivées quatrièmes de u

0
 et 

de 9. 

(*) Cette démonstration est analogue, même pour S, à la démonstration faite pour 
l'intérieur de D dans D., p. 110 (noter qu'il faut ajouter aux hypothèses de ce passage 
la continuité (L) des dérivées troisièmes de u), grâce à la proposition (.17), qui n'a 
pas d'analogue dans le travail cité. Mais, pour le point qui nous occupe spécialement, 
il faudrait avoir établi la proposition (16) en nous servant seulemenL^eyïvjc^n'tî1-.. 
nuité (L) des dérivées secondes des «α,β, des &a et de c, ce que notre TOHcal, rc'g êf%: 
n'a pas permis. ' 


