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SUR LES EQUATIONS DE TYPE ELLIPTIQUE. 269

Sur les équations de type elliptique
et la méthode des approximations successives ;

Pir M. Georees GIRAUD,

I’rofesseur & I'Université de Clermont-Ferrand.

Cest en 18go que M. Picard appliqua pour la premiére fois la
m¢éthode des approximations successives a des équations aux dérivées
partielles (*). Ce Mémoire original fut suivi de plusicurs autres, géné-
ralisant, notamment, pour des types de plus en plus étendus d’équa-
tlions, le célébre probléme de Dirichlet.

Un des précieux avantages de la méthode des approximations
successives est qu’elle permet souvent de se passer de toute hypothése
d’holomorphie : c’est ce (qui arrive dans la théorie des fonctions impli-
cites, dans celle des équations différentielles et méme dans celle des
équations aux différentielles totales. Le travail qui va suivre a pour
objet de montrer que cette méthode permet d'attaquer le probléme de
Dirichlet généralisé pour des équations de type elliptique tout a fait
générales; les seules hypothéses faites sont relatives 4 la continuité de
dérivées jusqu'a un certain ordre et a des conditions de Lipschitz
(d’exposant quelconque), auxquelles doivent satisfaire certaines
d’entre ces dérivées. _

Le cadre de ce travail rend nécessaire de passer sous silence cer-

(1) Mémoire sur la théorie des équations auzx dérivées pariielles et la méthode
des approximations successives (Journal de Mathématiques, §¢ série, 1. V1, 1890),

Journ. de Math., tome VIII. — Fasc. 111, 1929, 33



270 - GEORGES GIRAUD.

taines propositions ('), qui ont cependant de I'importance pour donner
sa pleine valeur au résultat final. La méthode suivie ici n’est d’ailleurs
pas celle ([ll] a conduit a ces propositions : dans I'intérét de la bri¢veté,
on s'est ici rapproché¢ autant (ue possible de la méthode d’un travail
antérieur ('-'), de fagon & pouvoir y renvoyer pour des démonstrations
omises ici; mais I’étendue des résultats en est diminuée.

C’est sculement 4 la fin de ce travail (n° 18), ue sont abordces les
équalions non linéaires et que se trouve 'application de la méthode
des approximations successives; mais tout le resle est consacré a pré-
parer cette application. Il serait désirable de perfectionner cetle
théorie préparatoire ; notamment si l'on pouvait trouver des conditions
commodes ol 'on serait assuré de la non-nullité des déterminants de
Fredholm rencontrés dans cette théorie, cela anrait vraisemblablement
une répercussion immédiate sur I'application finale.

1. Définition. — Nous anrons, dans la suite, a faire un fréquent
usage des conditions de Lipschilz géncéralisées. On sait cc qu’on entend
par la; soient X un point d’un espace & un nombre (uelconque de
dimensions et ¢( X) nne fonction de ce point, £ el /i deux nombres
posilifs, dont le second est au plus égal & un; on dit (que 2( X)) satisfait
a une condition (e Lipschitz généralisée, si X ct Y étant deux points
quelconques dont la distance est », on a tonjours

[o(XN)—o(Y)i<hr (o<<h<h).
. Nous exprimerons plus bri¢vement le méme fait en disant ue z( \)
est continu (L): h se nommera I'exposant de cette continuité (L), el k
le coefficient.
2. Soit D un domaine horné de I'espace it m (imensions
(-7,"‘, Ly e Wy );

ici et dans la suite, nous regarderons ce domaine comme ouvert, et

(1) Comptes rendus des séances de I’ dcadémic des Sciences, t. 187, 1928, p. 489
et 632, .

(?) Annales scientifiques de I’Ecole Normale supérieure, t. 43, 1926, p. 1 i 128.
Ce Mémoire sera, dans la suite, désigné par la lettre D; il s’y trouve une erreur
signalée ci-aprés (n° 14).
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nons désignerons par S sa [ronticre, prise dans le sens associé au sens
(2, €., ..., x,) de son intérieur.

Soit (X, A) une fonction de dewx points de D ou de S, X ayant
comme coordonnées x,, 2y, ..., &z, et A, ¢, @, ..., a,. Cette fonc-
tion est supposée continne quand les deux pomls sont différents, et

I'on fait la méme hypothése pour les du‘lvees T (a =1,2, ..., Mm).
Posons, ici et dans la suite,

L(X, A)=(#y— @, )P+ (&g — &ty )P+ o =+ (L— Qi)

Nous supposerons (e
JdG

(2.1) GIX, A)=O[L=m(X, A)l. 2=

— OI‘L—M(X \)]
Soit éncore w(A) une fonction continue dans D + S posons
{m)
(2.2) F(X):/ G .A)w(~\)c/(a, Aoy ovoy Uyy).
“/n

Je dis que I°(X) est continu (1.) dans D 4 S.

- La démonstration consiste a faire jouer a4 G(X, A) le réle que
Jll _-:m(\ A)
duy,
rieure de |1'(A)|dans D, si N estle plus grand des facteurs constants
impliqués dans les symboles O des conditions (2,1) et 4 un facteur

constant, on trouve

joue dans le mémoire cité ('). Si M esl une limite supé-

L,
(2.3) [ F(X) = FOY) [ < AMNLX, V) log g5

L, désignant une longueur supérieure a la distance de deux points

quelconques de D,

G
) ()‘1'_7_ dugy

3. Ajoutons aux hypolhcses précédentes que le
sont continus ‘pour 2 XA/ et que

9G G - *G
7 ol S C AR B v

(o<hgitia.B=1.2....,m);

(3.1) —=o[L--"(X, A)]

() D., p. 38, théoreme 3.



272 GEORGES GIRAUD.

supposons, en outre, que (A) soit continu (L) d’exposant /v :
(3,2) |w(X) —w(A) = O[LA(X; A));

- alors ¥ (X)) admet des dérivées continues (L) dans tout domaine fermé
intérieur a D.

La démonstration du premier point, que I'(X) a des dérivées con-
tinues, consiste encore & faire jouer a G(X, A) le role des dérivées

2—m

de H * (X, A) dans le mémoire cité ('). On trouve

OF ™ AG (X, A) - :
(3.3) dl—z'a_‘/l: T'_(‘(A)*‘ W(X)](l(a,, ey ((,,,)

(m) x. ,
+w(X.)f [‘)G( 'A)+dG()‘”\)]d(a,,...,a,,,j)
D

dxy iy

(m—1)

—(— [)tm—t‘v(a—i) “'(X)f G(X: A)‘““‘.H-n ceey Aoy )

S

la notation (a,.4, ..., a,—,) désignant la permutation circulaire de
a,,a,, ...,a,, qui améne a, au premier rang, de laquelle on sup-
prime a,.

Passons ala démonstration du second point, que %, est conlinu (L).
Nous nous placons dans un domaine ferm¢ dont tous les points sont &

une distance de S'au moins égale & ¢ > 0. Nous considérons dans ce
domaine deux points X et Y dont la distance est inférieure a un
. /O\1+h R
et a (-) . Soit
2
I

Ti1+h

Considérons une hypersphére S’ de centre X et de rayon
2L4(X, Y);
Y sera intérieur a cette hypersphére, elle-méme intérieure a D.

Soient D” l'intérieur de S, D’ la partie restante de D; nous
prendrons S’ dans le sens associé au sens (a,, a,, ..., a,) de D".

(1) D., p. 41, théoreme 4,
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D’aprés (3,3), nous avons

(ne) . »
(3.3 9E _ f AG(X. A)
D’ dx Ly,

am. u'(,\)r.l(rtl,. vy M)

m’ i
+f -(-)—G—(——’———[W(A y—w(X)]d(ay, vy am)

"

(Im
+ X)f [()G dG]rl((t, ceey )

day, — duy

(m 1)
— (=t (X )f GINCA)d(gge o ovy gy
-

N u point Y, il suftit de remplacer X par Y an

Silon veut avoir
o,

second membre.
I'ormons maintenant la différence. Dans 1), nous écrirons, en dési-
gnant par Z un point du segment de droite qui joint les deux points,

35’ (\, Ay — i(_{ (Y. \ - ”IIJ(\. Y)lf"“/"(z, A)I,

comme le montre le théoréme des accroissements finis. Mais

L(Z A)zL(X, ) — L(N. Z)> gu,\'., A);

done

))(‘ X. A _iq-(v A)=O|L(N, Y)L=m(X, A)).
%

Nous devons multiplier par «(A)et intégrer dans D'. On augmentera
le résultat en remplacant la fonction intégrée par sa valeur absolue,
el en remplacant 1’ par la région 2L/(X, Y)<L(X, A). Nous
prendrons comme variables d'intégration IL.(N, A) et m—1 para-
métres (ui seront ceux des points d'une hypersphére de centre X et de
rayon L(X, A). En intégrant d'abord par rapport a ces parameétres,

on obtient le facteur constant a faire sortir du mgnef En

6
intégrant alors par rapport & L(N, ./\), on voit que

{rn) .
f [;)E’(.\ )ﬁi(".(\,;\)‘ln (A)d(a,, ...,am):O[Ll——z(X7Y)].
. .r.,

Chacune des quatre fonctions intégrées dans D" (deux avec X, deux
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avec Y) est O[L (X, A)] ou O[L"(Y;, A)]; chacune de ces
quatre intégrales est donc O[L(X, Y)].

Restent les intégrales étendues & S'; on les écrira :

) (m—1)

—(— 1)'-'"—“(“"'W(X)/ [G(X. A)~ G(Y, A)]d(tamays v oy Agy)

s’

. (m—1
— (~—ym = (X)) — w(Y)]f G(Y. AN d(@yiys oo 5y).
%

On appliquera le théoréme des accroissements finis a la fonction inté-

grée dans la premicre ligne el 'on trouvera que cetle premiére ligne

vaut O[L'-/(X, Y)]. Lasecondeligne vaut évidemment O{ L"(\, Y)].
Si 'on remarque ue

h
l—l_l/t——lrlz</l-
on conclut de ce célcnl ue o est continu (L) d’exposant -ll——-,
” ’ q oy P w V=l

ce qu’il fallait démontrer ().

St M est supérieur & |o(A)| dans D et i la constante impliquée
dans (3,2) et si N esl supérienr aux constantes implicuées dans (2,1)
et (3,1), on voit que le coeflicient de continuité (L) est ’/J—\I[_\‘$ k ne

/i
dépendant que de D et de c.

4. Ce résultat subsiste a fortior: si T'on suppose que o°(X) a des
dérivées continues. Mais, dans ce cas, s1 'on suppose en outre que

/ d oG oG — Jr—1m1— ‘O
('lal) E(E"‘ E).—.O[L 1(.\, A)]’

le premier membre étant continu pour X £ A, on peut augmenter
I'exposant de la continuité (L).
En effet, on a alors (*),

o¥ mre oG ()G) . N O (A)T
E—L Kd_v—;—*—;ﬁ; “(’\)"_G(Xs /\)’ da, Jf/((l” cees Am)

(m—1) .
—(—g)"'l—’)‘“—"f COGX, A w(A)d(@ayy s @ny).
S

(*) Les hypothéses sur les dérivées secondes de G n’interviennent qu'a propos de la
continuité (L).
(2) D., p. 34 et 35, formules {2,31) & (2,4).
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Si Pon récrit la méme chose pour le point Y el qu'on fasse la diffé-
rence, on Lrouve (comme au n* 2) que ce qui se rapporte a I est

O[LA(X, V)] si h<t et o[u‘( Y)log v i Y)] sih=1. Ce qui

se rapporte i S est dérivable sous le signe [, puisque A n’est pas
sur S. Donc Pexposant de continuité (I.) peut étre pris égal a A
sih<, aus\'i peu inférieur & un que I'on veut si A=1. Le coeffi-

clent est A

» £ ne dépendant que de D et de ¢ (N doit étre supérieur

encore a la consl,anle impliquée dans (4,1) et M aux valeurs absolues
des dérivées de ), pourvu que / soit inférieur &t un nombre fixe infé-
ricur i un.

5. Nous avons maintenant & donner des propositions concernant les
fonctions telles que GO\, A).

Supposons que G(N\, A) et H(X, A) soient continus pour X £ A,
el (lue
(5,0)  G(NX. A)y=O[L=m(N, A)],  H(N, A)=O[Ls=m(X, A)

(h>0, p>0);
posons ’
Ly Lhat)
(3,2) kmdn:/ G(X, CyN(C Ayd(ey. ta oens ).
kg )

Il est bien connu que KX, A), qui est continu pour X £ A, peut

s'éerire

(5.3) KX, A= O[L#=m(X A sih 4 p< m,
x . L, ..
(5,31) K(X, A)=0 [lo,: X, %) \)] sif+ po=m,

el que K est toujours continu si 4+ > ne.

Nous ajouterons que si N, el N, sout les conslantes impliquées dans
les symboles O des formules (5,1) et si N est celle du symbole de la
formule (5,3), on aura, A -+ 1 élant iuférieur & un nombre fixe infé-
riear o m,

(5,4) N:kmNJ%+ﬁ>

ol £ ne dépend que de D.
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6. Supposons maintenant que, A et 1. étant au moins éganx a un ('),

r)G Jli G
les dLI‘lVLeb 9ns T e solent continues pour X £ A et que
JaG _ o, \ ol
(6,1) Jor = OIU="=(X, M)}, 2= = O[Lk==1(X, A)),
JG oG — R 3 )
(6,2) E-FE—O[L' ‘(X,A)'I (O<h§l).

)K . ’ . 4
On peut affirmer alors que 5}- est continu pour X £ A, et que, si N
‘2

et A restent i une distance de S an moins ¢gale i 5 > o,

(6,3) jk == Q[ Lrru—m=1(X A)] S0+ p<<I 41,
fed 2%
, r)K L, 1 .- .
(6,4) Uz, lo,,] X, A Si L4 =t ~+1.

et que cette dérivée est Lloujours continue si A —+ 1. >m 1.

Si% > 1, ces résultats s’obliennent en dérivant sous le signe f Si
A =1,o0n y parvient en reproduisant pour le cas actuel des calenls
déji faits pour un cas particulicr dans le mémoire cité (*). En par-
tageant D en deux parties D’ et D7, cetle derniére contenant X ctayant
pour frontiére 8, on trouve

. OK ™G ‘
(6,5) P N T(\ CYH(C, A d(eyy vovyem)
(m—1
—(—1)"”‘“'""""/ CGIXL GG, AYd(eauys oo Caey)
oG, . 0G .
+f,,., %[E(A,C) + X, oy e ay

ol
+G( B )()-.'l."x(c’ f\)gd((fn -~~acm)e

ot S/ cst pris dans le sens associé au sens (¢4, €qy . .., €,) de D7, Celte
formule est encore valable pour 2 >1 (*).

(1) Cette hypothése est faite pour ahréger,
() D., p. 58 a 62, n% 11 et 12.
*) Et aussi pour o< A<, h>1—1.
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La constante impliquée dans la formule (6,3) peut étre prise égale

. kNI N2 . , N re, .
& 55— knedépendant quede D et 5, et N, ct N, étant les constantes

relatives 4 G et & H dans les conditions (5,1), (6;1) ct (6,2), pourvu
que A+ p reste inféricur & un nombre fixe inféricur & m 1.

. . ., NI .
7. Ajoutons aux hypothéses précédentes que les M sont continus

day N
pour X £ A, et que .
| ON(X,A)  OH(X, A
(5:1) ) B ) oL (X, A

Alors les 3—;{ sont contlinus pour X £ A et
&%

JK dK
oz, Oa,

(7’2) _O[L)—+-u.+h——m—1 x A)]’

pourvu (ue X ct A restent & une distance de S au moins égale 4 ¢ > o.
En cffct on trouve dans tous les cas

oK + oK
0z, Oag

(7,3)

{m—1) .
=—(— l)(m—“(a_—“f G(X, O)H(C, A) d(caryy vy Camy)
$

+fb H%[?ﬁ (X, C)+ ()G 3a. X C)]H(C A)

+ G(X, C)[L)IL(C A)+ ﬂi(c A)J}d(cﬂ...,cm),

ce qui conduit immédiatement au résultat (7,2).

Sil'on donne encore une méme valeur N, aux constantes relatives
4 G dans nos hypothéses (5,1), (6,1), (6,2) et une méme valeur N,
aux constantes relatives a H dans (5,1), (6,1), (7,1) ct si A + p reste
inféricur 4 un nombre fixce inféricur & m-+ 1, la constante impliquée
dans (7,2) peut étre prisc égale &

C I 1
kNN, <l+/t—l +y.—i—-/t—-—l>’

k ne dépendant que de D et g,
Journ, de Math., tome VIIL, — Fasc, 111, 1g2g. 36
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8. Sil'on ajoute cncmqv aux hypothasw que les dérivées socond( 'S
de G et de H, du type T Sap ou ()6; oy sont continues pour X £ A,
celles de G valant O[Lt==* (X, A)] et celles de H, O Lr—"=2(X, z\)'l,
on peuat affirmer que K satisfait aux mémes cnndmons ¢n r(-mpld( ant A
ou i par A -+ .

|,’lus gcncral(-m(_!ut, si tontes les dérivies de G jusqu'a Pordre 2p
qu’on obticnt en prenant au plus p variables de dérivation parmi les.,
et p au plus parmi les ag, sont continues pour X 3£ A, les dérivées
d'ordre g(g<2p) valant O[Li==1(X, A)], et Popération ;2 + -

day
appliquée, quand cela est possible d’apris ces hypothéses, une ou plu-

sicurs fois 4 I'une de ces dérivées ou a G (I'indice @ pouvant changer i
chaque application), ne changcant pas l'ordre par rapport a L(X, A),
sauf si I'on applique p opérations de cette sorle 4 G, auquel cas le
résultat est O[ LA+ =1 (X| A)](o < h<1); si H satisfait aux mémes
hypothéses ot I'on a seulement remplacé % par 1.5 alors K possede les
mémes propriétés en remplagant X par 4w (*).

Cela se voit par application répétée de la formule (6,5).

9. Soit maintenant D, un domaine & m — 1 dimensions, situé¢ sur
l1a multiplicité x,, = o0. Soit D le domainc des points dont les m—1
premiéres coordonnées sont cellesde pointsde D, et pour lesquels |, |
est moindre qu’une longucur donnée.

Soient ¢1(A) une fonctu)n continue dans D, et (n(\ A ) une fonc-
tion continue quand X et A ne coincident pas, X apparlenant a 1) et

— sont continus dans les mémes

- JG
A aD)y;on suppose encore (que les o,

conditions et (ue

(91) - G(X, A)=O[L=m(X, A), 28 —o[L-n(X, A)l.
‘ dx,
Alors la fonction
{m—1}
F(X):f G(X, A)w(A)d(@ys s )
n, .

“est continue (L) dans D.

(*) Nous supposons toujours, p&ur simplifier, A21, w215 autrement, il faudrait
h>1—3 A>1—
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D’unc fagon générale, nous désignerons par X, le point qui s¢ déduit
d’un point quelconque X en rempla('ant x,, par zéro (X, est la pro-
Jection de X sur z,, = o). '

Soient D] la partie communc 4D, et & Vintéricur d'une hypersphére
de centre X et de rayon 2L(X, Y) et D| la partic restante de D,
(D7 peut ne pas exister). On a

(m—1)
(9:3) E(X)—-F(Y)= f:’ [G(X,A)—G(Y, A)|w(A)d(ayy .oy dmy)

(m—1) -
+f [G(X,A)— G(Y, A)]w(A)d(ay ..., dmoy):

L’intégrale étendue & D peut s¢c décomposer en deux, dont chacane
vaut OFL(X, Y)].

L'imilation d’un raisonnement déja employé (n” 2) montre que
l'intégrale ¢tenduc & D' peut s'¢erire

) Ly o2 ([, -
L(x,wo[f —“———":J
ro (PP ag,) e

ot r désigne y4L* (X, Y)—a;, si cette quantité cst réclle, et zéro dans
le cas contrairc. L'intégrale cst aussi

L,
=l 2t
()T

(B

Supposons d’abord qu’on alt
rélan| \/73;;

notre intégrale st moindre que celle qui serait prise avec la limite

. . A , L .. 5
inférieure zéro; clle vaut évidemment O [logI—;“—'] ; mais sirs| x| V3,
‘ m
lw,,‘]gL(x, Y);

L,
le résultat peut donc aussi s’écrire O [logr—) ]
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Si maintenant |z, | < L(X, Y), on peut éerire

Ly T

Tewl 2l Wl dlt L, L, 1
/. "——:<f 7 =los ! <log sy — 5083
m (l —+ ¢ ) = m"l
le résaltat est donc encore O [loo (X, Y)]
Revenons & (9,2); on voil (ue
r . PR PR — 7 - I‘O ’

ce (ui exprime le fail annoncé,

Si|w(A)| <M, ctsiles constantes de (9,1) sont prises ¢gales o N,
celle de (9,3) peut étre prise ¢égale & £MN, £ ne dcpcndant que
de D,. _

)

. . . G .
10. Si nous ajoutons les hypothéses ue les :))7 sonl -conlinus
<r 3
pour X 5£ A el que
r)G JG

oz, ()a,
(10,2) [o(A) — w(X,) | < MLA(X,, A),

(10,1) < NL#t1=m (X[ A) (et==1,2, ..., —1),

F(X) admet, par rapport aux variables autres (ue x,,, des dérivées

)" . d A
conllnues méme sur D3 st en oulre les o cmstvnt(saul peut-ctre
O(.
pour o = 8 = m) cl sont conlinus pour X 3£ A etsi
. )*G ., ,
—_—— =)
(1075) ()-'l’.a()‘z'ﬁ(<l i (\7 A')’

ces dérivées de IF(X) sont continues (L) dans loule partic de D dont
les points restent a une distance de la frontiére S, de D, supéricure a
unc longueur positive ¢

En cffet, tant que @, £ 0, on peul ¢erire

» (m—1)
(10.4) L)]—- f ()G(X A)[w(A)—w(X)]d(ay, ..., any)

dxy 0z,

(m—1) ~
+ n(k )f [—()-(i(\ A)+ f;(X,A)]d(a,, ceey Omy)
Aln—2)

—«(~1)"“°“”/ w(X)) G(X, A)d(Tanss -y ot )y
S

1
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S, étant pris dans le sens associé¢ au sens (a,, @y, ..., @u-) de D,. Or,
le second membre est continu méme pour x,, = o, car les intégrales
convergent uniformément ; le théoréme sur la dérivation d'une limite
prouve donc que la formule (10,4) est valide méme pour x,, = o, ce
qui démontre le premier point.

Pour démontrer le second point, on peut se borner au cas ot

. ) t-h
L(X, Y)<1, L(X,Y)<(;> :

Soit [ I'inverse de 1+ /.. Soient D' la partie commune & D, et i Uinté-

. B ) - '
rieur d'une hypersphére de centre X et de rayon L/(X, Y), ct D} le
reste deD, 5 S’ sera la fronti¢re de D' prise dans le scns associ¢ au sens
(ay, asy ..., a,-)deD]. Ona

/,

oF [(in—1) JG
J‘Z"_h/': ;E“(A')d(an coes Aumy)

1
1

(r—-2) .
—(— 1y (X)) GIX, M) d(Qyays «vvs ttg—y)
st .
m—1)
+ iG—(X. A w(A)— (X)) d{a,, ..., @u_y)
" dry .
im—1) ¢-
aG ., JIG
+“(X’)/p'{ [E(\ A)y+ ()aa(,\, A.)]cl(al. s By )e

En appliquant & cette expression des procédés déja employés (n* 3
IF . /
et 9), on trouve que 0(7' est continu (L) d’exposant '
2

— 7 le coeffi-

cient est 4 MTN'7 ol £ ne dépend que de D et de 5.

11. Sil'on fait maintenant les hypothéses que w(A) a des dérivées
aG aG . : (e

o, T da; 8> Dar rapport 4z, s, ..., &y, des dérivéces
continues pour X £ A et in(¢rieures cn valeur absolue a NL*~( X, A),

on peut augmenter 'exposant de la condition de Lipschitz. En effet,

7 (m—1) : -
(11,1) %:f 'g[i)g(x» A)+ ()G(X',A)Jn'(f\)
[+3 D, L

ox, Oaty
s (A)

day

continues, el quc

+ G(X,A) }d(a,, Y

m—-2)
——(—1)fn(o<*1)f G(X, M) (A)d(aypyy o ny ag_s).
s

1
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La seconde intégrale a des dérivées continues et, en appliquant &
"autre des raisonnements déja vus (n° 9), on voit que 1'exposant de

la condition de Lipschitz est / si A< 1 avec un coefficient ]lﬁ-l!

id
da,
Sih=1,

<M et si & est inférieur 4 un nombre f{ixe inférieur & un.

oF

. ) L,
LX) - Y)|</.MNI(\ Y)log 52

X. VY

k ne dépend que de D et de 2.

12. Aprés ces généralités, considérons une équation lindéaire aux
dérivées partielles du second ordre

. ) u 7
(12,1) L“’Ba“'p;)%:){—xg + 3.0, ;u +cu=[(X

(0(7@:13?'1 seey My az,ﬁ:aﬁ.a),

qui soit dn type elliptique, c'est-a-dire que les a, g peuvent étre regar-
dés comme les coefficients d’une forme quadratique définic; on fera en
sorte que cetle forme soit positive el (jue son discriminant soit un; on
désignera par A, 4 le mineur de «, 5 dans ce discriminant.

\‘oue aurons cncore i supposer que f(X) ct les dérivées des a,, 4
sont conlinus (L)) et que les dérivées des b, et de ¢ sont continucs.
Toutes ces conditions sont satisfaites dans un domaine horné D.

Posons .
H(X, A) =24 8A08(A) (@0 — ay) (x5 — ap).

Nous chercherons d'abord unc solution particulitre (*) qui soit du
type ’

. (my}) 2—m
(12,2) u(\'):.-—).f p(AYNT = (X, A)d(ay, ..., a,)
D
(2
. 2
m>2; h=———
4m*

(1) Artifice de E. E. Levi, Sulle equazioni lineari totalmente ellitiche alle
derivate parziali (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. 24, 1g07,
P- 275-317). ' .

.
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¢ ¢lant une fonction inconnue.
sous le signe f Si nous supposons que g( A) est continu (L), d’expo—

sant h, on peut appllque1 a a—;—'les conclusions de (3): les dérivées

h
secondes existent et sont continues (L) d’exposant — dans Lout

domaine ferm¢ intéricur 4 D. On forme ainsi F(u), ce qu; condult( )
& Péquation en g,

()

(12.3) )—7[ KX, Ajo(AYd(a, .., ay)=[f(X);
c'est unc écuation de Fredholm ; on a posé

(k) KX, A)= [T (X, Ay

:(/7&—2)||_T(X,A)Za,g,y,a[aa (\)——aa (A)]
X [ Ay y(A)A55(A)— Ay 3(A)AYO(A)](7L'Y——(IY)(%—aa)
—(m—2)N : (‘( A)Zaql)x(X)A 4(A) (23— as)

+e(X)HTT (X, A).

Il est aisé d’ailleurs de vérifier que la solution de (12,3), si elle
existe, est continue (L). En effet, il cst évident qu’elle est continue;
donc, d'aprés (2), l'intégrale est continue (I.); comme f(X) Pest
aussi, il en est de méme de p. Ainsi u est bien solution de (12,1).

Mais, pour suivre de plus pres le travail cité, nous allons retrouver
ce, résultat autrement. Soit N(X, A) le noyau résolvant de (12,3),
obtenu soit par le quotient des deux séries de Fredholm, soil par la
série

N(X, A ‘“Z’""““ A),

* n=1

‘qui est convergente d¢s que la mesure de D est assez petite, ce qui
montre que le dctermmant de Fredholm n’est alors pasnul; K, désigne

(1) D, p. 34 4 43,
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le résultat de la réitération de K(X, A)=K,(X,A). Ona
m) A : i
w(X)=—2 G(XVA)Yf(AYd(ay,y ..., am),
(12,5) U

9,

‘m m. 2—m
G(X.A)=11"7 (X.A) +f H7 (X, C)N(C, A)d(ey, -+ .y €m).
‘ b < .

‘Les dérivées de u(X) sc calculent par dérivation sous le signe

alaide de celles de G(X, A) qui se calculent de la méme fagon. I.’ap-
plication répétée de (6) ct de (7) prouve que I'on peut appliquer aun
résultat la conclusion de (3) (saul ce qui a trait & la condition de
Lipschitz) : nous retrouvons donc (que les dérivées secondes de u(X)
sont conlinues [mais la condition de Lipschitz échappe a ce raison-
nement-(*)].

En opérant sur (12,5) comme sur (12,2) et cn utilisant le fait
que G est solution de F(()=o, on trouve alors que F(u)= f(X).

13. Supposons maintenant que D admette comme frontiére une
multiplicité S dont les coordonnées des points s'expriment par des
fonctions de m — 1 paramétres A, A,, . .‘.A, Ay dont les dérivées sont
continues ( L.). Il n’est pas nécessaire que les mémes paramétres servent
pour I'hypersurface S entiére : il suffit que chaque point de celle-ci
soit intérieur i unc région dans toute I'étenduc de laquelle on puisse se
servir d'un méme systéme de paramétres.
Proposons-nous de trouver une solution de (12,1), continue dans
D 4+ S (nous regardons D comme ouvert), a dérivées secondes con-
tinues dans D et qui sc réduise sur S a unc fonction continue donnée
S1(Y) (naturellement cette fonction sera, suivant la région ol se
trouvera Y, exprimée a l'aide d’un syst¢me de paramétres convenant &

~ cette région). Nous supposerons toutcfois que les hypothéses de (12),
rclatives & f(X), aux aq3, aux b, ct & ¢ sont remplics dans une
région D, comprenant D et S & son intéricur.

- Nous commencerons par faire le changement d'inconnue

Ny

(1)

(13,0 a(X)==2[ G, M) f(A)d(a, ..., an)+¢(X),

b,

(1) Et pourtant cc raisonnement utilise la continuité (L) des dérivées des axg, au
lieu que le premier n'utilisait que la continuité de ces dérivées.
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G(X, A) étant calculé comme dans (12), mais ¢ l’uide de D,. Alors
¢(X) doit satisfaire & I'équation qui sc déduit de (12,1) en remplagant
J(X) par zéro (équation homogéne) et prendre sur S des valeurs con-
tinues connues. Nous cherchouns alors si cette question n’aurait pas
une solution du type

(m—1
(13,2) v(X.):—Q,).f c(A)
'“ IG(X, &)

X Ty — 1)m=1a=N g, (A A (Wyy o oey Auey )y
‘ ' day

ou S est pris dans le sens correspondant au sens (ay, a,, ..., a,) deD

et ol 5 est une fonction i déterminer. On peut remarquer que, dans

G

nos hypothéses, les —— existent [c’est ce que nous nornmerons un
? dag -

potentiel de double couche de densité s(A)].

D’apres ce qu'on a vu (n* 8 et 8), la partic de,%i ¢ui provient de
9—m
ce qui suit le premier terme H * de G est O[ L= (X, A)]; donc,
d’apres (9), I'intégrale correspondante est continue (L) méme sur S
si g est continue. Quant & ce qui provient du premier terme de G,
I'intégrale correspondante subit sur S le saut brusque connu (*), et
I'on parvient ainsi & I'équation de Fredholm,

trn—1t)
(13,3) o‘(Y)—z'/.f o(A)
s

JG(Y)

X By p(— 1), s (A) da
' : 3

dans laguclle

d{@gryy ooy @ay)=fa Y).

(m) R
(13,31) fQ(Y):f,(Y)—}—?-.f GY, A)f(A)d(a,, ..., an);

D,
Y désigne un point quelconque de S. On peut démontrer (*) que le
déterminant de cette équation n’est pas nul si D,, et par suite D, sont
assez petits dans toutes leurs dimensions et bornés par un seul contour.

(1) D., p. 69 2 81; le fait que les coordonnées de S, exprimées en fonctions de
X1, Aay +uvy Ay ont seulement des dérivées continues (L), au licu de dérivées
secondes continues, n'entraine qu’une modification insignifiante du passage cité.

(2) D., p. 8t a 86; le raisonnement n’est valablé que pour un seul contour.

Journ. de Math.. tome VIIL. — Fasc. 111, 1g2g. 37
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14. Dans le but d’étudier la fagon dont les dérivées de ¢ jusqu’au

second ordre se comportent sur S, nous supposerons maintenant que
les ay,p, by ¢ ont des dérivées jusqu'au troisiéme ordre continues
dans D, cclles de a, g étant, en outre, continues (L.).

Alors notre fonction K(X, A) poss¢de les propriéiés de la fonction
nommée G au n° 8 avec p = 3; il en résulte que les dérivées, par rap-
port aux z, de la fonction actuellement nommée G possident les
mémes propriélés; en particulier, G peut ¢tre dériveé jusqu'i sept fois,
dont trois fois par rapport aax a, ct quatre fois par rapport aux a, ().

Considérons I'équation

0(byv)

P (ag,uv)
(14,1) Gle)=3 = S

”
SXE T Oy Jdxy

— 2

-+ v =0,

qu'on nomme l'adjointe de' % (u)=o0 (¢ n’a aucun rapport avec la
fonction définie ci-dessus). Soit G*(X, A) la fonction jouant, pour
cette équation, le méme role que v pour(12,1); G* est supposé formé
4 I'aide du domaine D,. Cette fonction G* peut, avec les hypothéses
faites, étre dérivée jusqu’a trois fois, dont deux fois par rapport aux a,
et une fois par rapport aux a,.

On a alors (*):
(14,2) G(C, A)—G*(A, )
, rim= , v o 9G o
=2 N Ea(——l)‘m"’j”!“_“{zl@ [(11,15(X)G*(X, C)—d;‘(;()\. A)
—G(X,A)M]
d.:l,‘s

+ ba(X)G(X, A)GH(X, c>}

x d(xa-ﬂs LA ] xa—-l )a

‘ou S, est une hypersurface intérieure & D,, contenant D 4 son inté-
rieur et prise dans le sens associé au sens (a,, ..., a,)de son inté-
rieur; A et C sont deux points intérieurs 4 S,. Le premier membre est
donc continu. On peut dériver le sccond membre jusqu'a trois fois par
rapport aux 4, [ce qui montre que G*(X, A) peut étre dérivé trois

(1) Clest p:;r erreur que, dans D., p, 56, on n’a pas fait intervenir la continuité (L)
des dérivées des aq,g dans les caleuls de la dérivation de G.
(*) D., p. 67  69.
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fois par rapport aux , ] et une fois par rapport aux c,. On en conclut
que G,[G(X, A)] et ses dérivées sont des fonctions continues.

13. Nous supposerons encore -que les coordonnées x, des points
de S ont, par rapport & Ay, Ay, ..., A, des dérivées troisiémes con-
Llinnes (L). Nous introduirons un autre paramétre A, nul sar S, tel
(que les coordonnées des points de S ot des points suffisamment voisins
de S soient des fonctions de d,, Ay, . .., A, dont les dérivées Lroisicmes
sonl continues () et que, réciprocquement, Ay, kg, . .., Ay, s’expriment
en fonctions dé @y, @y, ..., &, & dérivées troisitmes continues (L).
Pour fixer les idées, si les coordonnées des points de S sont

(15,1) Ty = fo( ks kar vvvy hney) (a:n, %y ooy ),

el s :
A(Xy)s Zay ooy Ty

d(ll’ 7“'“ e ‘}-ln-«l) }é(),

on pourra prendre comme formules de transformation les m — 1 pre-
micres formules (15, 1) auxquelles on joindra

.

(13,2) T == fo(Dyy hay ooay hey) =X, )

le double signe élant choisi de fagon que

.. ('/(.’l’l.x._,. cees Ty | .
(15,3) I Y W Sl

les conditions scront satisfaites pour une partie suffisamment petite
de S ayant & son intéricur un point arbitraire : cela nous suffit,
Nous écrirons I'équation (12,1) dans le systéme de variables 2,
Aay vy Ay el nous prendrons comme  variables d’intégration,
dans (13,2), les paramétres x,, o, ..., t, de A. Dans ce systéme
de variables, A désignera le point (A, ha, ..., An) correspondant a X
(ou a4 Y; dansce cas, A, = 0) et M, le point (g, s, .. vy Yo ).
- Léquation (12,1) devient

Pu du
% z ' _ ’ bl ’ — i
ﬁla,ﬁ) 2,3 Qe ()—)\ad/\ﬁ + 2 by o, '-4-0 u=f'"(A),

ou f’(A) désigne ce que devient J(X) par le changement de variables



288 . GEORGES GIRAUD.

¢l o
. dhy Oy
r Y
' Aaf— @y, ey, 3 dx ()?38
(15,41) d%A Jh
by =3vsays —e 3 by —2
x “1eTYe Ozydas Y Yl)l‘Y’

¢ =q

de sorle u’en désignant par D'(A) Te déterminant des o, 5, le déter-

1
minant (15, 3) vaul D’ *,
Soit H'(A, M) ce que devient H(X, A) avee les nouvelles vaviables,

H' n’est pas un polynome en A,y Ay, ..., A, mais
(A, M) =D 34 4 Aba(M) (ha— pia) (hg— pig) + O[L(A, M),

Soit encore G'(\, M) la fonction G(X, A) exprimée avee les nou-
velles variables,

Quand X tend vers un point de la partie d’hypersurface S consi-
dérée, gque nous nommerons §'; Loul ce qqui, dans (13,2), provient du
reste de Vhypersurface a des dérivées qualriémes conlinues, méme en
ce point de S'. Nous. serons done amendés & éludier ce qui provient
de §, c’est-d-dire

1
r)G(A.M)d(l

eys oon Py )3

{m—1) /<i
noR m v '
(15,5) (—1) 27[ NI ——= g0, 3(M) o5
o' (M) désigne o(A) exprimé a Paide de py, ooy ey (sur S, m, = 0).
On trouve d’ailleurs gue cetie expression est la somme de

V(1) O'I(M)
s VD'M)

et d’une intégrale portant sur O[L*=(\, M)].

Dans l'intégrale de I'équation (13,3), le terme (15,51) disparait
(A=t = 0). Nous allons examiner st 'on peut appliquer a celte
intégrale les propositions (2) a (4) (npréq rcmplacomonl‘-—do"m par
m—1). Il en est ln(lubndblomcnt ainsi pour ce qui provient de la
. partie

(15,51) (—1y*(m—2)22 (ko — Eom) ”’_?(A, M) (g, ooy anay s

) A—m
[ 1-1T(x, CYN(C, A)d(cys -y ),
vp ’
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de la fonction G. Dans le reste, il suffit de s’occuper de ce qui plOVll‘[lt
de S’ Nous employons pour u'l.l la notation suivante : posons

ho— poy=0uy (=1, 2, ..., m),

ces (quantités élant regavdées comme des différentielles de variables
indépendantess le méme symbole 2 servira & noter les différenticlles
totales des fonctions de ;) v, ... 1, el A désignera les différences
correspondantes. L'intégrale i étudier s’eerit

m

(en—-1) m .
—(m—1) 27\f a(A) I 2 (Y, A) 2y (— 1) =00 (g — ) A (s oory By
s

im—1) "

+(m—2) 2 F(AYHT (Y, A) X, g ye(— 1)t

5
A <
X Uy, '5(1\) b ( Jy— “*{)(.)'a'*‘ e) d(Agpgy oovy Uay)-

Lascconde intégrale ne donnera lieu i avcunce difficulté; la premicre
s'écrit, cn tenant comple de la nallité de (15, 51),:

(m—1)
) .. (\[)
—(m—2)24 72 (A, M) 2y 5,6 (— 1)m—n )
( ) 1 \/D(M) ( ’ ) %, ,Y,( )

, NN/
Xy, 5(A)Ag v (A) (Aay— oa.{)ES—Zd(pSH, ceey Mg )

L fait que le coefficient de 3'(M) sous le signe f est O L2—(A, M)
est ainsi mis en ¢vidence; on voil aussi qu’on peut le dériver jusqu’a
cing fois, dont Lrois pav rapporl aux A, et deux par rapporl aux p,
chaque dérivation abaissant U'ordre d’une unité, car il ¢n cst ainsi
de Aa, — Ea.i, qui donne licu aux identités

J N ()“Y 02 c)"a:Y
——(Aay—day) = A Aay — da

gy (A9 )=A%00 Giaan, (Al T 0 = Gr

ou I'on voit que les ordres décroissent d’une unilé a chaque dérivation;;
une dérivation de plus par rapport aux A, ne changerait plus 'ordre;
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d’aulre part, . , X .
Jd dJ vay .00y
—_— e ——— Yy — =A— — 05—
(()7.() + 0#0) (Aay— day) g Jus’

d . J d 0 sa—A d*ay s Pay
(Wm+ﬁﬁ><ﬁé+0_m>(““-* 0y) = A G du ¢ Opadpa’

la premiére de ces expressions est O[T2(A, M)], et la scconde
O[L*+"(A, M)], si les dérivées troisicmes des q "par rapport aux Ag
sont continues (L) d’exposant A3 une dérivation de cclle-ci par rapport
a A, donnerait O[L#(A, M)]; enfin,

() () () N —_— ()2aY

m <W0 -+ ;)—{16>(Aa7— OCIY) —=A ()HO()Hx,

qui est O[1.(A, M)], et unc dérivation de plus donne O[1].
Désignons par P(A, M) le coefficient de o' (M)d((h, ...y tnr), de

sorte que I'équation (13,3) devient

m-—1)
(15,6) a'(A)+f & (MYP(A, M) d(gy oo os o) = Lo (A) s
/gt

ot f,(A)=f.(Y), clolt les points Liennent licu d'une fonclion qui a
des dérivées troisicmes continues, ,

D’apreés (2), l'intégrale est continue (L); done, si f,(\) esl con-
tinu (L), il en est de méme de ¢'(A). Mais alors, d’aprés (3), Uinté-
grale a des dél'i\‘ég:s continues (L); done, st f7,(A) a des dérivées con-
tinues, il en est de méme de o'(A), et si les dérivées de f7,(A) sont
continues (L), il en est=de méme de celles de o' (A).

Ecrivons alors, Capres (4),

. D N | LI AN
cwa g f | G ) oo

da’' (M) Jf;
> oo (V) — Y
+ P(A, M) ™ Jd(p.,,_...,;J.,,L_,)__dla—i—....

ou {’on a fail rentrer dans les points une intégrale prise le long de la
frontiére C de §', qui a des dérivées troisitmes continues. On voil
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sur cetle équation () que, si f, a des dérivées secondes continues, il
en est de méme de o/, et si les dérivées secondes de f), sont con-
tinues (L), il en est de méme de celles de o', mais avee an exposant

h

11
des dérivées secondes de /5. Pour obvier & cel inconvénient, ‘notis
dériverons une fois de plus : '

' d*e’ mer s g ] 7) L | L
w0 g+, G G )7

+<ov N ()P>ga_'+(_d£+ dl’)ﬂr_’ p ]

dhy * Opa/ops ~ \Ohs  dug/ dps Opro Opi3
: »>f,

X d(pyy -y th—n):m +ees

égal a si ce nombre est inféricur & lexposant de la eontinuité (L)

on voil ainsique les exposants des conditions de Lipschitz des dérivées
secondes sont les mémes pour ¢ et f, si celui-ci ne dépasse pas A et
si o <15 81 Lexposant correspondant & f7, dépasse h, celui de o est A
si et Pexposant corvespondant a f7, valent un (*),

e .
O O =0 ["(A’ M) log L(A, M)]‘

16. Nous pouvons mainlenant passer a I'étude des dérivées de ¢
lui-méme. Nous allégerons la notation en supposant que 5’ s¢ réduil
4 &, =03 les caleuls qui vienment d’¢tre faits nous permettent de ne
pas hous soucier du systéme de variables qui a servid former G(X, A):
les caleuls seront vrais quel que soil ce systéme, Toulcl.'ois,} nous pren-
drous comme valeur du déterminant des a, 5 une fonction quelconque
positive D (et non plus un). On a ainsi :

. -

(16,1) ¢(X)y=(— 1)"‘27“[ ’—?L“ﬁ-zaa,m(A)
: s vD(A)
les points tenant liew d'unc intégrale ¢lenduc au reste de S et dont les
‘dérivées troisiémes sonl conlinucs cn toul point intérieur & S/, v

JG(X, A) !
T(l(a” cvey ) s

(') On y voit aussi que I'exposant de la continuité (L) des dérivées de o’ est le
méme que celui des dérivées de [}, pourvu que ce dernier soit inférieur a un.
(2) Ly n'a plus la méme valeur que plus haut.

¢
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uand X est intéricur 4 D, 'intégrale a comme dérivée par rapport
. ) g P PP
a Ly
(m—1)
(16,2) (~ l)'”Z)\f d(f&) < J -+ "i")z_@ am,,’i(A) Q(_;Md(a“ eoey am~1)
.

VD@M)\dzz  da, ~das

(rm—1} v .
5 g(A) 0 JG(X, A
—(— [);/:2/\£ ;/ ((X) 4_—)(141 2.‘5 r/,,,”g(/\ ) _———*—S)m; )[l(a,, ceoy My ).

La premiére intégrale est la somme de

4 (m—1) O'(A) T J [As
(gt — )X - (X (=2
(16,21)  (—1)"tm(m z)?L VTFA—)” (X, A)z.ﬁ#()aa(D )

X (@ — as) Ly ~— g )(Tm— W) d(@y, ..., @y

et d'une intégrale portant sur O[L2*="(A, M)] el qui st conlinue
méme sur S, v
L’intégrale (16,21), en lui ajoutant une intégrale prise sur le reste
de S, ct qui par suite n’entraine pas de difficulté, s'éerit
(-1} ; '
c(A)  _me 0 [Ag Y)
v ’ Sy o == (g —ag)(xy—a
A \/D—.._(_‘\)u (X, M) 28,45\ (3 — ag)(zy—ay)

X Zg(— 1)m=C= (g — ag) d(@oagy « o vy Ug—y)-

(16,3) —m(m—2)

On peat encore remplacer

_m+3 A
G(A) I Pl (X,A) J (f ;33)

VD(A) Oag \ D
par

o(X0) 7 AL x) O (A

s % ()

X, ayant le méme sens (ue dans la proposition (g); cela n’ajoute
qu'unc intégrale portant sur O[L*~(A, M)], continue sur S'. Nous
avons ainsi une intégrale portant sur le produit de

2a(— l){r11-11(3-11 (25— ag) d(@gayy « oy @5—y),
~par une fonction homogéne d’ordre — m des x5 — ag; on peut done (*)
déformer S sans changer le résuitat. On en profite pour amencr S &

coincider avec
H(A, X)=r2,

(*) D., p. 69.
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ct Pon parvient (') a la valeur

(16,31) —U(X1>zﬁ,ya3,y(?()%(%l)3
st X vient sur §'(x,, =0), on n’a plus que la moili¢ de cetle valeur.
Donce, quand X tend vers un point de §'; la premiére intégrale (16, 2)
tend vers une limite qui s'obtient en ajoutant la moitié de (16, 31) a
Pintégrale, X étant au point limite.

Pour la deuxiéme intégrale (16,2), nous distingucrons deux cas,
sclon que o n’esl pas ou cst égal a m.

Si 2 £ m, une intégration par partics fournit le résultat; en appe-
lant C la fronticre de 8§, prise dans le sens correspondant au sens
choisi de §’, on trouve

(m—2) .
(16"/') 2)\/‘ \/O'D_(—I(‘\}%') (_ ,)m.’l——] E{j(tuz,{j(i\,) .___.__()G (1\’ A)
¢

dag
Xd(agg-o-“ ooy gy @y oo oy (('a—,l)
(m—1) ’ e
' d [ a(A) ) : JG(X, A)
4 (— )™ A 3. 0.8 Ay— 1“4 gy oony Apy—yq )
(= iy | daa(\/D(A pamp(4) == d(e D

la premicre intégrale est continue quand X vient sur S’ et la seconde a
une limite, car ¢’est un potentiel de double couche.

. . . ’ ’ () G [} 1
Si a=m, la fonclion inlégrée contient oz Or, d'apres (14),

N /" b . . . d G
G G(X, A)] est continu; cela permet d’exprimer dar. on fonction

linéaire des autres dérivées jusqu’an sccond ordre ct de cette-fonction
continue. La scconde intégrale (16,2) devient ainsi

2

m—1 m

. . {m—1) f\) () G(\ 1-\)
(om (= ah ), \/D(A)[ZE BN g agy (@ e Anm)
(m—1)
- ()G( y A)
+(—1)'"—’2Af 5 hyg(A) —
s das

——

-+ /lm+| G(X’ A) -+ gA[G(Xa A)]’

)

X d((l., vy Ay )y

(1) D., p. 89 et go; le dernier facteur de la formule (25, ) de ce passage est & sup-
primer.

Journ. de Math. tome VIII, — Fasc. 111, 1g2g. 38
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ou Ay, hy, ..., h, sont des combinaisons linéaires des b, cl des dérivées
premiéres des ay,, : ces fonclions ont donc des dérivées secondes con-
tinues (L); Ay, conlient les dérivées des b,, les dérivées secondes
des ag,y el c; ses dérivées sont continues (L). La premicre intégrale
(16,5), al'aide d’inlégrations par parties, donne des intégrales élendues
a C qui sont continues ainsi que leurs dérivées, des intégrales de méme
forme que la seconde intégrale (16,5) el quon peul faire entrer dans
cette derniére en changeant les valears de &y, ..., Ay, el enlin Pinté-
grale

G SN NCON RS G(X,A
06,50) (—1prai [ ﬁz | ook | e TS e ).
=1 Y=

Pour montrer que celle in tégrale a une imite gnand X tend vers un
point de §', sans pour cela recourir & I'existence des dérivées sceondes
de o, nous ['écrirons

?

m-—1 mn

[ (m—1) () (1\) () U(Xi)
(16,6) (—1) 2/-£ zzgf)fw[\/D(A)J (-'ve[\/D(X)]%

B=1 y=1
G(X, A)
day d

e N0 [ 0(X) T [ 4 9G(X, A)
(—"l) 2/‘ dxo[m]/ Ea‘,,\/([\)———()aY

Y=1
Xd{ay, ...y Apy).

X(l.(j'y(A,) ((U RS a‘l'l—l)

Or, la premiére inlégrale est continue sur S, car elle porte sur
O[L*(A, M)]. Quant aux intégrales contenues dans le second Lerme
de (16, 6), elles sont de la méme forme que la partic de la seconde
inlégrale (16,5) qui contient les dérivées premicres de Gy il suffit
donc de voir comment on traite celle-ci. On I'éeril

’ (m—1)
a(A) (M) dG(X, A)
(16,61) (—1)"12) A, (A) ————d(ayy ..., @p—y)

s \/D (l,,, /n A)f% ()L‘L:; 1 ’ 1

' im—1\ -
v . : S(A)m,m(A) — h(A) 3 ( )9G(X, Ay
_._.(_ I) .)tL \/D Z am,m(A) ()ag?,

XAy, ooy @py).

Or, le premier terme cst un potenticl de double couche : 1l a donc une-
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limite. Le'second terme ne contient plus de dérivée par rapport a a,,‘,‘;
des inlégrations par partic le changent en une intégrale étendue 4 C,
conlinue sur S' el une intégrale portant sur O[L*—"(X, A)), qui, de
méme que ce qui reste dans (16,5), est aussi continu sur S/,

Donc, les dévivées de ¢(X) tendent vers des limites quand X tend
vers un point de 8’5 elles existent done et sont continues méme dans
ce cas; on doil remarquer que les dérivées par rapport a une variable
aulre que @, ont cette propriété pourva sculement que les valeurs
imposces sur S aient des dérivées conlinues; la dérivée par rapport
a x,, exige la continuité (I.) des dérivées des valeurs données.

Nous voulons montrer, sans supposer ricn de plus que cette conti-
nuité (L) des dérivées de f,(Y), que les dérivées de ¢ sont con-
tinues (L); or, il suffit de le démontrer pour la premiére intégrale
(16,6); toules les antres, ou bien portent sur O[L2=(X, A)] et sont

continues (L) d’aprés (g), ou bien sont des potentiels de  double
couche i densité continue (L) qui jouissent de la méme propriété,
comme on le voit, en s'inspirant de ce qui a é1é fait pour (16,2) et de
ce qui va ¢tre dit. Formons la différence des valeurs en X et en Y de
la premicre intégrale (16,6) (Y n'est pas nécessairement sur S'); en
nommant S, la partic de S intéricure & L(X, A)<2L(X, Y)et S,
le reste de S, enfin C, la frontiére de S, prise dans le sens corres-
pondant & celui qu’on a choisi sur S,, celte différence est (nous don-
nons & 3 et a v des valeurs fixes et nous divisons par (—1)"~'21)

(m—1) , - - ~r

{ 9 o(A)1 W a(Xy) . JG(X, A)
fs. | 9as | yD(A) | ‘)1'3[ *._"—)]%a'd’Y(A) day 4@ e anms)
|

YA AUV )
s |99 yDAY] e ,
(

- [ ] {m—1)
N 9 [a(Y) __d_[a’( ](/' ’Y(AdG(XA)

dG(Y, A
as ‘Y(A)’—(d'?-)‘d( Ay oovy Am—y)

dys VD (Y) 2 day
dia,, ..., Gpey)

0G(X,A) 0G(Y,A)
}MY(A)[ day - day ]

(a9

{m—1) O‘(A) G'(Y1 )
* AN G iR

s, 19as| yD(a) | ds|yD(Y)
X d{ay ooy Quey).

Or, chacunc des intégrales élendue a S, est O[LA(X, Y)], en sup-
posant que les dérivées de o soient continues (L) d’exposant h.
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L’intégrale qui figure dans le troisiéme terme ¢st continue, et elle est
multipliée par un facteur O[LA(X, Y)]; elle est done aussi de cette
forme. Enfin le théoréme des accroissements finis appliqué 4 la der-
niére intégrale montre qu’elle porte sur L(X, Y)O[L*(X, A)], ce
qui, d’aprés les raisonnements de (g), donne O[LA(X,Y)]si A<1

el O L(X Y)loa] ()lg Y)] sih=1. Nolre proposilion (.-sLdén_lontrée.

17. Nous voulons maintenant prouver ue si les dérivées secondes
de £,(Y)sont continues (L)), il en est de méme de celles de v.

Il suffit de le démontrer quand la seconde variable de dérivation
n’est pasa,,; car alors 'équation (12, 1) entrainera la méme conclusion
ru
0z},

Or, nous avons, dans le calcul précédent, rencontré des potentiels
de double couche, dont la densité, dans nos hypothéses actuelles, a des
dérivées continues (L); nous avons vu (16,4) qu'ils sont dérivables,
leurs dérivées étant continues (1.). Toutes les autves intégrales rencon-
trées ont, d’aprés (10), des dérivées continues. Pour affirmer que ces
dérivées sont continues (L) si les dérivées secondes de s le sont, 1l
suffit de transformer la premiére intégrale (16,6); clle provenait
de (16,51), que nous écrirons maintenant :

pour ——

tm=1) 0 A m A G x A
(-—1’”—’2/\/ 2 o(4) agnl )2 tmy () 2 ‘Y Jd(a, ooy ane)

Jg ()a,j \/D am,m(A) v=
U"_I)m —1 m—1
" O'(A.) [ m(A)aG,Y(A)—(t m(A)aY,m(A)
—(—— ') 2 2 d(/l) vD A) (’m'm(A) '
dG(x A)
XTd( ) eeey @)

La premiére est un potentiel de double couche dont la densité a des
., . . oG .
dérivées continues (L.). La seconde ne contient plus Sas3 on peut faire
. : m -

“disparaitre les autres dérivées de G par des intégralions par parties; la
continuité (L) des dérivées de I'intégrale résulte ators de (10). Notre
proposition est démontrée.
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48. Soil maintenant
F(l)l,la Priay oo vy Py Pro Pay «ovg Py Wy iy Loy vvvy L),

gue nous écrirons aussi )
F(pa,gipa; 5 Za),

m(m-+1)

une fonction de ~+ 2m 1 arguments (P, 3 = ps,.) dont les

dérivées-huitiémes sont continues (L) d’exposant un dans un certain
champ. Posons :

JF ) 1 dF JF oFr
18,01) g 0= —=—— Ay 8=~ —— (ot 2 by—= =— == ——
(18,01)  day P 8= ()Poc,{f.( #B), *= Opa’ Ju
Soit F(u), ce qu'on oblient en remplagant les p, et les pg g par les
dérivées premiéres el sceondes de u, et soit u, une solution de

(18,1) F(u)=o.

On suppose que, quand (z,, 2,, . . ., ,,)varic dans un domaine ouvert D
? (B 2 )

. .y m{m-+1
ou sur sa frontiere S, les valeurs de nos m(m+ 1) ~+ 2m -1 arguments

sont inléricnres an champ, et que les a,, gpeuvent élre regardés comme
les coefficients d'une forme quadratique définie positive. On suppose
(que-les coordonnées des points de S sont des fonctions de m — 1 para-
métres dont les dérivées neuviemes sont continues (L) et dont les
m déterminants fonctionnels ne s’annulent pas ensemble. On suppose
que les dérivées huitiémes de 1, sont continues (L.). Enfin, on se
donne une fonction o des m — 1 paramétres des points de S, dont les
dérivées huitiémes sont continues (L): Je dis que, si D est assez petit
dans toutes ses dimensions, el si ¢ est assez petit, I'équation (18,1)
admel une solution prenant sur S les mémes valeurs que u, + to.

La démonstration consiste & employer des approximations succes-
SIVES Uy Usy v oy Uy, . . . 5 SOIEDL Ay 8 5y Dy 4y €, les valeurs des a, g, by, €
correspondant & u,. On calculera d’abord une fonction A, telle que

02 h, dh
(18,1 l) » zl’l@aa”@,o‘m +E“ba’0~d—‘x‘z+c"h0: 0,

celte fonction prenant sur S les valeurs zg, et I'on posera

(18,12) 1, = uy+ hy.
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Ensuile, ayant «,, on détermincra (si c¢’esl possible) une fonchon by
nulle sur S, et telle que

" hy, al,
(18’2) zaﬁa“:h’lm —|—Z ban()ll‘%(/l/’/w—*g(un) (”‘21)9
et 'on posera
(18,21) ’ Upy =, .

Si I'on suppose les dérivées huitiémes de w, continues (L), il en
sera de méme de celles de A, et par suite, de celles de w,,,. En cffet,
c’est évident pour les dérivées secondes, d’aprés ce qui vient d'étre
démontré, Pour les dérivées Lroisiémes, on peut démontrer qu’elles
existent dans D, el en éerivant

>h, »h, ~ Oh,
20,80a3.0 0z, 0xy dxo + 2abon Oz, dzg T oz
- J dax 30  J*h, Obgn Oy doy,
= Ty ) TS T Gandwy T Omy dm, Oy

on voit que le sccond membre est continu (1) ce qui étend la propo-
sition au troisiéme ordre; on proceéde de méme pour les dérivées jus-
cqu’au huitiéme ordre.

Toutcfois, nos calculs précédents supposaient qu’on forme la fonc-
tion G a l'aide d’un domaine débordant D. Ici, on désignera par
0,(z=1, 2, ..., m) les cosinus directeurs de la normale & S dirigée
vers I'intéricur de D5 et, en posant

2y =85+ 05 b,

oules &, sont les coordonnées des points de S, fonctions de 7, Xy, ...,
Fom—y5 les z, sont fonctions de Ay, ..., %, dont les dérivées huitiémes
sont continues (L). On prolongcra hors de D, dans la région 2, < o,
les @y 5.0y sy €oy F () par des polynomes en 2, du troisi¢me'degré,
a coefficients dépendant de A, %y, ..., A, de facon & respecter la
continuilé sur S des fonclions et de leurs dérivées jusqu’au Lroisiéme
ordre; on n’ira que jusqu’a unc valeur de %, telle que P'équation reste
de type elliptique dans le domaine ¢lendu; la limite négative de A,
pourra étre indépendante de n a condilion que w, — u, ct ses dévivées
jusqu’au huitiéme ordre reslent assez petits en valeur absoluc.
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Dans les mémes conditions, nos équalions linéaires successives sont
toates solubles (on suppose que S est d'un scul tenant).

Nous scrons donc certains de la continuité (L) des dérivées hui-
tiemes de w, si-nous le sommes de la continuité (L) des dérivées
huitiémes de 2,5 or, celle-ci s'établit par le méme raisonnement, en
s'appuyant sur la continuité (L) des dérvivées huitiémes de . '

Il faul cependant vemarquer que exposant de celte continuité (L)
diminue guand n augmente. Si nous U'appelons £, pour les dérivées
troisicmes des @, 3,5, (lLb b, .,y des ¢, et de .J'(u,L) alors les dérivées

/ . On en déduit
n

aiscment (ue Lexposant de continuité (L) des dérivées troisiémes

cinquicmes de A, seront continues (L) d’ exposant -

— kn
de F(1,40) est ] s L qu'on peul prendree le méme exposant pour

+
les dérivées Lroisiémes des dg 8,4y bansys Carr. On aura done

ke
k _
n+1 A “1’
d'ou
hn
fn=— ——
"+ nk,

Soil alors M, un nombre supéricar aux valeurs absolues de A, ct de
ses dérivées jusqu’an huili("mc ordre, el au cocfficient de la conti-

nuité (L) d’exposant de ces derniéres. Soit encore N, un nombre

/lll
supéricur aux valeurs absolues de & (u,) el de ses dérivées jusqu’au
sixieme ordre et au cocfficient de la continuité (L) d’exposant k, de
ces derni¢res. On voit, d'apres ce qui précede, que

gNa
i’

M,= Npyy= gM3.

& élant unc conslante. Donc,

M,l__ wl;’,_,:/,(1+n/c0> M2_,.
Le coefficient de M;_, étant évidemment moindre que AB*, ot « est
une constante comprise -enlre un et deur, et ou A ¢t B sont deux
constantes convenablement choisies, u, el ses dérivées jusqu'au hui-



300 GEORGES GIRAUD. — SUR LES EQUATIONS DE TYPE ELLIPTIQUE.

titme ordre, tendent uniformément vers des limites dés que M,
esl assez petit, ¢'esl-a-dire dés que ¢ est assez petil. La limite « de w,
salisfait évidemment a I’équation; le théoréme est donc démontré.

Remarquons toutefois que nous avons prouvé sculement la conli-
nuité des dérivées huitiémes de « ¢t non leur continuité (L). A ne
considérer que ce vésultat, il semble qu'on ne puisse pas prendre
comme point de déparl de nouvelles approximalions successives, ce
qui serait un grave inconvénient. Mais cet inconvénient n'existe pas;
on aurail pu, en clfet, supprimer des hypothéses la continuité (L) des
dérivées huitiémes de u,, qui résulte des autres hypothéses si les
valeurs de 4y sur S ont des dérivées huitiemes continues (L), Nous
nous hornons & signaler ce point, dont la démonstration () se ral-
tache a P'étude générale des dérivées de tout ordre des solutions de
(18,1) et nous entratnerait hors du cadre de cet article, destiné & mon-
trer une application de la méthode des approximations successives,
introduite dans la science par M. Picard.

Clest parce que les propositions (16) et (17) supposent la conti-
nuité (L) des dérivées troisiemes des ¢, g que nous avons été amenés
introduire les dérivées huitiémes de u,. On voit donc que I'énoncé se
simplifie si les a, s ne dépendent pas des dérivées secondes ; la simplifi-
cation est plus grande s'ils ne dépendent pas non plus des p,, el encore
plus grande s’ils ne dépendent pas non plus de u; dans ce dernier cas,
il suffit de supposer la continuité (L) des dérivées quatriemes de w, et

deg. .

(1) Cette démonstration est analogue, méme pour S, & la démonstration faite pour
lintérieur de D dans D., p. 110 (noter qu’il faut ajouter aux hypothéses de ce passage
la continuité (L) des dérivées troisitmes de u), grace a la proposition (17), qui n'a
pas d'analogue dans le travail cité. Mais, pour le point qui nous occupe spécialement,
il faudrait avoir établi ]a proposition (16) en nous servant seulement i
nuité (L) des dérivées secondes des aq,g, des b et de ¢, ce que notre
n’a pas permis.




