JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

G. CERF

Sur les solutions singuliéres des équations différentielles

d’ordre quelconque

Journal de mathématiques pures et appliquées 9¢ série, tome 8 (1929), p. 161-172.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1929 9 8 161_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1929_9_8__161_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

EQUATIONS DIFFERENTIELLES D ORDRE QUELCONQUE. - 101

Sur les solutions singulieres
des équations différentielles d’ordre quelconque;

Par G. CERF.

Une équation différentielle d’'ordre n, définie directement,”n’admet
pas, en général, comme I’a montré M. Goursat (') de solutions singu-
liéres, mais il peut se faire qu'elle admette comme telles les solutions
appartenant a l'intégrale générale d’une équation différentielle d’or-
dre n —1; chacune de ces solutions singuliéres est alors, en général,
enveloppe avec contact d’ordre n de o' solutions non singuliéres. Ce
cas se présente, en général, comme nous le verrons par la suite, lors-
qu'une équation différentielle est obtenue par I’ « élimination des cons-
tantes ». Nous nous proposons d’étudier les différentes classes de solu-
tions d’une équation obtenue par ce procédé, et, en particulier, leurs
relations de contact; M. Burgatti (*) s'est occupé de cette question
pour des équations du second ordre. Nous appliquerons ensuite les
résultats obtenus 4 1'étude des solutions singuliéres des équations de
Monge. '

1

1. Considérons une famille de courbes planes (C) dépendant de
n paramétres essentiels : @, a,, ..., a,, et dont nous prendrons 1’équa-
tion sous la forme ‘

(1) J(xy 05 ¢y, gy «.., ay)=o0.

(1) E. Goursat, Sur les’solutions singuliéres des équations différentielles simul-
tanées (American Journal of Mathematics, vol. XI, 1889, p. 329).

(2) P. BureaTr1, Sugli integrali singolari delle equaszioni a derivate ordinarie
del second ordine (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. XX, 1905,
p. 256).
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Nous supposons, pour simplifier, que fest un polynome parrapport
a tous les arguments qui y figurent, Les éléments de contact d'ordre
n:(e,) portés par les courbes (C) sont définis par les relations

P S LA

de™ dz "~ ‘()y ! i

(2)

En général, ces éléments (e,) sont les éléments intégraux d'une (')
équation différentielle d'ordre »

(3) . (Ep) Oz, y, ) oy yMy=0,

obtenue par 1'élimination des paramdtres a entre les relations (2); par
un élément (e,) quelconque passe une seule courbe (C); les courbes
(C) constituent l'intégrale générale de (15,). Cette équation admet, en
général, d’autres solutions que nous nous proposons de rechercher
et d'étudier.

2. Parunélémentd’ordre n —1, arbitraire, passent des courbes (C),
distinctes, en général, et en nombre fini; une courbe quelconque ()
peut étre considérée comme enveloppe (*) de courbes (C) avec contact
d’ordre n— 1 il existe des points de () o1 le contact est d’ordre plus
grand que n —1; ce sont ceux ot plusieurs des courbes (C) envelop-
pantes sont confondues, c’est-d-dire ceux ofi se trouve vérifiée la rela-
tion A = o, ,

s DU S s o),

D(ay, ¢y ..., an)

Nous mettons ainsi en évidence des éléments linéaires de contact
d’ordre n —1: (e, ), définis par les relations

([4) f:°7 f1::0> fn...:‘O, A—o.

Lorsqu’un élément intégral (e,) est porté par un élément (e,_, ), il
q 8t Y P 1)

(1) Il peut y en avolr plusicurs, mais nous ne nous arréterons pas aux difficultés
d'ordre purement algébrique.

(?) Chaque fois qu'il est question d’enveloppe, il conviendra de s’ assurer qu Yils d"lt
d'une véritable envcloppe
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inguli E lui 2% est nul pui lusieur
est singulier pour (E,), car pour lui gy est nul puisque plusieurs

courbes (C) confondues le portent, et réciproquement.
Les éléments (e,,) sont, en général, les ¢léments intégraux d'une

'équation différentielle d’ordre n —1
(3) - () Yo,y 'yt ) =o0;
le long d'une courbe intégrale de (I%,_, ) sont vérifiées les relations

D Juda, A faday=o0,
Siaday, ...+ [ o, da,=o,

(6) f/l——‘.',rl. ‘lﬂl =+... ‘*"./'11—2, Ay (/”'/L: 0,

dA
A, day ..+ A, day+ —dx = o,
g dx

,/.n—1,ax(1”| +... "f'fn—l, a,,d“n““ fn(/x =0.

Les éléments (¢,_,) singuliers pour (E,—_,) sont ceux pour lesquels
A=o0:
A= U(./v ./1 yoo ~e,/n—2a A).

O(ay, day ..oy ay)

Par un élément (e,_, ) non singulier passe une courbe appartenant a
intégrale générale de (I, ), soit (C,); sur cette courbe, a condition
que les déterminants d’ordre n — 1 déduits de la matrice :

Jao oo Jai

(7) flyni A ./la”ll
H . | . el e eans
,/ll-—'),n, L fll—?,ll,‘

ne soient pas tous nuls, la relation f,dz = o est vérifiée; en général,
I'élément (e,_, ) considéré n'est pas porté par une paralléle & oy et n’est
pas non plus relatif 4 un point singulier de (C,) et il satisfait & la rela-
tion f,=o;'élément d’ordre n de (C,) porté par (e,_,) est un élé-
ment (e, ), celui de celles des courbes C contenant (e,_,) et enlaquelle
plusieurs viennent se confondre.

Appelons maintenant (C, ) une intégralede (E,_, ) lelong de laquelle
A, est nul; ce qui précede prouve qu’elle est, en général, une solution
singuliére de cette équation et qu'il convient de distinguer deux cas

Journ. de Math., tome VIII. — Fasc. II, 1929, ‘ 22
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suivant que les relations

(8) . d,= o, 0,= o0,

qui expriment que tous les déterminants d’ordre n —1 déduits de la

natrice (7) sont nuls, ne sont pas ou sont vérifiées le long de cette
courbe ; nous allons étudier successivement ces deux cas.

3. Supposons d’abord que le long d’'une courbe (C.) que nous
appelons (C,)
(9) f=o. s Jus =0, A=o0. A=o, Ju—1=0,

sans que ¢, et 2, soient simultanément nuls; en conséquence, /,=o0
et les relations (6) et (6) )

( G/ ) ,f/;,/l,(/al -+ ‘/‘u,a,_» lla2 +ee ,/ll/,n,, (I((n == ,/n-H (/‘I" =0

sont vérifiées.
Des relations (6) on déduit, grice i A, = o,

A
(10) i—/z =0
et d’autre part, comme
f‘h cre -/.”u
dA . .
(IJ) - ,/‘n-‘.’,/u L ,/.II—'.',II,,
Jrao oo o

de (6) et (6") il résulte que, sauf peut-ctre en des points exceptionnels,
fu-H = 0.

donc C, esl enveloppée avec contact d’ordre n—+1 au moins par des
courbes (C).
Réciproquement, pour que le contact d'une courbe (C) avec son
enveloppe soit d’ordre n 4-1 au moins, il est nécessaire, si ¢, et ¢, ne
-sont pas simultanément nuls, que la relation (10) soit vérifiée, et alors
de deux choses I'une, ou bien 1'enveloppe est une courbe (C)

da,=da,=...=da,=o,

ou bien tout le long de I'enveloppe A, = 6.
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Les éléments singuliers de (E,..,), qui vérifient les relations (g)
satisfont & une aulre équation d'ordre (n—1):(E,_)), obtenue en
éliminant convenablement les paramétres a de ces relations; en géné-
ral, ces deux équations n’ont pas de solutions communes et iln'y a pas
de courbes ().

4. Un cas particulitrement important est le suivant : mettons entre
crochets le symbole A, par exemple, si nous voulons indiquer qu’on a
remplacédans A, y, ', ..., y=" par leurs expressions tirées de (2);
si[A]=oet[A,]=o0 ont une racine commune en .z, fonction des a,
x="%(a) (et alors d’aprés ce que nous savons, racine double de
[A]=0), les équations (E,_,) et (I¥, ) admettent toutes deux comme
solutions celles d’une ¢équation d’ordre n—1, (E)_), qui peut étre
I'une d’elles. L'intégration de (E! ) est équivalente & celle dusystéme
de n — 1 équations différentielles oii les variables sont les paramétres a
et que l'on déduit des n — 1 premiéres équations (6) par 'opération [ ]
et en remplacant ensuite & par £. [.’intégration de ces ¢quations diffé-
rentielles procure le moyen d'associcr les courbes C en familles de
x' courbes dont 'enveloppe les touche avec contact d’ordre n—+1,
aw moins.

Ce cas, le plus favorable, peut ne pas se présenter; alors la compati-
bilité des équations (9) en ., y, ¥/, ..., y""" exige une relation
entre les paramétres a; et sila courbe (C,) ne doit pas étre une courbe
(C), la condition qui exprime que les n—1 premiéres équations (0),
apres (u'on y a tenu compte de cette relation entre les a, se réduit
a n— 2 d’entre elles, doit étre compatible avec les équations (9).

~ Dans ce cas, les courbes (C,) ainsi obtenues ne dépendent plus que
de n— 2 paramétres; c'est celui ot (E,_,) et (E,_|) admettent les
intégrales, en général, d’une équation d’ordre n — 2. Si la compatibi-
lité¢ dont il vient d’étre question introduit une nouvelle relation entre
les 2, on opére sur les n — 2 équations différentielles qui ont été rete-
nues, comme on 'a fait sur les n — 1 précédentes et ainsi de suite.

Les courbes C, étant obtenues, si elles existent, 1l conviendra de
préciser I'ordre du contact avec les C qui les enveloppent ; on voit sans
difficulté que si la racine en .z de [A]= o est triple, c'est-a-dire que si
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tout le long de Penveloppe <% est nul L2 Je soit, I

g de 'enveloppe —— est nul sans que —— le soit, le contact
est d'ordre n 4 2; et de méme pour les contacts d’ordre plus
élevé. .

" $. Mais il peut se faire aussi que I'analyse précédente mette en évi-
dence certaines courbes intégrales particuliéres de (E,_,) qui sont des
courbes (C). C'est ce qui se présente lorsque [A] posséde un facteur
qui ne contient pas x; une famille de *~' courbes (C) que nous appe-
lons (C) est mise en relief dont les éléments d’ordre n sont des éléments
intégraux singuliers de (E,).

On peut trouver les courbes (C\ a partir de l'équation (E,) en uti-
lisant une méthode dont s’est servi M. Hamburger (').

6. Placons-nous maintenant dans le cas ot le long d’une courbe (C,)
que nous appelons (C,), en outre des équations (9) les conditions (8)
sont vérifiées, ¢’est-a-dire que

(13) f=o, fi=o, ceey [a—3=0, 6;:0, 0,= o, Ja—a=o0.

Considérons la matrice

Ja, oo Sa
.(.14) f‘": e jla,,

ce s
fn— LR fn—" Ty

pour que tous lesdéterminants d’ordre n— 2 qu’on en peut déduire soient
nuls, il faut et il suffit que 3 d’entre eux le soient, nous les désignerons
" PAT Py, [k, s. Supposons que le long de C; on ait v, = p,= p;=0;
alors les relations (13) et celles qu'on en déduit par différentiation,
entrainent f,_, = o; C, est donc, en général, une intégrale de (E,_,);
mais pour qu’elle le soit aussi de (E,), il est nécessaire, en plus, que

(') HamsurcEr, Ueber die singuldren Lisungen der Algebrischen Diffgleich
héherer Ordnung (Journal de Crelle, 121, 1900, p. 265).
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la relation suivante soit vérifiée :

j/l| .o fﬂ” o
f/l—‘l fy tee fu—:t,n,, o
(13) . < ds, | =o.
Olay o Oy, Tz
N
. R ld,
T

La courbe (C)) est intégrale, de 'équation d’ordre (n— 2): (E,,_o)
qu'on obtienten général en'éliminant les parameétres a des relations (13);
d’ailleurs, la compatibilité de ces relations en =z, y, ...,y ¥
conduit & une relation entre les paramétres @ qui permet de dislinguer
o'~ courbes (C) que nous désignons par (C); une courbe (C)) est
Penveloppe de courbes (C) avec contact d'ordre n—1 en général et
est intégrale de (I£,_, ). Pour qu'il existe des courbes C;, pour lesquelles
le contact soit d’ordre » au moins et que la courbe soit intégrale de (E, ),
il est nécessaire que la relation (15)soit vérifiée; si elle est conséquence
de (13), toutes les (C}) sont solutions de (E,); sinon, elle fournit une
nouvelle relation entre les a; on forme les équations différentielles
déduites des n — 2 premicres équations (6), en tenant compte des deux.
relations trouvées entre les a; si ces équations n’en comportent que
n—3 distinctes, il existe alors des courhes C, qui ne sont pas des
courbes (C) et sont intégrales de (E,,), P mtegrahon du systéme
de n— 3 équations différentielles pour les a donne le moyen de grou-
per les ( ) pour que leur enveloppe. soit une de ces courbes; on pour-
suivra de la méme manicre la discussion.

D’autre part, 'équation (I,_,) admettra & son tour des solutions
singuliéres, en général, qui pourront étre d'une espéce ou d’une autre
suivant que y., = 1., = 1., == 0 ou non; et ainsi de suite.

7. Interprétation des résultats précédents pour la théorie des équations
aux dérivées partielles du premier ordre. — Nous allons nous placer dans
le cas particulier de » = 3 afin de simplifier cette interprétation dont
le début est d’ailleurs classique (!).

(V) Cf. Journal de Mathématiques, g¢ série, t. IV, 1925, p. 318.
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Counsidérons a,, a,, a, comme les coordonnées cartésiennes d'un
point M dans un espace & 3 dimensions S,. L’équation (1), ot n =3,
représenteune intégrale compléte d'une équation aux dérivées partielles
du premier ordre (&) ('), dans S, les deux premicres équations(2),

‘oll z,y, y' sont les paramctires, représentent les caracléristiques de (&)
a un élément linéaire de contact du plan correspond une caractéris-
tique;  toute courbe du plan () correspond une surfaceintégrale (X)
de (&), lieu des caractéristiques relalives aux éléments du premier
ordre de (7); les caractéristiques situées sur (X) ont une enveloppe (1')
qui est une courle integrale de (&); les équations de (1) se déduisent
des trois premicres relalions (2) el les paramdtres de direction de la
tangente en un point quelconque de (I') des deux premicres relations
(6). Ces cinq relations font correspondre & un élément de contact du
deuxi¢me ordre du plan (e, ) un nombre fini de points M de (S,), et en
chacun de ces points un ¢lément linéaire de contact du premier ordre
(1))5 a deux éléments (¢,) unis, correspondent des ¢léments (4,) unis.
Les ¢léments (/,) ne sonl pas quelconques, ce sont ceux des cones des
tangentes (T) relatifs 4 (&), portés par les sommets de ces cones; &
chaque cone ¢lémentaire correspond ainsi une courbe (C) du plan, a
chacune de celles-ci un conoide caractéristique.

Les courbes (C) sont intégrales d’une équation différentielle du troi-
sitme ordre (E,) qui admet une intégrale singuli¢re (E,). Nous nous
proposons de rechercher ce qui correspond dans (S,) & une courbe (C,)
intégrale non singuliére de (I,). Comme A= o, sur la courbe inté-
grale (T')) de (&) la troisieme relation (6)est vérifi¢e el par conséquent
(T,) présente un contact du deuxiéme ordre avec les caracléristiques
qui l'enveloppent. Les surfaces (X), intégrales de (&) ainsi obtenues,
sont ces intégrales signalées par Darboux sur lesquelles la surface,
contrairement a ce qui se présente habituellement, ne posséde pas de
rebroussement apparent le long de Penveloppe des caracléristiques.
De méme, s'il existe des courbes C, courbes C intégrales particuliéres
de I,, pour les conoides caractéristiques correspondants, au moins
partiellement, le « sommet » ne présente pas I'apparence de point sin-

(') Sin > 3 ondoit considérer un systéme en involution d’équations aux dérivées par-
tielles du premier ordre.
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gulier; il s’agit de conoides caractéristiques qui ne sont pas relalifs a
des points de I'intégrale singuliére de (&), dont nous dirons un mot
plus loin,

Revenons au cas d'une courbe (C,) quelconque; les courbes (T'))
forment une congruence dont les équations diflérentielles se déduisent
des deux premiéres relations (6); I'intégration de ces équations four-
nit celle de (E,), en général, chaque courbe (I',) indiquant le moyen
d’associer les courbes C pour qu’elles touchent leur enveloppe avee un
conlacl du troisi¢me ordre.

Supposons qu’il existe, ce qui n’est pas toujours le cas, des courhes
intégrales de (&) le long desquelles, en oulre des conditions précé-
dentes, A, est nul tandis que 2, et 2, ne le sont pas simultanément; ces
courbes T', possédent un contact du troisiéme ordre avec les caractéristi-

. . . , el dA
ques enveloppantes, car la quatriéme relation (0) est vérifiée, -~ élant

nul; sur la surface inlégrale le rebroussement redevient apparent; il
correspond a chacune des I, une courbe plane C, admettant un conlact
du quatriéme ordre avec les courbes C enveloppantes, el ainsi desuite,

Si maintenant g, et ¢, sont nuls le long de la courbe intégrale I',
celle-ci se comporle en général vis-a-vis de (&) comme une courbe
inlégrale quelconque; elle est un lieu de points multiples, en général

fm . ,fn.; - fu:‘

Ao~ Ay AL
dx dx dx
doit se Lrouver sur la surface focale de la congruence des courbes (I, );
I'interprétation de la condition ((5) est que le plan des langentes au
point double soit le plan tangent a la surface focale; cela met en évi-
dence une courbe sur cette surface focale, conduisant & une inté-
grale de (&) présentant des singularités inhabituelles.

Remarque. — Nous avons laissé en dehors de nos considérations ce
qui se rapporte aux points singuliers des courbes (C). On voit, ici,

doubles

pour les caractéristiques; le point M

qu'ils sont liés a 'intégrale singuliére de (8)

()J__f)_f__o
dz ™~ dy

8. Application aux équations de Monge d’ordre quelconque. — Con-
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sidérons les courbes (C) situées sur une famille de surfaces () depen-
dant de n paramélres essentiels :

(I) : 'f(.‘,C,"}’, 55 @y ay ooy €y)==0;

J/ est algébrique par rapport & lous ces argumenls; définissons la posi-
tion d’un point sur une courbe (C) par son abscisse . '

Une courbe quelconque () de I'espace est louchée en chacun de ses
points par un nombre fini de surfaces (S) avec contact d’ordre n—1,
en général, et non davantage; cela correspond au fail que les courbes
(C) salisfonl & une équation de Monge (I, ), d'ordre n, o1 les fonclions
inconnues sonl y el z, obtenue par élimination des paramélres a enlre
les relations (1I)) analogues aux (2) mais ot :

d 0 4  d s , 0
dz oz dy ().~

En suivant la discussion faite plus haul, on conslate que (I5,)
e o

admet des solutions singuliéres D = gam = o> intégrales particu-

liéres d'une équation de Monge d’ordre n—1: (F,_,), qui résulte de
I'élimination des paramétres entre les relations (1V). Chaque courbe
(G,) intégrale non singuliére de (E,_,) est cnveloppe, avec contact
d’ordre n, en général, de courbes (C); ces courbes (C,) touchent done
en chacun de leurs points des surfaces (S) avec contaet d'ordre n;
remarquons que cela résulie, au fond, de ce que la relation A=o
signifie qu'en chaque point de (C,), dcux des surfaces (S) qui la tou-
chent avec contact d’ordre 7 —1 sont venues se confondre; 1’élément
linéaire d’ordre n — 1 de (C,) est donc un élément d’une courbe d’in-\
tersection d'une surface S avec une surface infiniment voisine.
L’équation (E,_,) admet 4 son tour des solutions singuliéres carac-

Ly . - . R dA
térisées par la condilion A,=o0, qui entraine 7 = 0. Observons

d’abord queladerniére condition seule met en évidence des courbes (C)
intégrales de (E,_,) : I’équation [A]= o est ici une equation différen-
tle]le en 3 d’ordre n—1, on figurent les n paramélres a; la con-
dition [Z—éj = o, tandis que A,5£ 0, nous procure des solutions du
systéme considéré avec da, =. ..=da,= o, par conséquent les para-
metres a étanl constants, et s solution de I'équalion [A |=o.
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Les courbes ( C ) obtenues dépendent de 2n — 1 constantes arbitraires;
d’aprés la remarque précédente, ce sont les courbes d'intersection de
chaque surface (S) avec les surfaces infiniment voisines de la famille.
Les courbes (C) qui, analyliquement, ne sont pas solutions singuliéres
de (I£,—,) apparaissent géométriquement comme telles.

Supposons maintenant que A, étant nul, ¢, et ¢, ne le soient pas tous
deux; I’élimination des paramétires entre les relations (IX)) nous doune
deux équations de Monge d’ordre n-—1, (I,,) et puis-(E,_, ); les
courbes intégrales (C,) de ces deux équations, qui dépendent en géné-

‘ral de 2 n conslantes arbilraires, admeltent un contact d’ordre n+-1
au moins, avee des surfaces (S), en chacun de leurs points; le contact

13

est d’ordre plus élevé siles conditions -— =o, ... sont compalibles
avec les précédentes. ,

Ltudions encore le cas ot ¢, el 2, sont nuls siraultanément, 1'élimi-
nation des paramétres entre les relations (X1II) conduit, en général, a
une équation de Monge d’ordre (n — 2) qui procure des solutions sin-
guliéres de (I5,_,); celles-ci, pour appartenir a (E,), doivent satisfaire
a (XV), c’est-a-dire & une nouvelle équation d’ordre n —1, et alors
elles touchent les surfaces (3) avec contact d'ordre 7, au moins.

Nous n'indiquerons que les résultats les plus immédials; pour une
discussion plus compléle, on conlinuerait suivant les mémes principes.

9. Placons-nous dans le cas parliculier ol les surfaces (S) pro-
viennent, par les transformations d'un groupe a n'paraméires, del'une
d’entre elles, qui n’admet, afin de ne pas compliquer, aucune transfor-
mation.infinit¢simale du groupe. Les différentes équations de'Monge,
qu'on obtient par les calculs du‘paragraphe précédent, sont invariantes
par rapport a ce groupe, et I’on pourra les exprimer, au moins locale-
ment, au moyen des invariants différentiels du groupe; il est du veste
évident qu'une équation de Monge d’ordre n, méme invariante par
rapport au groupe, ne peut jouer en général le role d’une équation (E, ).
Pour s’assurer qu'une équalion donnée jouit de cetle propriélé, on
cherchera, en suivant la méthode indiquée plus haut, si elle posséde
des courbes intégrales formant une famille de «**~' courbes analogues

4 (C), ce qu'on pourra toujours reconnaitre par des calculs algé-
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briques, dans l'affirmalive le systéme différentiel qui définit les

courbes (C) admettant le groupe en question, on s'occupera de la
répartition de ees courbes sur «o" surfaces S ; celles-ci sont détermindes,
quand elles existent, par un systéme complélement intégrable admet-
tant aussi le groupe et dont I'intégration est, théoriquement, aisce.

On peul appliquer les considérations précédentes au cas ot le groupe
est celui des déplacements ('), et il pourra étre utile de se servir des
résullats oblenus par M. Study(*) pour ne faire intervenir que des
expressions qui sont effectivement des invariants diflérentiels du
groupe.

Remarque. — Nous avons conslamment supposé¢ que f esl un poly-
nome par rapport aux arguments qui y figurent; on peut é¢videmment
étendre les résultats oblenus & des cas beaucoup plus généraux qui
sont linités par la condition de pouvoir appliquer la théorie de 1'¢li-
mination et celle de 'existence des solutions des ¢quations difléren-
tielles considérées.

(1 ) B. GamBIER, Contact des courbes gauches, etc. (Journal de Mathémathiques,
g° série; t. VII, 1928, p. 75).

(2) E. Stupy, Zur Df. geometrie der analytischen Curven (Transactions of the
American Mathematical Society, Vol. 10, 1909, p. 1).



