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JOURNAL

DB

MA\THEMATIQUES

PURILS ET APPLIQUEES.

Sur un probleme de la théorie des surfaces ;

Par E. GOURSAT.

Le probléme étudié dans ce Mémoire m’a été suggéré par la leclure
des articles de . Darboux sur les surfaces isothermiques ('). Aprés
avoir posé le probléme dans toute sa généralité, G. Darboux, n’ayant
en vue que la recherche de nouvelles surfaces isothermiques, s’est
borné a indiquer une solution élégante dans un cas trés particulier qui
se rattache a la déformation des quadriques. Mais il n’est jamais
revenu, du moins 4 ma connaissance, sur le cas général qui fait 'objet
de ce- Mémoire, et qui exigeait des méthodes toutes différentes.

Les principaux résultats obtenus ont été résumés dans deux notes
présentées a I'Académie des Sciences (?).

1. Je rappellerai d’abord 'objet du probléme, et la formule fonda-

(') Comptes rendus, t. 18, 1899, p. 1264, 1299, 1483. J'aurai souvent 'occasion de
renvoyer le lecteur au grand ouvrage de G. Darboux sur la Théories des Surfaces.
J'indiquerai seulement, avec le nom de V'auteur, le tome et la page.

(2) Comptes rendus, t. 182, 1926, p. 1433; t. 184, 1927, p. 178.

Journ. de Math., tome VII, — Fasc, I, 1928. I



2 E. GOURSAT.

mentale de G. Darboux. Soient 2, y, 5 trois fonctions des deux pari-
métres u, ¢3 1'élément linéaire de la surface (@) décrite par le point
de coordonnées, x, y, z, par rapport & un syst¢me d’axes rectangu-
laires, est donné par la formule

(1) ds?= L du*+ 2F du dv + G di?,

ot I'on a posé

dz\*_ . Ox dr ., <[ 0x\? _
Des relations (2) on déduit par différentiation les formules classiques
| gz 1oL g one 1 Ok
\ Cou ot T ou’ Cou dude T 2 ov’
3y islz e 106 jor e 1 0G
‘ Cov duae T % ou’ P TORP IR
' dx e JdF 0(- Lz &z I ()li.

Yoo T o0 T a2’ POc 9w T ou s av
Conservant les notations classiques, nous poserons

SR T x _ D ., 0z . D’ . ‘()"'.l,' _ b
”—-‘/]1()"", S d(t -ﬁ, .lm—;_—rl, bh—&‘—):’——— ‘l’

¢, ¢/, ¢" désignant les cosinus directeurs de la normale a la surface;
D D’ D’ ne sont définis qu au slgne prés, comme les cosinus ¢, €', ¢”

cux-mémes; le quotient _TT— représente la courbure totale, et par

suitc DD”"—D’* s'exprime uniquement au moyen des coefficients
E, IV, G et de leurs dérivées.

-2 ()24
I.es dérivées du second ordre ar, s s'expriment & leur tour
() Y out Jut
par des formules de la forme (*).

d*x ox or | .
dll: -—-*\d_u“l"B-d-—)"*‘(J(/,
O 0w e
’ — . - i3
(4 Jut ) —A 3 ~ Bd el
-{)—2E :AQi -+ Bﬁ)f + Ce’,
/] av

E"
<
)
Q
~

(1) Darsoux, t. 3, p. 250,
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dont on peut calculer directement les coefficients en multipliant les

dz dJy 03
deux membres des trois relations par =, 2%,

respe tlvemenl uis
du’ on’ du espec P

§ ().'1: dy 0z §
Par 55 o 5o el enlin pdl ¢, ¢, c". En ¢1J011tant ct tenant comple
des relations évidentes S c'—“- =o0,S %% 0, on obtient pour A et B
du dv

des valeurs qui ne dépendent que-de E, I¥, G, et de leurs dérivées,

tandis que I'on a (= % On obtient de mdcme les formules

Px A ox B dr E’.
ry duide = M T e T
(l) . ”

> A, ox B ‘_)f T)_(

P A PR |

Ay, By, Ay, By ue dépendant que des cocflicients E, I, G et de leurs
dérivées, ct les dérivées du second ordre de y ct de 5 se déduisant des
formules précédentes en remplacant x et ¢ par y et ¢’, ou par s et ¢".

Au point m(x, y, 5) de la surface () faisons (:orresl‘)ondrc un
point M du plan tangent i cette surface, donl les coordonnées sont
données par les formules

_ dx u - dy dy
(5) \= x+l\T+l()v =)k )I+ do’
5
‘ 7 )()~ Js
CEE e TR

7. el w élant des fonctions des paramétres u, v. Le lieu du point M est
une surface (X), pour laquelle I'élément lincaive dX est donné par la
formule

(6) A8t = IN? - (X7 (A1 :s(j_ du+ N >-;

des formules (5) on déduit

dX _ dx a7 du de L P >

on — Ju ( 7) da av o TP guoe
oX o dp\ dx O oz Pz P
P <|+()¢'>()« I du + “duae T O

e Jx )

5 ar- leurs expressions lirées des
2’ du e’ 9t P 1

et, si I'on y remplace °
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relations (4) et (4) 1l vient

X S0z 0z AD 4 pl)

;)7:—“ P i
(7) X _p oz o AD4pD

PRl RN sk e

P, Q, P,, Q, ne dépendant que des fonctions E, F, G, A, p el de
leurs dérivées. En portant dans I'expression de dX*, on voit que cette

forme quadratique en du, dv se composera de deux parties dislinctes,
une forme % provenant des termes en 2%, 9%, &, 9% | 05 03 4o 1o
P ou’ 9v’ 0u’ 90’ u’ v

dérivées de X, Y, Z, et dont les cocfficients ne dépendent encore que
de E, F, G, A, p. et de leurs dérivées, d’autre part une forme ou
figurent D, D', D”, qui a pour expression

(2D + pD ) du*+ 2(AD 4+ uD') (WD '+ puD")dude + (A D' + nD")* do?
I '

Cette forme peul s’écrire de la fagon suivante

" ! // ”
D +2[}’1“‘+D (D dut+ 21 dude + D" do*) + ——,TU—%M“—M") ;

Iz__D "
H?
cients E, F, G et de leurs dérivées, et qu’on réunisse le second terme

ala forme 9 , on obtient finalement la formule de Darboux

si 'on remplace par son expression au moyen des coeffi-

- D2A*+ 2D'2p + D" u?

(8) d2—=Q e

(D du+ 2D du dv + D" do?),

ot Q est une forme quadratique en du, dv, dont les coefficients ne
dépendent que de I, I, G, %, ., et de leurs dérivées.

Si I'on remplace les fonctions X, p. des paramétres u, ¢, par deux
autres fonctions 2, 1, des mémes paramétres, au point m de () on
fait correspondre un autre point M, du plan tangent en m 4 (), et le
lieu du point M, est une nouvelle surface (Z,) pour laquelle on a

o, DI 2D N,

(8) (d2))y= TE

Va2 .
+D'pd (Ddu+2D'du dv +D" de?),
)

la forme Q, se déduisant de la forme Q en remplacant A et y par 2,
et |, respectivement.
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2. Le second membre de la formule (8) est la somme de deux
formes quadratiques, dont la premiére ne change pas quand on
remplace la surface (@) par une surface (0") admettant le méme élé-
ment linéaire, en conservant les mémes valeurs pour A, ., tandis que
la scconde dépend de D, D', D”, et par conséquent varie avec la sur-
face (). Pour abréger, nous appellerons déformation I'opération qui
consiste & remplacer la surface (@) par une autre surface (0') admet-
tant le méme élément linéaire, en faisant correspondre les points m, n?/,
des deux surfaces, qui ont les mémes coordonnées curvilignes (u, ).
On sait d’ailleurs que 'on ne peut pas toujours passer de (0) a (@)
par une suite continue de déformations au sens physique du mot.
Dans la suite des énoncés, on peut aussi remplacer la déformation de
la surface (@) par le roulement de cette surface sur une surface appli-
cable (") de facon que le point de contact admette sur les deux sur-
faces les mémes coordonnées (u, ¢), et que les éléments linéaires en
coincidence se correspondent de la méme fagon. Cela posé, considérons
le triedre (T) ayant pour sommet un point m de (©) et pour arétes la
normale a la surface et les tangentes aux deux courbes () et (¢) qui
passent par m, et associons & chacun de ces triédres un point M situé
dans le plan tangent & (0). Si I'on déforme la surface (@), chaque
point m entrainant le triédre (T'), le lieu du point M aprés cette opé-
ration est une nouvelle surface (X') qui se déduit de (€') de la méme
fagcon que (I) se déduit de (), et dont I'élément linéaire s’obtiendrait
en remplacant dans la formule (8) D, D', D” par les valeurs relatives
a la surface (0'). La surface (Z,) est remplacée de méme par une sur-
face (I)), dont I'élément linéaire s’obtiendrait de la méme fagon.

Lorsque les fonctions (&, w), (%, 4,) annulent respectivement les

coefficients des deux formes Q, Q,, on déduit immédiatement des for-
mules (8) et (8)

(9 GALLESLLVES 72

d¥ DX+ 2D 2y + D"p ?

si donc on fait correspondre les points M, M, des surfaces Z, X,, il y a
similitude des éléments infiniment petits correspondants des deux
surfaces I, X, et cette propriété sc conserve quand on remplace la
surface (@) par une ‘autre surface quelconque (8') applicable sur (0),
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ou, ce qui revient au méme, quand on fait rouler (@) sur une surface
applicable (0, et qu’on prend les surfaces déerites par les points M, M,
associés au point dec contact variable m de (@) et de (@'). H est &
remarquer que le rapport de similitude des deux éléments dépend
de D, D, D”, et par conséquent varie quand on remplace (0) par (9'),
a moins que 'on ait Ap,— A, u.=o0, cas que nous allons examiner.

3. G. Darboux a découvert, par voic synthétique, un cas étendu ot
il existe deux fonctions A(u, ), w(n, ¢) annalant les trois cocflicients
de la forme Q. Je montrerai, dans un autre Mémoire, quela solution de
Darboux est la scale solution de ce probléme. D'ane facon plus géné-
rale, proposons-nous de déterminer les fonctions 7., 1, %, 1, de (u, ¢)

A, .., de
de facon que le rapport — soit indépendant du rapport —=3 pour

toutes les valcurs admissibles de D, D', D", Les surfaces (Z), (X,) se
correspondent alors avec similitude des éléments infiniment petits, el
cette propriété se conserve quand on remplace la surface (@) par une
autre surface admettant le méme élément linéaire. On a, nous 'avons
vu, une solution de ce probléme en supposant que 7., u, 7, 1., annulent
les trois coefficients des deux formes Q, Q,, mais il v a une infinilé de
solutions différentes de celle-li.

Nous allons d’abord démontrer que les trois points m, M, M,, qui
se correspondent sur les trois surfaces (@), (X), (X,), doivent étre en
ligne droite, si les decux formes Q, Q, ne sont pas idenliquement nulles.

in cffet, siles droites mM, mM, ne coincident pas, on peut choisir les

courbes coordonnées de fagon cue les droites mM, mM, soient
tangentes respectivement aux deux courbes coordonnées qui passent
an point m de (0); on a alors, dans ce systéme de coordonnéces,

ha=p=o.
Soient
AN 2 3 » '))‘2 - ” ! " "
AX*= e dw® + o [ dudv + gde? + T (D w4 oD du e + D" do?),
D"y

AX3=e du*+ o [, dudv + g dy*+ L(Ddw+ 2D dude + D" do?)

les cxpressions des éléments linéaires des denx surfaces. Pour que le
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rapporl ( 1§‘>' soit indépendant de :—;%, il fant que 'on ait

D222 [+ b7 - DD")
TE T ST
DD 3 DD pz D23’
"'+’u_2m‘ e e

et cela, pour toutes les valeurs admissibles de D, ', D”. La premiére
égalité s'écrit, en chassant les dénominatenrs,
: 5T / i DD S
(:/,—-ﬂ,/—l———— (b2 f, - [)l)l',)+|',([) D" —DD" f)=0.
Si 'on remplace dans cette relation DD” par D2 4K, oti K ne dépend
que de E, IY, (3, on a une relation (uadratique en D, D', D”, qui doit
ére vérifiée identiquement, car elle ne se confond pas avec la rela-
tion DD"=1"? 4K ce qui exige que 'on ait

/'1./’-.. /,7 =, A= f ,__0,
el par suite

r=zr = f==fi=o.

in égalant de méme les deux derniers rapports, on oblient les condi-
tions g =g, = o0, de sorte ue les formes Q et Q, doivent étre identi-
cquement nulles,

Si ces deux formes ne sont pas identiquement nulles, les trois points
sont donc alignés.

Nous pouvons alors supposer qu'on a choisi les courbes coordon-
nées de facon que les droites m M soient tangentes aux courbes (¢).
Avec ce systéme de coordonnées, on a u.= u.,=o, et les formules (8)
et (8)' deviennent

)}

W=+ e (D”'l + 2DV dir dv 4 1" dv?),
D22 / |
(/)i = -Qp i (D it a0 dude +-D" e ).

On tire immédiatement de ces deux relations

d2*  dZ}  Q  Q

(10) TR T E TR
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2
et le rapport ( dzl) sera égal a ( > quels que soient D, D', D,
pourvu que les trois coefficients de la forme 5 % soient nuls. On
s'assure du reste aisément, par un calcul analogue 4 celui qui vient d’étre

d3 \*
fait, que ces condmons sont nécessaires pour que le rapport< dz)

soit indépendant de 2 }75’ etde D, D/, D"

4. La formule (10) a une interprétation géométrique simple. Si
les droites mMM, ne sonl pas des droites isotropes (cas singulier qui

sera examiné plus loin), le rapport

)%‘ est égal au rapport des dis-

tances mM, mM,, de sorte quc le rapport de similitude des éléments
infiniment petits correspondants des deux surfaces (X), (Z,) est égal
au rapport des distances de ces deux éléments au point m.’

Etant donné un couple de surfaces (Z), (2,) qui se correspondent
point par point avec conservation des angles, cette remarque fournit
la condition nécessaire et suffisante pour que ces deux surfaces puissent
étre déduites d’une surface (@) par la construction que l'on vient
d’expliquer. En effet, s’il en est ainsi, les droites MM, forment une
congruence de droites, le point m est un des points focaux sur MM,
et la surface (@) est une des nappes de la surface focale. Le rapport de
similitude des éléments infiniment petits correspondants des deux sur-
faces (£), (Z,) est donc égal au rapport des distances de ces deux éléments
a lun des points focaux situés sur MM,

Cette condition est suffisante. En effet, si I'on a pris sur la sur-
face (@) un systéme de coordonnées curvilignes tel que les courbes (¢)
solent les arétes de rebroussement des développables de la congruence

situées sur (@), le rapport dzz est égal au rapport l ' = lM » et par

suite la forme % — (.f? est identiquement nulle. Comme cette propriété
1

se conserve quand on remplace la surface (@) par une surface appli-
cable sur (@), on peut énoncer la proposition suivante,

Etant donné au couple de surfaces (X), (2,) qui se correspondent avec
conservation des angles, si le rapport de similitude de deux éléments infi-
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niment petits correspondants est égal au rapport des distances de ces deux
éléments a lun des points focaux m situés sur la droite MM, qui les
joint, cette propriété se conserve pour tous les couples de surfaces
que Uon déduit de (), (X,), en faisant rouler ln surface (0) lieu du
point_m, sur une surface applicable sur (0), le point m entrainant la
drotte MM, dans ce roulement.

On obhtient une classc étendue de couples de cette espéce, en suppo-
sant que () est une surface développable. Si l'on applique cette sur-
face (O) sur un plan, les surfaces (X), (£,) viennent aussi se confondre
avee ce plan, ct 'on a ainsi une transformation ponctuelle du plan qui
conserve les angles. Inversement, imaginons, pour plus de clarté, que
lon établisse, entre les points M, M, de deux plans superposés P, P,
une correspondance qui conserve les angles. Sur la droite MM, qui
joint deux points correspondants prenons unpoint m Lel que le rapport

T 4 s ) : .
de similitude des éléments infiniment petits ‘—(72—' des deux plans soit

. . mM, . _ . .
égal & L Le lieu de ce point m est un troisiéme plan 1I

superposé aux deux premicers. Si 'on fait ensuite rouler ce plan TI
sur une surface développable (®) le point de contact m entrainant
la droite mMM, et les deux points M, M,, ces deux points M, M,
décrivent deux surfaces (X), (X,) qui se correspondent avee similitude
des éléments infiniment petits. De toute transformation du plan qui
conserve les angles on peut donc déduire une infinité de couples de
deux surfaces (¥), (¥,) jouissant de la propriété dont il s’agit, et Pon
obtient ainsi la solution la plus générale du probléme lorsque (©) est
unc surface développable. , '

Les transformations élémentaires qui conservent les angles con-
duisent & des résultats faciles & vérifier. Pour une translation de
longueur 2/, le rapport des ¢léments est égal i 'unité, les droites MM,
sont égales a 2/ et parallcles, ct le point m cst le milieu de MM;. Les
droites MM, forment unec famille de géodésiques paralléles. On est
donc conduit a I'énoncé suivant : Etunt donnée sur une développable une
famille de géodésiques paralléles, a partir de chaque point m de cette
surface on porte sur la tangente a la géodésique qui passe par ce point et
de part et d’autre du point m, une longueur constante mM=mM,=1;

Journ. de Math., tome VII. — Fasc, 1, 1928. 2
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les deux surfaces obtenues sont applicables 'une sur ’autre. Ces sur-
faces, nécessairement réglées, ont été signalées par M. Caronnet ().
Si la transformation est une rotation autour d'un point lixe O, le

rapport —= 42, 5 est encore ¢gal & I'unité, et le point m est le milicu de la

droite MM.. Les droites Om forment une famille de¢ géodésiques
issues d'un point fixe; la droite MmM, est orthogonale & la géodé-
sique qui joint le point O au point rm, et la longueur m M = mM,
est proporlionnelle & la distance Om. On a donc le théoréme suivant :
Ftant donnée sur une déceloppable (@) une famille de géodésiques passant
par un point O de cette sur facc, st & partir de chaque point e de (0) on
porte sur la tangente a () qui est orthogonale a la géodésique passant
en m, de part et d’autre de ce point, unc longueur inM = mM,, propor-
tionnelle a la distance géodésique Om, les deux surfaces décrites par les
points M, M, sont applicables I'une sur Uautre.

Les autres transformations élémentaires, comme I'’homothétie, la
symétrie, etc., conduisent a des énoncés analogues.

La théorie des surfaces isothermiques fournit un autre exemple
intéressant. Soient (X), (X,) deux surfaces isothermiques qui se corres-
pondent point par point avec conservation des angles, et parallélisme
des plans tangents, (X, Y, Z) les coordonnées d'un point M de (X),
(X4, Yy, Z,) les coordonnées du point correspondant M, de (X,). Ces
six coordonnées sont des fonclions de deux paraméltres (i, ¢), satisfai-
sant aux relations (*) ‘

oX, _,0X ﬂ_, oY Ja, L
() de — " ou’ du — "on’ e N on’
1

X, _ ,OX a, I o, Il

o0 T "o’ P R M T
(12) IX X  0Y JdY  JL Jl

dew T ma oo T
On déduit de ces relations

AN+ dY3 -+ dLi= K (dX? + dY* + d1?),

(') Bulletin de la Société mathématique, t, 21, 1893, p. 134.
(?) G. Damsoux, t. 2. p. 241.
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de sorle que le rapport de similitude des éléments infiniment petits
est | k],

Pour avoir les points focaux de la congruence formée par les
droites MM,, soit m au pomt situé sur I'une de ces droites, de coor-
données

2= X +/(X,—X), r=Y+/(Y,—Y), =71+ I{7,—71).

dhlt Lalzt
'est éga .l —— s equallons

ol le mppmt =i /

dr dy s
\, =\

Y=Y T =7

(qui déterminent le points focaux, conduisent facilement, en tenant
comple des relations (11), 4 'équation du second degré en [

\ )
il)\ll—i-//n——l)] (—)——|l—-/(/.+l)] \,—-\!
| ¢
) 724 i o
; b L= (k=) ,)7['-*’(/-+')]~ Y, —Y ] =0,
| /.l 4
1 'Ll A+ Mk ==y '-)£||—/(/.+1)] Z'—Zi
i
admettant les deux racines [ = l_l 7 = ——7- Pour ces deux valeurs
[ — , \ iy
de /. 1o rapport —=— est égal a == k. Le rapport de similitude des éléments
; PI 7 g pp

infiniment petits des dewx surfaces est donc égal au rapport des distances
des deux points M,, M a lun quelconque des points focaux situés
sur MM, .

l.es quatre points M, M,, m,, m, forment une division harmonique.

La déformation de I'une quelconque des nappes de la surface focale
fournira une infinité de couples de surfaces (X), (X,), se correspon-
dant avec conservation des angles, mais qui ne seront plus des sur-
faces isothermicues sauf dans le cas particulier des surfaces paralléles.

3. Aprés ces remarques générales, proposons-nous de trouver toutes
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les formes de I'élément linéaire telles que la forme : ﬁ — A—l est identi-

quement nulle, pour des expressions convenables de 2, 2,. En écartant
toujours le cas ou les droites MM, seraient des droues isotropes, nous
pouvons supposer que les courbes () et (¢) sont orthogonales, c’est-
a-dire que ’élément linéaire est de la forme

Ads* =T du?+ G dv*.

Les surfaces (X) el (X,) sont représentées respeclivement par des
¢quations

. . dx ())' . dJs
N —_— _ — .
(X) Xz )'dl/’ Y=y |~7\ o’ /‘.”-4-1()”
; dax dy

¥ ¢ .
(%) X, =x+ 1, g Yi=) + A == 3 T,=54+), ()

On a dans ce cas

Pz 1 dlogE dz 1 JF dx D

et 9 du du 2G dv v e
)z r dlogE 9z 1 dlogG o DY

diude 2 o EZ+; ou F)?*ﬁ"

et des formules analogues pour les dérivées secondes de y et de 5. On
en lire

Ju du 2 du Je TG g e T

—c
du 2G de dv "’

OX /(01 k dlogh\ ox , L dlogGy oz }D’ .
Do TT\de 0T e >71—l )()_c7+'ﬁ"’

oX ( A A dlog E> oz L Ok oz D
=1+

2 du

les dérivées de Y et de Z se déduisant de celles de X en remplagant z

et c par y et ¢/, ou par 5 et ¢”. Le carré de I'élément linéaire de (Z) a
done pour expression
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ou, en effectuant les calculs, et tenant compte des relations

Jx . dz
Sc;m__o, SL;)—;_.O,

| dh A dlogliNt . A fOkNT] L
(13) d¥*= l(l+ a7t —7)-5——> | DS TG (5-‘)—) ]da
- Jh - 1. dlogE E+ s dlogG)-G Ao
dv 2 dv 2 du

4_2[ (H_ Jh N 2 ()]og]i) (g)l +1()logl£>'3_2: oL (1+ZologG>Jdu de

du 2 du dv 2 dy 2 Jv 2 Ju

“,(Ddu + Dide)r ().

Il estinutile pourla suite de transformer ledernier terme, car D" I)D”

. . e, . Q
serait multiplié par %2, et disparait dans la différence =3 — 53+ On
. " N . .. dX? 2
aurait (IE; en rcmpla(;ant A~ par Ay, et la condition -7\7' = f sera
1

salisfaite si 2, A, satisfont aux trois relations

, 1 dloglh 1 dlogl\? :dlogd, | 1 dlogE\®
() (7 R A > ( o T3 Tou ) ’
. dlogh 1 d lovL I 1 dlogG\?
(15) ( o T a ) ]'+(X 2 da ) G
(0 log)., 10 log]‘ 1 1 dlogG\?
- ( T T T o ) £+ <7\_; 2 “0u'~) G,
(16) L J logh 4! r)lofrl< dlog) 1 dlogk\ o 1 ok .
2. Ju 9 . T2 o YN
__ (1 . dlog), [()logl' dlogh, 1 dlogk 1 JE
- (/—, - i 2 du ) ( de % de )F 2), v

Dans ces trois équations figurent quatre fonctions E, G, %, A, 3 on
est donc assuré a priori que le probléme admet une infinité de solutions,
dépendant d’une fonction arbitraire de deux variables. On peut, par

exemple, se donner une des quatre fonctions, et chercher a déterminer
les trois autres.

(*) On' peut aussi calculer d22sans introduire D, D, D, I, en partant des formules
. (o . ..odit dE? .
qui donnent les dérivées partielles de X, Y, Z. La condition v a —)—,,' conduit aux
mémes formules que dans le texte. Ce calcul s ‘applique au cas od I'un des coeffi-
cients E, G serait nul, c’est-d-dire au cas oll (8) serait une développable isotrope. Si
les courbes (¢) ne sc confondent pas avec les génératrices, les courbes () étant les

génératrices, on a G=o, puisque ds? doit étre le carré d'une forme linéaire en du, dv.
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6. Prenons par exemple E=1, ce qui revient a supposer quc les
courbes (¢) sont des géodésiques. Les équations (14), (15), (16) sc
simplifient et deviennent
A
ouj dv

R i\
<l+5l;> _ (l—*—m) (l

GOURSAT.

] T ’ ) = ' 4
( s? s 'T
2.\ 2 ao(r\? 7 2 7 o 2
L + 1+ % 9logG G PN (el s Gy,
o 9 du __\o¢ 2 du
22 . 1

De la premiére relation on tire

L f)l()g).:I L dlog?, :
A du A du
ce qui fait plusieurs cas it examiner.
Premier cas, — Soil
1 log?. dlogl,
R 7 Jdu

LLa seconde relation nous donne

Jd Iogl

s

_dlogh,

v

. . . .
de sorte que le rapport 5 est une fonction F(u) de la seule variable u.

En remplagant 7., par 21 (u) dans la premiére condition, on en tire

- Ky -1 - o) [FCay - |.
/~—i7,(’l) ) .,ﬁ,___TI_(_’_I_)_..._-

L dernicre condition devient ensuite ()

1 Jlog G
+ ==

|
T 4+
h 4, du

(') Cette relation exprime que les points M, M, sont conjugués harmoniques par
rapport au segment mm', m’ élant le second point focal de la congruence formée
par les droites MM,. On a donc la méme propriété qui a éLé signalée pour les surfaces
isothermiques.
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ce (ui prouve que G est de la forme UV en remplacant de par VV de,
on peut donc supposer que G est une fonction de la seule variable u,
ce qui montre que la surface (®) est applicable sur une surface de
révolution, les courbes (¢) correspondant aux méridiens. Inversement,
s1 (x est une fonction de u, la fonction F(u) doit satisfaire & I'équation
différentielle l 5
I/ (ae Y(u a (u
I"(u() 3 T I"(u)[F((u)) — 1] + G((u))

dont I'intégrale générale est donnée par la formule

=0,

() —1PG(v) —KF(u)=o,

L étant une conslante arbitraire. Les deux racines IY) I, de cette
équation ont pour produit I'unilé, et ces deux racines donnent les
valeurs de 7, 7.,
5 — Feay—v o _ Fi(u)—1 '
() I, ()

Chaque élément linéaire ds*= du* 4 (s(1) d¢* fournit une infinité de
solutions du probléme, dépendant d’unc constante arbitraire. Si

G(«) =u?, les transformations correspondantes du plan (n° 4) sont
des inversions.

.\ .1 J logh 1 0 log
Deuzreme cas. — Soit = 4 —2- =— — ——2"1. [.a seconde rela-
) du Iy Jdu
tion donne (7‘7‘,)_0 Le produit 77, est donc une fonction F(u)
de u scul I'n remplacant 7 ar-]-—(———') lans la prennére condilion, on
seul. IS plagant 7, p =— dans la premiére condilion,

trouve que /. doit satisfaire i I'équation
W2V ()t +F(w) =o,

le produit des racines étant égal a4 F(u), i et &, sont donc les racines
d’une équation de cetle forme. l.a derniére condition donne ensuite

G(u)=TF(u)V,

et I'on peut encore supposer que V se réduit 4 une constante, de sorte
(que G est encore une fonction de la seule variable «, et I'on a

Fu)=KG(u),
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K étant constant. En définitive A et A, sont racines d’une équation
M+KG(u)A+KG(u)=o.

Chaque élémenl ds*==du*+ G(u)dv* fournit donc une infinité de
solutions de cette espéce dépendant d'une constante arbitraire. En
particulier si G(u)=1, ou G(«)=u?, I'élément linéaire convient a
une surface développable. La transformalion correspondante du plan
est une translation ou une homothétie (n° 4).

Troisiéme cas. — Sil'on a a la fois 14+ 327 14 ')))‘ =0, 0N en
déduit

2=V —u, 2=V, u
Vet V, étant des fonctions de v. La troisiéme condition conduit & une
équalion différentielle linéaire du premlu ordre en (3, dont I'intégrale
générale est

/12 TN
G=V,(V—~wu)(V,—u) — A ua

—(V,— ) +

vV T F—y v

V, étant une autre fonction arbitraire de ¢; G est un hinome du second
’ 9

degré en u, G = au®+ bu+c, et V, V, sont deux intégrales particu-

liéres de I’équation

(ti\—>--+ aVi+ bV 4o =o.
dv

Nous retrouvons le cas considéré par Darboux des surfaces applicables
sur une surface réglée.

7. Dans le cas général, I'équation (14) se dédouble en deux équa-
tions analytiquement distinctes

dlogk — ( 1 dlogs, v ()logl‘l)’
2

1 dlogh
+ N du

I
an 2 du

(17) A R

>

de sorte que le probléme admet deux espéces de solutions distinctes.
Prenons d’abord le signe + dans le second membre la relation (17)
devient

: (b,
(7) = aes(3)
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“n représentant le rapport Z‘)\—' par —é—i—t (de sorte que le changement

de /'en — [ revient & permuter A et &), I'équation (17) devient

n 7 o [’
! b .//z Ju =2 u

X 7\,——j'+l——j'——|:j'3—|

et 'on tire de ces deux relations

»

(18) v=— {9 = f;j'.

[L'équation (16) devient, en tenant compte de (i17),

)| (r.l_l
1 dlogh ! dlogl 18y 1 dlogl (/1 ]
7 T ou 2 du dv T 2 v o)

ou, en remplagant 2 et %, par les expressions (18),

afifun . 0logE L, dlogl
(19) T Jv du Ju do

Connaissant deux fonctions f(u, ¢), E(u, ¢) satisfaisant a I'équa-
tion (19), les formules (18) donnent A et %,. La condition (1) s’écrit,

en réunissant les termes qui dépendent de E, et ceux qui dépendent
de G,
7] Ao

. [ ] [ 1 dlogGY
(15) B Slog 5 S log (K2R )+G<>\—l~—i> <x+i—l——()—1;—>_n.
‘n remplagant X et A, par les expressions (18) elle devient

——9] f,, offt. afa  dlogE 2Gf, (DlogG aoffv \ .
E (/——| I o >+./'2—[< due ——'/3——1)_0’

posons
G=HU(f*—1)

et remplagons — J 10 " par sa valeur tirée de (19)

2 fo [ _ fo dlogli
fo)? j—,i du

Journ. de Math., tome VII. — Fasc. I, 1928. 3
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il reste

Ji
M (S T I il g
7 =\7) 7= Ty g e o )

¢’est-a-dire
ol J ] VAL I
u ()1/ f,l> fz—-T_
’ ” l
- ||~w.~.|( ) s
et par suile

(20) =V - B(£)

V étanl une fonction arbitraire de ¢. Les formules (18) et (20) font
connaitre 2, 4,, G, dés quel'on connait deux fonctions I, / satisfaisant
a la relation (19). Sil'on se donne « priori une de ces deux fonctions
la seconde est délerminée par une ¢quation aux dérivées particlles.
Si, par exemple, on prend E =1, on doit avoir f, = o0, ou /=0, ct
'on retrouve les solutions du paragraphe précédent.

On en tire

8. La condition (19) prend une forme plus symétrique en posant

~lo"<L -/7_—) lou( 7).

On en déduit en effel

Jlogl. _ JT 2 /j,, 2 /,,s

ou T du  [r— f,,
dlogks JT 2 _/:/]’, y :_/_,,_,
D T Y I

et Péquation (19) devient

, or  .or VIl
() Jiga fige e =
Si Von pose encore
g ten( L
YA IOU(f'—[ ’
on a
()L . ".')‘ ‘/‘I/l i);/J _ 2 '/;. ():Z — E '/'I;,l' + i,/,’/‘ll’./’ll‘
P A (el dv. T ’ dugdy ™ [*—1  (f*—1)
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et 'équation (19) peut encore s’écrire

7 1 9L JT 1 97, OT

" _—— — - == — =0.
(19) didv % 9v + 50 du

Les quantités T et Z qui figurent dans cette formule s’expriment
facilement au moyen des segments

mM == \/Er =/, mMy=\E\ =1,
compris entre le point m de (0) et les points M, M, des surfaces (X),
(X)). On a en ellet
T = log(/,), 7,=|Og<’_l'>;

en remplacant-T et Z par ces expressions dans la formule (19)", elle .
prend la forme élégante

o
YQuadv T dudv T

(21)
On peut donc énoncer le résultat suivant : [ et [, sont dew.r intégrales
particuliéres d’une équation de Laplace & incariants égaux

ol

(21) Jdu de

=P (u. )/,
ot P(u, ¢) peut étre une fonction quelconque de u et de ¢.
Connaissant deux fonctions [(u, ¢), I,(u, ¢) satisfaisant a la rela-

tion (21), il est facile d’en déduire les expressions correspondantes
de 7, &, E, G. On a en effet
L ally a1
/= /’ Jo=— 7 m'"*( )

/
[z 2, () </> " o Ll o /,
L j— T ;)‘ 7) 7 W_-/— I—Tou'™ (7)
J loo [,
7\, l,—»l u 0”(7)’

- i, 9 on L\ 2 4l T U 0 N
E— [l_l()ul (-)] G_—_—Ui_/)gwh_I—I_lmlol,(T)J.

On peut écrire ces formules sous une forme plus simple en posant

~ >~

(= e“*‘ﬁ, L= e""ﬁ;
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la condition (21) devient

(23) J*(3 N B de OB da

dede  dv du " dudv

tandis que les formules (22) sont remplacées par les suivantes :

)\:eﬁshﬁ )\_:e“ﬁshﬁ
B M
Jdu du

AN w98\
o Ju T )
T \shg /)’ ~ sh?B shB

Remarque. — Lorsque V = 0, le ds? convient & une surface dévelop-
pable. En effet, la condition (23) exprime que €** esl un facteur inté-

(24)

v B - B .
grant pour == du— == dv, et P'on a

dst= K dut + G dvi= 21,

sh?B
en posant
h) — 28 % —_ .()_ﬁ 4 \J
dy=c (()” du PR dv).

Si I'on suppose la surface (@) appliquée sur le plan 5 =o0, on peul
prendre

&+ {y =~ cothf3, xr—iy=vy:
les coordonnées isotropes du point correspondant M de X sont

- Y . 13: P . s
N +7Y :x—%—zy-ﬁ—c shB ()(“v_'_[-’),

a3 - du
Ju
. N . (ff‘shﬁ N —iy)
N—=Y=z—iy+ P T .
du

On a en particulier

eBshp 1+ dB _
B sh?B du
Jdu

X +7{Y=—cothf +

Le lien du point M dans le plan est donc une droite isotrope. Quand
on fait rouler le plan sur une développable, cette droite engendre une
développable isotrope.
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‘n remplacant A par A,, on trouve de méme

X +iY, =—1,

de sorte que les surfaces (Z), (Z,) sont engendrées par des droites iso-
tropes paralléles. '

9. Prenons maintenant le signe — dans le second membre de la for-
mule (14); elle devient

i |}

- J s
(22) i vl log(132,) == o.
Posons, comme dans les paragraphes précédents,
“ﬁ)\:‘-/:"a‘*'a, \/T‘f).,:/,:(*"‘?‘;

la relation (25) devient

! —+ ._l. —+ 9 29_‘. <
2N Tou T .
A o . .
On a dautre part - = 8, et l'on lire de ces formules
1
o A
3= chﬁ = (‘h ﬁ - . du .
Do ch®
du ()u

Quelles que soient les fonctions a(u, ¢), B(u, ¢), les fonctions 7., 2., £
données par ces formules satisfont bien 4 la relation (25) et par
suite & la condition (14). Portons ces expressions de 7., %, I dans la
relation (16); elle devient, aprés réduction, -

, 0 (()f) + tan ’h@g“> _ l dlogll <_ . )l_) __ e tangh & dlogE
"

r)v i du e

et 1l reste, tous calculs faits, la condition

P da l)ﬁ do d3

(26) dude 6 ¢ do COH‘BW o’

analogue & la condition (23). Tout systéme de deux fonctions a(u, ¢),
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B(u, v), satisfaisant a cette condition, fournit trois fonctions A, %, L,
qui vérifient les deux équations (14) et (16). La valeur correspon-
dante de G est fournie par I'équation (15) qui devient, en remplagant
X, Ay, E par les expressions précédentes, -

£ 2% 4
e (da\* de OB O A
B (:)7) av v o tanhBon G \los ) o

o posant (v = He?* 'équation se réduit a

02 0o 03
QI_I_ ) du dv v
o =+ 2 shehf

=0

.

o
rem pl acons dans cette r-qndllon 98 par sa valenr

1 Je
. Po )‘J do.
tangh 3 ——- e ) < (eoth3)? e
tirée de la condition (26). Elle devient
i
N Tde Judv )chr; J3 (da
du sh2f sh?8 du \ ov

ol .

(llo: 27
Jl 7] dv

—— + ——
dn o sh*f

I do\?
=V g0 (%)

V étant une fonction arbitraire de v, et, en définitive, on satisfait aux
équations du systéme proposé en prenant pour A, A,, E, G les expres-
sions'suivantes :

=0,

On a done

- ch? . chf
= - ﬁ T e— 2P -8
A do ¢ o Jo "
du du
(27) -
()oz 2 <927
E— ()(l (ﬂ — V 2200 ’ W
e chﬁ ’ = Ve __ wsh-ﬁ ,
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a et B étant deux fonctions de (u, ¢), qui satisfont & la condition (26).
Si l'on introduit les segments /= ¢**f, [,=¢*#, celte condition
devient

. (U _ d(ll ) I(Uy)
!’
(26) Dude — ()u og(l—b) =5+ )( og(l+ L) —5~ dn
tandis que les formules (27) deviennenl
=+t 0 L
rme i log (1), = =t g lox (),

(a7) Ay I(UH )2
. du dv
I;—._ m ’ . G—- V[/,—— T—T .

Le cas ot I'on aurait a la fois

1 dlogh 1 2logk t dlogh, 1 dlogh
= -+ -+ - = — + - =m0
7 o 2 du 1, du a9 Ou

a déja é1¢é examiné, car ces relations entrainent, d’aprés la condi-

tion (16), —(())-l-v- = o0, et 'on peut supposer £ =1 (¢f. n* 6).

_ do . dux
Remarque. — Lorsque V=o,le d.f°=f’”<cdhl;) di g—eu( ﬁ) di?

convient encore a une surface développable. En cffet, la condition (26)
exprime (ue

dor 0z
tangh 8 o dn + cothp Jo de

est une différenticlle exacte du., et I'on peut écrire

[< da )’ < doa \?

A ou Js

+ Xl — o2 2 2\ — 2 - —\ —

d(e*t¥) d(e*) = e**(do® — dp?) = e** ’ ch,@du lﬁd)]

c’est-a-dire -
ds*=d(e**)d(e* V).

Si l'on suppose la surface S appliquée sur le plan z=o0, on peut
prendre pour coordonnées isotropes du point m, qui correspond aux
valeurs (u, ¢) des paramétres, x + iy = e***, & — iy = e*7*,

Les points M, M, des surfaces (), (X,) viennent coincider avec
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deux points du plan (X, Y, o), (X,, Y,, o) dont les coordonnées iso-
tropes vérifient la relation

X — iY=x~i)f+Xigw—_i-7) — %t _ %eﬁ d(e*¥)

du Jdu
du
do
ey R (:hﬁ”ﬂ du —0
e chf
du |
On trouve de méme
- , a1y
N+ Y =+ iy + ) I—L’—i—l-'—)—)'_;o.

du

Les surfaces (Z), (2,) viennenl donc s'appliquer sur les deux droites
isotropes X — Y =o, \,+Y,=o0. Ces surfaces sont don¢, comme
dans le premier cas, des développables isotropes, mais elles sont
engendrées par des droiles isotropes non paralléles.

10. Il suit de la que, pour avoir des surfaces (X) qui ne se réduisent
pas a des développables isotropes, on doit prendre une fonction V
différente de zéro dans les formules (24) et (27). Lorsque V n’est pas
nul, on peut supposer V=1 sans diminucr la généralité, car cela

revient a remplacer ¢ par f\/V de, simple changement du paramétre.

On vérific du reste aisément que les conditions (23) ¢t (26) ne chau-
gent pas de forme quand on remplace ¢ par une fonction quelconque
©(¢'") du nouveau paramétre ¢,

Il faut encore, pour avoir une solution du probléme proposé, que les
formules (24) et (27) fournissent pour % et %, des valeurs finies. Dans

le cas des formules (24), il faut donc que g—% ne soil pas nul, e'esl-

oqe , . . 0 N . . .
a-dire que 3 dépende de lavariable u. Si 0—5 = 0, A el X, seraient infinies,

4 moins que l'on ait aussi shf=o, ¢*f=1 el 'on aurait i, =X. Les
surfaces (X) et (X,) seraient confondues.
Dans le cas des formules (27), A el %, auront des valeurs finies

do . - . 4,
hourvu que — ne soit pas nul. Les valeurs de A, 2,, E sont indéter-
ou l ) ’
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: 4 M ) 4 ()d .
minées si I'on a  la fois oy =0, ¢ch B =o0. On aurait alors ¢?® = —1,

et par snite 7, = — %. Ce cas singulier sera examiné dans un autre
Mémoire.

11. Pour traiter complclement la questlon au point de vue ana-
Iytique, il nous reste & examiner le cas ot les droites MM, sont des
langentes isotropes de la surface (@), ce qui ne peut avoir lieu si les
deux points M el M, sont réels. Supposons la surface (@) rapportée i
ses lignes de longucur nulle, les droites MM, étant tangentes aux
courbes (¢). L.’Glément linéaive étant mis sous la forme

ds?-= e du ds.
la condition

k]
I
1

~°
e
-t

conduit aux denx relations

r)<—l->
('8) — L ——l'l—-

o de H,
1 P
(29) ’)<7:> L ' / (7—.) U dw 'K
) i 2ou T 12T du T

[’ équation anx différenticlles totales

(30) ”(:) = <|\‘ + :% + ;;)zlu + 1 do

doit donc admettre deux intégrales au moins, ce gni exige que la con-
dition d’intégrabilité

ﬂl_l_ L i Jw dw " n
i T e - 7. du s + e + )

soit vérifiée identiquement. On en déduit les expressions suivantes

deHelde k:

1 Jw ; 1 P 1 fdw)?
He— - —— = - — 7\ 7
: 2 du e’ h P PEi 4 <l)(l> +1

Journ, de Math., tome VII. — Fasc. I, 1g28. [l
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et 'équation (30) prend la forme

, ‘l—- 1 w1 [dw)\? |()_o) 1 1 P
(30) “(x>—[U’;W+z<%>+io = =5 G ™

I’intégrale générale est

I 1 dw
7T Or)u+f( 0):

/(i) étant une intégrale de I'équation différentielle
fay— f2(u)=U.
En résumé, on obtient l'intégrale générale des équations (28) et (29)

1 1 . .
en prenant pour = — les expressions suivantes :

2N
Yy N . L dw
(31) ) "'__;(71—/—'_'/(”)' W o ()u+/('”

S(u) et fi(u) étant deux fonclions de u qui satisfont & la condilion
Sy = 20 = [ (w) — [ ().

On peut exprimer f et f, explicitement au moyen d’une fonction
arbitraire et de sa dérivée. Sil’on pose en effet

f— [i=F(w),
on en lire

’

2 / W] I .
(32) f—F (u)—}—F(u) _ Rl —F )

2 F(u) '/'_. 2 F ()

1l reste encore 4 cxaminer le cas ol la surface (©) serait une dévelop-
pable isolrope. On sait que dans ce cas le ds? de la surface est le carré
d’une forme linéaire (') en du, dv, ds*=(a du + bdv)*. Il reste encore
a distinguer deux cas, snivant que adu 4 bdo est une différentielle
exacte ou non. Dans le premier cas, la surface () ne peut éire qu'un
plan isotrope, et les surfaces (), (X,) se confondent avec ce plan. On
peut donc se borner au cas ou le ds? est de la forme p*dqg®, p et g élant
deux variables distinctes. Cela étant, prenons pour courbes (¢) les

(1) Voir par exemple, G. DarBoux, t, I (note de la page 148).
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courbes de (0) auxquelles les droites MM, restent tangentes. Si ces
courbes élaient les génératrices rectilignes de (@), les surfaces (Z),
(Z,) s confondraient avec (0). Nous pouvons donc supposcr que les
courhes (#) sont les génd l'amws Ie carré ds? a alors une expression

de la forme
Cdst=Ldu?,

$ nétant pas une fonction de u seulement. Dans les formules (24)
et (27), on doit avoir G = o, I renfermant la variable v. Une discus-
sion facile montre (n’on satisfait & ces conditions cn-prenant pour a,
3, ¢ des fonctions vérifiant les relations suivantes :

V-= , ()@ =% .()j_

e . == 0.
o ’ )i?
dans les formules (24), on
7 o, .
Vi, @ =0, S wzsh B,
o s

dans les formules (27).

Ces résultats conduisent & un certain nombre de questions qui feront
l'objet d’un second Mémoire.

NoTe.

L'équation (26) se rapproche des &quations a invariants égaux par la pro-
priété suivante, Si Pon élimine . entre les denx relations

o o da du. o
b‘&'-——tﬂn,hpm’ 7);-—.00({:')57)—“)’

on obtient Uéquation (96) 1 si on élimine o, on obtient Ia nonvelle équation

Pu (ﬁ(y g Jp.
o de = cotgh Jdv r)l nghpB du dv

(ni est équivalente a-'équation adjointe de la premiére. On en déduit facilement
que, si la suite de Laplace déduite de I’ Pqu’mon (26") se termine dans un sens,
- elle se termine dans les deux sens.




