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JOURNAL 
DB 

HfMHÉMATIQUES 
PURES ET APPLIQUÉES. 

Sur un problème de La théorie des surfaces ; 

PAR E. GOURSAT 

Le problème étudié dans ce Mémoire m'a été suggéré par la lecture 
des articles de G. Darboux sur les surfaces isothermiques ('). Après 
avoir posé le problème dans toute sa généralité, G. Darboux, n'ayant 
en vue que la recherche de nouvelles surfaces isothermiques, s'est 
borné à indiquer une solution élégante dans un cas très particulier qui 
se rattache à la déformation des quadriques. Mais il n'est jamais 
revenu, du moins à ma connaissance, sur le cas général qui fait l'objet 
de ce- Mémoire, et qui exigeait des méthodes toutes différentes. 

Les principaux résultats obtenus ont été résumés dans deux notes 
présentées à l'Académie des Sciences (2). 

1. Je rappellerai d'abord l'objet du problème, et la formule fonda-

(!) Comptes rendus, t. 78, 1899, p. 1264, 1299, i483. J'aurai souvent l'occasion de 
renvoyer le lecteur au grand ouvrage de G. Darboux sur la Théories des Surfaces. 
J'indiquerai seulement, avec le nom de l'auteur, le tome et la page. 

(*) Comptes rendus, t. 182, 1926, p. i433; t. 184, 1927, p. 178. 

Journ. de Math., tome VU. — Fasc. I, 1928. '· 
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mentale de G. Darboux. Soieril, a?, y, ζ trois fonctions des deux para-
mètres M, e; l'élément linéaire de la surface (Θ) décrite par le point m 
de coordonnées, χ, y, z, par rapport à un système d'axes rectangu-
laires, est donné par la formule 

( ι ) (h- — Κ du" -t- a F du dv ■+· G </r2, 

où l'on a posé 

(:,) SU) · sâî^=i'' SU)=G· 

Des relations (2) on déduit par differentiation les formules classiques 

^ Ox 1 0\ \ ^ Ox 0"x ι <)\'\ 

(») ^ Οχ 0"-x 1 0G ^ Ox 0" χ 1 0(j 

Ou Of'"- Of a Ou * Of Ou- Ou ·>. Of 

(Conservant les notations classiques, nous poserons 

— VhG - 1 S'' M- - TT '' Ou dv II ' dv"- ~ n ' 

c, c', c" désignant les cosinus directeurs de la normale à la surface; 
D, D', D" ne sont définis qu'au signe près, comme les cosinus c, c\ c" 
eux-mêmes; le quotient ——^— représente la courbure totale, et par 

suite DD" — D'2 s'exprime uniquement au moyen des coefficients 
Ε, F, G et de leurs dérivées. 

Les dérivées du second ordre ^5» ~ s'expriment à leur tour 

par des formules de la forme (1 ). 

■rv - A j—F Β -ς \~C c, 

(Ί) = + B& + 0'. 

— — A — +B-r- -+· C·*· , 

(') DARBOIJK, t. 3, p. 25ο, 
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dont on peut calculer directement les coefficients en multipliant les 

deux membres des trois relations par ~ respectivement, puis 

par et enlin par c, c', c". En ajoutant, et tenant compte 

des relations évidentes Sc^ = o, Sc^=o, on obtient pour A et 13 

des valeurs qui ne dépendent (pic· de E, F, G, et de leurs dérivées, 

tandis que Ton a ( 1 = On obtient de même les formules 

λτΛ. = Λ'^ + ι''3? + π'· 
Ci)' 

<)-,/■ Ox . Ox D" 

A,, 13,, A
a

, I3.j 11c dépendant que des coefficients E, F, G et de leui's 
dérivées, et les dérivées du second ordre de y et de ζ se déduisant des 
formules précédentes en remplaçant w et c par/ et c', ou par 5 et c". 

Au point m(x, j, s") de la surface (0) faisons correspondre un 
point M du plan tangent à cette surface, dont les coordonnées sont 
données par les formules 

. . Οχ Ox .. « 0 y Or 
("·) 

/.=<,+). g- +μ_, 

λ cl \J. étant des fonctions des paramètres U, e. Le lieu du point M est 
une surface (1), pour laquelle l'élément linéaire cίΣ est donné par la 
formule 

(<>) (/i! = (/\5+(/Ys+(/Zs = S^ ί/ι/· + £>)'; 

(les formules (5) on déduit 

Ou Ou \ + Ou ) Ou Oc Λ Ou- ^ Ou Ou' 

Oc ~ Ον) Oc Oc Ou ' Ou Oc ^ Oc- ' 

et, si l'on y remplace Ou^Oc
1

 ̂  par leurs expressions tirées des 



4 Ε. GOURSAT. 

relations (4) et (4)' il vient 

(7) 

ox ÙX . Ox luu\y 

rJX „ dx ,)x 5,D'+ixD" 

Ρ, Q, P4, ne dépendant que des fondions Έ, F, G, λ, p. et de 
leurs dérivées. En portant dans l'expression de dLz, on voit que cette 
forme quadratique en du, dv se composera de deux parties distinctes, 
une forme Ρ provenant des termes en^>^>4^>^>4->$ dans les 
dérivées de Χ, Ύ, Z, et dont les coefficients ne dépendent encore que 
de E, F, G, λ, p. et de leurs dérivées, d'autre part une forme ou 
iigurent D, D', D", qui a pour expression 

(>.D -i- pD')2 du--\- 2(>.D -h p.D') (ÂD'+ μΐ)") du dv (>.D' -h pD")! dv· 

Cette forme peut s'écrire de la façon suivante 

— {D du·'H- ίΧ) du dv-\-l) dv-) ^ γγ {μ du —λ de)2; 

si l'on remplace —jp par son expression au moyen des coeffi-
cients E, F, G et de leurs dérivées, et qu'on réunisse le second terjne 
à la forme on obtient finalement la formule de Darboux 

( 8 ) dV- — Ω + D^+aD'V + DV2 ^
 β +

 ^
 β

, ̂  ̂
 + ]y

 ̂  ̂  

ou Ω est une forme quadratique en du, dv, dont les coefficients ne 
dépendent que de E, F, G, Λ, μ, et de leurs dérivées. 

Si l'on remplace les fonctions λ, p. des paramètres u, v, par deux 
autres fonctions λ,, p., des mêmes paramètres, au point m de (Θ) on 
fait correspondre un autre point du plan tangent en m à (Θ), et le 
lieu du point M, est une nouvelle surface (Σ, ) pour laquelle on a 

(8Y (d2, )2=τΩ,Η- + + (
D dl

d + 2D'du. clv + D" de2), 

la forme Ω, se déduisant de la forme Ω en remplaçant λ et μ par λ, 
et p., respectivement. 
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2. Le second membre de la formule (8) est la somme de deux 
formes quadratiques, dont la première ne change pas quand on 
remplace la surface (Θ) par une surface (Θ') admettant le même élé-
ment linéaire, en conservant les mêmes valeurs pour λ, ρ, tandis que 
la seconde dépend de D, D', D", et par conséquent varie avec la sur-
face (Θ'). Pour abréger, nous appellerons déformation l'opération qui 
consiste à remplacer la surface (Θ) par une autre surface (Θ') admet-
tant le même élément linéaire, en faisant correspondre les points m, m', 
des deux surfaces, qui ont les mêmes coordonnées curvilignes («, c). 
On sait d'ailleurs que l'on ne peut pas toujours passer de (Θ) à(0') 
par une suite continue de déformations au sens physique du mot. 
Dans la suite des énoncés, on peut aussi remplacer la déformation de 
la surface (Θ) par le roulement de cette surface sur une surface appli-
cable (Θ') de façon que le point de contact admette sur les deux sur-
faces les mêmes coordonnées (w, C), et que les éléments linéaires en 
coïncidence se correspondent delà même façon. Cela posé, considérons 
le trièdre (T) ayant pour sommet un point m de (Θ) et'pour arêtes la 
normale à la surface et les tangentes aux deux courbes (u) et (e) qui 
passent par m, et associons à chacun de ces trièdres un point M situé 
dans le plan tangent à (Θ). Si l'on déforme la surface (Θ), chaque 
point m entraînant le trièdre (T), le lieu du point M après cette opé-
ration est une nouvelle surface (Σ') qui se déduit de (Θ') de la même 
façon que (Σ) se déduit de (Θ), et dont l'élément linéaire s'obtiendrait 
en remplaçant dans la formule (8) D, D', D" par les valeurs relatives 
à la surface (Θ'). La surface (Σ,) est remplacée de même par une sur-
face (Σ'^), dont l'élément linéaire s'obtiendrait de la même façon. 

Lorsque les fonctions (λ, JA), (A,, ;A,) annulent respectivement les 
coefficients des deux formes Ω, Ω<, on déduit immédiatement des for-
mules (8) et (8)' 

(9) \dl] - nW+o.D^-t-D'y ' 

si donc on fait correspondre les points M, M( des surfaces Σ, Σ<, il y a 
similitude des éléments infiniment petits correspondants des deux 
surfaces Σ, Σ,, et cette propriété se conserve quand on remplace la 
surface (Θ) par une autre surface quelconque (Θ') applicable sur (Θ), 
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ou, ce qui revient au même, quand on fait rouler (Θ) sur une surface 
applicable (Θ'), et qu'on prend les surfaces décrites par les points M, M,, 
associés au point de contact variable m de (Θ) et de (Θ'). 11 est à 
remarquer que le rapport de similitude des deux éléments dépend 
de D, D', D", et par conséquent varie quand on remplace (Θ) par(0'), 
à moins que l'on ail λ p., — λ, p. = o, cas que nous allons examiner. 

5. G. Darboux a découvert, par voie synthétique, un cas étendu où 
il existe deux fonctions λ(//, r), p(u, v) annulant les trois coefficients 
de la forme Ω. Je montrerai, dans un autre Mémoire, que la solution de 
Darboux est la seu^e solution de ce problème. D'une façon plus géné-
rale, proposons-nous de déterminer les jonctions λ, p., λ,, p., de (ιι, v) 

de façon que le rapport soit indépendant du rapport pour 

toutes les valeurs admissibles de D, D', D". Les surfaces (Σ), (Σ, ) se 
correspondent alors avec similitude des éléments infiniment petits, et 
cette propriété se conserve quand on remplace la surface (Θ) par une 
autre surface admettant le môme élément linéaire. On a, nous l'avons 
vu, une solution de ce problème en supposant que λ, p., λ,, p., annulent 
les trois coefficients des deux formes Ω, Ω,, mais il y a une infinité de 
solutions différentes de celle-là. 

Nous allons d'abord démontrer que les trois points m, M, M,, qui 
se correspondent sur les trois surfaces (Θ), (Σ), (Σ,), doivent être en 
ligne droite, si les deux formes Ω, Ω, ne sont pas identiquement nulles. 
Ln effet, si les droites mM, m M, ne coïncident pas, on peut choisir les 
courbes coordonnées de façon que les droites mM, ///M, soient 
tangentes respectivement aux deux courbes coordonnées qui passent 
au point m de (Θ); on a alors, dans ce système de coordonnées, 

/., = μ-η. 
Soient 

dl- =. c du- -f- « /' du de + A'de- -h ( I ) du"- -t- '■>. D'du de -f- D" de- ). 

d1'\ — c, du--h a/, du de 4- de--t- du-!χ du de -+- D" de- ) 

les expressions des éléments linéaires des deux surfaces. Pour que le 
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rapport solt indépendant de il faut que Ton ait 

+ ,ρΓ J + 112 ér-+" HÎ 

'l-*- 112 >\ ~T~ | 15 41~*~ ||< 

et cela, pour toutes les valeurs admissibles de D, D', D". La première 
égalité s'écrit, en chassant les dénominateurs, 

<·/,-β-,d»'/, - r»r>v,)+$<D'i>v- di>7) = 0. 

Si l'on remplace dans cette relation DD" par D/2-f-K., où Κ ne dépend 
<pie de E, F, (î, on a une relation quadratique en D, D', D", qui doit 
être vérifiée identiquement, car elle ne se confond pas avec la rela-
tion DD"= l)'2-t- K.; ce qui exige que l'on ait 

'' A = /1='· «*s — SA = 0, 
et par suite 

e =e1 — J ». 

En égalant de même les deux derniers rapports, on oblient les condi-
tions g = g\ — o, de sorte (pie les formes Ω et Ω, doivent être identi-
quement nulles. 

Si ces deux formes ne sont pas identiquement nulles, les trois points 
sont donc alignés. 

Nous pouvons alors supposer qu'on a choisi les courbes coordon-
nées de façon que les droites m M soient tangentes aux courbes (c). 
Avec ce système de coordonnées, on a p. = p., = o, et les formules (8) 
et (S)' deviennent 

dΣ1— il 4- ( D dur -ι- a D'du dv 4- I)" dv- ), 

dl'\ — Ω, 4- Ljll ( D did4- a IV du dv 4- D" dv"- ). 

On tire immédiatement de ces deux relations 

(,0) · -)Τ-ΊΓ = Τ'-ί[f 
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et le rapport sera égal à > quels que soient D, D', D", 

pourvu que les trois coefficients de la forme y— y- soient nuls. On 

s'assure du reste aisément, par un calcul analogue à celui qui vient d'être 

fait, que ces conditions sont nécessaires pour que le rapport^ dZ1) 

soit indépendant de et de D, D', D". 

4. La formule (10) a une interprétation géométrique simple. Si 
les droites /«MM, ne sont pas des droites isotropes (cas singulier qui 

sera examiné plus loin), le rapport ~ est égal au rapport des dis-

tances wM, /«-Μ,, de sorte que le rapport de similitude des éléments 
infiniment petits correspondants des deux surfaces (Σ), (Σ,) est égal 
au rapport des distances de ces deux éléments au point m. 

Etant donné un couple de surfaces (Σ), (Σ, ) qui se correspondent 
point par point avec conservation des angles, cette remarque fournil 
la condition nécessaire et suffisante pour que ces deux surfaces puissent 
être déduites d'une surface (Θ) par la construction que l'on vient 
d'expliquer. En effet, s'il en est ainsi, les droites MM, forment une 
congruence de droites, le point m est un des points focaux sur MM,, 
et la surface (Θ) est une des nappes de la surface focale. Le rapport de 
similitude des éléments infiniment petits correspondants des deux sur-
faces (Σ), (Σ,) est donc égal au rapport des distances de ces deux éléments 
à V un des points focaux situés sur MM,. 

Cette condition est suffisante. En effet, si l'on a pris sur la sur-
face (Θ) un système de coordonnées curvilignes tel que les courbes (e) 
soient les arêtes de rebroussement des développables de la congruence 

situées sur (Θ), le rapport est égal au rapport y = et par 

suite la forme y — yj est identiquement nulle. Comme cette propriété 

se conserve quand on remplace la surface (Θ) par une surface appli-
cable sur (Θ), on peut énoncer la proposition suivante. 

Étant donné au couple de surfaces (Σ), (Σ, ) qui se correspondent avec 
conservation des angles, si le rapport de similitude de deux éléments infi-
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niment petits correspondants est égal au rapport des distances de ces deux 
éléments à l'un des points focaux m situés sur la droite MM, qui les 
joint, cette propriété se conserve pour tous les couples de surfaces 
que l'on déduit de (Σ), (Σ, ), en faisant rouler la surface (Θ) lieu du 
point m, sur une surface applicable sur (Θ), le point m entraînant la 
droite MM, dans ce roulement. 

On obtient une classe étendue de couples de cette espèce, en suppo-
sant que (Θ) est une surface développable. Si Ton applique cette sur-
face (Θ) sur un plan, les surfaces (Σ), (Σ,) viennent aussi se confondre 
avec ce plan, et Ton a ainsi une transformation ponctuelle du plan qui 
conserve les angles. Inversement, imaginons, pour plus de clarté, que 
l'on établisse, entre les points M, M, de deux plans superposés Ρ, Ρ,, 
une correspondance qui conserve les angles. Sur la droite MM, qui 
joint deux points correspondants prenons un point m tel que le rapport 

de similitude des éléments infiniment petits des deux plans soit 

égal à · Le lieu de ce point, m est un troisième plan II 

superposé aux deux premiers. Si l'on fait ensuite rouler ce plan Π 
sur une surface développable (Θ) le point de contact m entraînant 
la droite m MM, et les deux points M, M,, ces deux points M, M, 
décrivent deux surfaces (Σ), (Σ, ) qui se correspondent avec similitude 
des éléments infiniment petits. De toute transformation du plan qui 
conserve les angles on peut donc déduire une infinité de couples de 
deux surfaces (Σ), (Σ,) jouissant de la propriété dont il s'agit, et l'on 
obtient ainsi la solution la plus générale du problème lorsque (Θ) est 
une surface développable. 

Les transformations élémentaires qui conservent les angles con-
duisent à des résultats faciles à vérifier. Pour une translation de 
longueur il, le rapport des éléments est égal à l'unité, les droites MM, 
sont égales à il et parallèles, et le point m est le milieu de MM,. Les 
droites MM, forment une famille de géodésiques parallèles. On est 
donc conduit à l'énoncé suivant : Étant donnée sur une développable une 
famille de géodésiques parallèles, à partir de chaque point m de cette 
surface on porte sur la tangente à la géodésique qui passe par ce point et 
de part et d'autre du point m, une longueur constante m M = n?M, = l\ 

Joum. de Math., tome VII. — Fasc. I, 192S. 2 
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les deux surfaces obtenues sont applicables Γ une sur l'autre. Ces sur-
faces, nécessairement réglées, ont été signalées par M. Garonnet ('). 

Si la transformation est une rotation autour d'un point fixe O, le 

rapport est encore égal à l'unité, et le point m est le milieu de la 

droite MM,. Les droites OHÎ forment une famille de géodésiques 
issues d'un point fixe; la droite MmM, est orthogonale à la géodé-
sique qui joint le point Ο au point m, et la longueur mM = /nM, 
est proportionnelle à la distance Ο m. On a donc le théorème suivant : 
Etant donnée sur une déeeloppable (Θ) une famille de géodésiques passant 
par un point Ο de celte surface, si à partir de chaque point ni de (Θ) on 
porte sur la tangente à (Θ) qui est orthogonale à la géodésique passant 
en m, de part et d\iutre de ce point, une longueur ni M = m M(>

 propor-
tionnelle à la distance géodésique Ο m, les deux surfaces décrites par les 
points M, M, sont applicables l'une sur Vautre. 

Les autres transformations élémentaires, comme l'homothétie, la 
symétrie, etc., conduisent à des énoncés analogues. 

La théorie des surfaces isothermiques fournit un autre exemple 
intéressant. Soient (Σ), (2,)deux surfaces isothermiques qui se corres-
pondent point par point avec conservation des angles, et parallélisme 
des plans tangents, (X, Y, Z) les coordonnées d'un point M de (Σ), 
(X,, Y,, Z,) les coordonnées du point correspondant de (Σ,). Ces 
six coordonnées sont des fonctions de deux paramètres («, e), satisfai-
sant aux relations (-) 

()u 1 <)u ' <)u ' du ' du ' du ' 
(") 

du 1 de' de 1 de' de ' de ' 

(12) dX JX. ff¥ dfZ dZ __ 

On déduit de ces relations 

d\\ + dY'iH- drL\ = k1 (dX*H- dY'- + dZ«-), 

(') Bulletin de la Société mathématique, t. 21, i8g3, p. ι34· 
(5) G. DARBOUX, t. 2. p. 241. 
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de sorte que le rapport, de similitude des éléments infiniment petits 
est μ·|. 

Pour avoir les points focaux de la congruence' formée par les 
droites MM,, soit m au point situé sur l'une de ces droites, de coor-
données 

x = X + 1 (X1 - X), y = Y + 1 (Y1- Y), 5 = z + /(Z, —Z). 

où le rapport est égal à —γ—· Les équations 

\~ \ = v=T = z~^z' 

qui déterminent le points focaux, conduisent facilement, en tenant 
compte des relations (ι 1), à l'équation du second degré en l 

DN [1 + l (k -1)], dN l 1 - l (k +1)], N1 - N 

—; <>. dY [1+ /(/,-,)i. Y.-Y 

^[• + "<·-')Ι· fj'-'C- +')1. z.-z 

admet tant les deux racines l— —^-75 / = ——7· Pour ces deux valeurs 

de /, le rapport —est égal à ± k. Le rapport de similitude des éléments 

infiniment petits des deux surfaces est donc égal au rapport des distances 
des deux points M,, M à l'un quelconque des points focaux situés 
sur MM,. 

Les quatre points M, M,, m,, m
2
 forment une division harmonique. 

La déformation de l'une quelconque des nappes de la surface focale 
fournira une infinité de couples de surfaces (Σ), (Σ,), se correspon-
dant avec conservation des angles, mais qui ne seront plus des sur-
faces isotliermiques sauf dans le cas particulier des surfaces parallèles. 

o. Après ces remarques générales, proposons-nous de trouver toutes 
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les formes de l'élément linéaire telles que la forme ̂  est identi-

quement nulle, pour des expressions convenables de λ, λ*. En écartant 
toujours le cas où les droites MM* seraient des droites isotropes, nous 
pouvons supposer que les courbes (M) et (E) sont orthogonales, c'est-
à-dire que l'élément linéaire est de la forme 

r/,vs=Kf/«5+G^!. 

Les surfaces (Σ) et (Σ,) sont représentées respectivement par des 
équations 

(V) + γ-γ + ιψ, χ = 5 + λ^., 

<2ι) χ,=*+>.,|. ν,=,·
+

λ,|, Z1 = z + k dz 

On a dans ce cas 

du- -a, du du 2 G du du IIe' 

d-x ι dlogE dx ι d logG dx I)' 

et des formules analogues pour les dérivées secondes de / et de s. On 
en lire 

du \I+ du + 2 du ) du iG du du + IIe' 

du \dr + ·>. du ) du \ + 2 du ) du + I l ^ ' 

les dérivées de Y et de Ζ se déduisant de celles de X en remplaçant œ 
et c par / et c', ou par ζ et c". Le carré de l'élément linéaire de (Σ) a 
donc pour expression 

dK² =
 5
®'

Λ,,+^ +s©'dv², 
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ou, en effectuant les calculs, et tenant compte des relations 

S c -τ— =o, =o, 

<,3> Λ -K1+Tu+ sS-)?îg Uj y1"· 

+Tu+ sS-)?îg Uj y1"· 

+ , I (, + Λ + λ ilogR \ /Λ λ tflogK\Ε_1^/+λ dlogG\ Ι </(( Λ 

\ /Λ λ tflogK\Ε_1^/+λ dlogG\ Ι </(( Λ 

Il est inutile pour la suite de transformer le dernier terme, carD'3—DD" 

serait multiplié par λ2, et disparaît dans la différence ^ On 

aurait (ΙΣ\ en remplaçant λ par λ,, et la condition = --sera 
satisfaite si λ, λ, satisfont aux trois relations 

/lM [i , dlogÂ , idlogE\l__/: , dlogX, , idlogE\2 

(,5) (iM +iila£YE+Ci +I^6®VG 

=V dp 2 dp / \A, 2 du J 

\λ d« 2 d/v / \ dp 2 dr / 2 λ dp 

= — Λΐ _4_ , i. d!ogE\ (d Ιο{,Γλ, £ dlogEN ι dE _ 

Dans ces trois équations figurent quatre fonctions E, G, λ, λ, ; on 
est donc assuré a priori que le problème admet une infinité de solutions, 
dépendant d'une fonction arbitraire de deux variables. On peut, par 
exemple, se donner une des quatre fonctions, et chercher à déterminer 
les trois autres. 

(') On peut aussi calculer d£2sans introduire D, D', D". II, en parlant des formules 

qui donnent les dérivées partielles de X, Y, Z. La condition -r-r- = conduit aux 

mêmes formules que dans le texte. Ce calcul s'applique au cas où l'un des coeffi-
cients E, G serait nul, c'est-à-dire au cas où (Θ) serait une développable isotrope. Si 
les courbes (P) ne se confondent pas avec les génératrices, les courbes (M) étant les 
génératrices, on a G = o, puisque dsi doit être le carré d'une forme linéaire en du, dv. 
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6. Prenons par exemple E = i, ce qui revient à supposer que les 
courbes (e) sont des géodésiques. Les équations (i4)> (i5), (16) se 
simplifient et deviennent 

(1 + dk)² = (1 +dk1)² (1+ dk)kd = (1+ kd1) dk1 
λ- ■ -- >« ' λ2 ~ λ? 

(1 + dk)² = (1 +dk1)² (1+ dk)kd = (1+ kd1) dk1 

'/:■ l'i 

De la première relation on lire 

1 0 log). à log"/· Λ 

ce qui fait plusieurs cas à examiner. 

Premier cas. — Soit 

l 0 log). ι 0 loi; }., 

La seconde relation nous donne 

à log λ _ 0 log/., 

de sorte que le rapport Y est une l'onction F(M) de la seule variable 11. 

En remplaçant λ, par λΕ(//) dans la première condition, on en tire 

F(//) - 1 . _ I'(//)[!·(//) -■ 1 j 

La dernière condition devient ensuite (') 

1 1 dlogG 

(') Celle relation exprime que les points M, M| sonl conjugués harmoniques par 
rapport au segment mm', m' étant le second point focal de la congruence formée 
par les droites MM|. On a donc la même propriété qui a été signalée pour les surfaces 
isothermiques. 
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ce qui prouve que G est de la forme UV.; en remplaçant Je par \/V Je. 

on peut donc supposer que G est une fonction de la seule variable a. 
cc qui montre que la surface (Θ) est applicable sur une surface de 
révolution, les courbes (e) correspondant aux méridiens. Inversement, 
si G est une fonction de n, la fonction F(M) doit satisfaire à l'équation 
différentielle 

!·(«)-. + F(»)[F(IO-I] + G(77) " 

dont l'intégrale générale est donnée par la formule 

I F ( // ) — ι ]5 G ( // ) — Κ V(n) = o, 

K. étanL une constante arbitraire. Les deux racines F, F, de cette 
équation ont pour produit l'unité, et ces deux racines donnent les 
valeurs de λ, λ. 

F(//) — ι . . F, (M) — ι 

(iliaque élément linéaire dx- = du- G(u) de- fournit une infinité de 
solutions du problème, dépendant d'une constante arbitraire. Si 
G(u) = u-, les transformations correspondantes du plan (n° 4) sont 
des inversions. 

Deuxième cas. — Soit l -h = — τί \
Jtï

 seconde rela-

Lion donne ~ (λλ,)=ο. Le produit λλ, est donc une fonction F(//) 

de u seul. Fn remplaçant λ, par ^ ̂  dans la première condition, on 

trouve que λ doit satisfaire à l'équation 

λ2 -l- F'(u)'i. + o, 

le produit des racines étant égal à F(z/), λ et λ, sont donc les racines 
d'une équation de cette forme. La dernière condition donne ensuite 

G(u) = F (μ) V, 

et l'on peut encore supposer que V se réduit à une constante, de sorte 
que G est encore une fonction de la seule variable u, et l'on a 

F(tf) = KG(«), 
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Κ étant constant. En définitive λ et sont racines d'une équation 

^+KG'(«)À + KG(i/.)=:O. 

Chaque élément ds1 — cltr-\-· G(u)dv* fournit donc une infinité de 
solutions de cette espèce dépendant d'une constante arbitraire. En 
particulier si G(w)=i, ou G(m)=/*2, l'élément linéaire convient à 
une surface développable. La transforinalion correspondante du plan 
est une translation ou une homothétie (n° 4). 

Troisième cas. — Si l'on a à la fois ι -f- ̂  = ο, ι -4- ̂  = u, 011 en 
déduit 

>. = V- η, λ,ζτν,-//, 

\ et V, étant des fonctions de 1. La Iroisièine condition conduit à une 
équation différentielle linéaire du premier ordre en G, dont l'intégrale 
générale est 

G = V,( V- «) ( V, _ ( V, - «) H-
 V'y(^

 V

"
)

, 

V2
 étant une autre fonction arbitraire de ν ; G est un binôme du second 

degré en M, G = au2-f- bu -f- c, et V, Y4 sont deux intégrales particu-
lières de l'équation 

(dN)² +α\*+ον+,.·=ζυ. 

Nous retrouvons le cas considéré par Darboux des surfaces applicables 
sur une surface réglée. 

7. Dans le cas général, l'équation (14) se dédouble en deux équa-
tions analytiquement distinctes 

(17 ) 1 . dfogX 1 dlogE ,_/ι , Ohg/., , 1 <JIogE\ 

de sorte que le problème admet deux espèces de solutions distinctes. 
Prenons d'abord le signe dans le second membre; la relation (17) 

devient 

(17') 1 . dfogX 1 dlogE 
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En représentant le rapport y par jzT[ (^
e sorte f

l
ue

 I
e changement 

de/en — /revient à permuter λ et λ,), l'équation (17)' devient 

1 Ju jli_ _ — ?·//, 

et l'on tire de ces deux relations 

(.8) λ = -/-=-ί·, X, = -£ii. 

L'équation (16) devient, en tenant compte de (17)', 

\7. + On 2 du ) (h> 2 dv \λ, λ/' 

oil, en remplaçant λ et λ, par les expressions (18), 

U9> y, j·· l)H j« (k, -»■ 

Connaissant deux fonctions /(M, e), Ε(u, e) satisfaisant à l'équa-
tion (19), les formules (18) donnent λ et λ,. La condition (1 5) s'écrit, 
en réunissant les termes qui dépendent de Ë, et ceux qui dépendent 
de G, 

(,5V K^log^
 +

 - i) (l ■+- i
 +
 «) = „. 

lin remplaçant λ et λ, par les expressions (18) elle devient 

Τ=τ {/?=π ~ it + sr)+ 7^7 - γ-;) = 

posons 
G = U(/«-.) 

et remplaçons par sa valeur tirée de (19) 

2/*/»' _ β à log Ε 

Journ. de Math., tome VII. — Fasc. I, 1928. 3 



ΪΒ Ε. GOURSÀT. 

il reste 
(Hi 

~~ \/«/ 1 1/«(/2 -Ο2 " (.ΗΠΡ-Ι) * (//,):,(/2- Υ J' 

c'est-à-dire 

dw /\f'u) /*—1.1 
On en tire 

'^ν-Η^τ^τ· 
et par suite 

(M) U^V(/»-i)-li(4ÏV, 

V étant une fonction arbitraire de c. Les formules (18) et ( 20) fout 
connaître)., λ,, G, dès que l'on connaît deuxfonctions K, /'satisfaisant 
à la relation (19). Si l'on se donne a priori une de ces deux fonctions 
la seconde est déterminée par une équation aux dérivées partielles. 
Si, par exemple, on prend Ε = ι, on doit avoir f[, = o, ou = o, et 
l'on retrouve les solutions du paragraphe précédent. 

8. La condition (19) prend une forme plus symétrique en posant 

τ=logés = '°β(
ex>

·· ·'· 
On en déduit en effet 

du du f- — 1 J',, 9 

à ΐομ ΐ> or ■>.//!■ . 

et l'équation ( 19) devient 

w ri dl ,.,Ô'\ \ffit fi 

Si l'on pose encore 

*=·*(£}). 
on a 

à'L· — _ ''· f" M — '·* /.· JHZL — '' S'"' yi/'iJ'· 
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et récmation (19)' peut encore s'écrire 

y/ 1 rïL ()Ύ \_ (TL (ïï ^ 

Les quantités Τ et Ζ qui figurent dans cette formule s'expriment 
facilement au moyen des segments 

/«M ™ ^/Κλ — /, /HM, = ν^'^λι = I \, 

compris entre le point m de (Θ) et les points M, M, des surfaces (Σ), 
(1,). On a en ellet 

T = log(//,), Z = log(-^); 

en remplaçant Τ et Ζ par ces expressions dans la formule (19)", elle . 
prend la forme élégante 

<3,) ' ΛΪΰΚ' ~ 7hûk>~"' 

On peut donc énoncer le résultat suivant : let l
t
 sont deux intégrales 

particulières d'une équation de Laplace à invariants égaux 

<3,) ' ΛΪΰΚ' ~ 7hûk>~"' 

où P(//, v) peut être une fonction quelconque de u et de v. 
Connaissant deux fonctions /(«, v), Ifu, v) satisfaisant à la rela-

tion (21), il est facile d'en déduire les expressions correspondantes 
de λ, λ,, Ε, G. On a en effet 

f- , " ~ / ' ·' - /, _ /' , /, _/y Ou °A\/ J' 

" (/, - l)- Ov \/r >. " ~~ /- ' " /, - f Ou "Λ 1 /' 
(22) 

T = T^rii-u
Xos(j)' 

E = Li=7a5loeW. ' (V—7)" ~ I./—' \Tjj ' 

On peut écrire ces formules sous une forme plus simple en posant 

/ = <?«+?, /,= 6*-?; 
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la condition (21) devient 

• ' Ou Of Of Ou Ou Of " " 

tandis que les formules (22) sont remplacées par les suivantes : 

, eP sb β . shp 
~df~' <)§> ' 

du du 
( 2/i ) 

,-ί-Μ „-_!L (ITY 

Remarque. — Lorsque Y = o, le Î/.V
2 convient à une surface dévelop-

pable. En effet, la condition (23) exprime que e2a est un facteur inté-

grant pour ~ du — ~ dv, et l'on a 

ds- = Ε du- -f- G du- ~ -r~s d*l* 
en posant 

ds- = Ε du- -f- G du- ~ -r~s d*l* 

Si Ton suppose la surface (Θ) appliquée sur le plan s = o, on peut 
prendre 

x-\-iy ——colli β, χ— iy — y\ 

les coordonnées isotropes du point correspondant M de - sont 

x + ,Y = .x + ÎJ + ^P-l_r^.) 

du 

X ,-V_r y,· , fPshli'Hx-h·). 

du 
On a en particulier 

X
 +

 /Y = -cothp
+
l^

a
±
p
^ = ·. 

du 

Le lieu du point M dans le plan est donc une droite isotrope. Quand 
on fait rouler le plan sur une développable, cette droite engendre une 
développable isotrope. 
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En remplaçant λ par λ,, on trouve de même 

Χ,-ΜΥ^-Ι, 

de sorte que les surfaces (Σ), (Σ<) sont engendrées par des droites iso-
tropes parallèles. 

9. Prenons maintenant le signe — dans le second membre de la for-
mule (14) ; elle devient 

(*:,) J.
 +

 £ ι,,,,ίΚλλ,) = 0, 

Posons, comme dans les paragraphes précédents, 

/Ελ — / — s/10., = /,— r*-P; 

la relation (25) devient 
I I <)ot. 
l + ï,+"à7,~"· 

On a d'autre part-3- = e2P, et l'on lire de ces formules 

k = chp ep, '—¥·-»■ K-TAF)· 

<)(!. ()ll 

Quelles que soient les fonctions a(//, e), β(//, e), les fonctions λ, λ,, Ε 
données par ces formules satisfont bien à la relation (25) et par 
suite à la condition (i4)· Portons ces expressions de λ, λ,, Ε dans la 
relation (i6); elle devient, après réduction, 

"3? U +ΐΛα^0Τ,) = -, ~3Γ (Ï " )-) = ,>«'°ηδΙ,β~3Γ" 

et il reste, tous calculs faits, ta condition 

OO ^ = tangh^, ̂ +co11^^^· 

analogue à la condition (23). Tout système de deux fonctions α(//, e), 
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β(«, c), satisfaisant à celte condition, fournit trois fonctions λ, λ,, Ε, 
qui vérifient les deux équations (i4) et (16). La valeur correspon-
dante de G est fournie par l'équation (i5) qui devient, en remplaçant 
λ, λ,, Ε par l.es expressions précédentes, 

:·\7β U) Λ- £ + "·Γ·όί\^Γη· 

En posaril (r = Hra®, l'équation se réduit à 

Oct. Oct. Οβ 
0\\ On Ov Or 
Ihï^9' slip01.β ~ °: 

remplaçons dans celte équation ̂  ̂  par sa valeur 

r. 0- et. , . _ „ Οβ Ον. 

lirée de In condition (26). Elle devient 

Ov. 0-a 

Ou sh!{5 sh2(3 7)u VdeJ ° 

ou 

Ou Ou |_ sli-β J 
Ou Ou |_ sli-β J = 0 

On a donc 

"=
v
-^(£)

!
· 

Y étant une fonction arbitraire de v, et, en définitive, on satisfait aux 
équations du système proposé en prenant pour λ, λ,, Ε, G les expres-
sions suivantes : 

A=~-g£rf, = 

Ou Ou 
(<>.;) 

[eada]² [eada-]² 
E = chp G = Vea shp 
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Α et Β étant deux fonctions de (M, E), qui satisfont À la condition (26). 
Si l'on introduit les segments 1==βη+^, = cette condition 
devient 

,n, d*{U%) d. ,, ,.ά(ΙΙ,) à. 

tandis que les formules (27) deviennenl 

Ί_ ' ~+~ Λ. d . tit \ ·ι / + '1 d . iii \ 

(■<-)' 

κ= LT^ÂJ ' 0=ν/Λ- [T^J · 

Le cas où l'on aurait à la fois 

1 dlojrX r d loir Κ 1 dlo<rX, 1 dlogl·! 

a déjà élé examiné, car ces relations entraînent, d'après la condi-

tion (r6), ~ = ο, et l'on peut supposer E = i {cf. n" 6). 

/d«\2 / day 
Remarque. — Lorsque V = o, led.y3 = r2a du2—^ \

 2 

convient encore à une surface développable. En effet, la condition (26) 
exprime que 

taιιμΊι du -t- colli 3 ~ dv 

est une différentielle exacte Î/JA, et l'on peut écrire 

d(e*+V·) d(eCi~^) =z e-*{dv.-—άμ·) = e-x y du J — / J' 

c'est-à-dire 
ds- ~ d( βα+μ ) d( νΛ~ν· ). 

Si l'on suppose la surface S appliquée sur le plan ζ = ο, on peut 
prendre pour coordonnées isotropes du point m) qui correspond aux 
valeurs (w, v) des paramètres, χ + iy = ^α+'·Α, χ — iy = cα_μ. 

Les points M, des surfaces (Σ), (Σ,) viennent coïncider avec 
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deux points du plan (Χ, Y, ο), (X
1}
 Y,, o) dont les coordonnées iso-

tropes vérifient la relation 

X - iY = x - iy + K d(x - iy) = ea-u - chp ep d(ea-u) 

du 
chp da e-p 

= ea-u [ da chp ] = 0 

On trouve de même 

\ , -h / > , __ ,/.· -(- / y + λ| ^~ O. 

Les surfaces (Σ), (Σ,) viennent donc s'appliquer sur les deux droites 
isotropes X — A =o, Χ,Η- A'= o. Ces surfaces sont donc, comme 
dans le premier cas, des développablcs isotropes, mais elles sont 
engendrées par des droites isotropes non parallèles. 

10. Il suit de là que, pour avoir des surfaces (Σ)qui ne se réduisent 
pas à des développablcs isotropes, on doit prendre une fonction V 
différente de zéro dans les formules (2/1) et (27). Lorsque V n'est pas 
nul, on peut supposer V = 1 sans diminuer la généralité, car cela 

revient à remplacer r par JyjS de, simple changement du paramètre. 

On vérifie du reste aisément que les conditions (23) et (26) ne chan-
gent pas de forme quand on remplace e par une fonction quelconque 
o(V) du nouveau paramètre e'. 

Il faut encore, pour avoir une solution du problème proposé, que les 
formules (24) et (27) fournissent pour λ et λ, des valeurs finies. Dans 

le cas des formules (24), il faut donc que — ne soit pas nul, e'esl-

à-dire que (3 dépendede la variable u. Si ̂  = ο, λ et λ, seraient infinies, 

à moins que l'on ait aussi shj3 = o, r2^=i et l'on aurait λ, =λ. Les 
surfaces (Σ) et (Σ,) seraient confondues. 

Dans le cas des formules (27), λ et λ, auront des valeurs finies 

pourvu que ̂  ne soit pas nul. Les valeurs de λ, λ,, Ε sont indéter-
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minées si Ton a à la fois ̂  = o, cli β = ο. On aurait alors c= — τ, 

et par suite λ, = — λ. Ce cas singulier sera examiné dans un autre 
LYfémoire. 

il. Pour Iraiter complètement la question au point de vue ana-
lytique, il nous reste à examiner le cas où les droites MM, sont des 
tangentes isotropes de la surface (Θ), ce qui ne peut avoir lieu si les 
deux points M et M, sont réels. Supposons la surface (Θ) rapportée à 
ses lignes de longueur nulle, les droites MM, étant tangentes aux 
courbes (c). L'élément linéaire étant mis sous la forme 

r/s-·>. cM du (h\ 
la condition 

Ο Ο, 

Λ5 ~~ λ? 

conduit aux deux relations 

(28) rf(}) ''(}-) = K 
dv dv 

( ν ' y·) ' __ \Ό l_'lu L — ι 
du λ du du A, du λ y 

L'équalion aux différentielles totales 

( :>o) ~ "τ~ + d" "+■ ' ' (fv 

doit donc admettre deux intégrales au moins, ce qui exige que la con-
dition d'iiilégrahililé 

~γ~ — -r + - -j Γ- H- -τ— Il H- i- 11 

soit vérifiée identiquement. On en déduit les expressions suivantes 
de H et de Κ : 

" = -ï35*· K = -^ + îUj+' 

Journ. de Math., tome VII. — Kasc. I, 1928. 4 
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et l'équation (3o) prend la forme 

(30) /o ,/1 \ Γττ 1 ^2ω ι [άω\* ι <)ω ι Ί , ι d2co . 

L'intégrale générale est 

I Ι (M ,. , 

f(u) étant une intégrale de l'équation différentielle 

/'(») — /s(w) = U· 

En résumé, on obtient l'intégrale générale des équations (28) et (29) 

en prenant pour y» γ les expressions suivantes : 

( ·$ i ) γ --- ~j h /( U-). — ; h f1( Π ). 

/'(//) et ft(u) étant deux fonctions de u qui satisfont à la condition 

/' ( " ) — /'(«)== /i ( Ό — /f ( " ) · 

Οη peut exprimer / et /< explicitement au moyen d'une fonction 
arbitraire et de sa dérivée. Si l'on pose en effet 

/' — /,= F(// >, 

on en lire 

■'= TF>) ·/ι=.—?Ρ(7Γ) 

Il reste encore à examiner le cas où la surface (Θ) serait une dévelop-
pable isotrope. On sait que dans ce cas le ds2 de la surface est le carré 
d'une forme linéaire (' ) en du, dv, ds2=(a du + b dv)2. Il reste encore 
à distinguer deux cas, suivant que adu-\-bdv est une différentielle 
exacte ou non. Dans le premier cas, la surface (Θ) ne peut être qu'un 
plan isotrope, et les surfaces (Σ), (Σ,) se confondent avec ce plan. On 
peut donc se borner au cas où le ds2 est de la forme p*dq2, ρ et q étant 
deux variables distinctes. Cela étant, prenons pour courbes (e) les 

(!) Voir par exemple, G. DARBODX, t. I (note de la page 148). 
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courbes de (Θ) auxquelles les droites MM
(
 restent tangentes. Si ces 

courbes étaient les génératrices reclilignes de (Θ), les surfaces (Σ), 
(Σ,) se confondraient avec (Θ). Nous pouvons donc supposer que les 
courbes (M) sont, les génératrices. Le carré ds* a alors une expression 
de la l'orme 

ris2 — Κ fin-, 

Κ it étant pas une fonction de u seulement. Dans les formules (24) 
et (27), on doit avoir G = ο, Κ l'enfermant la variable c. line discus-
sion facile montre qu'on satisfait à ces conditions en prenant pour a, 
ri. e des fonctions vérifiant les relations suivantes : 1 " 

V--ri, -f —-£ = o. 

dans les formules (24), ou 

V (,β (,a I » 

dans les formules (27 ). 
Ces résultats conduisent à un certain nombre de questions qui feront 

l'objet d'un second Mémoire. 

\OTF,. 

L'équation (■>/>) se rapproche des équations à invariants égaux par la pro-
priété suivante. Si l'on élimine μ entre les deux relations 

£ = ^hpïï-i, = coiRi.p^, 

on obtient l'équation ('d>); si on élimine a, on obtient la nouvelle équation 

-—Γ r- eotgh -γ- ~ + langhS -f -f-

(|iii est équivalente à l'équation adjointe de la première. On en déduit facilement 
que, si la suite de Laplace déduite de l'équation ( ».6') se termine dans un sens, 
elle se termine dans les deux sens. 


