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LES DIVISEURS DE CERTAINS GROUPES GALOISIENS. 67

Sur les divisewrs de certains groupes galoistens ;

Par J.-A. »= SEGUIER.

Lorsqu'on cherche les diviseurs d'un groupe linéaire dans un
champ galoisien  d’ordre = = p* (p premier), un des premiers pro-
blémes qui se posent est de déterminer les diviseurs isomorphes au

s+

groupe ¢ (2, p™) formé des substitutions a—_——«‘-: dans le champ ¢,

d’ordre p™, ou & son diviseur 0 (2, p™) d’indice 2. C’est & ce probléme
qu'est consacré le présent travail, dans le cas ol le groupe linéaire a
un invariant hermitien, gauche ou quadratique, ol p est > 2, et oll
les substitutions d'ordre p du diviseur cherché n’ont qu'une suite
canonique (').

Je me servirai des mémes notations que dans mon Mémoire Sur les
groupes ¢ incariant bilinéaire ou quadratique dans un champ de
Galois (J. M., 1916) (*) dont je rappellerai seulement guelques-
unes. .

Soit A(n, =) un groupe linéaire & »n variables conservant un inva-
riant @ hermitien, bilinéaire gauche ou quadratique, les substitutions
de A étant dans ¢ si a est gauche ou quadratique, dans le champ e’

(*) On trouvera un résumé des résultats obtenus ici dans une Note présentée
a ’Académie des Sciences le 30 octobre 1922.

(2) Au n°44 de ce Mémoire, aun lieu de « car les normalisants... », il faut
lire « car, pour v>2, G, |C, est abélien dans B(n, w), mais ne I'est pas
dans G(2v, 7). Je renverrai & ce Mémoire par la lettre G. Je renverrai aussi 4
mes Eléments de la Théorie des groupes abstraits par la lettre E, et i mes
Eléments de la Théorie des groupes de substitutions par la lettre S.



68 J.-A. DE SEGUIER.
d’ordre p** si @ est hermitien. Je désigne par A°(n, =) le diviseur
de A formé de ses substitutions unimodulaires, par D = !d! le groupe
engendré par la similitude (a » variables) d’ordre 2, par A’(n, =) le
groupe conservant a a un facteur preés, par <4 (2, =) ce que devient A
quand on regarde les variables comme homogénes.

Je supposerai @ de 1'une des formes suivantes :

1o g (i — o) F e (1Y), fi=ooui,

W=y — Y, v étant un élément définissant de €/

(je remplacerai alors les lettres A, <4 par H, 5¢);
q° [ [:I; .\.:; (‘l‘i,‘..l‘ +)',‘.i"') - T C\l“i‘-l

(je remplacerai alors les lettres A, b par H, ),

A X . 4 .L
30 3 S (@yi— yeah).
les @, y; étant cogrédients aux vy, y;

(je remplacerai alors les lettres A, L par G, 4);

‘o { ey +d(e, y), Lr.y)y=caet+ bay + 'y,
4 .

¥ pouvaut étre réductible dans &
(Je remplacerai alors les lettres A, <L par Q, 9).
Le cas » = 2 étant connu, je supposerai encore n > 2.

I. Rangeons les variables dans l'ordre v, ..., v.. », 2, x,
Zy_yy .., &y, en supprimant celles des variables @, ) qui ne se pré-
senteraient pas, et coavenons d'écrire aussi ', ..., v, pour les variables
prises dans cet ordre.’

Appelons transversale d'une matrice 3 = (3, ) d’ordre » la diago-
nale autre que la diagonale principale que j’appellerai simplement
diagonale; r'™ sous-diagonale la rangée (paralléle a la diagonale)
formée des o4 ou i — A =r, c'est-d-dire la suite d’éléments o, ,

(') Je désigne généralement par « le conjugué d'un élément u de &',
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Drgay ooy Punr) M Sous-transversale la rangée (paralléle & la
transversale) formée des g, oi [+ A=n+r+1, c'est-a-dire la
suite d'éléments 9,41y Pueyrias +o vy Praine SUPpPOsoONs maintenant ¢
dans le groupe sylowien P défini précédemment (G., 13, 23, 42).
Alors les 9 situés au-dessus de la diagonale sont nuls, et ceux de la
diagonale égaux & 1. Les o, situés & la fois au-dessous de la diagonale
et au-dessus de la transversale sont ceux qui, dans ordre ancien des
variables, étaient au-dessous de la diagonale sans éire nécessairement
égaux d oou a 1, et 'on a vu (loc. cit.) qu’on peut les choisir arbitrai-
rement, dans &' si A = H ou H, dans € si A=G ou Q; les g dela
transversale situés au-dessous de la diagonale sont les «;, de G., 13,
23, 42, et I'on a vu qu'on peut les choisir arbitrairement dans e
si A =II, Hou G, mais qu'ils sont déterminés si A = Q. Une fois
déterminés les o, situés & la fois au-dessous de la diagonale et au-
dessus de la transversale ou sur cette transversale, tous les autres le
sont également (*).

Considérons d'abord les diviseurs de P dont les substitutions =1
n’ont qu'une suite canonique. Je dirai qu'une telle substitution est
irréductible, et je supposerai pZn, en sorte que toute substitution
irréductible de P soitd’ordre p (S., 10). Soite = | y;, Sfouy,| (o =1)
une s, irréductible de P. Pour que le premier diviseur élémentaire == 1
de ¢ — s¢ (< étant la matrice unité d’ordre ) soit (s — 1)* (cf. S., 8),
il faut et suffit que les mineurs d’ordre n—1 de o —< ne soient pas
tous nuls, c’est-a-dire que les o, ,_ (i = 2, ..., n) soient 5£ 0. St donc
A = Q, n doit étre impair,sansquois,,,, sid=ooug,,, sidy£o
est nul,

Soit @ = X" s un diviseur de P formé de s, irréductibles et de

(1) Avec 'ordre actuel des variables, c’est en combinant la {¥m¢ colonne avec
les ({— r)i®e pour (=r-+41, r-2, .. quon détermine les éléments de
la ritme sous-transversale (r > o) situés au-dessous de la diagonale : ce sont

les @, jyrii <la valeur maxima de {estle plusgrand entier tel que n —i+r—+1,

oo Ly . n—+
s0it 27 + 1, c'est-a~dire le plus grand entier S

r ..
)- La combinaison de chaque

colonne avec elle-méme détermine les éléments de la transversale dans la mesure
ou ils sont déterminés.
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Punité, et 6= (o-*)) Si 6®g® = ¢, ¢’ est nul pour i < £, égal & 1
pour Z=k, et & I s@al%) pour k < 7. En particulier, pour k=1¢—1,
o, =% + c‘,ﬁ,’_,. Si donc oo = 1, o® =—gl¥ .

Donc 1° @ est abélien, car, la premiére sous-diagonale de
(g3 g2)-ts2gd =gY

étant formée d’éléments nuls, ona ¢V =1.

2° o est complc‘*lemenl déterminé dans @ par ., car si 'on avait

‘“‘# a® avec o' =g}, ¢¥ ' ¥ =g serail #1 avec o =o, ce

qui est impossible si ¥ est dans .

3° En désignant désormais par ¢,=(0,;) la substitution de
ol G, = @, & parcourt un groupe additif de ¢’'(£., 34) quand o, par-
court @ = Xa,(g,=1). Or laction du p. p. c. m.des V,,, V,, sur y,
et y,, est semblable 4 L(2, =*)si A = H ou Hetdl(2,m)si A=G
ouQ (G., 11, 40). En transformant donc au besoin @ parcep. p. ¢ m.,
on peul supposer que w parcourt le champ <, dordre p”,
divisant K = mzsi A = G ou Q, et 2K = mn’ si \ = Hou H.

Jeposeraialorsg, = o= {g,). Comme 5,03 =0, g(donca;'=1_,),
on voit que, dans l'isomorphisme de @ avec le groupe des subslitutions
(z + ) olt % parcourt <,,. g, correspond & 5 + 2.

2. Soit A = () une substitution de A, telle que g, A =%Aas3. Le
développement de cette condition donne

(l) ) .\;;‘ ).(»\50'1:;[: :lll cgk‘g).gl.

v

“n faisant / = n el, successivement, £ = 2, ..., n, on en tire
'A,,, = Ay = ... = A=y, = 0. Adwmettons que A, =0 pour £>/ si
i < k, et faisons dans (1) A=2,...,/. On aura successivement
Ai=0y, Ay =0, .oy Ny y = 0. Done Ay = o pour < k. Il résulte
alors de (1), pour /= 4 — 1, en écrivant A; pour 2, que l'on a

AT k1= OBkt hir (A=2. ..., n).
Or la condition ¢,33 = 33, donne

Otk k=1 OBk~ 1, k=27 T3 Lk -1 Tok—1 A (A=3....,n).

A 2s P
Donc)‘— =.,..= ’;" soit = g, ou Ay =X, 5" %,
2 ‘n
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D autre part, la condition que A conserve @ donne (quelle que
soit la détermination de A)

(2) )‘I.i‘lhl'l"'i:‘ (i:l) ""”)‘

Donc la multiplication A, dont les multiplicateurs sont A, ..., A,
estdansle p.p.c.m. M des m,, et A7', qui est dans A et a la forme
des substitutions de P, estaussi dans P. Donc A estdansA,P = PA,.

De plus (2) montre, en faisant le quotient des équations correspon-
dant & ¢ =1, 2, et en tenant compte de A =12A,9" %, que o™ ' =1, et
alors (2) donne AT = p'=*. Si donc A est dans &, et n pair, c'est-
a-dire si A = G, g est carré. .

Ainsi, en posant p,= |y, vy, A est, quel que soit A, dans | p, |1,
ety si A= G, dans | u."l’

Quel que soit A u.o multnplle a par "' et est donc dans A’. Cher-
chons une snmhtudt de multiplicateur £,=£ telle que |&']u ==
ou, si A=G, u*conserve a. £ est évidemment dans ', Posons §=1"",
faisons « = v'*+', et désignons par w, le p.g.c.d. de w, *—1; Pordre f

de % sera =

- Je désignerai encore par ' le p.g.c.d.de n+1, 7 —1,

LIN
et par 2° la plus haute puissance de 2 divisant = + 1.
Pour 1= 2v-+1, on peut faire £ =v*'. Alors w.=1Im;z-10-
estd’'ordre = — 1.
Sott n==2v. Mors u=10m 1. et = est impair. Si r est
l'ordre de . = [57']u,, on a§ B quel que soit k, d’ot1 " = 1. Done
» a la forme s(=—1), et s est 'ordre de 5.

Soit d'abord A=H ou H. La condltion Er+t — "+t donne

T+l

w=n+1+{(=—1). Déterminons I parla condition n+1—2l= ——.

On aura

T ™1 m—I1
u':‘ + (20l 1) == \:z [2‘*'(Il+l)—- 5 ];
T+ 1 n—I
W= Tn', Sf=2at =

Donc s = 2!, et u est, comme &, d’ordre 2°(® — 1).
Sout .\_.(J. La condmon que u? conserve @ donne &' = 2+Y
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T+

’ ’ mT—1 .
wyw =414 1—2—- Faisons | = o. Alors

41 T —1 _
5 w, f=2 ) s=2, prt=d ().

Quel que soit A, u. est, comme u,, permutable & P (G., 13), et u.
transforme P comme w,. Le p.g.c.d. de {u,i =M, =M, I’ est tou-
jours | u® "'y car pour que " soit dans I, il faut et suffit que u., y soit,
donc que t"= 1= ... =" dottA=o0 mod= — 1.

Ainsi, en désignant par Q(ZD) le groupe des similitudes de A,
par Q, son groupe sylowien d’ordre pair, par A un groupe égal
Grsi n=2v+1,elald st n=129,\est dans PMQ (dans P | u?!
stA=G),etlep.g.c.d. de M, Q (qui est le groupe des similitudes
de PM)est A (*).

3. Encxceptantle cas n=p=m=,Mestson propre normalisant dans
PM. En effet, soit 0 = (94) une substitution de P. Si o=' My =M,
on a, pour chaque valeur de r, ou"= u‘s, ou gu; =ujs 7], ou

Y \

(') Pour m=3 mod4, on pourrait déterminer [ de maniére que

w'=o0 mod 4. Alors wy=an'(w+1), f= y s =1, p™'=1. Mais, quel

n—1

ue soil le choix de /. étant iciimpair, le groupe ;pL( D = du®!, qui seul
importe, reste le méme, .

(?) Pour n==2v, G divise H. On a alors £f+' ="+ =¢§, d'ott pi=pi+t. On
remarquera rue Mg, qui multiplie Pinvariant @ de H par — 1, n'est pas dans H.
ht—1
Mais, quelle que soit la racine j=1¢' ) (Zimpair) de j*H'=—1, |/]pe=¢’
est dans H, et (J &)™+ = 1"+ = i+

.

Je dis de plus que ;,u’{ contient {wi- Il suffit de montrer que puy est une
puissance de ', c’est-d-dire qu’il y a un nombre « tel que

it = (J &g 4)* (k=1, ..., n).
Il faut et suffit pour cela que @ =1+ B(w —1), B vérifiant la congruence

B[Iz(n——x)——(n~f—x)(1r—a-1)]+/z+ﬁT+;l =0 mod 2 (7t +1).

. . . T +1 ,
Or soient 3, et y, deux entiers vérifiant 3,(7—1) +1= o=} 7o est méces-
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oy = opttE. De la, pour ¢ = £, v¢~9 = 2. En faisant i =1, 2,
on voit que v~ =1, d'ott r=s mod = — 1, et &~*=1. Si donc 9 £ o
(alorskestSisn), i — % a la forme f(= —1), f étant entier. Mais
t— kestSn —15p —1. Donc, en dehors du cas excepté, ona o =1,
et M est son propre normalisant.

Sin=p==,ona f=1,i=n=p, k=1, et ¢ est une «, ou
une «, (., 9). Donc, n étant ici impair, A = H ou H. Alors, en
néghgeant le cas A =H, et en disignant par |u,| le p.p.c.m.
des u,, qui est le central de P, le normalisant de M dans PM est
M uw, !, w étant permutable a chaque u,.

Soit plus généralement }us! un diviseur de M d’ordre ¢ moda :

T—1 ’
alors gg est le p.p.c.m. de g, = —1; donc gg=g , e étant le

o
p.g.c.d. de g =eg’ et de = —1=-eg. Comme il y a toujours des
entiers u, ¢ tels que u 0"+ ¢g =1, on peul supposer, en prenant au

ug g . _— ™1 .
besoin u“s pour uf, ce qui n’altére pas ¢, que g = - Pour que

-»'

soit permutflbled o, il faut que ous ait la forme y'o. Comme
tout i I'heure, cela exige que £5—° =1, et, u. ayant 'ordre de§, u’ = ps.
Donc u=$pus =2 ou 3450 =o04. Si donc @;#0, on a i—k=o0
mod ¢. Done les o o permulables & (us} sont celles oi les 9 silués
hors des sous-dia u(males de rang = o mod ¢ sont tous nuls, et elles
sont permutables @ us. Elles forment a priori un groupe T8. Sotent

Let U les nombres de gy 00 i — k= fq > o (f entier) qui, dans une

T+1
sairement impair, et Fon peut supposer 3, pair. En posant alors 3= ﬁ"—‘—u—_z‘_’

la congruence précédente revient &

zt(leﬂ:l«ﬂ+l>+h7°+|zo (mod 2%),

2 2

toujours 1‘ésoluble en u.
Pour que 'u | = ,(«lu‘, il faut et suffit que p' soit d’ordre 2!(w—1). Or, la
premiére puissance de p’ qui soit dans 1’ est p/#'=[;-*], et l'ordre de ;*

T . .
est —«;-t—, h, étant le p. g. c. d. de h, w+1. Donc il faut et suffit que
4

h_‘f"-i—

k', W étant impair.

Journ. de Math., tome V. — Fasc. I, 1926, 10
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o quelconque, sont respecticement au-dessus de la transcersale et
dans la transcersale. [ordre de T¥ est =" si A =H, =" si
A =G, =’ si A= Q (cela résulte des relations fondamentales). S¢
doncgZp—1,I8=1o0u u,l (en négligeant le cas A = H) selon que
noest >pow =p. w est écidemment permutable @ V¢, Done le
normalisant de ' ps| dans PM est s M.

1l est clair que | us | divise tous les transformés de M par 1'¢, Soit Z,
d’ordre r mod 4, le p. g. c. d. de ces transformés. Comme Z conticnt
ué, restZ g. Toute substitution 9 =(9;) de I'¥! est permulable a Z,
Or cela exige, comme tout & I'heure, que tous lesg; 0ltt — A== omod r
soient nuls. Donc r=g. el 7. = v .

e

4. Soit uSg, 92 = (9;,) élant dans P, une substitution de PM per-
mutable & m, et soit ¢ (premier & p) son ordre mod PA. On voit par
récurrence ue (uf¢) === u8* mod P. Donc u# est d’ordre ¢ mod PA.
Mais us7 est d’ordre premicr & p. Donc us7 est dans A, et gq est le

T

— 1

p. p-c. m.degetden — 1. Donc gy =g

> e étant le p. g. c. d.
e
de=-—1 =-eq etde g=eg’. Comme d’ailleurs il y a des eunliers «, ¢

W —_ . N . . 1 g -\l
tels que «g” + ¢g = 1, on peut supposer, en prenant au besoin (usg)
. T— . .1, .

pour yfo, que g = *—u el Cest ce que je [erai désormais.

Je dis maintenant que ufo a une (ranslormée s par P ow 3
est une substitution de P permutable a us.

Tout d’abord, si I'on désigne généralement par |z| la substitution

| , gne g i
déduite d'une substitution = de A en supprimant les deux lignes et
colonnes de rangs 1 et 2, [uS9] est dans A(n—=2, =). Car on voit de
suite (et mieux encore avec 'ordre ancien des variables) que [u<o]
verifie les relations fondamentales exprimant qu’elle conservea—ua:, y,.
Si d'ailleurs = = (3;,) et ' = (=,) sontdans P, etsi 33’ = 3" = (353,), on
a 5, = o pour i < k el =, = X} 5,5, pour ki, dou {z"]=[z][5].

On peuat donc admettre que [9] est permutable & [us] (Cela est
évident pour n =2, 3). Soit maintenant { = (7;) une substitution
indéterminée de P telle que [{] =1, et soit Z"pg?‘ﬁng?’, d’ol
N T AT ! -8 )8 ; =
ol = u"(usy" (donc o', comme wsTus, est dans Pyet|9'] =]7]),
ou, en posant 9’ = (g;),

(3) S Gisog == o ¥Ry (h=1oui=n).
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Pour que 0, =0, il faut et suflit, d’aprés (3), que &, + 3., =¥y,
ce qui détermine C,,. Supposons donc dés labord que, pour

L==2,..., 0 on ait g, =o quand 7:z==1modg, et cherchons &
déterminer { de maniére que I'on ait ?“-—4“ pour i =2, ...,7,

el v, =0 ou 9., selon que 7=o0 ou==omodg. Il suffit pour
cela de faire §,,={,, =...={,=o0et {,,, = q"*“ ou o selon que

rs£oou==0mody.

ll suffit donc de prendre pour { celle des substitutions V, U, « qui
remplace y,., pav y,. + &7, (alors{ = 1sir=0modyg).

En faisant successivement rr = 2, ..., n—1, on élablira finalement
la proposition (quand 3,, =...= 9,,=o0, il résulle des relalions

fondamentales que 5,, = ...= 'p,,',,__, = 0).

Il reste pourtant & lever une objection dans le cas ot A =1Q
(alors w=12v-1) et ol r=1n — 1=omodg, car alors la détermi-
nation choisie de { est «, v, , qui n'existe dans P qu’a la condition de

se réduire & 1. Mais pumsnment la combmalson de la premiére colonne
de 9 avee elle-méme donne ici

Ny ™ von? —
Ot =iz 201 Cn1—i1 + COypy ) =0,

Or on ne peut avoir & la fois / ==1modg et n +1-—i=1mody,
niv+i1==1modq. Donc s, =oetl, =o.

Comme toute substitution de P transforme ¢, en une substitution
6, = (%) OV Gy 1= Fysus CL Par suile @ en un groupe ayant les
mémes propriétés, on voil qu'en (ransformant aw besoin & par une
substitution de P, on peut supposer que son eormalisant dans PM
contient une substitution de la forme vy (gg== —1, q élant
donné) ot g est dans P et permutable a ys. Alors, (u$9)7= ustq!
étant permulable d ¢, et us? dans 4, o?est permutable & &. Donc 3 et u#
sont permutables A w.

Supposons désormais g maxcimum, et w déterminé comme il vient
d’étre dit. Soienl wig, (V=1,2, ...; g, =g} 9, =2) lessubstitutions
de A permutablesa &, w*iy, étant d’ordreg;mod PA. Alors (o) (uz,)"
seral’une d'elles, telle que us*y,, et g, = ug + ¢g;. Oron peut choisir «

et ¢ de maniére que g, soit le p. g. ¢. d. de g, g Soit g=lg,
Tr—

r . oy . \
et gy = 7 80 8 étant premier & ¢,. On aura lgg, = ¢,. Mais g} est
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premier a ¢;. Donc g/, =1, et lg = ¢,. Or g est maximum. Done [ =1,
et g,=g. Donc gdivise g;. Donc u¥ est permutable & . Donc ¢, est
aussi permutable & @. Si done w’ est le normalisant de & dans P, le
normalisant de @ dans PM, et par suite dans A(2), est | us &'

Comme les 5,;,_, sont tous == o(1), aucune puissance de u¥ autre
que w& n’est permutable & une ,(3). Donc la substitution opérée sur
les p™ —1 &, quand on transforme © par u¥, est formée de cycles
d’ordre ¢. Donc ¢ dicise p” — 1. Donc ¢ divise le p.g.c.d.@dex—1,
p”"—1. Or m divise K =mxzxsi A= G ou (), et 2[\ =mx siA =1l
ou H (1). Si m divise K, @ = p” — 1. 8 mi divise 2K sans diviser K,
c'est-a-dire si *' est impair el m = 2m', 0 =2(p™ —1) ().

On verra que ¢ est toujours égal a 0.

5. Supposons que m divise K et admettons que q =p" — 1. —

I ,crlvons alors by By Sy = Epe Uy = Uy M,.u=M,, pour ¢, SJ.‘,', &,

ui, | ui!l, désignons par ¢, le champ d'ordre p™, et posons

| o e
L@ e == 0, i =00 =de,

Remarquons de suite que, si A =Q, y,,,..H M Lrei-igy U1 €st tou-
jours dans A°, n’est pas toujours ddl]S l) (¢f. G, oJ) Il'y estévidem-
ment si g ou %z (== mod 2) est pair. Supposons donc x impair, et
soit [ un des nombres 1, ..., v. Si v est pair =2g, v-+1 — 7 prend
des valeurs de parit¢ différente pour i =/et i =v-+1—{ Donc g,
est alors dans B toujours et seulement quand g est pair. Si v est
impair =25+1, v+1—1¢ prend des valeurs de méme parité
pour z=1{ et i=v+1—{. Donc ., est alors dans B toujours et
sculement quand ¢ est impair. Ainsi, pour A =Q, ., est dans B
loujours et seulement si . est pair ow si v .=:0, mod 4.

On a maintenant o, cu) =a,, et u . g, ,“——(.L;('“ U = G

ik T tm m
Donc g,5,, = 80,4 :
Donc ®|A==|5+1,1,3,, Ac com.spondant dz+1,etAu, at,s.

(1) Tei Kz=m'#, et § (p" +1) est premier & & (p¥—1). Car tout facteur 6§
commun & 5 (p*¥--1) et 4 (p¥—1) divise leur somme & (p¥+p™), donc
1 (P*" 4 1), done aussi 3 [ pH" 41— (p¥—1)]. donc { (pF—1) et, en
continuant ainsi, on voit que 6=1. ’
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Si donc {3 est un des nombres 1, ..., p —1 mod p, I'élément de Aw
qui répond & 5 + B = (5 + «)? est Ao, = Asf.

O est défini parles équations de @ et de M, jointes a w.,! 6,0, =5,
5, parcourant les généraleurs de s qidon peut supposer élre o = T
S eeey Gunoie D’une part, en eflet, il résulte de ces équations
que v~ est permutable aux o, (S., 73). D'autre part, ® vérifie ces
équations et contient A (¢f. £., 18, 19).

D est deéfini par les équations de w el de {ul| jointes
ayto,u, =0, (S.,73).

n

La condition 7,53 = 7,,3 (qui entraine o3 = 535,) équivant &
) (a0 +B)iboy=2={ab~FBi~to, o (£2k),
d’ot, en comparant les coefficients de fu'~*,
(i — Mg =0G¢i1Ti1,ir

En remplacant ¢ par{ —1, { — 2, ..., k + 1, en multipliant les éga-
lités ainsi obtenues, et en posant 5,,5,, ... 5, , =881 {>1,s =1,
on obtient
. . S -
(5) (L—/.')'.o'i,_.-_:c—' (E2hkZr; ol=1),
' . . Sk .

Donc les 3y sont complétement ditermings par les o, et #o
pour ik, On voit d'ailleurs de suite que lexpression (5) de oy
vérific (4) quels que soient les g;;_,. Or, en transformant au
bhesoin @ par des m;, on peut donner & 6,,, 6,4, ..., G, 81 71 = 2V, ¢t
N Gyyy Tygy eeey oy, SL 2= 2v +1, des valeurs arbitraires = 0. On
va voir qu’alors les o; ;_, sont déterminés pac les relations fondamen-
tales.

6. Supposons d’abord que A soit le groupe H(n, w). ~ Les
relations fondamentales donnent

Tpmittynei ™+ Tigey ;=0 (I=1, .., v—1, 51 ¥v>1I)
et

Tyt 0= Oyaeyy S N == 2V} Gyabt H O Fyqpy y== 081 == 2V +1.

Si donc n = 2v, on peut, en transformant au besoin & parune II._, m;,
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(ce qui multiplie o, par 34 sans altérer 6, o,,, ..., ,.,-,), donner
ao,,,. une valeur arbitraire dans e.
Supposons que ¢,, = 6;,=...=0,,,,=1. On aura

% 1 pourl=1, ..., v+1,
§p=

! (— 1)+ wn pour {Z v+ 2,
et par suite

{ 1 pour {Zv 41 2
A s (T—= k) gg=" (~1)irviryn pour {Zv-2 et AZv+1 b AL
(b) ‘ (___l)i—a»/.*

pour (. v—+2 et AZv+2 s
L C=0 pour ¢ < kj g1
Ainsi, quand m divise K, @ est complétement déterminé. Mais on

ne sait pas encore st  divise A, ¢’est-a-dire 8”7l conserve a, Or, cn
posant

3 - Ny : Q. N . L.
bx{i = Ty 0 7:’")» ba[ﬂ = =TT 5y
Al —_— ! - . M

Tz ==Saz— Sy,  TH8 = 0 Tyu1,2Tv41. B

cette condition, formulée dans G, 1, s’écrit

‘0 sloa-+ 35750 +1,
Teg+nmag=0 sio+3m=n+1 et az3,
(7 ) ',w stx+B=n-+1cet a=5 (alors n=12v +1);
§ =1

sioo” 35 0=—1 siooe << B3,

1l s’agit de montrer que les valeurs (6) des 5, vérifient (7).

Soit d’abord n=2v. Les seuls termes = o de S,g sont ceux
on iz et n+1—iZx. Sidone>n+1—aoua+8>n+1,
S.g =0, et de méme S;3=0. Sia+3=n-+1, ou bien § est Sv
(donc @ >v), et S, se réduit & un terme égal & 1, tandis que S = o,
d'ott Tyg =1, ou bien a est Zv (donc 8 >v), et S,g=0, Syz=1,
d'ott Toyg=—1. Soit a +B<n+1et n+1—a—f§=pf L suffit
de faire croitre 7, dans S,g, de § (si 3<v) jusqu'au plus petit p. des
deux nombres v, n + 1 —a, ct dans S5, de « (si aSv) jusqu’au plus
petit u’ des deux nombres v, 1 + 1 — B, Si alors BSv et @ >v, on
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aS,g=o0,0=n+1-—a,et, enposanti =+ 4,

8 Nr (’_])h —_ (-—-[)""3

Sap=(—1)"7" X4 M=)~ ~ /1

(t—1)'==o.

SiaSvet3>v, onade méme S,3=S,g=o.
Si « el 8 sont =v,ona .= =v. lin posant dans S,3 ¢ = 3 + 4,
< ;! L& A CRNT (’_ l)h .
et danSbag n—+1-—1t= 13 + /l, on a lq{g = (-- l)v a'_oilm——o.
Soit n=2v+1. Si a+B>n+1, on a Sug=8,s=r1,=0.
Sia+ 3 ==n+ 1, ou bien a est =3 (donc «ou 3 est >v)et I'on a
T,s3=0,79=o0,0ublena =F=v+1,etlona T,g=0, 1,3= 0.
Soit a+B<<n+rtetn+1—a—B=f On définit v et p
comme précédemment. Si alorsBestSv et a>v+ 1, ousialy et
8>+ 1,0on aencore Tyy=r,3=0.Si3zvetalv+1,ousialy
et 3Sv +1, on a w'=w=yv. lin posant dans S,,/ =0 + 4, et dans
Sign—+1--7/=3-+h (S;g=0 pour a=v+1, et §;s=0 pour
ifj =V - |>, on a Ta#"“' Tas = &-— 1)'“" B (l -1 )f = 0.
\insi @ dive \, el y est ellectivement égal & p" — 1.

7. Supposons maintenant que A =G (n, ©). En transformant @
par une I_, my,, » étant dans €', on peut ramener s, a 1,
Tary o+ oy Ty, Testant égaux & 1. On reconnait alors, comme dans le
cas A = H, existence, dans A (n, %) du diviseur ® =} w, w,| quiest
contenu dans PM (P ayant toujours le méme sens). Donc ¢ est
encore effectivement égal a p™— 1. St % est pair, u< est dans | u?!
(gz==xmod2, el ® divise A. Si 2 est impair, le p. g.c. d. de ®,
A est .

Mais ici se pose une question nouvelle. En transformant le groupe
initial @ ol @,,,, était encore indéterminé par les m; de A, on peut
ramener g, ,, soit a 1, soit A un non carré de ¢ arbitraire N. Appelons
encore w le groupeou g, , , =1, et @, celui olt o, y= N. Nous savons
que @ divise . Mais @y divise-t-il aussi A ? Et si o divise A, y est-il
conjugué de m ? Tout d’abord wy est premier @ @, car w,, qui est
permutable a wy comme ¢ w (toute m; est permutable & w,,), trans-
forme chaque s, de I’'un quelconque de ces groupes en toutes les autres.
De plus @ et wy sont conjugués dans A’, car la substitution s de A’
qui multiplie y,, ..., y, par N-' sans altérer &, ..., x, transforme &
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en . Donc ©y divise A. En posant alors sTlos =l = (o

et o' =gV, oy = o}}', on aura 6y, = Gy =o' ¥3, si i et k sont tous

denx >v (1> k) ou tous deux Sv, et oy =1 \o-a,-,‘:: Ne~fg, si t>v

et h <v Comme d’ailleurs s est permutable & u., on voit que, si 1), =2,
:N

U‘/n ,5 R, =8 U‘m GB lu‘ms =s' :x@s == Gz?];‘

Supposons qu'il y ait dans A une substitution A = (%;) trans-
formant @ en . Il y aura dans Aw@y une substitution (ransfor-
mant M, en lui-méme (et toujours @ en ©y). Prenons-la pour A, On
voit comme au n°® 2 que A est dans A, P =P2,, &, élant un produit
de m;, donc permutable & w,. Or, n étant ici pair, donc > p, toute
substitution de P permutable & M,, se réduit a 1 (3). Done X coineide
avec ),. Supposons que A~' ok = 3" (en prenant pour A une substitu-
tion de k| u2, |, on peut remplacer a par un élément quelconque de ¢,
ayant le méme caractére quadratique dans €,,). On aura, comme
au n° 2, en posant k=X, AA, ;=1 et Moy, = 260y Ixey,
d'ot Ay =oak_, pourk =2,...,vouk=v+2,..,neth, =Nz,
Comme X,,, A, =1, 0na Na = A", et « est non carré dans . Or a a
la forme v, = 1", et g a la parité de =.

Donc, st % est pair, © el @y ne sont pas corjugués dans A.

bupposous donc # impair, = non carré et A= \Na. On aura
A= a'TA, pour =1, ..., v—1, et la condition X, = ok, _.
(v+ zi/.;n) qui, en posant k=1 +1—7 (15/5v — 1), seu‘lt
Ao =k, est vérifice d'elle-méme. On a alors eflectivement
2~'oh=cy' (on peut supposer que N =u'"*, et prendre alors
A=Y dot A=«'""' pour [Sv) et, & étant permutable & u,
A ogh =03y,

Ainsi les diviseurs de A semblables ¢ @ formenl dans A deux
systémes conjugués (représentéspar o el @y conjugues dans ') ou
un seul selon que » est pair ow impalr.

8. Supposons que A soit le groupe H(n, =). Les relations fonda-
mentales donnent ici

cn-&-l——i,n—i"f‘o'i.;.l,i:() (l:l, coy, V—1, 81 > [)
et

Gyt v+ Oysy y==0 S n=2v; Oy42,y4g+ 2CTypgvy==0 S1 A==2V 1.
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S8t n=2av, g,,.,, est de la forme we, e étant dans €. Prenons
Oy =0T43= ... =0,,_, =1 et (en transformant au besoin par une
Il = my,, ce qui laisse @y, .0y 0y, Tnalténds) oy, = . On aura

t pour {=1, ..., ¥,
= (— 1) 4y,

L.» groupe ainsi obtenu se déduit de celui obtenu pour A = I (», ©)
par le changement de variables qui counsiste & remplacer y; par wy;
pour { =1, ..., v saus altérer les @; (ce qui change U en II). Jele
négligerai désormats.

. . . 1 .
Si n =2v+1, je prendrai ¢= - (en changeant au besoin la

variable ). Alors o, _; _i= -~ Gay.; quel que soit 7. Je prendrai en
outre o;. ;= (= 1) pour =1, ..., v. Alors ¢, ,=(—1)° pour
=1 il—2)

P Loy, el = (___ l):-»:x...,..../______(_ 1) )

Pourque @conserve a, qui peut s'écri l‘e% DY 7 SRR e 7% ST N
il faut et suffit que la somme 8,3 =S{_, 5,,5,,,_, ¢ soit égale i o ponr
a+ 3=En+1, et &1 pour a+ B =n+rt. Or, ici éncore, si & + B
est >n+1, S;g=0. St a+B=n-+1, S5 se réduit & 1. Si
a~+ 3 < n+1,ilsulfitde faive varier £ de a & 2 + 1 — B ou, en posant
k= o+ h, de faive variev i de o it f = n + 1—a — . On a alors

g 1 N+t "1/14-14 xA-N

N RN T S S T
; YRl — YD Sa Saagoaer

Or

F/I(/l—bl)

Syrh Snpl ox—f - ( I)hl- 3 RN AT I ey A

S ATy T

2

Sa Suer-a-f

se réduit, & un facteur prés indépendant de A, a (—r1)". Donc
SQSZ—"O.

9. Supposonsenfin que A = Q(n,=). Ona vu(l) que, si n=2v,
@ n’exisle pas. '

. . 1 . g e A
Soit n = 2v—+1. En prenant ¢ = -, onobtient évidemment le méme

groupe que dans le cas A =H.

Journ. de Math.. tome V. — Fasc. I, 1926. ¢
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Ainsi, quand m divise K = mz, q est effectivement égal a

Pl" —_1.

10. Supposons maintenant que m ne divise pas K. Alors A =H
ou H, m divise K= mx', m=2m, et q divise 2(p"" —1). Or le
groupe @ construit précédemnment est évidemment dans A, et A
contient tonjours w. Donc A contient le g,.,.._, de ®. Donc

g =20p" —1).

LY. 1l est maintenant facile de déterminer le normalisant '
de ® dans P. Pour qu’une substitution ¢ = (g4) de P transfornie o,
en ag, il faut et suffit qu’on ait

X — .
“-:p.. 19keTugt T ma=103ka Par

ou
2civnpTer 2t L Ei 3, BF T og,

« et B étant dans g,. Comme g, =15,=o0 pour k </, et que
Qik = Oy, = 1, 'équation est identique pour AL/ Soit A=/+h> L
Pour i =1, elle donne « = 8 {donc 9 est permutable d 5,). et l'on a,
en supprimant les termes qui se détruisent,

Nh-1 . i = Ny i
2 Gt i Tiaia T T G i 2T Qs 0

Ple2tt __ Pt

On voil que, pour A =2, est indépendant de (. Soit

Clra ey T,
donc 9,,,,=0,5,,,, et admettons que I'on ait, pour g =1, ..., h — 2,
Gt =05, 0, ne dépendant pas de {(0,=1). L'¢quation préce-
Su 1

dente donue alors, en remplacant généralement g, par el

Sttt
b

, St Opas
T = Qe
@l h 144 5 t+hi—1 Py

ou, en multipliant par (# --1)! -,

Qivhixr __ Prrh-1i
T4 hl+1 a'('i-/l—l.,.

c’est-a-dire que Qpp-y = 04 Gran—r . 84~ étant indépendant de /.
Mais les 6; (qui sont dans 2 si A = (v ou Q) doivent satisfaire & la
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condition que 9 conserve la méme forme a que 7. D’aprés la veérifica-
tion faite au n® 3, cette condition équivaut, quel que soit A, &

(1) —o{— )"(‘,)6,,7,_,,_.0 (Go==1 pour f=1,....n—1),

qui s’écrit encore :
si festimparr = 2p + 1,
N X H ; 5 'f A g
(2) ?/"“ 'J_l"'—f(rflr{/‘—l"' 9_/'—-1/71) o (- l)g(u) ([/p.oy.-n—‘ [/p.+1 /}y.) = 0:
|
st fest parr = 2 u,
(3) ,/[+ ;/f—‘/‘( {/( Q,;|'* ,J,‘._ (/‘1 ) )

4= ‘)y'—‘(\u{_ l) ([’u—- rJUL = Ou+|Ju—|)+ (=) (‘/) Uu.g!J =9.

Soit A=H, v=1, et =10+ 007, 0, et 4, étant dans e. En
choisissant al‘bltlmrement les O, et Iea Oum on deter‘mme successive-
ment les 0,,., par (2) (0] =o), et les 0, par (3). Donc &' es/
d’ordre ="',

SO =0,=...=0,.,=o0,onaf,_,=(— 1)6,, .. Or, on vérifie de
suite que 8, = (— 1)"s,. Donc v, = (ff_o_Ll;—,
(si A = H on trouverait une @,) arbitraive. Donc @’ contient |u,!, ce
qui devrait étre, a priori, puisque | &, ! est le central de P (G., 15

Soit A =G ou Q. Alors (2) s’évanouit, et, en prenant arbitraire-
ment les 0,,.,, on détermine successivement les 0, par (3). Donc &'
est d’ordre =,

Supposons 0, Oy, ..., Oy, nuls. Si alors n=12v(A =0), ¢ esi
une «, arbitraire [ici encore le central de Pest ju,! (7., 23)].
Sin=12v+1(A=0Q), 0,_, et 0,, sont nuls, et o est une U,, arbi-
traire, c'est-a-dire que 9 parcourt le central de P (G, 42).

Plus généralement, d'aprés (3), si 0,, ..., 0, sont nuls, 0, =o.
Donc, si tous les 0, d'indice impair Sy sont nuls, 6,, =o. Pour
que 0,, ..., O, soient nuls, il faut donc et il suffit. que tous les 0;
d'indice impair 2 £ soient nuls.

=14,,. Donc 9 est une «,

12. Déterminens encore le normalisant ® et ® dans A. Soit s
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une substitution de A permutable & ®. s, étant évidemmment permu-
table & @, est dans | u,,! @' (3), et, en prenant pour s une substitation
convenable de ®s, on peut snppoeel‘ s dam ®'. s transforme u., en une
substitution de a forme 57" u) 7,. Done 57" = 2 = (g;) cst dans @ et
permutable & |, {. Or, on a vu (3) qu’une telle substitution n’existe
hors de @ que si n=p avec m =1 et A =H ou H, et qu'alorselle
peut &tre quelconque dans | «,, | si A = Houdans | u,,, ‘st A\ =H.

Done, en exceptint le cas ot n=p avee m =1 et A=H ou H,

O=0. S/ n=p acec m=1, ¥ =30, u, : pour A=U, et
®'=|0,u,,, | pourA=H

15. Pour que A(n, p*) dicise A(n, =), il faut que n divise K.
Si A= G ouQ, cela suffit. St A =t ou H, il fawt enoutre et il
R
suflit que — sout impair ( ).

Supposons que mh dicise K., le quotient étant impair pour A =z 1
{ 1
ot H et cherchons s @ ou, pour A = (v avec z==1 mod 2, ¥ divise
mk Do N, Qg - AN aiteotre sl A == H
. . , , § st =
A(n, p™). Par construction @ divise A (2, p™®), sauf peut-tlresi A = H

avec =12 + 1 ou st A = Havecn = 2v, i caunsedela présence de w

On pourrait néglicer ces deux cas comme sans intérét, Mais, comme —
o /
- i}
est impair, le champ g, d'ovdre p™ contient un non carré N de ::.
Eua supposant donc que ur= N, u délimt a la fois 2’ relativement a &
bl

et le champ ), d'ordre p** relativement a ;. Alors w est dans ¢,,.
et @ divise toujonrs A (n, p™*).

Il suffiv done de considéver v, on. st A == G avee z=1mod 2, u;.

On voit de suite que A (2v + 1, p™) contient lowjours ®, !’! quo
G (av, p™*), qui contient toujours O°, conlicnl ¥ lowjours et sculement

. . . . TS o s i
st k est pair kpour qu'il contienne @, il faut et suflit que "' =1,

Sm

Yk g
d'oli ’7—~~l— =0 mod2 )

Soit donc A =l avec n = 2v. Comme u,, multiplie l'invariant de

(1) St A =G ou Q. les géuératenrs de A (2, 7Y appartirnnent évidemment &
A(n, 7 quel que ~oit L. St A =l(n, ®), le~ ginérateurs de A (n, =) ne conser~
vent Uinvariaut de LL(n. =) que si 7 est impair.,
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H(n, p™*) par 1+, la condition que ., soit dans H(n, p™*) revient &

iy +
Bt (B est alors dans €,,,).

Soit d’abord ==1mod 4 (donc ¢ = 1). Comme K/ est impair, on a

k ==z mod 2, donc, méme si p=3 mod 4, p" =1 mod 4. La condi-
) y P P |

,m4 1 T— 1 . Ry
tion précédente revlentalor:h’ = —_—— mod 2, qui est vériliée.
—1 PI”"' I ? I
Soit w=3 mod 4 (donc mk=K=1mod2) et p=—1+2%h
(A tmpair). On voit par récurrence que px= — 1 + 2?1, (@, h, impairs).

" A

Donc z =1, elp

* est impair. On trouve alors, comme précédem-

mh . )
—1 w1
ment, pp = ' mod 2.

m__ g Pm

Donc tout diviseur H(n, p™) de H contient ®("').

(1) En partant du divisenr A (n, p™*) de X comme on esl parti de A, on obtient
la méme détermination de M,,. Désignons. en eftet, par ti,, thim- Mogme ;.L,..,,,, Chm
mt
les éléments qui remplacent alovs 1, V0 P, Hoy 20 en faisant 1, =1 P pa

wia|

L,y =s O pihmer
Sinczavpioona évidemment gy on == pom L <pm =3I
. o S sy TEn B- - R
Soit done n=2v. La condition w,, = p',, séceit [31,, 55" 1= b om eam- Or.
pour que fe second membre soit dans I, il faut el sulfiv que

FUZ2NE . B R — -1
e T, = .., = N

dot =1 h(pt—1) eli,=:cn.

o g v L T
Soit d'abord A =11. Alors - est impair, donc aussi ————: donc la plus
k P41
haute puissance de 2 divisant p7# 1 est . La condition &, = £%, vevient alors

 la congruence

K Yk 4+ . — mhk \
ol +1— pr 4+ol= _P mod a/+1!,
ql pm -— Pm____ 1

(ui est toujours résoluble en 7 (le premier membre est =24 mod 2*', et le
second est = 2 — A mad 2).

Soit A = G, et k pair. La condition £,, =%, revient & A= o mod 2.

Pour A=G et & impair, la question qui se pose est celle de Pégalité
u, = uil. Elle exige d'abord que 2u =2+ h(p™ —1), puis que £}, = £37,, d’out
encore h =0 mod 2.
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14. Cherchons maintenant dans & un diviseur N isomorphe a
2 (2, p™), dont les s, soient irréductibles, en entendant par la qu’elles
sont ircéductibles quand on regarde les variables comme non homo-
génes.

Soit X un diviseur de A contenant Q (2) et tel que X|1Q==x. De
la structure des g,m ., de X et de I"analyse précédente il résulte :
1° que m divise K =mz, et si A =G, que » est pair (7):2° qu'en
transformant au besoin X par A ou, st A =G par A’, on peut sup-
poser ® = . , u,,} contenu dans \.

Soit v = (yix) une substitution de \ telle que Qv corresponde
a (= 3') de g(2. p"™). Pour Pexistence de X, il faut que l'on ait

mod Q (8., 83).

AR (pa Ve, VAREUN IR Il

et ces conditions, jointes & celles déja indiquées, sont suffisantes
(loc. cit.).

Je poserai y* — [{], [{] étant dans Q, et, si Q= D, |{| = «". .

L’équation |[yo|*:=1modQ s'écrit oys =vs'y[s]. lz] étam

dans Q. En prenant [£]~ pour v (c'est-d-dire en posant ~ = [s7']~,

0 i ] ' v i

et en elfagant P'accent), on peut supposer que g == 1. Je poserat alors

'

'@, v = X, ="\, 10}, v =\ = X et je désignerai par

N2z NO= Vo, )

ce que devient X* quand on y regarde les variables comme homo-
». 9. M 4 . ‘ﬂl “ N 7 ar R 7'2" ‘o
génes. L équation precedm_ﬂe s'écril encore (3v)" = [{*], ou, en dési-
gnant par Y, =X, ¢, ¥, Y, =X, ¢, ), les fonclions substituces a y;
par ys~'y et oy respectivement, Y= Y, ou ¢, = ¢,.

L'équation y~'u,, v =u,' mod Q s’écrit, en introduisant

vom

MO SRR, D o =1 B I P
‘.‘:.'n tn 1—“ e / Hmy = L J'Ji"‘m .

Si A = Havecn = 2vel x==1mod=2, ¢ est d’ordre ¢ et engendre 4.
Dans tous les autres cas ¢ = 1. On voit que [s] est dans Q. L'équa-

tion précédente s'éerit wo,y=|s:."]w;.,. ou, en deéveloppant,
aro b o,
ikt = Sty Vid:

Or. si y existe, 1l y a, pourchaque valeur de ¢, au moins un y,, # o, et.
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pour y, 3£ 0, 47"~ = 5, Donc s a la forme ¢, (0S¢ p™ — 2). Sup-
pusons que t = v ¥}, ce qui ¢st toujours permix. On aura § = V™7,
Mais, [s] étant dans Q, s a la forme /=", Donc

(= 1)e (:—%—l)cg,q_[(r-:__l)‘

7:—-.

2

}) mn

q—l (f =0 ou 1). Ainsi, pour chaque

\ l .
d’otl cg = f ou ¢ =/

valeur de 7, les v, 5= o véiilient la condition

Pm___l
) l‘+/\‘fn»~—|+f..—-_-2-—-+f’(pm_l)’
. . . . ¢ ;p'“—'l .
F(=o ou 1) élant indépendant de 7, k (/T = et ._;"._:S>’ el

/" entier.

1. Soit d'abord = 1. donc s = — 1. [’équation (1) s’écrira
pm__l

N R R I/ — (/r impair).

Or.r-=hestZ20uS2n. Onadonce

. Py
N i Sn—t,
2
ou

. n—1i — 1
hiza > L .
/)III — l [)Ill —_— l

.Donc, /~ étant impair, m = 1, || =1 (quels que soient / et &), et
p>Pt

2

Soit p=2p'+1 et i=n—p +1. Alors k=(h+1)p". Donc
h=1etk=2pSn Doncpv. MaispestZa,doupZv. Doncp =v
CLp=2v+1. ‘

L'équation (1) devient donc A = n + 1+ hv — 7. Dol

iSnad-14-hv—iln,
ou
' i—n i—
<h .
v v

Wi
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. .- s Vv—1 N .

Done, sii Sy, lzesl.-_?—;—> doih =—n1jelsii>n—v hest™>—1,
d'oit h =1. Donc, sauf si i =v+1 avec n=2v+1, Yy ne peil
éire == o que pour une valeur de k. Mais si n=2v+1,|y| est nud,
car les seuls éléments non nécessairement nuls de la premiére et de
la derniére colonne, sont v, et v, ,; en sorte que le coeflicient de
chacun d’eux dans |y| est nul.

Soit donc n=2v. Alors, pour 1v, k=v-+1—1; pour t >v,

’ -
kk=3v+1— 1 Donc y remplace y; (ISv) par Y, . -; Yver-i €t
Yi(G>v)=a, ;= (l=n+1—]39) Par ¥, guri—j Yavs1—j-
La condition ¥*=[{] donne

(2) Jivi—idovt =id = Y inver - jlaver—j0 = £.
Employons la condition Y, =7Y,. On aict

Yx =7 }-; (— i+ Tyt oy =14 Vi \'1 = '/wr: Sy Y-
Donc

(3) gu=(— 1", L s1=1t ([= v).

Cette relation détermine les v, ot 73v. Les autres sont alors déter-
minés par la condition que ¥ conserve a, qui s’écrit

\,’;) Vi —j ?l.“H—l--/: 1 ( {=n -1 -‘/.).

Enfin le produit de (3) par I'équation ¢u’'on en déduit en changeant /
po+t

env + 1 — /donne, d'aprés (2), {=(—1)*'=(—1)"* .

Il reste avoir si Y, = Y, quel que soit 4.

Dans ce qui suit, toute somme X, /(¥) dont les limites ne sont pas
indiquées, s’étend & toutes les valeurs de ¢ pour lesquelles /(7) est

by e . . u ulu—1).. (u—¢+1
- défini. En particulier (A S ) ‘_(1 )
entier > o, sera regardé comme égal a 1 (ainsi que ¢!) pour ¢ = o et
comme nul pour v < ¢ (').

» définl pour ¢

[

. . . —u U+ —1
(1) Quel que soit «, on a, pour ¢ entier 2o, ( . ) =(—1)* < + >:

. . iy s [ U
et, en vertu méme de cette relation. le second membre se réduit a < \ quand
(S

on change « en — u.
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On observera ausst les relations suivantes :

. S _
. (—1)* s—"— st kSv—1
(5) Spi == ;‘*’ (50 = $n).
(— )f+t 21 si k2
Skt1

Remarquons maintenant que les formules (2)-(5) donnent

i (v—20)!

- {1+ =i — (___ I)v+i g
(6) o Sovi—i (L= 1)! (i $v)
- . ——(__')f+|"‘14»1—1' (¢ — ! = ’
IvHi—ii = .—._—Si __&v_l)!
JSidie (n—=1
Y j3vr— = (__l)l A A .
1) VJ,3vr1—j Sp (j—-‘J—l)! (> 9)
Povrimi) = $n_ (J—=v—1)!
bl —j, ] == —_ _
" $isj  (n—y)!
On a donc, pour iiv,
v1—1i
Y, = 7iv+1—i 2 (’_I)H'""'*'v""0’v+—1—i,/:”/Ir,v-a-l—l.-)'v.*.x_;;’
k=t

d’on, en posantv +1— k=1,

(v—O1 (L= S vt (=) v—-i>
(L-—l)!(l—l:)l(‘)—‘l)!—.;(—‘) (¢—1)l (v—-l

\,
\

T
cq= = (— 1)"*t
5

Pourj>v, ona

v

Y= ¥ imi—y Z (Gt DAL AR RS RIS, (VR
k=1
3V4+1—f
O ,
-+ 2‘ (—1)'/_”’0'3V+|—j,1.~‘/k.3v+1~—/-J"3v+1—k ’
k=v+1

d'ou, en posant dans la premiére somme v+ 1—Kk =/, et dans la
seconde 3v +~1—k=r,

Sy (= ({—1)! <,
cﬂ-sl( ) (j——v—l)!(/t-—-j—f—l)!(v--l)! (£29)s
.__~_._s‘l(r—v—l)l n—j .

Cir= s,(j—v—n)!(n—r) (r<v).

Journ, de Math., tome V. — Fasc. I, 1946. 12
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D’autre part <
autre part, pour v,
N4 K
. N
\i‘—‘—‘z Oikd k- /.»z Gust=k Y
k=1 =1

ou, en échangeant les deux sommations, el cn observant qu'il suffit de
faire varier 4 de 1 au plus petit / des deuxnombres /, v + 1 — /,

N

t
" S . ‘——/\')E
Y = _‘:j — vk (v .
i DSl Skl ey 5 Y Y Yy gy ey s RAL
=1 k=1

L N
d’oli pour /'xv,
!

, s ({—)! wonf PN —
= L B (TN (D)

) k=1
ou (")
, S oy (=) "‘J——l)
gy (e ) e = i
va ,\',( ) (F—\v—=1, ci
Pour/ >v, ona
v y

. ul Y
Y, = :_‘ Gjhe bt L=k >_‘ Ty1 1k VI

e

-l -l
+\ Gih k3t /\ Gay it dyr Vo

k=v:y ol

(') Considérons en eflfel Pidentité (1 — 2)"™ (1 —.0)""==(1— )y " ", La
comparaison des coefficients de .07 (¢ catier " o) dans les denx membres donne.

en supposant » entier ;1.

Z.km —!—-S.\"——l) <n i—:{:]““ ‘) — Kl)z - "(’; 17— l)»

s

d'oir, en posant m = —/, n — 1= {, ¢ == r— {(donc s est enlier 2 {),

X ()(7T)=020)

/

et, en posant s = + a (« entier quelconque Z o ou < o),

g . r—— Sr—K .
S (— ,)r—m(li ) (' ; ”) = (; ;) (r, L entiers, et r2{).
! - a -

Clest la formule emplovée au texte. el qui servira encore plusieurs fois,
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ou, en echanﬂeant dans chaque somme double les deux sommations,
et en observant quil suffit de faire varier £, dans la premiére somme
double, de t v v +1 —/, et dans la seconde, de v + 1 au plus petit «
des deux nombres j, 3v + t - r(pour r < v, u =j),

" 41 i -
.. 3 N ~
\/‘-':2‘ L Tikihs et ETei-h T \ Tinfhsrvr kT /.«.IJ)'/
/

. k=1 k=t
u
al l
\ } Gikfhavit kT3t e Yo
roa et k=t

On a done, pour [ v,

v oo/
Gy \—/ \‘ — YA (J—/n)'
(/l"‘g,\', ..d( 1) (./A"'/‘"):(/"-')!U-P‘l—~/.'~——1)'_
- k=t
UV VR S 1
‘/‘d\'dkl\ | k'/~_‘_/‘~)‘.(/.~__(*)_| ("\-r*l—/.—-—/)'

ou, enposaut, dansla premicre somme, A =1 + 4, j =1 + J', et dans
la seconde b =v 14+ K, n— 1=,

e | U e () )
et “,‘__I_JM‘WAJ\
MR (/. ol ) l

‘»—‘fji(--l)"" (/ -l)'(w /)1 (,_/ ._,___‘\I

NIA\v—1 (u——l) /—~J—-I
ou, en observanl (ue

o R (!

et que
Sy — _ - / el l) . o '/ el —
(./’-‘l*l) = (=077 <\/‘ )TN lk v —! )

(ll——l)
"f:/“‘x(/*lml)&_ ”, (— ) (=) ol

v —{
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ou, puisque

(tentier 21 el S,

(n -——I): (p—2)(p—=3)...Ap —¢) = (1)

{—1 12,0 b—1)

.

o Sy (N U= Y sy = DU =
L-”—‘s,( ) ( v~ )(j——n)!(l j)"“ ottt =Dl —v=n7

G2

c'est-d-dire & (— )= s
(.1' )

. (IR .. ’, ) | 3 t n _ IR
quiest vériliée, puisque, d’aprés ce quon vient de voir, L() =(-1)().

et la condition ¢, = ¢, revient &

SERVAY Al L U ¥ DL
(—1) i -_‘(ll~—'/.-¥-[)!,

On a enfin, pour rr >v,

(n— 1)
Sy Y I N DS gy Y

= 5
A=y

' S .
=3 X (=g

ou, en posanl k=v-+1-+hI", J=v+1+),

!

¢ = f;’(_, s “;_i:_‘ll AN (//"\ (v——l... /{')

T8, (J—v—1). «y Pe—_y =1
TP Gl Al L et
~.\~,-( Y () ~v—1)! n—-r\’

et la condilion ¢/, =¢,, exige que v soit pair.

Ainst, pour f=1. X n'eviste que si p=1modf avee m =1,
n=p—u. Cesconditions sont d'ailleurs seffisantes, et I"on a alors
(2wl =y =d, (yo) =1,y uuy = (/1)

Ces dquations. jolntes a celles de @ (A) ot & v d=dvy. définissent
le wroupe abstrait [somorphe ¢ X, puisquelies sonl satisfuites par X,
qui contient effectivement o (£., 18,19). Elles montrent aussi que

Xez= U (2, p) (S, 92).

(') On remarquera le cas ¢=v, qui donne, en observant que

nl=(p—=1)l=—,

(vIR=(~=1)+"  ou [(l);‘l)!‘r:;(- 1)”2:’1)

e

quel que soit le nombre premier p > 2.
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le désignerai par y,, &, X,, X}, o\, 24, X, les délerminations

v

exceptionnelies de vy, & X, X', A\, A%, X qui vieunent d’étre oblenues.

16. Soit maintenant f = o, donc s =1. — Alovs, pour chaque
valeur de i (on de &), les seuls v, == o sont déterminés par

ot b=+ fF(pM—1) (S entier).

OrrethsontZ1etsn. Onadonc:

. : el pe—
v—no (P —1)tn —, ou |j'|&ﬁ7',—>—l-é7'-:.-l.

Doneysim >, ousip>n, [ =o.

Etwdions d'abord le cas exceptionnel ot f' prend des valewrs = o
(c'est-c-dire ot tl y a des v, 5 o correspondant @ des valeurs
frF o) Adlors n=p, m =1, et les valeurs £ o de f* sont =+ 1.

St ff=—1,mai+k=2 donc i=k=1. Si f'=1, ona
14k =2an, done i =k = n. Et, par hypothése.v,, ety,, ne sont pas
tous devw nuls.

Ouaici

n--t

Y= (P ezt Y Y V00 71,.2 G (— V™ i =i Vatr~i

>

=
+ ‘{'l"(:’ll - Ty 7in -+ ‘/nn)_"u\

Y= Juy+ ‘/m}: Onc Yie
iy

n étant impair, A = H, H ou Q. Je négligerai le cas A = H (H se
déduit de H par un changement de variables).

Soit A =11, et d’abord y,,% o. La condition v* == |{| donne ici
Y -+ Vea = O.

La condition que v conserve @ donue, en posanty,, = 0%,y ¥ 0= 0vun
(donc 7, =0y, ) \:'m =0y (=Yl = 1aT) =10

- . n—1)!
La coudition ¢, = ¢,, donne o,,y,,=1, donc y,, = &—r)—-
n
Or, pour # impair, s, = —s,. Donc y,, = — y,,. Donc # = —1,

3 » ’ ——
et i T YTmi =1I.
La condition ¢,, = ¢}, donne ¥}, — y,,¥n, =1.
Mais alors v, =1 et 6 devrait étre égal & 1.
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Done %, = o. La condition que 7 conserve « donne alors v, v,, = 1.

La condition ¢,, = ¢, donne~; =~ Done~, =+, =21, ct la condi-
tion 7* == | {] exige que y,, == o.
C Soit A==, Si v, 0u v, est o, la condition ¥ ==]] doune
Yoo Vae =0, et la condition que 1 conserve « doune v, —:+,, == 0
contre hypothése.

Done ~,, =+, =o. La condition que 7 couserve « donue alors

v var == 1. et la condilion ¢, == ¢, donne ¥}, = v,,. Donc~,, =" =1.

)
Ainsty, pour A=W owQ, onaiei~ v, =", =1, n="n=0, ol
remplace y, (V2 S0 —1) pary, .., ;Yoo
La condition v* = | {| donne

| ol T R \ N . - . ,
I T TR et Yimi ,/,‘n41~,l\j"“' (2 g '"‘1)‘

l.a condition que y couserve @ donne alovs v vy Yoo 4 = L.
La condition ¢}, = ¢,, donne
) Ny WEETAN
o pzm i — ! I T
X fn \ 5; R ! N
d’on
T S C I LA SR
TR Say ¢ \»[ !
el la condition o = ¢\, vst alors savis fulle dans 2.
Ainsl y est complétement déterming, ot il veste & vair st la condi-
tion Y} = Y, est vérilide pour & > 2.
On a d’abord

ZEE

) ~ .
Y, ECTRE ‘\d( l)“";n,u}l--w"/'%l rede Vs
=21

TR} n ot n
. ~ o ~
Yo== Gy M "‘?"L Tuhe Ykt -k 3 Tn.a ki “E‘L ERYN D
Loee =1 [ |
ou, en changeant l'ordre des sommations daus la somme double,
puis £ en 2 -1 —/, el en négligeant les tevmes nuls ot & < /.

n--1
~

o . . .
\/I'"_‘bl '!7/t1"|‘271c."\l ISR L LT

A=
-1\ "o \
O o
—+- \ Ry \ Trowst b Fuite b A0 7://) “ Vo

f=2 Lt /
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On voil que ¢,  =c¢,,.,=1. Considérons la condition ¢ 6 =¢
nan—1 -t nl nl

pour /=2, ..., n — 2. Elle s’¢écrit [en multipliant par (n — 2)'

n-—t
l-—n__\ﬂ P lin—1—
T—1 T ”"L( k— 1 )“‘“

&t

ou(n=odans <) (")
"

— — — {
1 Iv”[(! Yo(n—1—1)!

= (n—a)!

ou WmWP—2) - (p =) (—1). ce qui est évident.
[T N

h

<
()Y Considérons Ja somme §,, = ‘\_‘(q }_3) (s> (— b w'étant pas un des

ym=0

. T rd+1) , .
nombres o, oo, A). Jo dis que Sy, = m On( a d'abord évidem-
. ! INEARNE .
ment 8, == 4 = _(_.._).._.(_.) Orv.en admettant la formule pour une valeur entiére
b U(h -+ 1)

quelconque de 4, on a

\“(,:_”_lk/')1h /"yl.., (h)llti—“:nl\) z:—-(“"‘)

Spope T
BT e N d b 5 1'(h -

", N
l('+l)l " }‘)(un le voit

somme esl égale & — ~ V(ha-h )
P(O)U{h + )

en posant s == ¢ 1), Done 8, 5, == o5 .
posi ) b T+ +2)
On pewt daillewrs établiv plus simplement la formale en question par I

Par hivpothése, la devnidre

théorie des intégrales euléricunes, car on a
I 1 Pl
- O , " OY (4
Spn—= =) e =t — Y e o e
hh Z( s ( ) TP+ h )

\
S0 O

h (

O (— 1) [k - . bg

La somme ) ) . ) est beidemment égale a — Se -
i 5 40\ s 7 a "

Ny=d
O (— 0)° h . . . R
La somme S (———~—2— (c entier) est de méme égale a
s+b \s+c
s .
1‘(())1’(/1 +1)

(=1p —c+h+1)

Pour traiter le cas exclu olt — b est un des nombreso, ..., & tel que 7, suppo-



g6 J.-A. DE SEGUIER,

H

La condition ¢,, = ¢,, §'écrit, en divisant par a,,,

n—i

_|=(n—l)2%-:_,—3-{(,;:?j>
1=%

ou, en posant /| =1+ s, et en observant que

(4”-—._2\:(—-1)‘(-\‘4—!)(')- I =,
s ¥

ce qui est évident, puisque a chaque nombre s répond un nombre
, 1 1

— & = & pour el - — ~— —~.
P s’ pour lequ ls, -

ls'agit maintenant d'étudier la condition Y', =Y ; pour) = 2, ...,
n—i.

Ona,pour237Sn —1,

’ =]
nvl—j

Yi=yjmai-j (—")’+'°r:+1~j,|}’|+ ‘\.‘ (“l)"—H‘qn—l«l—j.k'/k.unul—k)'n-\vl-—k )

k=2
d’oli, en posant n 41—k =,
;=) n—j— o . N e .
Cjp= -\:}; ﬁ—-:_{)-‘ (Il—-l—-— I\.’ (/-—- Ay ey 18 done €y == 0 pour ﬂ;l<‘]).
el, puisque n = p, ¢;, = ("/—:—\Lm

sonsd'abord (que b = —i +- s pour laive ensuite tendre ¢ vers zéro, La somme 8%
déduite de S, en vetvanchant le terme on s == ¢ est égale &

F¢OHTh+1) (—) ’/4)
Co+h-+1) T+0 (i )

ou, en posant (b +1) ... (b+A)==:f(2), &

, AW
l‘(/z—l—l)'_ Y ,/l\—_h!-—(-—l) ((.)j(:)'
ef(s) B (z‘,"‘ s f(g)

Or f(0)=(— W (h—i)l, et f'(0) = f(0)(Sn-; —S,), en posant §, = X4

| -

- : . o NYZ AT
et §, = o, Donc S} = Iex_rPUS‘g,’, =(—1) ( i (S;—S,-).
Les formules obtenues ici serviront daus la suite.
(') On peunt aussi se serviv de la fin dela note précédente.
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On a ensuite
[ | et
B N X
\.',‘ TN +—\'n Tk k- /‘\_‘
F R [}

Tner=hit Y

ou, en ¢changeant les deux sommations et en désignant par 7 le plus
petit des deux nombres j, n +1—1,

i n—1 ot
. ~ > £\
\j:_':“.l 7!‘1'1"‘\;d Tohdlon v y=kTn l—/c,l> ‘l"\ \ Tk hondt—h Tttt Vi
P ; Paaet -
Done, pourl—=2, .o, n—1,

'

TN Ul _’.L &
AR oy _‘( 1) (

>

AT

-Y (1~..j) (”’_'/“'\’::Cj/.

sp (et \n—1{l—1
el

T \'j ) . l\‘ (— )
= n' ...1(,-~/.).(.*q) (10— k)

ou, puisque n = p,

P P SR I GO

Civ =N (;wl}' (f=—a)! ,‘d I k/""J‘\
- —J -
T ] 8

g T g e
dinst, pour f =0, X #'existe quesim =1 ¢t n = p. Ces conditions sont
dailleurs .su//(santcs etlonaalors Y =1, (y7)’ =1,y v,y ="
Done X == N==g(2, p).
Je deswneral par V.,, Loy Xuy X3, 2, e\-s, X, les déterminations
ucepnonnelles de v, 7, X, X°, a, n0, X qui vnennent d’étre obtenues.

7. Il veste & ctudier le cas ol 'équation (1) se véduit &
ob- k==t (8 == 1)
Soit d'abord A = H ou G (pour passer, dans ce qui suit, de H a G,
il suffit de supposer tous les coefficients. des subsmﬁtlons dans €, et

Journ. de Matlh.. towe Vo — Fase, Lo, o 00 2 { 13



98 J.=A. DE SEGUIER.

de faive v, = 0). En posant ©® =1} 7;, Oy a la forme
Iy ivil= 53 (f =0 vay 1),
Pour que § conserve a, il faut et suffit que 3,,,.,3; =1, etl'ona

Jilr9) 5 'IH~1~ l
7= o) .3 = Yuer 4 — St Vi i
Py (8T zzav-io0) 3\,4.. Vapr |

[Ny \,

La condition y‘-‘ =[{] donne — Q p,,*..., =g, ou B 18,

)

/-"\

done B, ;= — L3, ety sineeay 4, 8=
On a, pour >y,

“w -
. —~ -
] i lei z (—" l),,...;,.‘, A .3.&" Ohit- iJl-)'m.»)--k

&t
N |

- o . .
- p‘ '\d (— l)"-H’H-M P& Tner—=i k) =k ~+ 7]‘("’ l)".w‘Hlai {5‘04-1 AOREE

V= =N )
i

\ noepe i —~ §n-c-|~-~i L (“" ‘)H" BA'GiL‘)’l: TR

k=1
el

. ~ l et 2 . .
Yy = i)v_,,‘}l_'(—l)‘ OOy kYt & (ST RITZAY A-T),

k=1
ne-1-—k
Yi= 2 }_‘ BioikGn—ka Vi
A= 1=
Yu-rl—i— ; S,+ Q
Nopt -k
S = Z ,5k G- ik Tt =42 )t

T R T S e 3

§'=— Z E ﬁkau-m-i.ko'n«-l»»k,l)'ls

[N RS Y] 1=
L

. V
S'= 03 Tnon i - G gyl

1=
Vet na1 =k

Yop= Z 2 B Ovirk Tk (st n=av41).

k=1 1=
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La condition ¢}, = ¢;, donne B;=(— 1)"** —1—

Tn+t1—in

(13v). La condi-

N . g, - . .

Hom ¢, ;0 ==Cyin donne 8, .=(— 1) ~l‘“;‘—'—' La condition
1}

€t = Oy (pOUTr R =2v + 1) donne (— 1)'B,,, = 1. Donc

I=— :3;:3,,,.,1_,; = (— )",

On remarquera que, si n=2v+ t, la valeur de {3, se réduit
af,., etcellede 8,,, .3 — B, quand on y remplace  parv + 1. On
peut donc écrire, en remplacant dans les Y la variable de somma-

tion £ par » + 1 —/ et en changeant dans les Y' I'ordre des somma-
lions,

"

, » N Zi T -t . g .
‘f A\ ot \ LI IR R N A ) (‘ Tl e ).
,."7:. A= TN
1
H
. N Tu-r=jaGri 110 .
Yo oy =(—1)"" \ —_— Gt Yl (J=t, . can v+ == n—3).
n 1] ( ld Th 00 Jarer—1) J )
TTh e
'
- " Y FaGi .
Y, ) 3 1)ten TtV (f=1, ..., v)
T & A e e
=y A=

¢ étant le plus petit des nombres?, n + 1 — /,

& =ty

,—\ Nruck =X N fG kD = =),

i
l~-n (-x 1=y h=veey
G Tnat—jik
f{,- l‘\ 1)_ _“—"_gu—»l-—-/l‘!
TRel—f1

u étant le plus petit des nombres v, n + 1 —{, et v’ le plus petit des
nombres # 4+t — J, A+ v —{ pour IS n—.
On adonc

hp = | o u“'\_l___...)_\ Y t—1
o=t ')s(l-»\ (=1 [——I)Kﬂ—l
JEh]

_ afiU—ntin—1
‘“( \M 5 (l'—l]'( \""‘(\U:



100 J.~A, DE SKEGUIER,

et, pourl>n —v(alors u=n + 1 —1{),

K . St = (I—')&v i R . A n—1
Cop g j = — - n [\'A —) \/-—l) (/"'_-.)

Ny

em (e T .(-_/.:’:le e R
=2(e N (e n! \ n—-—i/\ T

pourl n —v calors u == v)

ety S - Nl \‘ ok ‘no !
Cpp s i "‘( ” < (R 1) -( 0 k/ (\/‘«_._ I\')
. ,,.\.,.,(/*«1\ {—
o o i L /\
Cl— . . . .
Or, L "-*J’) est nul pour j+/< n-i- 1, ce qui a loujours lien

sil < n—v.Donconaencoree, ., = ¢, ., pout ! n—-v.

Le groupe X estici défini abstraitement pariles équations de d (%)
Jorntes @ v = d" oy Ly = 0 S v ST n s oy o 2 e

. " . . . \
stn=1v (2), d* 1 el wwe dquations eeprimant que o et d sont
permutables auw autres génératours.

. N ' . .
Le seul cas o o) soit > est eelud i A o 1 (2v, =) avee

. »— .
= 3 mod'; ~Ilm‘s’ est impair, et le diviseur N 2o, dug,
de \ osto= p"’\( \ OV e groupe oo\ o L D est produst
N

direct de |l) par MDY est diindive 2 dans X =1 w7
Dans tous les autres cas, le diviseur V@, V0= (/ mdu'p
dans X, est fsomorphe @ v (2. p”) 86 n=zvy -+ 1, et a Ul (2, p")

stz (loe, ert ).

18. Supposons maintenant que n soit impair et que A ==t on Q
(on passe de TL 4 Q en supposant lous les coefficients dans 2). En
posant O = ll/¢;, O\ a la forme |y, 3,y =3 g3, UYL D). Pour
que 3 conserve «, il faut et suftit que 3, . 3= (1.i-n). Alors
vi=03 =] 3y ]y et S= 1 [pour que v soit dans A“, il faut et
suffit que 8, , = (= ).
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On aici, aprés des transformations analogues A celles du n® 17,

- 3
| P \ AU EE BRI
!:—.'k o
o
~ ~
v N .\_.91-7,.<7~+x Ledis
t=1 X

e Stant le plus petit des nombees ey o+ v 4L
L condition ¢, == ¢, donue, en observant que 3, 3, 1,

o ')!
3o e AL (e N :\)’~ N

T Nest oo A

el cos valeurs vérilient les relations 3,
st elle eviste, est dans \° ("h

I veste & voir si la condition Y= Y est remplie. Or on a

S e e O Done

-l.t

[}
PR AN n— e——l [T AN S
SRS N \_._1 \ \ SARL AN & < | = e
WU AN . L - l)» \(“‘l
{ 1
Je désignerai dewvmau PAC Yoy v Moo N N N\, les déter-
winations de v, 3, N\ \*, 2, &0, X obtenues aux n™ 1718,
Supposons maintenant que A = Q (alors &= D), Comme vy, o
ol i, sont dans AP qui est ici premier & D) (n est impair), \,, qui, par
hypothise, contient 1), est produit divect de \, par D. .lenst X,
divise A% et \,: ¢ (2. p*). Dans cet iaomm‘phisme 3, u.,,,, Ne
répondent respectivement & 3+ 1, 4,3, — 3 '\ Done 19, vyl = \|
repond a o (2. p®). Done \! est d'indiee 2 dans \, et X{D d’in-
dice 2 dans \,. D'autve part, y, est dans R [ roir ;. 29, tormule (29).
en observant que 3., == (— 1)*]. Donc. comme 2, (1), \, extdans R
tafours el sealement 8 x est pair ew st v 0% wod 32 Xy dicwe
tonjours R,

. N Lo Nl
() Gela devait dlve a priori. paisque 3 corvespond & —— yui est dans le

groupe stple O 2, p



102 J1.-\. DE SEGUIER.

19. D'aprés le n°® 13 et les déterminations obtenues de y, on peut
énoncer encore les propositions suivantes :

NEn=ey 410 N divise tous tes \(u p™t) qud divisent N, )
| on passe de H(». =) & H(n, =) par un changement de variables .

St n =2y, X\, () divise tous les W (np™ ) qui devisent H(n, =).
Xq 87 % est pair, ow X3 si % est impair divise tous les G(ny p™) qui
divisent Gin, =).

De plus, comme u = o ' (), on « toujours NP =Xy, el, st % est

» N

X . — - -
\ est palr el !J“mli = y‘mlﬁl )’ *\l; = -\II‘

pair ( alovs

,)I"

I

20. Cherchons maintenant dans -l un diviseur &, = % isomorphe
a v(2, p™), dont les s, soient ircéductibles. Soit Z,= 7 un diviseur
de A contenant Q, tel que Z|Q==2. Ici encore (¢f. L4) m doit divi-
ser K = mux, et 'on peut supposer que Z contient ®°,

Soit ¥ = (yi) une substitution de Z telle que YQ corresponde & -_—:-1

de ©(2, p®). Pour l'existence de Z, il faut et suffit que l'on ait
(N, 88)

() i R N R A
v R U IR DE X PR R

x parcourant toutes les valeurs entiéres modp™ — 1, et ||, |s], | o]
. Mt — .y '
dtant dans Q. Posons -="" = g et 5, = =, En prenantau besoin [¢~'|+
pour v, on peut supposer que :=1. On a alors eén particulier, pour
w=¢,0y8 =337y ou o7 ys [ =ysy, et je poserai 1, y{=Z
* i [ l = VI i : Y :
Changeons dans (2) . en ¢ — .. On aura

* ¢
vy gt — e vl
N N A .”i."l'"»".]‘

d'ou, ea multipliant a gauche par [z, |y, en lenant compte de (2), et
en divisant a gauche par o_ v,

- oty . -v
ot Ve —vyite s — l n r,
R TN S = %yl |
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ou
Al a® | Do e b
et en pm‘ticulier[:s‘,l =u"
L'équation déduite de (2) en changeant @ en . + 2
des velations y='ul,y <o wt s ] et w, w, w0 =2 T

\

séerit, & Naide

(3 AR ] IR N PSS |

o

o . oy %
La division de (2) par (3) donne s = X

n remplacmll Wbt par | Gge b v pae | "“‘lp{,ﬁ“} et & par e='g!

le =1, sauf si m==2v avec A =t ct =~ Tmod ) (2], 'équa-
tion ( 2) s’écrit

" l’

.

’ 1 e I S
. .o o \ N I AN
(WB 15 ke l e,

T T
N A

le désignerai pav Y ;= 5e, 00 et Y = Xe,,v, les touctions substi-
tuées & y; par le premier et le second membre de () respectivement.
L’équation (4) wmontre comment on peut former de suite la condi-
tion ¢, = ¢, en partant de la condition ¢, = ¢y

Léquation v 'uly = ws] s'¢erit i,y = |8 s|u.. ou, en
développant,

"\(Hf ottt “‘"/it'.« (v oTee T,
Or, si v existe, il y a pour chaque /, au moins un “.,:-r-o, et

pa
pour v 0, ona ' = ¢ Donc s a la forme 5( 0z¢ S sl -

Supposons touymrs que v == '.““ On auva ¢ = VT (E), Ma1s| |
étant dans Q, » a la forme + = ', Done

(T8 reg(n e 0 e fEt— 0,

P s .TT —
Done -—Ti divise zeg=f= el 2e= /‘p (f=o0 ou 1; et,
4

sif=1, p"==1mod 4). \um\ pour chaque valem‘ de 1, les yu%o
vérifient la condition
. WAREE .
(8 \ L R e N S 4 L——‘l-—- S OAI VLR R
’ (fzmoou st fa=, p=stmody (J) entier),

f étant indépendant de ¢, & ( f L= ae, et zf,‘{:s')‘
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2L, Supposons dabord =1, doue p™ =t mod §, et "= — 1,

. . R . m__, ,
L'équation () aura la forme 7 +h—n +14-4 P14 élant
)
impair, Or r+Aest” 2et 2n Doue

[ | , 1t et
Vv —n h L——,——— n—u, ou [ Y ) It

Donc, /# ¢tant impair, on a:

st p >3, moz=1 {done p czaomod ), jA]-z1 oud, n ll,'f;l T
|

sip o3, mooo, NN nooa, done n -2 3,

la seconde hypothése est inadmissible, car, pour/ == 2, on aurait
k== '| ol o,

Noit done p = 4y' = vom =1, 0= |kly +rir 1). 3 /ine prend
que les deux valeurs = 1, les seuls v, pouvant élre == o sont ceun de

deux paralléles a la transversale (correspondant aux valeurs — 1 et
+1de/), et |y|=o (une addition de colonnes fait apparaitre unc
colonne nulle). Donce A prend aussi les valeurs =3, et # =~ 34/ + r
(U rS g 1), Les seuls v pouvant étre - £ o sont ceux de (uatre paral-

leles @ la transversale passant par les ¢léments v oo~ 0~
Ty e

Soit d'abord r—q¢ 4. Ln des éléwments v, o v, L,

Vs rae o ESUFEoosans quoi la ligue ¢ 4 1 serait nulle. Par des addi-
tions de colonnes, on peut donc annuler deux d’entre ecux, tels que
gty Yo ANOTS Y50 ety L, sont tous deux = o,
sans quot il y aurait une coloune nuile. On peul done, par une
addition de colonnes, annuler ., ., saus altérer v, ... \lors
la (2 ¢ + 1)™ colonuc est nulle. Done 1 vst ~q'.

Soit r < ¢'. Les seuls éléments des lignes »+ 1 el 2¢" + 1+ 1 pou-
vant étre =o somty, , ..ety Donc ces deux lignes sont
proportionnelles, et (v = o.

Sottre=q . Oua,pour 2,3 =1, ..., ¢4,

ettt

Coap~3 = (— )= e T3g4lmX g 13T XSG A B P Bpe 3o

!
\ —_
(.("J,p__s =,

Done v, ..., »7. .5, 3 = 0. St donc un seul des v,., ., . ost = o,
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tous les v, 4, s sont nuls; mais alors les v, 4,4 sont tous = o (sans
queoi v aurait une colonne nulle), et la relation fondamentale corres-
poudant aux colonnes 3¢’ + 1 — a, 3¢+ % montre que vV, 1z = 0
pout x =1, ..., ¢, contre I'hypothése. Donc tous les vy, .., sont
nuls. Done tous lesy, . ,,_, sont == o. Mais alorsla relation fondamen-
tale corrvespondant aux lignes ¢+ 1 — %, ¢’ + = montre que les
Yors, 3 Sont nuls, et la relation fondamentale correspondant aux
colonnes 1 et # donne y,.,y,,. ,, = 0. Donc la ligne ¢’ ou la colonne »
serait nulle.

. , . m__
2. Done f=o0 el s=1. Alors i +h=n+1+f B—q—-.-

et comme’ + Aest 2et~2x,0na

n—1 . p—1

. i & o ML .
v—nf . no—1. ou | I ;_,zpm_' 'Ap'"—-—l
, \

Ne S =0 pour chaque couple i, k, on est ramené au cas des
n L7-18 (ict encore ayo == yo='v).
Supposons done que [ soit =0 pour un aw moins des couples

. pm__ 1
f. k. On aura alors .

cacDonem =1, || 2, 0| f] fi—f—;——l + L.

S ) -~ 1
Supposons d'abord que | f'1reste < 2. Alors n est :LT- Posons

n=q-+r (p==2q¢-+ 1) Les seuls y; pouvant étre =~ o sont ceux
de trois paralléles & la transversale (correspondant aux valeurs — 1,
o, 1 de f') passant par les éléments ¥,,, Y1y Y-

Soit dabord r < q. On a alors, pour rr << j ¢,

H
—
h' — -
Loy = }Igji finst—i Tnr1-iqs

=t

Cojq == {— DV Yoy oj Intt—q,qFart-junt g

. : PN - T ) \ .
et I'équation ¢';, =¢ ; s ecm?‘;‘ Cajg = €47, 4’00, par comparaison

aves ¢y; = Cyjy (Yiuoroj 6 Yueiogy SODL £ 0, sans quol |y| sevait

en
nul), — =1.
%o

Journ. de Math., tome V. — VFase, L ageb. I;/;
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On a d’ailleurs, pour

<)
3y \3-.-"
X

~
’

CD;J({S = ] 71/1(//: ray RTpag . h.;i+ 7honinv- hTnar—h 3)
b

038 =5 (- IV B (g e w T xere 12 3 P 8.5

+ Yanit-3Ta:it aisr--87na1-8.81+
La somme des deux conditions ¢4 = ¢,,4. ¢,,5 = ¢,,3 donne donc,
en tenant compte de ep, =

-
S
coen

(6)

N, J »

TESahfhrin 0T WO

i

d’ou, pour 3 = 1, en taisant « = 1, ..., 7.

BN FZZERERAN

Or,y*remplace y, pa

qu

LA 1&Yn+r—~x1"x el tr :—a‘.,..»‘\‘\.-;»‘:a) et Va2
est 7 o (sauns quoi la ligue a serait nulle). Done v,,._,, .. est nul
pout x==1, ....r. et lon rentre dans o cas tratté awe n*™ 17-18
23.

Soit r=y¢q, donc n=p — v=2v. La somme des éguations
i T CoaBy (o == 54 pOUr 25, 3> donne

Q
) €0,y V
() }—4*) N Cxnyhon
fu / - /
t

W Ty .3

= (—1)* 3~/a\n'\ ATna 1 a1t S¢nrr 8.3

Supposons d’abord y,, = o. Alors (7) donune, pour 3

pardy /l§
eo) (— 1Yoy
8 - L) AT G,
(L) /1" v ( LN \ garm«l—l.l
La diftérence des deux relations ¢;,, = ¢,v. €}, == ¢,,, donne
) (- )
Ga finsne - AN A VERTE}
v . NN —)2qG
On a douc, d'aprés (8) (pour 2 =1) -3- =1, PUIS Y, L, == \;.k'___i'.
n+H1—Xx01
I-n portant ces valeurs dans la somme de< deux rvelations ¢

\\&1 i\ll *
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Crax = €22+ ON Oblient

F
\Y T2/ Tt -2.xT I "
> (—h et ARSI S

Tnat - b

B

Le premier mewbre est ¢gal

X
Ny n—h" n---x‘,
- " Kn——x)(n—-l)

h=1 ~
(qui se véduit & 1 (18). Donc v, ., ., = o, et y* remplace v, par
vxt x\Zn texa Ve Paete xxe Y xan Vs

Done Yypi—a o, == 0, et lon rentre dans le cas traité aw wt 17 (n est
ici pair, done A = Q). On aura la méme détermination de v, et le
aroupe obtenu ici est Xy (18),

Supposons i,y Yaucys -

v Yoa—tnr2ox nuls, et Va2 70 (2 BERR
La formule (7) donne alors

i A3y o .
{ v G\\‘)';u--l 22— D Py, 33Tt 2 3

Mais vy, .,y 3 est nul pour 3 —», et =0 pour 3= u +1— 2. Donc

[e) . N .
1= — serait & la fois nul et non nul.
N )
Donc tous lesvy,,, ., (2= sont muls. Alorslesy, . etlesy, ., .\ «
sout £ o (sans quoi [y|==0), el les équations ¢, == ¢4y 1y == €44
(/>v) donuent

. ch i
fl‘/‘-‘/l'" R " 71‘/77/:(_—'1) c‘ltl~l-l~/‘r-l NG
o
- I
i ("“\' Ol <
Done ez, — —g,, et vy, ., — —= (I3v).

Ty et
Eu retranchant U'¢quation ¢, = ¢,,, de ¢, == ¢z, ON &
! 1 1

"
—

— Tuhgha+t - hGnry hit

ho =t

=(— l)M—v(?n! FTrop el Pt 0 F Yo A Tunt et =t Yrr-int ) -

Ov, les 5 du second membre sont nuls pour / < v. et, pour /=y, le

’
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second membre estle coefficient de )/, dans la fonction que y*substitue
4 ). Donc le second membre est nul pour /Zv. En faisant /=y,
Vv—1I,..., I, on adonc, entre les 5,7, ,.1_s v équations homogénes
de déterminant 1 (tous les éléments situés au-dessus de la diagonale,
composée d'unités, sont nuls). Donc les v, , ., (/7> v) sont nuls, et
l'on rentre dans le cas traité aw n® 13, On a la méme détermina-
tion de v, et le groupe oblenu ici st X,

Q4. Soit r—= g1, done n=p =2y -1 el ¢ —v. Lesseuls v,
pouvant étre 7= o sont ceux de troisparalleles & [a transversale, passant
par les éléments y,, .\, ¥,y Yovro La combinaison de la premicre ligne
avec elle-méme montre que vy, .., == 0. Donc y,, est %o, et le cas
actuel sera traité dans la discussion du numéro suivani.

28. Supposons maintenant que | f') preane la ralewr 2, Comme #»

C o P . . .
est |/ 1LT’ -1 el Zpyon == p. Lesseuls v, pouvant élre -7 o

V1A
sont ceux de cing paralltles & la transversale (correspondant aux va-
leurs - 2, —1.0, 1, 2 de /) passant par les éléments y,,, 7., \« Vi
Y v Yan (la premicre et la cinquieme ne contenant qu'un élément).
La somme et la diltérence dos équalions ¢, - €orpy Coy == Chin
donnent, en posant

| epy 1 ey
( Ve ) (1 U)o
Kl 24 ’ RIAN I
(9) L Y e T e AT AT e oV AR I DR I o AP T
(1eny VT ("“')v'/lu\‘/(.‘l-rlcvrl.l‘*”' ‘/‘4»1.}47':.*4‘-1)~

La somme et la dilférence des équations

, ,
Costov 1= Cotvins Cravmt =yt

donnent

(rn) U v e Tav d = Yan i T~ gz v =i v e foeroest 8 Yinga ey

Ry 9 N
(r2) Uiy Tpoma b O e = (— l)’(?l’,v+l°‘v-t-1.l+ VALY AT IR KRS ).

lla somme et la différence des équations c¢;, == ¢y, €= ¢,,,
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donnent
(13) “(71! -+ 7lrt7lzl) -+ ‘“/l.v AT = 71(7!u+ /f| -+ 71.‘10 l‘/vevl,l + Y|)37/11a
(ri) “'/|sn~|7v,\_r+-"(‘/11'*"/1::5';”):(—')"(‘/u’/l,w-l9":»1,1+‘/|u'/v+l.|7u,v+l)-

En tenant compte de y* =[], les relations (9, (11),(13) s'écrivent

v a
(“j) Win =2 fTnTnas

(1) Wyt VY Tac it = Zanfrv i1 Snis
(17) Wyt 7Sl + V7S na=7uym+ 5.

buppuxons‘ d’abord v, o. Alovs, d'aprés (15) et (i6),v=o0. Or
on aici (20)

¢ N D207 Do Doy =y ‘:.”./ u?n] SR
Done, si ¢ est pair, ! =g,, et si ¢ est impair, 3,5, ==¢,. Donc,
comme v =uq, on a, quel que soit q, go=20,=1,.=1. Dés lors, la
somme des équations ¢, =¢,, - ¢}, = ¢,,, donne

YinTut i fun T ndanTin T gartin Tt Yas s guitan 7};”‘
ou, d'aprés la condition y* = | T},
1T V= 2T -

ou, puisque, daprés (1), ¥,,0,, = t, etque {=1, y,, = o. La combi-
naison de la #"" colonue avec elle-méme donne donc v,,,.,= o0}
(10) donne alors y,,.,, — 0, la combinaison de la premicre ligne avec
elle-méme v,, = o ("), et la combinaison de la premiére colonne avec
elle-méme v, ,=o.

La somme des équations €., = Cpyus Cran = €y (222 2n) donne

maintenant

(__ ”x i~la .
(18) ’,’x.ns»l»-x:"'——'—"—i“ (=2, ...,9).
Tnvr 2,0

Ln portant cette valeur dans la somme des équations ¢, = Cyqn,

(") Clestici que Pon est ramené au cas non encore traité du uuméro pré-
cédent.
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U{aar- Ciaxy ON obtient

x
\‘ x Tk T 22T L
V (mnx TS X T e
Tny-t ha
b=

d’on, comme au n® 23, v, ..., = o. Mais alors y* vemplace », par
a2 Zner xaVx Fraar xxavVxou)s

d00 Yyries, xav == 00 Onerentre done dans le cas du no 7.

Soit maintenant v, ==o. La combinaison de la premiére ligne
avec elle-méme cL de la derniére colonne avec elle-méme donnent
Yiea1 =0y Yy =0 (donc vy, v,, 7 o). La condition y*= 7] donne
alors v,,,, = 0: la combinaison des colonnes 1, v +1 domne v, .
et celle de la derniére ligne avec elle-méme v, = o. Deés lors, I'équa-
tion (14) donne v = o, d'oill encore v =1, 5, =g,
La sommedes équations ©,, , == ¢y (v €y 7= €, (272 0= 1)

donne maintenant

= 0.

3
=1, .= 1.

{ ')171:‘

RS

Tuet -2

ISn portant cette valeur dans la somme des ¢quations ¢
(‘;n = C; 4y ON obtient

.
e Cuxye

&
yi Zan T ax Ty .
(,_ 1 . . Pxoer ox 1.
e T i=ho
h=2

d’ol, par un calcul analogue a celui de tout a Pheure, v, ,_,~ 0. €t
de méme v, _, .., = 0. On rentre done dans [e cas du ne 16,

Il résulte finalement de cette analyse que /es seuls zroupes % sunt
les zroupes X! oblenus precédemment .

26. Quuand m =1, x, w'est pas conjugud dans & de N
pour n =p - 1==0mod 4, ni de x, pour » = p.

En effet, si \:, est conjugué de &, (¢ =1, 2) dans -\, il y a dans A
une substitution s telle que s X,s =X\, (et réciproquement). Donc
s7'Nis =\, 09, O étant dans Q. Or, suivantque n == p—1=o0 mod 4

Donc @ = 1. Dailleurs, dans le groupe de degré p + 1 deux fois tran-
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siif (2, p), les diviseurs d'ordre p(p - 1) qui fixent un symbole
sont tous conjugués de |z + 1, :,5!. On peut donc supposer s permu-
lable & @, donc & @. De méme les diviseurs d’ordre p—1de jz+1,1,3]
y étant tous conjugués de ;1,5 !, on peut supposer s permutable & M.
Mais alors s transforme v, en une s, de X, permutable & M, et située
hors de M,. Or le normalisant de |1, 3{ dans £ (2, p)est |t 5, 37 ("),
et ses 5, aulres que -- 5 y forment deux classes représentées par 3
et 1, z. On peut donc supposer que s transforme y; en p3 v, d® (2, 3= o
ou 1) (*)ou que suiy,s™ = y;«% Or s, étant permutable & ®, a la
forme s — v/ 5. 2 étant dans &' (4); et o, étant donc permutable & M,,
a la forme w,; on w,, (3) (/= o si n=£ p). Done suy,s™* remplace ),
par une fonction ou le coefficient de y-, est 5= o, ce qui n’est pas le cas
pour vy, /",

27. Remarque. — Supposons encore m =21, n=p-—rt, et soit
A = G. 8/ % est puir, toute substitution de A’ qui transforme © en
@, (7) transforme X, et N\, en deux autres diviseurs de A qui con-
licnnent @y, etnesont par suite conjugués dans A ni de X, n1 de X,.
D’aprés ce qu’on vient de voir, ils ne sonl pas conjugués entre eux.

Soit 7 imparr. Counsidérons alors G(n, =*), et faisons jouer i =*
le role de =. X, et X, sont dans G(a, =). Comme X et X} détermi-
nant compléetement X, et X, (20-25) qui ne sont pas conjugués dans
G(ny =), X7 et X ne sont pas conjuguds dans G(n, =*).

8. Cherchons maintenant le wormalisant X, dans A de X
(1 =0, 1,23 A5Gt west impair).

Soit s une substitution de A permutable a \;, et s"'ws = ®,.
\, coulient une substitution s, transformant © en &,. Donc ss7' est
permutable & @ et a la forme gy, » étant dans ®' (4). Donc s est

mI

v
(') L(2, p) étant deux lois transiuif, le diviseur fixant deux symboles
a plp+1) conjuguss,
2
(?) Si n=p —1, on voit de suite que cela est impossible, car iMl. Yils que s
devrait transformer en My, yol, est Myl [yi=yicd, 7 wayy = 7 @
Vo' iye= pi'd"] (16, 17).
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dans ¢ \,, et 9 cst permutable & \,. Donc ¢, qui est permutable & @,
'est au normalisant @ de @ dans X;. Comme d'ailleurs @ détermine X,
il suflit que o soit dans @' (12) pour qu’elle soit permutable a X;. Done
en exceplant le cas ote lon @ ala fois w=p,m=1ct A=Hou H,
\; coineide avee N SiPon ad lafois n=p, m==1et A:=1lou I,
on peut seulement affiemer que \; divise | N;, «,, | siA=1I, ou
NGyt bsi A =H (12). Mais u,, et -;7“, sont ici permutables & @,
et quand @ est donné, X n’a qu'une des deux déterminations X, et X,.
Donc w,, et «,,, qui, étant d'ordre impair, ne peuvent les échanger
(par transformation), sont permutables & X, et & Xy Done, sin = p
el m =1, Xi=1X,, w, ' pour A = H. et X;= | X, _1}“,5 pour A =11
(fel { =0 ou 2).

Cherchons enfin le normalisant \! dans A de \}, en exceplant
d'abord, si v est impair, le cas A == G, Hestelair que X;° contient X/,
Done X'} == X[ Nz est impairy le normalisant de X (7 == 0, 1) duns
G(n, =) eoincide avee \X!. On le voit en considérant \! comme
divisearde G(n, =).

29, Supposons que A =Q Javec o, =(—1) (¢/. 8)|, ot
cherchons alors quand N, divise \" ou B,

W, ost toujours dans Ny oy, == Wm0 st dans \°
totjours et seulement st v st pair, est-a-dire si p==1 mod 4.

Supposons p=1 mod4. Alors v, est dans B towjours et seule-
ment st K(= %) est pair, ou si v==0 mod 4 (7), 'est-a-dire s
p==1wmod 8.

D’autre part, onaici

8

— == () done Yn. 10—
S 1—?

(p—It—)!
(I=2)t

?

ou, en multipliant haut et bas par (p -- 1) ... (p — ) = (—1)'{!,

(({—1)
e

711~H—(.I:(_ l)[-H

- .. 1
En particulier, pour I =2, v,y = — S=—¢ (8). Comme 7y, m",
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et ¢y ((, k£ o) sout dans BT, 32), v, est dans Bsiv =2, el,siv_4,
il y est en méme temps que v == imygq.,.

Si K est pair, v est ewdemment dans B. Si K est impair, y' n'est

Iy \
daus B que s’il est dans B(p, p), car un clément ¥ == 12 ('_ = —/7—-—3
de 2, ne peutéu‘c ici carré dans & que s'il Uest dans :,. hommo Uy a,

L= .
dans e,, £ non carrés suivis d'un careé # o, et £ carrés £ o
A 4 -
suivis d'un non careé (K., 44), il v a, parmi les p — 2 produits 1.2,
. [RR | R .
2.3 L pes 2 (P = )/——7—~ uon carrés. Ov, lesv - 1 produits 1.2,

2.3, oo (v - 1) voont l‘ebpeblucmcnl lex mémes cavactéres quadra-

tiques que les v v produits (p - 1)(p — 2), (p —2)(p— 3),

: (AN = \
(=" 0)(pP =) et v(v+41) = E L oest iei careé. Done les
: : 7
P d . . N . NRWE
Vel nE e produits t.2. ..., (v-=1)v contiennent ici —— non
2 A

carres. St 2 est careé, ¢’est-d-dive ici st p 1 wmod8, le nombre des
non careés ligurant parmi les produits 2.3, ... (v —1)v est
p—1

—— - omod2. St 2 est non careé, clest-i-dive ici sip 5 modd, ce
A

) — . .
nowbre ext£7 N0 mod 2 Done vy est towjours dans Bst pesimod 4.
|

Done. powr que \y dicise Bl fant ot suffit que K soit pair. ou
que p o Cimod 8. NONX, nedivise pasByson p.ogoecd acee B oest XY,
et Ny divise Xt ow (B U swivant que prootow 3 wod .

0. Considérons maintenant le cas o p==3 avee mo=1, ol les
croupes b =¢(4, 3 et A= Q5,57

Sott d’abord . = 1,5*), et désignons par 7, j les nombres o, 1
dans un ovdre déterminé guelconque. On peut faire correspondre les
LENCrateurs s, Uy, v de N (enderieant S pour o el 6 pour £ a

N R R RAT R RN ETR RN RN

Lt i~

de £(2,5). Ory il y a un isomorphisme de ¢(2,3) avee le "mupc
symétrique S; de champ 1, 2, 3, 4, 5, ot 12345, 1243, 15.506 de
.

12.
2 (a, 3) vépondent vespectivement & 123415, 123, 1230 de 3,(S., 53

Jowrn, de Nath. tome Vo — Fase, 1 g, 1
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Dans Uisomorphisme de x:; avec S, faisons correspondre o d 12345,
B @ 1243 et v; @ 12.34. Regardous maintenant comme identiques les
symboles 1, 2, 3, 4, 5 de g(2,3) et de §;. Alors i ¢(2,5), S, ! est le
groupe symélrique S, de champ 1; 2, 3, 4, ), 6 (8., 42).

Je dis que (N, 8, =28, ldentilions en effel 7, u,, v,, v; avec les
substitutions correspondantes de S,. On aura, avec les notations de

S., 69
Wy VY,
So— — a3 S =Fng =12 S. = g-ls,5-= 3/
._I\J.l/,__ y | = TN =12, 3= 2T =T 00
S0t = 45, 83 =2y e o,

Pour établir la proposition, il suflit done (loc. cit.) de vérilier que
les substitutions sy de i\, &, satisfont aux équations
st=, (8180 )P (8285 = {08 W= (5,8 ) =11,
(88 oz (08, P = (8 ) = (008 ) = (a8 ) = ()5 =1
Les équations ou ne figure pas s, sont satisfaites a priord dans ;.
Il reste donc seulement a vérifier les autres, ce qui se fait directe-
ment (). Donc Xy, X\ =80 of Pon a une correspondance des
genérateurs.
D’autre part,
7 = 12313, ISR NP R Yoz 1.0, Y LA RN

engendrent le groupe alterné¢ .\, de méme champ que S, (8., 42).

(1) Pour vérifier (s,8;) == 1, (5383 =1, {8;5)% 22 1. 1l est avantageux de trans-
former d’abord ces relations. On a

S8 = o (0T T Y i = TG T M s

d'on, en observant les velations uy' gy = 6%, p, 4, == 7.

1o o I S
My S5 =G i Ty
De méme
T T O S -1, ey o
NaNy =7 .'*l(/j"'/.-').*l/l =7 (T e Dy
el
7 |\~ \\,.J——-’—'-'- ~ 1, s
Rl B R R A T

N S YT TR el P e YT Iy It
Il suffit donc de vérifier

(73758 =1, AT b TS LEt oyfeyiyii=—=1.
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Done (x5, N8 =g, wl) va 1! est isomorphe a A, et est le plus
grand commun diviseur de |y, X! et de ¢(4, 3).

Soit maintenant A = Q(H, 5%), et désignons par #, j les nombres
0,2 dans un ordre déterminé quelcongue: \; et \; (isomorphes a S;)
divisent ici R(J, 5%) (29) | R(5, 3*) est isomorphe i ¢(4,3%) (1, 43))].
Comme précédemment }X,, \,! est isomorphe @ Sy, &, vy Yo Yy
correspondant respectivement @ 12345, 1243, 14,56, 12.34.

D’autre part, w, est ici hors de R(35, 5) (3). Donc, comme précé-
demment, |\, Nyi =7, uy, Yoy Yo\ 8t Isomorphe ¢ A\, etestlep. g.
eodode N, Nyt et de R(5.)).

31. Arrétons-nous désormais au cas A =, et négligeons le
groupe exceptionnel X,.

De méme que & conserve a, la substitution formée par les 24 + 1
premiéres lignes de 7 conserve la forme

h EU
N | 1 N ' ]
g¥ert —":‘,\'_‘."1\0’2/:-%3-4. -+ ;;.\'/'; =g }_‘yA«)’sl» A (=0, 1, oy 9)y
b=t ’ ' Aol

en regardant la premiére somme comme nulle pour 4 = o.
Counsidérons aussi la forme
I3

O

Stk NY o o

[0 R (S92 ) YN

. . YAV shik
L e

ol les ¢} sont indéterminés, et convenonsd'écrive aussi ¢, ,_, pour ¢f*,

¢, pour ¢;’, et ¢ pour 24 + 1.
7, transforme ¢** en

h h q -k
oh AN AN i
9«‘——2 & Zchm:}- Gy—k j T4 vy
A=1 i=1 It
Posons
4/:3
= arell [ei=ot (M),

(') Comme ¢ est £ 4, el />~ &, ou ne peut avoir ¢+ /=¢ que si i=4
et /== q — k. Le coefficient de a® est douc 9%,
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el calculons le coefficient C}} de y, v, dans (A +w=¢--r), cn
supposant A< (alors A est < A. sans quoi A + u serait >¢q).

Soit & abord A< u.. On peul alorssupposer que/ == Aou que / = u.
Sii=2, done f=uw,onaX -k hyu~y=4k donch k> y—u.eth
prendlesvaleurs A 2. 2= 1,.., A4+ r ==y -- wsi A +r~/h(donc u>h),
les valeurs Ay A+ 1, ..oy st A+ r> b (done w4, Sij = hets =,
on a no-g—Kko w - k-h et k prend les valeurs u, v--1,..., A
(W r=g =k est>h sans quoi 4 sevail > hiici 24 r=y - u
est > h).

Done, si k + r3h (alors w.> 4),

-
(:;{}l.’ : ")‘,Ih TarTy s

Lesy

Sth-+r>h(alors u A,

h K
vl QY R Ny
(e \ oF '71",7., /‘._:,'—:-\ & '7,"17-,' L
Lo Lo

ou, en changeant dans la seconde somme 4 eny — #,

PR
sl Ry
(w} - \ ChoT03%q o

o
Soit wmictinienant ko-:ow, done 2% == g—r(ce qui exige que r soil

AR N -
—Onauva n & ly & g =4 done

impair), et A=/ -
1 /.‘j_:/»-~/, e

. N PR -
Mais, comme 7+ r=/h + —- est >/, k prendra les valeurs 7,

N )»e—
Lot o h =%+ — Done

A

b N L
(O :‘:}d CEUS Ty i

Y
ou, en changeant fen ¢ -~ £,
i
v \ ]
CH ==Y ity LR
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Donc

"o
wh VN
= Net'ang,.on

koo

Ainsion a, en posant A=A + 1,

. rort by .
et i
G S0 T N e
r o N . . PR
r.n ansd ¢
"N
N Py re- N [N r—1
O St WS h— o, a9 st k==l —
2

Soitr=:1, ¢t cssayons d'identilier 3, (ui ue conlient que les
vaviables v, ..., vy, (puisque A -+ wo== g <) avee 3370 On aura

G ()

pour [ T (st x>0
ot
[
- SN . —_ NN
ARsT o0 Yepfer el Y= (0 et
Donc,
R 2ho el e 24 Y/ h
L G T el e (S B L Y & AU B S el S D
I.I’;‘“ - - ”Io‘l

d’on, en multipliant la 7 &

équation pav (— 1) ', et en ajoutant les
équations de rang A, A+, ... 4y

‘ ; v
e DU l.\\
. .

On a alors, en supprimant des sommes nulles,

poar s>~ (Y,

\ " ~
- Al 3l = (o )t {h L),
f § pour oo, : 2

Done, pour ¢ == (— 1) {/r + - - /ﬂ_. on a

”.‘.3;" ?vh i z.:“.‘h—l (/‘ e T N

~p cp . . R
(") La somme S (-— 1) k,\) i est ce que devient pour =1 la deérivie du
développement de (1 — )",
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N , 2/t ¥ 2h h w

R b V AN o

Donc 34, qui conserve et transforme ¢** en %, conserve en
particulier I'intersection des # — 2 quadriques ¢* = o, ..., ¢"=o.

Soit (31, ...y ),) un point de cette intevsection, et d'abord v, = .
Des n— 2 équations ©* = o, ..., "= 0, on peul évidemment tirer
successivement vy, ..., ¥, qui seront des fonctions raliounmnelles de
¥4y ¥y de dis quion aura généralement

K"').‘ ‘..'|

R —— poar S I N

(- Ny Y
Il suffit de montrer que cette solution vérilie 92 .= o et 9™ = o, Ues
conditions s'écrivent, en faisant / =/ 41,

X R R G ) 1 ool
b ; I I h =) I )

La premiére de ces ¢galités est évidente. Dans la seconde, le change-
ment de 7 en 2/ — 1 —/ revient & remplacer les iwmites par/det 24 —1.
Ln ajoutant les deux expressions ainsi oblenues de cette seconde
égalité, on ohtient, aprés suppression de sommes nulles,

. RRY . .

N L B TR
wdentité déja rencontrée.

Regardons maintenunt les vuriables comme homogénes. Les

points (1, Vs, ...y )%) communs & ¢'=o0, .., $" =0 forment avec
le point (0, 0, ..., 0,1) une « courbe » 3 définie par les équations

AR s parcourant 2.

Ny, =0, les équations ¥ =o(h=1, ..., v) dounent successi-
vement )3 ==0, ¥, =0, ..., ¥4, =0, et il est clair que les points
(F1y sovs ¥u) O Yy iy ), sONE nuls, annulent tous les ¢, [ls forment
une « génératrice » & commune a4 toutes ces quadriques. L'inter-
section des n —a quadriques 3° == o, ..., 2" = 0o (olt les \;sont regardés
comme homogénes) se compose de s et de &.

On voit que & == &, coupe s en l'unique point z = =.

Srih N 3 . R )
On vérifie de suite que 5,. U, et y, opérent sur les points 3 (= ‘—A
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. . . . —1
de s les substitutions respectives 3 + a, i1, 3, —- Donc X conserve §, et

son action sur les p™ + 1 poiats de $ est semblable @ g2, p™).

Le diviseur @ de X, qui fixe le point 3 = x, conserve &_. Toute
substitution de x qui transforme x en « est dans ®s,, s, étant 'une
d’elles et toutes ces substitutions transforment &, en une génératrice &,
coupant $ en Lunique point 3 = x. Ainsi y, change ¢. en &, dont les
équations sont v,., =...=v,=o0. On voit que &, et & n’ont aucun
point commun. Dong, X changeant deux poiats distincts quelconques
2, 3en o el x, &, et & n'ond aucun potal commun. Chaque & conte-

my

nanl 5-‘—
,,-n

—7 points (& coordonnées dans <), le systeme des p™+1 &,
(pm‘l___ l)(Pm 1)

,,l" \

en contient . Pour v>1, ce nombre est moindre que

Dy

NIRRT . -
celm l——\,, -~ des poiuts de ¢ = o dans ¢, (1, 7).

a2, Considérons le cax =5, On aalors (p estici 25)

-
w

7ot Lol wVical e
S

N T L P = t,gm‘ CHE

B R

el s esl ict définie pav les équations

2
']
«

K o 3* R

nooo R

£y
-y — 2

6 A \‘rl

(1)

P Y
'
’

"l"
.

o
Pyl

q“

U apees la correspondance des générateurs de B(3, =) et §(§, =)

diquée dans 1, §3 (donl je garderai ici les notations, en y fai-
1 . . v N “ N

sty =¢= ;), les substitutions répondant i 34, i, ¥, daus 4(4, =)

sont vespectivement, en _fonction des générateurs de 44, =),

W,

i UiV | evead
.

Rt

P T Yo T EEUNERL R
et je désignerai par £ le diviseur de ¢(4. =) correspoudant a X

de Q(3, =),
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La droite @, dout le point couraut est, en coordonnées homogénes,
(%15 M1y 52y M)y et dont les coordonnées Z;; sont lides par (1) el
par @, = v (cf. 1, 43) est

Gt L s T * t
Tis : b LR N R S T s°

Appelons crceloppe de W la courbe 3 déterminée de la méme
maniére que dans le champ des nombres réels et complexes (®; coupe
ici encore §' en deux poiuts confondus). I.es équations de s’ sont ici

Y 3 Ty ' 22 ;
(2 = Lo — D= -y TSy
1o o Te

ou, ¢n éliminant s entre la premicre équation et chacune des deux
aultres,

. .
e R 1 Y e\
(3) =1 22 L -\)

w =

Y0 NN LA [L IR

Ln remplacant la seconde équation (3) par le quotien! de ces deux
équations, on voit que 8’ est la cubique gauche intersection des deux
quadrigues

. ar: 3 O :
() NI & Rt NETE RN T

admettant la géndratrice commune I, = r,==o. Or X transforme »°
en elle-miéme (). Quand oun prend 8 sous la forme (2), 5,. w, ., ~

[}

NSRBI
3 =1 “
- TR T

. A1y o .
opérent sur 3 k:: *—'—) les substitutions vespectives R T

/ ~ ~

Soient X', 75, %,,. 7, 8 les transtormées de X', 33, w,., V.. 3 parla

(") Eu divisant la premicre équation (i) par la seconde |ou en éliminant s
entre les deux derniéres équations (31} on obtient 2y, v, o= 3 (Cest une nou-
velle quadrique passant par 8' et ayant avec chacune des quadrviques {4\ une
génératrice commune. En transformant (31 par 55, on obtient des éguations ot
les coefficients des puissances de  sont nuls, soit identiquement, soit daprés les
dquations des trois quadriques. (C/f. L. Thearie der Transformationsgruppen.
t L poaSasige))
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substitution <7' de 4(4, =) [qui répond A K7}, =d,T,, de B(5, =)].
On aura

N m
Ny QM -+ Yy
at .
a‘;::\,,‘-«U xrl Uy == Ly —M — @Ny +t_', ’

I?,—!- |,-~—3< 2

. a“n + oz’vl oo b

- - - — Ko 1

3 SR e 2T g
Pt P, -

By == My xs My, Yo =1 1 e Ty,

)

et les équations de S” sont

A} - ~ ) - »
3L M1z =0, DM+ LN =0,
ol
Ty __ 2 2 Yll__'llt_.ta
] :‘-——"(;" .
XY AN 2 9 \a

S — 1 st won carré, o, est la substitution oV du n°® 7, et est
transformeée en g, par la substitution de A’ qui multiplie v, et n,
par — 1 sans altéver les £,

St — v est carré = p*, g est transformée en o, pav nz, ,m,,.

S3. Supposous maintenant, pour simplifier Pécriture, que p™ = .
Sotent Ay, Ay, By les diviscurs respectifs de A\, A?, B qui laissent les
variables @, yy, ooy 2, v Inaltérées, et Ny (2A}), XQ(EBh)y opa
Yy Yoo O 3y @y les actions respectives de X, X', o, 1,7, 0, 8, ©
sur les variables autres que @,, y,, ..., &, ¥ quand on regarde, dans
cette action, &y, ¥y, ««y &y, Yi comume nuls, c’est-i-dire 'action de ces
groupes sur les points de la multiplicité @, =y, =...=ax=y,=o.

On vavoirque y X°, X, ..., X\, | =B (en entendant par la,si v =1,
que X' = B).

Il est clair que a7, 5, remplace y; par y, + ooy, pour k=2, ...,
n — 1, c'est-a-dire qu’elle opére sur y,, ..., y,_, comme

U

— ] Y .
1x= l"o.“cu,w\,\ ni:i A =0 ati-jp

U =Cgjy

(les V,; et les U,; sont permutables). Donc y;'o:,0, laisse y,,
Journ, de Math., tome V, — Fasc. I, 1916, 16
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Yay vy Va_, INaltérés, et comme elle conserve a, elle laisse aussi v,
inaltéré. Donc elle se réduit & 1, et 5, = g (')

Le groupe Z =X, B, ! contient y,. Or, pour A>3, V,;; trans-
forme Vi, en V.o, Viiouy U en Uy Upsy,, et est permu-
table aux autves V,;, U,; (j20). Donc, pour un choix convenable
de A. V3'y, Vaq est une substitution de méme forme que 4, contenue
dans Z, mais ol ne figurera plus V,;. A l'aide de V,,, ..., V,,, on
fera de méme disparaitre successivement V., ..., V. Alaide
de U,y, qui transforme V,,, en V,, U, 5, et est permutable aux
autres U, ;, on fera disparaitre U,,. A 'aide de Uy,, ..., U,,, on fera
disparaitre U,,, ..., U,. Donc 7 conticnt une substitutton de la
Jorme N, U, U A Taide de Uy, qui transforme (pour c:%) Vi,
en V,,, U” J_;,U,,,\u;., Usow e Uy 0 Uy, et est permutable a U,

R

on peut faire disparaitre U,,. Donc 7 contient une susbtitu-

N M 1 LY “ N ‘ . * - . - -1 .
tion V.U g, et de méme sa transformée V', 4,1 3 PAT I Gy, qui
w

b

est dans B, [I, 29, (20)], donc aussile produit I}, V,, ., U Lns Wy
T 1

BTR UM 3
gre

el u, étant trois valeurs arbitraires de w. Or, en supposant d’abord

e U

pZ3, on peut résoudre les deux équations Liu;=¢, ¥ — =o,
= ¢ -
% étant arbitraire, en prenant p, = — 3 uy,=u, = = Donc 7. con-

N
tient V,, oz, c'est-a-dire toutes les '\ .

En transformant les V', par dy T, (A2 3; cette opération est inutile
st n=15), qui est dans B, (I, 28), on obtient toutes les V,;. En les
transformant par v == 03 (8 est un produit de m;), on obtient toutes
les V;,. En transformant les V; et les V,, par y, = 0,3, on obtient
toutes les U,;, W,,. Entransformant les U,; par les V; etles Wy, on

(') En posant de méme

. — \ s
Ahya= Ukﬂ O=Cy vtk llj:k»!»ﬁ \ ““‘d\“’a.i,k-‘-lU"""r/)"u,n-»\—j,k»,q‘
)%
L= 7,
on a

0'('); = 0(3\; X(,\;. o U‘k);-_— Ulk.H)qX(k); (k ; V - 2) v oeesy U(v_.n; = UOV,G‘ PRSRAE

d'on U'expression de g, par les U, V.
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obtient les Uy, etles Vi, (1, 29). Donc Z contient B. Ov Z est < B.
Donec Z ={X,, B,| =B.
Donc, st pz5,1X°% XY, ..., \] ,, B,! =B, et, comme

a(rt=—1)
l\,_\_—- \‘l—-i -t el l\v.‘\ = “(\)‘ u) onl lol‘dl‘ —(71;)—2

on a .
INUNYL LN = B

87 p =3, n, qui est Ip et impair, est ¢gal & 3. Or B est alors iso-
morphe d v(2, ). Done B == X,

34. PournZg,ona; X', N\ ..., X\, =DB.
Lo effet, (:onsldcrons dabord le cas n = =. Le groupe |X, X, |
contient
=V ! ) ) N }
Lx foe 2\(*\ f— by & \ & U o &Y
donc aussi
Zaz-a T Ve Un Rk
el

St S Vi U\x;u

o= At xl, TR e T oh S ..--.L()@..‘.. akod 4+ 2at).
! 2 a ! : 12 ! !

a, et x, sont 5= o. Mais on pvul supposer & quelcongue dans €. Car
si A est non carve, %, et a, sont =% o dans toutes les solutions («,, &)
de U'équation a} +a; =14, et si A est carré, le nombre total des
solutions est = =126 (E., 44) (p est 2n), celui des solutions o
o, oy = 0 étant éndemment 4.

Or, soient &, @, des déterminations de o analogues & a,, «, et A’ 1.’
les déterminations correspondautes de A, u. Supposons que A’ = — 2,
X étant tel que

porp=— = Mad— )+ af - al' ]
soit 5= 0. On a alors
S xS S = Vi hid Ungy e = Uy g
Or X, X, ! contient

gua=— Uso‘x U:o,—x V:s,~xU _ahy

ﬁ
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douc aussi (1, 29)

e T 1—1 T
o7 L l:K.slw‘-{L'q{I}al' ERTRS T U 12,200+ U)'s

donc toutes les U,,, donc aussi leurs transformées par v,, qui sont les
[ 3] [}

W, donc aussi W, (I, £0), que y,y, (= m,4,¢,) transforme en V.

Donc ¢X° X°! contient B,,, donc aussi

LA SN —V..U - ca Vs ;
ola Vi Fnx= Vi L o FX nat Vg b Ul: 2as Urodxs
or ooy S

donc aussi V,;,, U, _22U,,;,. ou, en écrivant X pour Ax, toutes les
6
. . - N - T N ' 12 r 3
substitutions \ mU,s‘h%‘L}m: Syy € §, 8, Sa, %y, %y, %, €lant

quelconques ==o0. Or, on peut choisir les x; de maniére que
Sl =o("), etonvoitalorsque i X', X!! contient toutesles V5, U, ;.
En les multipliant par des s7!, on voit que | X° X} | contient toutes

les Un A, Cest-d-dive toutes les U,,, que y, transforme en W, donc

W,;, que y,Y, transforme en V,,. Done ! X°. X! contient B, ;. Donc
(X°, X'/, contenant les s,, contient les U,,. que Yo transforme en V.
Donc ;X X°! contient B,,, B,, et B,,. Donc ! X°, X! | =B.

En partaut, pour #2 7, dela formule | \°, B, | = B, on voitalors par
récurrence que ; \°, \J, ..., \J_,/ =B.

(R v—2

(1) L’équation 2} aj = o a toujours des solutions ol &y, o, et oy sont = o. Car
le nombre total des solutions est =2, et celui des solutions ot &; == 0 est au plus
ar —1 (E., ¥4). It v a donc au plus 3 (27w —1) solutions ob un des «; est nul. Or,
la condition 7*> 3 (21 — 1) est toujours remplie pour p27.



