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I.ES DIVISEURS DE CERTAINS GROUPES GALOISIENS. 67 

Sur les diviseurs de certains groupes galoisiens ; 

PAR J.-A. DE SÉGUIEK. 

Lorsqu'on cherche les diviseurs d'un groupe linéaire dans un 
champ galoisien s d'ordre τ. = ρ* (p premier), un des premiers pro-
blèmes qui se posent est de déterminer les diviseurs isomorphes au 
groupe £ (2, p'") formé des substitutions ^ ^ dans le champ C

m 

d'ordre p"1, ou à son diviseur Ό(2, pm) d'indice 2. C'est à ce problème 
qu'est consacré le présent travail, dans le cas où le groupe linéaire a 
un invariant hermitien, gauche ou quadratique, où p est > 2, et où 
les substitutions d'ordre p du diviseur cherché n'ont qu'une suite 
canonique (1 ). 

Je me servirai des mêmes notations que dans mon Mémoire Sur les 
groupes à invariant bilinéaire ou quadratique dans un champ de 
Galois (./. M., 1916) (a) dont je rappellerai seulement quelques-
unes. 

Soit A(n, iz) un groupe linéaire à η variables conservant un inva-
riant a hermitien, bilinéaire gauche ou quadratique, les substitutions 
de A étant dans 3 si α est gauche ou quadratique, dans le champ 3' 

(') On trouvera un résumé des résultais obtenus ici dans une Note présentée 
à l'Académie des Sciences le 3o octobre 1922. 

(â) Au n° 44 de ce Mémoire, au lieu de « car les normalisants... », il faut 
lire « car, pour ν > 2, CV(-i | Q est abélien dans B(n, π), mais ne l'est pas 
dans ^(2^, π). Je renverrai à ce Mémoire par la lettre G. Je renverrai aussi à 
mes Éléments de la Théorie des groupes abstraits par la lettre E, et à mes 
Eléments de la Théorie des groupes de substitutions par la lettre 5. 
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(Tordre /rK si a est hermitien. Je désigne par A°(/i, ~) le diviseur 
de A formé de ses substitutions unimodulaires, par D = [c?j le groupe 
engendré par la similitude (à n variables) d'ordre 2, par A'(w, ~) le 
groupe conservant a à un facteur près, par CI (Λ, ri) ce que devient A 
quand on regarde les variables comme homogènes. 

Je supposerai a de l'une des formes suivantes : 

1° ( -iUv'v— y(ù'i) -hr, ω. ι\0 ('), η =0011 ι, 
( ω — υ — ΰ, j étant 1111 élément définissant de β' 

(je remplacerai alors les lettres A, par II, 3e); 

2° M ί Σ[ (.r, 4-r,--<v) -4- r, t\i\c 

(je remplacerai alors les lettres A, cl> par H ,
χ

) ; 
3° Ei xiyi-yixi 

j les .r'·, y'( étant cogrédients aux .17, y,· 

(je remplacerai alors les lettres A, d. par G, (,'); 

/0
 ί - ί >vO'i+ Ψ (-»> /), Ψy) =cx' f, i:r +c'y2 M ) t ψ pouvant être réductible dans S 

(je remplacerai alors les lettres A, d par Q, ^). 
Le cas ti — 2 étant connu, je supposerai encore n > 2. 

I. 

1. Rangeons les variables dans l'ordre y,, .... r
v
. y, a;, jl\> 

xv-1.... A?,, en supprimant celles des variables Λ*, y qui ne se pré-
senteraient pas, et convenons d'écrire aussi y,, ..., y

n
 pour les variables 

prises dans cet ordre. 
Appelons transversale d'une matrice ο = (srt) d'ordre n la diago-

nale autre que la diagonale principale que j'appellerai simplement 
diagonale ; rWme sous-diagonale la rangée (parallèle à la diagonale) 
formée des <Dik où i — k = /*, c'est-à-dire la suite d'éléments or+lfl, 

(l) Je désigne généralement par à le conjugué d'un élément u de 8'. 
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?r+2,2> ···» r"inc sous-transversale la rangée (parallèle à la 
transversale) formée des oik où i + k = /ι 4- /* -+- ι, c'est-à-dire la 
suite d'éléments o

nr+i
, oa-.itr+2> <pr-M,»· Supposons maintenant ο 

dans le groupe sylowien Ρ défini précédemment (G., lo, 25, 42). 
Alors les φ

ίΑ
 situés au-dessus de la diagonale sont nuls, et ceux de la 

diagonale égaux à ι. Les ©
<A

 situés à la fois au-dessous de la diagonale 
et au-dessus de la transversale sont ceux qui, dans Tordre ancien des 
variables, étaient au-dessous de la diagonale sans être nécessairement 
égaux à ο ou à i, et Ton a vu (loc. cit.) qu'on peut les choisir arbitrai-
rement, dans s' si A = H ou H, dans G si A = G ou Q ; les φ/Α de la 
transversale situés au-dessous de la diagonale sont les ctu de G., 15, 
25, 42, et l'on a vu qu'on peut les choisir arbitrairement dans e 
si A = II, H ou G, mais qu'ils sont déterminés si A = Q. Une fois 
déterminés les oik situés à la fois au-dessous de la diagonale et au-
dessus de la transversale ou sur cette transversale, tous les autres le 
sont également (' ). 

Considérons d'abord les diviseurs de Ρ dont les substitutions φ ι 
n'ont qu'une suite canonique. Je dirai qu'une telle substitution est 
irréductible, et je supposerai p^.n

f
 en sorte que toute substitution 

irréductible de Ρ soit d'ordre ρ (S., 10). Soit σ = |/
t
-, | (σ

ι7
= ι) 

une s/( irréductible de P. Pour que le premier diviseur élémentaire φ ι 
de σ — si (ε étant la matrice unité d'ordre n) soit ($ — i)B (cf. S.

f
 0), 

il faut et suffit que les mineurs d'ordre η — ι de σ — ε ne soient pas 
tous nuls, c'est-à-dire que les σ, ,·_,(/ = 2, ..., η) soient φ ο. Si donc 
A = Q, η doit être impair, sans quoi σ

ν Η v
 si ψ = ο ou σ

ν+2 V+1
 si ψ φ ο 

est nul. 
Soit σ = SfV** un diviseur de Ρ formé de sp irréductibles et de 

(J) A.vec l'ordre actuel des variables, c'est en combinant la iIème colonne avec 
les (i—/·)'6ωβ pour /=/·+!, /·-{-2, ... qu'on détermine les éléments de 
la riime sous-transversale (/· > o) situés au-dessous de la diagonale : ce sont 

les (o
/t
-.i+

r+ui
 ^la valeur maxima de ι est le plus grand entier tel que η — /-ι- /* -t- 3, 

soit c'est-à-dire le plus grand entier 5 combinaison de chaque 

colonne avec elle-même détermine les éléments de la transversale dans la mesure 
où ils sont déterminés. 
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l'unité, et σ(α)= (σί ). Si σ(α1σ(^= σίγ), est nul pour i <' k, égal à ι 
pour i = /r, et à ΣΑ. pour k < i. En particulier, pour k = i — i, 
<*?Li = <*$-, -j- ag'.,. Si donc σ[χ)σ[^ = ι, σ$1, = — crgL,. 

Donc i° ter est abélien, car, la première sous-diagonale de 

(σ?'σα )~lTx'a? —σν 

étant formée d'éléments nuls, on a a'v''= ι. 
2° σ α complètement déterminé dans tu uvf, car si l'on avait 

σ'^φα^ avec a|if = Œof, cr^"'σ'χ! = σγ1 serait φι avec σ.,]'=ο, ce 
qui est impossible si σ'γ est dans tu. 

3° En désignant désormais par cr
A
 = (cr

a
,-
A

) la substitution de ru 
où σ

α2ι
 = α, α parcourt un groupe additif de s'(£., 34) quand σ

α
 par-

court tu = Σσ
α
(σ„= ι). Or l'action du p. p. c. m. des V,

2
, Y

2
, sur y, 

et y.
2>

 est semblable à L(2, ~2) si A = H ou H, et à L( 2, ~) si A = G 
ou Q (G., 11,40), En transformant donc au besoin tu parce p. p. c. m,, 
on peut supposer que y parcourt le champ s

m
 d" ordre p'", m 

divisant Κ = η γα si A = G ou. Q, et 2 Κ = nr/J si \ = 11 ou II. 
Je poserai alors σ, = σ = (σ,·

Α
). Comme = a

a4
.p(donca^' = cr_

a
), 

on voit que, dans risomorpbisme de tu avec le groupe des substitutions 
(5 -H a) où a parcourt ε,„. σ

α
 correspond à s -l· a. 

i£. Soit λ = (λ,·
Α
.) une substitution de A, telle que σ

α
λ = λσ«ι. Le 

développement de cette condition donne 

(ι) £"}.*?σ
χρ

/=Σ{'σβ*?λ?/. 

En faisant / = η et, successivement, k — 2, ..., n, 011 en tire 
λ

)7|
 = λ2„ — ... = λ„_, „ — ο. Admettons que λ,Α. = ο pour / si 

i < k, et faisons dans (1) k — 2, /. On aura successivement 
\

fi
 = ο, λ2/ = o, ..., λ/.., ι — ο. Donc λ/Α = ο pour ι < k. Il résulte 

alors de (1), pour /= /· — 1, en écrivant λ, pour λ,·,·, que l'on a 

'•Λ^α,λ·,/. —1 = 0·β.*·./.·-|λ*·-ι (A = 3. .... η). 

Or la condition σ
β

<Γβ = σ,βθ,

β
 donne 

Οα.Α·.*·—1 ^β.Α-Ϊ,Λ-Ϊ— -1 ^Α.Α—1.A-—ϊ (Α'=0, .... /ί). 

Donc ̂  = γ- — ... = soit = s, ou λ
Α

. = λ„ ρ"_Α. 
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D'autre part, la condition que λ conserve a donne (quelle que 

soit la détermination de A) 

(?.) λ/λ,(e = i, η). 

Donc la multiplication λ
0
 dont les multiplicateurs sont λ,, ..., λ„, 

est dans le p.p.c.m. M des mh et λ^'λ, qui est dans A et a la forme 
des substitutions de P, estaussi dans P. Donc λ estdansX0P = Ρλ0. 

De plus (2) montre, en faisant le quotient des équations correspon-
dant à i = 1, 2, et en tenant compte de \ ~ λ„ρ'1""*, que = ι, et 
alors (2) donne λ*"*1 = p'~". Si donc A est dans a, et η pair, desl-
à dire si A — G, ρ est carré. 

Ainsi, en posant
 k
u

0
 = |/

A
, ι^|, λ est, quelque soit A, dans | jl', 

et, si A = G, dans j aj j 1'. 
Quel que soit A, p.

0
 multiplie a par et est donc dans A'. Cher-

chons une similitude de multiplicateur ξ
Α
= ξ telle que |ξ-·]ρ.

0
= p.

A
=pt 

ou, si A = G, u2 conserve a. ξ est évidemment dans a'. Posons ξ = ι'"\ 
faisons 1 = ι'πΗ, et désignons par w

0 le p.g.c.d. de w, έ3— ι; l'ordre f 

de ξ sera π ~1 - Je désignerai encore par π' le p.g.c.d. de /î H— ι, π — 1, 

et par 2e la plus haute puissance de 2 divisant r. -h 1. 
Pour u = 2v-t-i, on peut faire ξ = '.ν+ι. Alors α = UJ //«*% Β -1. «+1-

est d'ordre τ: — 1. 
Soit n — 2v. Alors u. = 1LJ ?-ι,,h «·, et π' est impair. Si r est 

l'ordre de u. = | H-1] ;A
0

, on a ξ'' == tAr quel que soit k, d'où ir = 1. Donc 
r a la forme s (~ — 1 ), et s est l'ordre de ξ*-4. 

Soit tVabord A=H oit H. La condition Çw+I = i"+* donne 

α — n+ l-h/(— — 1). Déterminons Iparla condition «+1 — 2/= ~7Γ~" 
On aura 

w= "7^" (+ ') ~ l ~ ( ,l + l} 2 J ' 

«·.= —«. /=2'—· 

Donc s = 2', et ut est, comme ξ, d'ordre 2'(π — ι). 
Soie A = G. La condition que a2 conserve a donne ξ4 =t2(n+1 
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ou w — '' + ' w7 w' = η -+-1 H- /-—-· Faisons 1= o. Alors 
2 2 

m0 = —— <r>', .v = 2, μ"-ι = α (>). 

Quel que soit A, p. est, comme u
0

, permutable à Ρ (6\, lo), et JJL 

transforme Ρ comme p.
e

. Le p. g. c. d. de | p.A j = M.v = M, Γ est tou-
jours | u.~ 1J ; car pour que [λ* soit dans I', il faut et suffit que p.Jj y soit, 
donc que ir'~ ι2Λ = ... = ι"Α, d'où h = ο mod;: — ι. 

Ainsi, en désignant par 0(>D) le groupe des similitudes de A, 
par Ω

0
 son groupe sylowien d'ordre pair, par Δ /m groupe égal 

à ι si η — 2V+ ι, el à Ω„ si η = 2ν, λ es/ rfa/js ΡΜΩ {dans Ρ J ο.2! 
.si A = G), e/ le p. g. c. d. de M, Ω (qui est le groupe des similitudes 
de Ρ M) est· Δ ('). 

3. En exceptant le cas n—p = π, M est son propre normalisant dans 
PM, En effet, soit φ = (φ/

Α
) une substitution de P. Si o~' Mo — M, 

on a, pour chaque valeur de /·, cpu.r=u/ç>, ou out'
0
 = ul-'O f ou 

(1) Pour π s 3 mod 4, on pourrait, déterminer l de manière que 

m'==o mod 4. Alors Φ
0
=2π'(π+ i), /= ■ ^ ? s — ι. Mais, quel 

que soit le choix de Λ ■* étant ici impair, le groupe j μ- J D = J ctjj.· |, qui seul 

importe, reste le même. 
(2) Pour η — 2v, G divise II. On a alors = i"+l = ç5, d'où p.(| — p-{jH. On 

remarquera que u.<;, qui multiplie l'invariant ο de H par — i, n'est pas dans 11. 
// 7C—I 

Mais, quelle que soit la racine / — ι - (Λ impair) de j~hl=z — i, [/']|JL(; = p.' 
est dans H, et (y ξο)π-Ηΐ = t"+1 = £u+1. 

Je dis de plus que j p.'J contient jp.nj.ll suffit de montrer que pu est une 
puissance de p.', c'est-à-dire qu'il y a un nombre α tel que 

ξΠV''=(,/tc,'.A')a (* = ι, ..., η). 

Il faut et suffit pour cela que α = ι β ( π — ι), β vérifiant la congruence 

β [Λ(π — ι) — (η Η- ι) (π Η- ι)] -+- h -+- ' = ο mod 2 (π Η- ι). 

Or soient β
0 et /0

 deux entiers vérifiant β
0

( π — ι) -+-ι = γ0 ; y ο est néces-



LES DIVISEURS DE CERTAINS GROUPES GALOISIENS. 73 

tr'oM. = oihisklr~s. De là, pour i = k, il(r~s) = En faisant i= i, 2, 

011 voit que é'~s — 1, d'où /·= î mod ττ — ι, et ξ,-_ί = ι. Si donc oih φ ο 
(alors k est i — k a la forme /(~ — ι), /' étant entier. Mais 
■i — k est f η — iSp — 1. Donc, en dehors du cas excepté, on a ο = ι, 
et M est son propre normalisant. 

Si n = ρ = τ:, on a f — 1, i—n—p, A* = 1, et φ est une u
x
 ou 

une (G9). Donc, η étant ici impair, A = H ou H. Alors, en 
négligeant le cas A = H, et en désignant par |i/,| le p.p.c.m. 
des u

n qui est le central de P, le normalisant de M dans PM est 
M ; //, (, u. étant permutable à chaque u

K
. 

Soit plus généralement )u/| un diviseur de M d'ordre ^modA : 

alors gq est le p.p.c.m. de g, π — ι; donc gq = g11 ~ 1 ? e étant le 

p. g. c.d. de g ~ eg' et de π — ι = eq. Comme il y a toujours des 
entiers u, ν tels que ug' -l· vq — 1, on peut supposer, en prenant au 

besoin u.us pour 0/, ce qui n'altère pas q, que g — ■' ^ ' · Pour que 

JuC soit permutable à φ, il faut que ou/ ait la forme p5<p. Comme 
tout à l'heure, cela exige que = ι, et, u. ayant l'ordre de ξ, u/= u>\ 
Donc = φ ou ο,ν/('~λ) = oik. Si donc on a i — k==o 
mod q. Donc les ο permutables à |u/| sont celles où les o

/A
. situés 

hors des sous-diagonales de rang ~o mod q sont tous nuls, et elles 
sont permutables à p.». Elles forment a priori un groupe Γ®. Soient 
l et ί les nombres de oik où i — k = fq > ο (/entier) qui, dans une 

7Γ + I 
sairement impair, et Ton peut supposer β0 pair. En posant alors β= (30-l· u - t- 3 

la congruence précédente revient à 

„ (/, ESZl _ £±i)
 + s

 ο (mod
 2<), 

toujours résoluble en u. 
Pour que J

t
u'j = Jpuj, il Taut et suffit que μ' soit d'ordre 2'(π — ι). Or, la 

première puissance de μ' qui soit dans Γ est μ,7τ~' = f/- 2], et l'ordre de y'2 

est —-—? A, étant le p. g. c. d. de A, π + ι. Donc il faut et suffit que 

A = —— A', A' étant impair. 

Journ. de Math., tome V. - Faso. I, 1916. ï Ο 
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φ quelconque, sont respectivement au-dessus de la transversale et 
dans la transversale. I/ordre de Γ*' est si A — H, ~D1' si 
A = G, ~f si, A= Q (cela résulte des relations fondamentales). Si 
donc q>p — ι, Ρ == ι ou ju

{
 { (en négligeant le cas A = H) selon que 

η est ^>j) ou = p. p est évidemment permutable à P. Donc le 
normalisant de \ us ! dans PiVl est D'M. 

Il est clair que j υ/ j divise tous les transformés de M par P. Soit Z, 
d'ordre r mod Δ, le p. g. c. d. de ces transformés. Comme Ζ contient 
p«, r est>q. Toute substitution 9 = (©

/A
.) de P' est permutable à Z. 

Or cela exige, comme tout à l'heure, que tous les 9,7, où i — k ψέ ο mod r 
soient nuls. Donc r = q, et Z = j pA J. 

4. Soit υ.έΓφ, φ = (&,·,.) étant dans P, une substitution de PM per-
mutable à CT, et soit q (premier à p) son ordre mod ΡΔ. On voit par 
récurrence que (p/·'9)'ΞΤΞ p»' mod P. Donc u>' est d'ordre q mod ΡΔ. 
Mais u°q est d'ordre premier à p. Donc p*'* est dans Δ, et gr/ est le 
p. p. c. m. de g et de π — 1. Donc gq = g '* ' > e étant le p. g. c. d. 
de ~ — 1 = eq et de g = eg'. Comme d'ailleurs il y a des entiers u, ν 
tels que ug' -+- vq = 1, on peut supposer, en prenant au besoin (p^o)" 
pour p/9, que g = ' · C'est ce que je ferai désormais. 

Je dis maintenant que 0/9 a une transformée u/9' par P où 9 
est imc substitution de P permutable à us. 

Tout d'abord, si l'on désigne généralement par\z | la substitution 
déduite d'une substitutions de A en supprimant les deux lignes et 
colonnes de rangs 1 et η, [0/9] est dans A (ri — 2, -). Car on voit de 
suite (et mieux encore avec l'ordre ancien des variables) que [ L/.-4·* Ο j 
vérifie les relations fondamentales exprimant qu'elle conserver—y,. 
Si d'ailleurs s = (z,7.) et 3' = (srt.) sont dans P, et si zz' = z" = (sj,.), on 
a ζ],. = ο pour i < k et z'],. = 14 s,'

0
 spA. pour k<i, d'où [s"] = [s] | z'~\. 

On peut donc admettre que [9] est permutable à [p°| (Cela est 
évident pour /1 = 2, 3). Soit maintenant ζ = (ζ/Α.) une substitution 
indéterminée de P telle que [ζ] = ι, et soit ζ-'ρ^φζ = ρ*φ', d'où 
οζ = ρ-^ζρ*·'©7 (donc ο7, comme ρ ^ζρ^, est dans Ρ, et [ 9'] = [9])» 
ou, en posant 9'= (9j

7i
), 

t3) -ΐ=ί·ζ/ί?ίφλν5Ksk (A- = I OU i = ri). 
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Pour que φΐ, — ο, il faut et suffit, d'après (3), que ζ2, H- ça, = '/ζ2π 
ce qui détermine ζ2ι. Supposons donc dès l'abord que, pour 
/ = 2, on ait 'γ,ι — ο quand /^imody, et cherchons à 
déterminer ζ de manière que l'on ait φ',, = ο,

(
 pour 1 = 2,r,, 

et Qr+,.t = o ou 9,·+,.,· selon que νψέ. ο ou — oniodgr. Il suffit pour 
cela de faire ζ

3
, = ζ

3
, — ... — ζ,., = ο et ζ,.

Η
 , = 1· ou ο selon que 

r ο ou ~= ο mod y. 
Il suffit donc de prendre pour ζ celle des substitutions V, U, a qui 

remplace , par 4- ζ,+1., v, (alors ζ = ι si γέ= ο mod q). 
En faisant successivement /· = 2, ..., η — ι, on établira finalement 

la proposition (quand 9.,, = ... = = o, il résulte des relations 
fondamentales que o

n2
 — 9«,„-i = 0). 

11 reste pourtant à lever une objection dans le cas où A = Q 
(alors // = 2ν 4-1) et où r = η. — 1 ̂  ο mod <7, car alors la détermi-
nation choisie de ζ est u

]
 /

)ti
, qiii n'existe dans Ρ qu'à la condition de 

se réduire à 1. Mais précisément la combinaison de la première colonne 
de ο avec elle-même donne ici 

cln+ —/-2 ?,·, 4- c — o. 

Or on ne peut avoir à la fois r.-=i mod y et η 4- 1 — i'== imody, 
ni ν 4- 1 -1 mod<7. Donc 9«, = o et ζ„, = o. 

Comme toute substitution de Ρ transforme σα en une substitution 
σ

α
 = (σ

χΜ
) où SJU+I.A·? et par suite en en un groupe ayant les 

mêmes propriétés, on voit qu'en transformant au besoin tu par une 
substitution de P, on peut supposer que so/ι normalisant dans PM 
contient une substitution de la forme p/9 (g</— ~ —1, q étant 
donné) où 9 est dans Ρ et permutable à u". Alors, (ρ/φ)7 =ugk cl 
étant permutable à 9, et u.®7 dans Δ, ψ est permutable à στ. Donc 9 et u.° 
sont permutables à στ. 

Supposons désormais q mu cimum, et στ déterminé comme il vient 
d\Ure dit. Soient o/'Ç,· (1 = 1, 2, ... ; g{ — g\ φ

4
 = 9) les substitutions 

de A permutables à στ, IA^, étant d'ordre 7, mod ΡΔ. Alors (p/cl) ug cli 
sera l'une d'elles, telle que et gk = ug-+- <'«·,·. Or on peut choisir u 
et ν de manière que gk soit le p. g. o. d. de g, gt. Soit g = lgn 

et ̂  = £'/.· étaiU premier à q
k

. On aura lqg
k
 — y*.. Mais g), est 
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premier à qk. Donc g',. = ι, et Iq = qk. Or q est maximum. Donc l — ι, 
et gk — g. Donc " divise g{. Donc u."' est permutable à ci. Donc φ, est 
aussi permutable à as. Si donc xnf est le normalisant de as dans P, le 
normalisant de as dans Ρ M, et par suite dans A (2), est j u.s j ai'. 

Comme les σ
α/

,_, sont tous ^o(l), aucune puissance de uJ autre 
que u.sq n'est permutable à une σα(5). Donc la substitution opérée sur 
les ρ"' — ι σ

α
 quand on transforme as par [/>', est formée de cycles 

d'ordre q. Donc q divisepm — 1. Donc q divise lep.g.c.d.Oden — 1, 
p'"—1. Or m divise Κ = mx si A = G ou Q, et 2Κ =rnW si A = ΓΙ 
ou H (1). Si, m divise Κ, Θ — p'" — 1. Si m divise 2 k sans diviser K, 
c'est-à-dire si x' est impair et m — 2/11', Θ = ι (p'" — 1) ( ' ). 

On verra que q est toujours égal à (■). 

5. Supposons que m divise Κ et admettons que q = p'" — 1. — 
l'écrivons alors <„

n
 u

0;w
, ξ„

ιΑ
 = ξ,„. u

wiA
 = α,„, M

lllX
 = M,„ pour </, $*, ξΐ, 

J7·!? I Kvi? désignons par Θ„, le champ d'ordre//", et posons 

1 p/,/Λ ! — ΦΑ= (k ! w. μΙ.\ ! = Φ,Ϋ = Φ°· 

Remarquons de suite que, si A = Q, υ,,,, — Ιί'ί ΠΊΊΛ·>~\-ί^, qui est tou-
jours dans A0, n'est pas toujours dans Β (cf. G., 59). 11 y est évidem-
ment si g ou κ (sg rnod 2) est pair. Supposons donc κ impair, et 
soit / un des nombres 1, ..., v. Si ν est pair = ap, ν h- i — i prend 
des valeurs de parité différente pour i — l et i = ν -h 1 — /. Donc p.

m 

est alors dans Β toujours et seulement quand p est pair. Si ν est 
impair = 2 p -M, ν 4- 1 — 1 prend des valeurs de même parité 
pour i=l et i = H 1 - /. Donc u.

M
 est alors dans Β toujours et 

seulement quand p est impair. Ainsi, pour A = Q, u„, est dans Β 
toujours et seulement si κ est pair ou si ν . ο, 3 mod 4. 

On a maintenant et = |C**»ÎC= »:«<· 
Donc = P'-'o.n.. 

Donc Φ|Δ== | ζ 4- ι, '.
7#t

s Δσ correspondant à s 4- 1, et Δα
/Μ

 à i
m

z. 

i1) Ici Κ ~ m'-/, et -}{ (/>"' 4— Ο est premier à (pli— 1). Car tout facteur θ 
commun à (/>'"4-i) et 4 (/)K—i) divise leur somme i (i°K 4-/.?'"')> donc 
^ 4-1). donc aussi 4 | '4- 1—(/dv—1)], donc —1) et, en 
continuant ainsi, ou voit que 0=1. 
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Si donc β est un des nombres i, ...,/;— ι mod p, l'élément de Δστ 
qui répond à ; 4- aj = (; + a f est Δσ

Λ
β = Δσ£. 

Φ est défini par les équations de ru cl de M
 m

 jointes à ufi σ
α
 = σ

α
 ,

m
, 

τ
α
 parcourant les générateurs de m qu'on peut sup poser être σ = σ,^ 

s.i , ..., σ,«,_ι. D'une part, en effet, il résulte de ces équations 
que p.);"1 est permutable aux s

a
 (S., 73). D'autre part, Φ vérifie ces 

équations et contient Δ (cf. Ε., 18, 19). 
Φ° est défini par les équations de tu et de jointes 

a' u-2 u2m = (S.,73). 
La condition s

a
sp= (qui entraîne σ

α
σρ= σρσχ) équivaut à 

() (A -H Β)Σ,·/· = SJÏJ«P~FCΒ'~PΣ
/?

Σ
?Λ

. (IL K), 

d'où, en comparant les coefficients de βα'~Α, 

(i— k)aik — >riyt_xa(^Kk. 

En remplaçant i par i — ι, i — 2, ..., /r -H i, en multipliant les éga-
lités ainsi obtenues, et en posant s

21
s

3
, .... s^_, =,<?/ si /)> ι, s, — i, 

on obtient 
(5) _ | o! = .). 

Donc les n
ik sont complètement déterminés par les σ

7
·, t"/! ^ ο 

pour/>/i. On voit d'ailleurs de suite que l'expression (5) de σ
(Α 

vérifie (4) quels que soient les sy.y-,· Or, en transformant au 
besoin tu par des jnh on peut donner à σ2|, σ

32
, ..σ

ν v
_, si η — 2V, et 

à σ
2ι

, σ
32

, s
v+

.
(|V

 si /7 = 2V-+-I, des valeurs arbitraires fio. On 
va voir qu'alors les sont déterminés par les relations fondamen-
tales. 

(L Supposons d'abord que A soit le groupe H(/î, TC). — Les 
relations fondamentales donnent 

σ,,-ί+ι,Β-ί+άί+ι,^ο (ί = i, ...,v — i, si v>i) 
et 

σν+ι,ν^ ®"v+i,v si η ~ 2 ν ; σ
ν

_
Η2ι

^
+1

 + ω σ
ν
+ι,ν = ο si /i = 2 ν -b ι. 

Si donc /?, = 2 v, on peut, en transformant au besoin tu par une ïï-
=1

w
f!

. 
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(ce qui multiplie par pp sans altérer σ
2ι

, σ,.,, ..., σ
ν

donner 
àa

v+1>v
 une valeur arbitraire dans G. 

Supposons que σ
2)
 = σ

32
 = ... = σ,,

+(
 = ι. On aura 

i I pour / — I , .... V + I , 

' I (— 1 )/—v-f-1
 ω

ν; p
0ur

 /; v + '2, 
et par suite 

ί 1 ι pour i'^v+i j 

| (/—/,-) ! 7ir<=
 1

 (—ι V
 ,_v 1

 &>"
Γ| pour et /.^v + i > />'<{'. 

^ 1 | (—pour t.. ν h-a et kêv-\-1 ' 

σ,κ—ο pour i < k; i
ti
~ ι. 

Ainsi, quand m divise Κ, ni es/ complète me ni déterminé. Mais on. 
ne sail pas encore si m divise A, c'est-à-dire .SU conserve a. Or, on 
posant 

Sab = Eon+1/,a 5V';s, Β
α

β — i, i'.Ji ι 
^ α|3 — δαμ — S

a
p, . τ

α
β=wov+1 x dv+1 

cette condition, formulée dans G, 1, s'écrit 

| ο si « 4- β /£ 4- ι, 
\ Τ

α
β + 7

;
r
a

p = < 0 si α 4- ;3 ·-·- η 4-1 et α ̂  ,3, 

^ ) ί ω si ex. 4- β — η 4- ι et a = 5 (alors η — 2 ν 4- ι) ; 

[ 0 — ι s ί α β 3 ; 0 = — ι si α < β. 

Il s'agit de montrer que les valeurs (6) des vérifient (7). 
Soit d^abord 11 — av. Les seuls termes φ ο de S

a
p sont ceux 

où i > [3 et η 4- ι — / ς α. Si donc β > //, 4- τ — α ou α 4- β > η 4- ι, 
8

α
β = ο, et de même S

a
p = 0. Si α 4- β = /£ 4- 1, ou bien β est < ν 

(donc α >v), et S
a

p se réduit à un terme égal à 1, tandis que S
a

p = o, 
d'où Τ

α
ρ=ι, ou bien a. est <ν (donc β >v), et S

a
p = o, S

a
p= 1, 

d'où T«p = — 1. Soit α 4- β < η 4- ι et /14- 1 —α — β = f. Il suffit 
de faire croître i, dans Sap, de β (si βίν) jusqu'au plus petit p. des 
deux nombres ν, η 4- ι —a, et dans S

a
p, de α (si a<v) jusqu'au plus 

petit p.' des deux nombres ν, η 4- ι — β. Si alors B<v et a>v, on 
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a 8'

χ
β - ο, α = n 4- ι — a, et, en posant i = β 4- Λ, 

i) -» AI (/'_ A)· — /! <■' ')-0· 

Si a^v et β >v, on a de même S«p = S^= o. 
Si α et β sont ^v, on a μ. = μ.' = v. En posant dans S

a
^ i ~ β 4- Λ, 

et dans S;p η 4- ι — i = β -h Λ, on a T
e?

 = ( - ι )v ^ Σ'
0= o. 

5OÎV /1= 2v H-i. Si « + β^« + ι, on a S
a
p= S

aiJ
 = τ

Α
Β = o. 

Si α 4- β — η H- ι, ou bien α est ^ β (donc α ou β est > v) et l'on a 
T

i3
 = Ô, τ

α
β = o, ou bien α = β = ν 4- ι, et l'on a T

a
p = ο, τ

α
β = ω. 

Soit α 4- β< η 4- t et η 4- ί - α— β = /'. On définit α et μ.' 
comme précédemment. Si alors β est et α>ν+ ι, ousia^v et 
β > ν 4- ι, on a encore Τ

α
β = τ

α
β == o. Si β

Γ

^ν et ν 4- ι, ou si α^ν 
et β<ν 4- ι, on a u/ = μ. = v. fin posant dans S

a
p / = β 4- h

y
 et dans 

S
a

p n 4- ι — / = β 4- // (S
a

p — o pour α = ν 4- ι, et S
a

p = o pour 
β = v+ ι ), on a TaîJ4- — ( — ι )VM ρω ( ι — ι )' — o. 

Vinsi © dive V, el </ est ellectivement égal àp'" — i. 

7. Suppose fis maintenant que A = G ( //, π). En transformant © 
par une llJ

=l
/«

<?
, p étant dans s', on peut ramener σ

ν
.
Ην à i, 

α.
1η

 ..., σ
νν

_, restant égaux à i. On reconnaît alors, comme dans le 
cas A = H, l'existence, dans A(«, τ:2) du diviseur Φ = j©, uc,„| qui est 
contenu dans Ρ M (P ayant toujours le même sens). Donc q est 
encore effectivement égal à p"f— i. Si κ est pair, u/ est dans [ u.2 j 
(g■=— κ mod 2 et Φ divise A. Si κ 6^ impair, le p. g. c. Φ, 
A <?<y/ Φ°. 

Mais ici se pose une question nouvelle. En transformant le groupe 
initial © où σ

νΜ>ν
 était encore indéterminé parles m( de A, on peut 

ramener œ
v+1|V

 soit à i, soit à un non carré de ζ arbitraire N. Appelons 
encore ©le groupe où σ

νΜν
 = ι, et ©N celui où σ

ν+
.1>ν = N. Nous savons 

que © divise A. Mais ©
N
 divise-t-il aussi A? Et si ©

N
 divise A, y est-il 

conjugué de ni ? Tout d'abord ©s est premier à ©, car u
m

, qui est 
permutable à ©N

 comme à ©(toute m, est permutable à p.
m

), trans-
forme chaque sp de l'un quelconque de ces groupes en toutes les autres. 
De plus © et ©N sont conjugués dans A', car la substitution s de A' 
qui multiplie y <, ..., par N"' sans altérer a:,, ..o?v transforme © 
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en στ
Ν

. Donc στΝ divise A. En posant alors = σ£ι = (σ£1) 
et σ^1 = cr'Nl, σ£Α = on aura σ'α^λ.= σα{·λ. = α' Α crM. si / et A sont tous 
deux > ν (/> A) ou tous deux <v, et σ

χΜ
.= Νσ

α/Α
 = Ν<κ'"~Λ'σ,·Α si /]> ν 

et A<v. Comme d'ailleurs .s* est permutable à j., 011 voit que, si ι'„, = a, 
V-Tn'vf Κ — s" ' !^»"σβ [Ο = s-' σ

2
ρ* = σ$. 

Supposons qu'il y ait dans A une substitution λ = (λ,7ί) trans-
formant ΣΤ en GJv II y aura dans 7VGXn une substitution transfor-
mant M

w
 en lui-même (et toujours στ en στΛ·), Prenons-la pour λ. On 

voit comme au n° 2 que λ est dans λ
0
Ρ = Ρλ

0
, λ

0
 étant un produit 

de «,·, donc permutable à u.,
t

. Or, η étant ici pair, donc > />, toute 
substitution de Ρ permutable à M

f/<
 se réduit à 1 (ô). DoucX coincide 

avec λ
0

. Supposons que λ~· σλ = σ^"' (en prenant pour λ une substitu-
tion de λ j u£, j, on peut remplacer α par un élément quelconque de ε„, 
ayant le même caractère quadratique dans £

m
). On aura, comme 

au n° 2, en posant — λ,·λ^,-,·=ι et = ασβ_,λΑ_η 

d'où λΑ· = α\Α_, pour A = a,..., ν ou k — ν -4- 2, ..., //, et λ
νΜ

 = Ν αλ
ν

. 
Comme λ

ν
.,.,λ

ν
 = ι, on a Να = et α non carré dans ε. Or α a 

la forme i'
m
 = >fr, et g a la parité de κ. 

Donc, si κ es/ /)«/;·, στ et στ
Ν ne sont pas conjugués dans A. 

Supposons donc κ impair, α non carré et λ = γΐΝα. On aura 
λ,· = α'~νλ

ν
 pour / = 1, ν—1, et la condition λ

Α
=αλ

Α
.__, 

(v + 'ii/i^/i) qui, en posant A" = η -t- 1 — / (i5/5v— 1), s'écrit 
λ
/+

, = αλ
ι
·, est vérifiée d'elle-même. On a alors effectivement 

λ-1 σλ — σ
χ

 1 (on peut supposer que l\ = «,"'2V, et prendre alors 
λ

ν
 = αν_1, d'où λ

;
= α'"1 pour /5.v) et, A étant permutable à p., 

λ-'σβλ = σ;Ν
?'. 

Ainsi les diviseurs de A semblables à ÛT forment dans A nAwm 
systèmes conjugués {représentéspar ΣΤ et GÏJ, conjugués dans A') ou 
un seul selon que κ est pair ou impair. 

8. <Sqp/?osons A soit le groupe H(n, ~). Les relations fonda-
mentales donnent ici 

qn+1— t\n— i ® (l — . . . , V I, SI V I ) 

et 

o"v+i,v+άν+i
)V

=:o si λ = 2V; 0ν+ί,ν-*-ι-h 2cà
v+tiV

= ο si n = av-t-i. 
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Si n — 2v, σ

ν+ι>ν
 est de la forme we, e étant dans 8. Prenons 

σ·
2

, = cr
;la
 = ... =ff

VtV
_j = ι et (en transformant au besoin par une 

nu>mh, ce qui laisse σ,,, ..., σ
ν<v

_, inaltérés) σ
νΗ

_
ι ν

 —ω. Ou aura 

^ ι pour / = ι, . .., v, 
' | (—si />ν-!-ι· 

L<* groupe ainsi obtenu se déduit de celui obtenu pour A = Il Cη, π) 
par le changement de variables qui consiste à remplac-ry-

t
 parco/,-

pour i — ι, ..., ν sans altérer les a?,· ( ce qui change 11 en 11). Je le 
négligerai désormais. Ο ο 

Si it — ίί -+- τ, je prendrai c — - (en changeant au besoin la 

variable .r). Alors σ„ , — σ/+Ιι,· quel que soit i. Je prendr ai en 
outre σ,·.,ι)' pour * = ι, Alors σ

(
 ,·_, = (— ι)' pour 

(/- W i7 —2) 
/ = i. et.s·/— (— ,)-+:,"···(/ = ( — ι) 8 . 

Pourque or conserver, qui peut s'écrire " Σ" 7*.}'«+ι-* )? 
il faut et suffit que la somme S

a
<j = !££_, σ·*·αάρ

/Η
.,_Λ ρ soit égale à ο pour 

α + J -/: h 4- ι, et à ι pour α 4- β — η ·+· ι. Or, ici encore, si α + β 
est S

a
p = o. Si « + p = « + i, S

a
p se réduit à i. Si 

α -h β < η -+-1, il suffit de faire varier k de α à // -t- ι — β ou, en posant 
k ~~ α ■+- //, de faire varier h de ο à/ = ιι + ι — α — β. On a alors 

C vf î sx+/i S'/H-1 a-/f^Β--«ΛΪ(/ Λ)! .VA Ι,+I.'I-V 
Ο r 

sx+/i S'/H-1 a-/f^Β--«ΛΪ(/ Λ)! .VA Ι,+I.'I-V 
•s'a sttt-1- a-./' 

se réduit, à un facteur près indépendant de Λ, à (— i)\ Donc 
S «p = ο. 

9. Supposons en/in que A = Q (M, ~). On a vu (1) que, sé « = 2v, 
ra n'existe pas. 

Soit η — 2v -+- ι. En prenant c — l-> on obtient évidemment le même 

groupe que dans le cas A =H. 
Journ. de Moth., tome V. — Fasc. I, iqalS. ' I 
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Ainsi, quand m divise Κ —my., q est effectivement égal à 
pm — ι. 

10. Supposons maintenant que m ne divise pas K. Alors A = H 
ou H, m divise ïv = /«x', m = ·ιηι\ et q divise ·ι(ρ'"' — ι). Or le 
groupe gt construit précédemment est évidemment dans A, el A 
contient toujours ja. Donc A contient, le p:8/,·_η de Φ. Donc 

q = i(p"'~ «)· 

11. Il est maintenant facile de déterminer le normalisant gj' 
de en dans P. Pour qu'une substitution © = (©«) de Ρ transforme σ

7 

en σρ, il faut et suffit qu'on ail 

—ip: /WpS'xp/ — p=.-/ffjïA'3 ©ρ/ 
OU 

—p—/ ^/.'p 5"p/ y" ' — p..-( f/.p β'1 1 Pç/' 

α et β étant dans 8,„. Comme = rrw == ο pour k </, et que 
?aa = /, = 15 f équation est identique pour Ai/. Soit k — / -4- h > /. 
Pour // = ι, elle donne α = β {donc ο e.ç/ permutable à et l'un a, 
en supprimant les termes qui se détruisent, 

"•/'.-ri y/+A./·' -- | s :.j% CJ/+.; {. 

On voit que, pour Λ = 2, - est indépendant de /. Soit 

donc o
/+u

 = 0,σ
Λι1

 ,, et admettons que l'on ait, pour ρ = ι, ..h — 2, 
©

/+Pt/
= 0p<r

/+5i/
, 0p 11e dépendant pas de /(0

O
= 1). L'équation précé-

dente donne alors, en remplaçant généralement σ„„ par γ ^
 t

 , » 

<Ρ/+//,ΛΗ —— — 9/4-Λ-17 

ou, en multipliant par (Λ -- 1 )! —s1/s1+4 

qi+h+1 cl1+h-1 
3"^ A,/-M G(+/)-U 

c'est-à-dire que ο^Λ_, , = 0^σ,
+Α

_,
 ;

, ΘΛ_, étant indépendant de 1. 
Mais les 0, (qui sont dans s si A = G ou Q) doivent satisfaire à la 
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condition que φ conserve la même forme a que 7. D'après la vérifica-
tion faite au n° o, cette condition équivaut, quel que soit A, à 

(ι) 2£
=

o(— (λ)M/-/' —
 0

 (h— ' P
our

 f
= 1

 " ')· 

qui s'écrit encore : 

si f est impair = 2α+·ι, 

(, ?· * % 'Jj /( ι — ι % ) ( ~ 1 ̂  1 Vi V —' 0 ' 

si f es/ pair = 2 u, 

( 3 ) Oy-f- /( ') t 9/-| ~ 1 01 ) - r~ . . . 

-r· ( ')^—l ^
 u j^) Ομ-ι ^μ-ί-ι — '^ΐλ—ι ) ■+■ ( 1 )!' ^μ^μ °· 

Soit A = 11, υ = 0, et 0,· = 0'f -+- uOJ., 0f et 6y étant dans e. En 
clioisissant arbitrairement les 0^ et les 01μ, on détermine successive-
ment les θ*μ+, par (2) (0"

t
 =ο), et les 0όμ par (3). Dore es/ 

d'ordreun-1 
Si 0, = 0

a
 = ... = 0„_

2
 = o, on a = (— i)Q„ ,. Or, on vérifie de 

suite que s„ = (— ι)"·ν Donc cp„, = -J' Donc © est une u
t 

(si A = H on trouverait une Ti
{
) arbitraire. Donc gj' conlient j //., ce 

qui devrait, être, a priori, puisque ί «, ! est le central de Ρ (G., lo). 
Soit A = G ou Q. Alors (2) s'évanouit, et, en prenant arbitraire-

ment les 0
2μ4

.
η
 on détermine successivement les 0

2μ par (3). Doncw' 
est d'ordreuv 

Supposons 0,, θ3, ..., 0a^_3 nuls. Si alors n — 2v(A = 0), φ est 
une //., arbitraire [ici encore le central de Ρ est (G.

t
 25)]. 

Si η = 2v 4-1 ( A = Q), 0
2Y

_
2
 et 0.,

v
 sont nuls, et φ est une U,

2
 arbi-

traire, c'est-à-dire que © parcourt le central de Ρ (G., 42). 
Plus généralement, d'après (3), si 0,, ..., 9μ sont nuls, 0

3μ
 = ο. 

Donc, si tous les 0^ d'indice impair <p. sont nuls, 6
2μ
 = ο. Pour 

que θ
η
 ..., 6y soient nuls, il faut donc et il suffit, que tous les 0,-

d'indice impair >f soient nuls. 

12. Déterminons encore le normalisant Φ' et Φ dans A. Soit .<? 
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une substitution de A permutable à Φ. s, étant évidemment permu-
table à cnr, est dans 1 u.

/M
! (3), et, en prenant pour s une substitution 

convenable de Φά·, on peut supposer 6· dans ta', s transforme ul
to

 en une 
substitution de la forme Donc ss"1 = o = (o/aA est dans gt' et 
permutable à ; u.

m
|. Or, on a vu (5) qu'une telle substitution n'existe 

hors de φ que si η = ρ avec m — \ et A = H ou II, et qu'alors elle 
peut être quelconque dans ; , ; si A = H ou dans ! î si A = H. 

Donc, eu except ait le eus où η = ρ avec m = ι et A = II ou H, 
φ' = φ. Si n — p avec m = ι, Φ' = · Φ, uv _ ; pour A = 11, et 

Φ' = | Φ, i pour A = H. 

13. Pour que A {fi, p/l) divise A(/i, ~), il faut que η divise Iv. 
Si A = G ou Q, cela suffit. Si A — 11 ou H, il faut en outre et il 

suffit que ^ soit impair ( ' ). 

Supposons que mk divise K. le quotient étant impair pour A -- H 
ou 11, et cherchons si Φ ou, pour A — G avec κ== ι mod 2, Φυ di\ise 
A (/«, ρ'"1"). Par construction CT divise Λ (/>, p'"k), sauf peut-être si Λ = H 
avec « = 2v-ri ou si A = 11 avec η = av, à cause de la présence de ω. 

On pourrait négliger ces deux cas comme sans intérêt. Mais, comme — 

est impair, le champ s
mk

 d'ordrep'"k contient un non carré X de C. 

En supposant donc (pie υ'-= Ν, υ délinit à la fois z' relativement à C 
et le champ z'

mk
 d'ordre p""'h relativement à Z

mk
. Alors ω est dans z'

mk
* 

et πτ divine toujours A («.,/>"'*). 
Il suffit donc de considérer u.,,, on. si A — G avec χ.=ξι mod 2, >f;„. 

On voit de suite que A (-iv -f- ι, p",k) contient toujours Φ, et que 
G (uv, p"'k). qui contient toujours Ψ°, contient Φ toujours et seulement 
si. k est pair ^pour qu'il contienne Φ, il faut, et suffit que = i, 

d'où ̂  ~o mod2)· 

Soit donc A = ÎI avec η = 2v. Comme u
0m

 multiplie l'invariant de 

(') Si A = Gou Q, les çtînéraUîur-<l·* A (/<, ~) api>:»rii»'i)ne'«t évidi'ininenl à 
A (n, -') quel que -oil l. S» A — 11 (//, 7:), le-g «aérateurs de A(«, ~) neconser-
vent Γ i η ν α r i a u t de Ll(«. 7:·') <pie si / est un pair. 
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H(/t, pmK) par i",+ l, la condition que u„, soit dans H (ny p
mk) revient à 

5Γ + ! = C(L est alors danse'mk 

Soit d'abord τ. ~ ι mod 4 (donc / = i). Comme ̂  est impair, on a 

Α ==κ mod a, donc, même si mod4, p'nk~ι mod 4· La condi-

tion précédente revient alors à ξξ mod 2, qui est vérifiée. 

Soit ~ = 3 mod 4 (donc mk~ Κξ= i mod 2) et ρ = — ι -+- 2ρΛ 
(/λ impair). On voit par récurrence queρχ— — 1 +· 2Ρ//

Κ
(α, Λ

α
 impairs). 

Donc ρ — /, et ^— est impair. On trouve alors» comme précédem-

ment, ̂ —- ξ " 1 mod 2. 

Donc tout diviseur FI ( /<, p"'A) de H contient Φ( '). 

(') Eti parlant du diviseur Λ (η, p"tk) de Λ comme on est parti de A, on obtient 
la même détermination de M

w
. Désignons, en elVet, par i.km, μ.0-/ι.,„. μ/,ιιη ikm 

- -1 
les éléments cjni remplacent alors t, ·.'. μ

Λιιη
 μ

ιιη
 en faisant ~ '' 

u2— 1 
1 —- ( yj*Lu„i 

Si /1 2 V i i, 011 a évidemment p.
0
j.

m
-=z μ,

ι/η
 et —em 

Soit donc η — ·>.ν. La condition ;x
m

 — μ",,, s'écrit 1 | — μ^},,* Or. 
pour que le second membre soit dans 1', il faut et suffit que 

, 11 1 r __ ,/»(«-)' 'tu — ·m , — . 

d'où u — 1 h (/)':! — ι ). et — iH
km. 

Soif d'abord Λ — II. Alors — est impair, donc aussi J
(Â
.^ ^ : donc la plus 

liante puissance de 2 divisant />'"*4- 1 est 2'. La condition revient alors 

à la congruence 

h 2'(
Λ
 4-i—

 ;
— 4-2 ξ ^ i«od2'+,

t 

qui est toujours résoluble en h(le premier membre est =2 h mod 2rtl, et le 

second est = κ — A' mod 2). 
Soit A = G, e/ A' pair. La condition £,„ = ξ",,, revient à Λ ξ 0 mod 2. 

Pour A —G et k impair, la question qui se pose est celle de l'égalité 
ul;„= μ\/η

% E'le exige d'abord que 2// rr 2 4- h {ρ'" — 1), puis que ξ;„ = ξ^
(

, d'où 

encore h ξ ο mod 2. 
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14. Cherchons maintenant dans Λ un diviseur «y. isomorphe à 
-^(2, p'n), dont les sp soient irréductibles, en entendant par là qu'elles 
sont irréductibles quand on regarde les variables comme non homo-
gènes. 

Soit X un diviseur de A contenant Ω (2) et tel que X ; Ω ~ y.. De 
la structure des jr/t·.·,de λ; et de l'analyse précédente il résulte : 
i° que m divise lv = wx, el si A = G, que κ est pair (7); a1· qu'en 
transformant au besoin X par A ou, si A = G par A'. 011 peut sup-

poser Φ = , ôî, u
/w

 1 contenu dans X. 
Soit γ = (γ

/Α
.) une substitution de X telle que 12γ corresponde 

a (—-"') de .Ç(12, p'"). Pour l'existence de X, il faut que l'on ait. 
mod Ω (S.

 y
 85). 

y2 = 1 y0 =1 y-1 um = um 

et ces conditions, jointes à celles déjà indiquées, sont suffisantes 
(loc. cii.). 

Je poserai γ- — [ζ |, [ζ| étant dans 12, et, si 12 — D, | ζ| = t!h. 
Inequation [γσ.]3 ξξι inodQ s'écrit σγσ = γσ"1 γ [ ρ J. |ρ] étant 

dans Ω. En prenant [ρ] γ pour γ (c'est-à-dire en posant y = | ρ~1 |y', 
et en effaçant l'accent), on peut supposer que ρ — t. Je poserai alors 
; φ

Λ
, ν ; ™ = X, 1 Φ", y : = = X°. et je désignerai par 

ncl-- -V° == ν»(·.ΐ, />'") 

ce que devient Χυ quand 011 y regarde les variables comme homo-
gènes. L'équation précédente s'écrit encore (sy)'1 = [ζ2], ou, en dési-
gnant par ^ c-if yh X

 t
■— cH les fonctions substituées à y, 

par γσ-'γ et σγσ respectivement, à \ ,·, ou c
i(
 = r

if
. 

L'équation γ~' u
/Jf

y == u.,
w

l mod Ω s'écrit, en introduisant 

[&« ■11 = ^ v~l μ«« y — i> j *>»/· 

Si A = H avec η ~ 2v el x=~i rnoda, 0 est d'ordre 2e et engendre Λ. 
Dans tous les autres cas 0 = 1. On voit que [5] est dans Ω. L'équa-
tion précédente s'écrit ρ-9ΙΗγ = |sC+| ou, en développant, 
i ik'tH m I if>' 

Or. si γ existe, il y a, pourchaque valeur de 1, au moins un y,
A
. φ ο, et. 
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pour γΜ-7^ ο, t'+*-«—· —

 s# Donc 5 a la forme iL

m
 (o<cSp"' — 2). Sup-

posons que 1 = ce qui ι st toujours permis. On aura s —' rgu+1 
Mais, f^] étant dans Ω, ^ a la forme i/w""ue. Donc 

(r- l)s (- — »)-H-/(77^— l), 

d'où c.o =/~—ou <: = j -—-—(/= ο ou 1). Ainsi, pour chaque 

valeur de /, les γ«.=£ ο véiilienl la condition 

(I ) / 4- k — n · - I -+-/ - h/1 (p'" — 1 ), 

/^=0 ou 1) étant indépendant de 1, A et r4 —el 

/"' entier. 

I .*>. Soit d"abord f = 1. donc s = — 1. L'équation 11 ) s'écrira 

i -·- /, — η ι -i- // - (A impair). 

Or. i h A est r: 2 ou 5 2 n. On a donc 

1 — n h ' ^ n — ι, 3 
OU 

h 12 2 - n-2 n-4 
p>»—, 1 

Donc, h étant impair, m — 1, | h | = 1 (quels que soient / et /1), et 

»>£±i· — 2 
Soit ρ — ·2ρ' + ι et i = n — p' 4-1. Alors k — (h4- i)/>'. Donc 

h = 1 et k — 2/ϊ'5/λ Donc Mais ρ est d'où p'=v. Do/*c = ν 
et ρ = 2 ν -t- 1. 

L'équation (1) devient donc A = n.4- i 4- Λ ν — Λ D'où 

i 5 n 4-1 4- A ν— ι S /1, 
OU 

i-n/v < h< i-1/v 
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Donc, si i ̂  ν. h est < j d 'où h == — ι \etsiif> η — ν, h est > — ι, 

τ/Wz Λ = i. Donc, sauf si i = ν 4- ι gpcc η = 2ν + ι, «epeut 
é//Y? ̂  ο t/z/e' /7077/' //we valeur de /». Mais si η = 2V -+-1, | γ | PS/ //77/, 
car les seuls éléments non nécessairement nuls de la première et de 
la dernière colonne, sont γ

ν + ι., et γ
ν+1

.„; en sorte que le coefficient de 
chacun d'eux dans |γ | est nul. 

Soit donc η = av. Alors, pour z~v, /Î=V + I - z; pour if> v, 
/c — 3 v 4- ι — ζ. Donc γ remplace /,· (tiv) par γΛν + 1

_,· y^\-i et 

y3 U > v) = Vn+x-j = ·ν/(/ = Λ -H I— ./5ν) par γ,·, 3V+,_,· r:tv. 
La condition y2 — [ζ] donne 

(2) */i'.v-1-1-7"/v M j'/yj M— ?· 

Employons la condition Y', = Y,. On a ici 

V,= (— 0'+',_/./.>·/· V', — γν,Σ\σ,/ γ/. 

Donc 

(3) <7\ii—(—ι)/+,σ
7

.
νΜ

 /yv-+-1—/./ (/ = '/)· 

Cette relation détermine les γ,·
Α où z^v. Les autres sont alors déter-

minés par la condition que γ conserve η, qui s'écrit 

U) '/./.37+1-./"//.vm-/— 1 (/ = // -ι- I -y). 

Enfin le produit de (3) par l'équation qu'on en déduit en changeant / 
/'+1 

en v 4- ι — ldonne, d'après (2), ζ = ( — ι )v+l = ( — Ο 2 . 
Il reste avoir si Y'A = YA. quel que soit k. 
Dans ce qui suit, toute somme Σ,·/(ΐ) dont les limites ne sont pas 

indiquées, s'étend à toutes les valeurs de i pour lesquelles /(z) est 

défini. En particulier —-—^7-———défini pour c 

entier >· o, sera regardé comme égal à 1 (ainsi que c !) pour c = ο et 
comme nul pour z/ < c (1 ). 

(
1
 ) Quel que soit 7/, oo a. pour v entier 1 0, ^ Jj'=(—J> 

et, en vertu même de cette relation, le second membre se réduit à quand 

on change a en — u. 
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On observera aussi les relations suivantes : 

( (—t)'c si — 1 
(5) sn-k 

I (—-r—— si ktv 

Remarquons maintenant que les formules (2) (5) donnent 

( y. _f .\ v4-t */ (v-Qlce) iVM-' ! (Î<V), 

( y. _f .\ v4-t */ (v-Qlce) iVM-' ! (Î<V), 

V yJl3v,-i_y— 1) ~— , · _ _ ν, 

(7) I ysv+1-/,/ — — —: rn— v>v 

On a donc, pouri=v 

ν -M — i 
¥/= yôv+i-/ 2

 1 )'+A'+v+1 σ
ν
 +.J_I,A·yx-,ν+ι—A-y'v+i—t, 

A —l 

d'où, en posant ν -h ι — k = /, 

s,1 (! — ΐ)!(.ί — ί)'Λ·>~ ')'■ *t (1-1)! \,v— l) 

Pour y > v, on a 

— /y,3v+i-y ! ^ ( O^A'+V+10"3v-h—i/,A-y/.-,v+l-Aiyv-t-i--A· 

3 V -+-1 — j *""ï 
"+■ ( ΐ)·/_Η''' σ

3
ν+ι—;,a7A,3V4-1—A-y'3V+l-A- I ' 

fc=v + l J 

d'où, en posant dans la première somme v + i—/1 = /, et dans la 
seconde 3v -+-1 —k ~i\ 

sji = sj/sl c,-*'( 0* (n-f)l (i<v) 

cjr = sj/sr r-v-1/j-v-1 

Journ. de Math., tome V. — Fasc. I, 19U6. 12 
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D'autre part, pour / ^v, 
V V 

y'1 = EVik'/kSi+\ -■/.· ̂  ^v+i-A-./y/· 
Α·=ι /-1 

ou, en échangeant les deux sommations, et en observant qu'il suffit de 
faire varier k de ι au plus petit / des deux nombres /, ν ι — /, 

V / 

r:_y (ν~/·>: r,(/—/.·)!(/.·— I)! (f + 1 - <■ — ')! 
/=i Α-.-ι 

d'où pour / -v, 

• ι — 2^7ji'-yi'■·'■■■ i-/·· 2^ fvi i-a-./.V/ 
A'= 1 

OU (1 ) 

• ι — 2^7ji'-yi'■·'■■■ i-/·· 2^ fvi i-a-./.V/ 

Pour / > v, on a 
Ί ν 

• ι — 2^7ji'-yi'■·'■■■ i-/·· 2^ fvi i-a-./.V/ 
λ — ι /·--! 

H Ί 

-+- 7.0",·/,>/,·: iv-t-t A J Î3v ;i /.·,/· 1 / · 
A--V · I /1 

(') Considérons en ell'et l'identité (ι — .<·)-"'(ι — ( ι — a·)" i.a 
comparaison des coefficients de .v? (</ entier ''<») dans les deux membres donne, 
en supposant η entier . i. 

E ^ ; m -+- \ — ι \ / η -H <j — s — ι\ _ , 'm //--//-Α 

d'où, en posant m rr — /,·, η — ι — /,</— r ~ I ( donc r est entier ί /), 

is-KKTHrZ1;). 

et, en posant s — i -h a (a entier quelconque ^ ο ou < o). 

E (-1)l
a
)C ") = (L/) (r, / entiers, et r'il). 

C'est la formule employée au texte, et qui servira encore plusieurs fins. 
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ou, en échangeant dans chaque somme double les deux sommations, 
et en observant qu'il suffit de faire varier /«·, dans la première somme 
double, de ι à ν -+· ι — /, et dans la seconde, de ν -h ι au plus petit u 
des deux nombres /, 3ν 4- ι — /'(pour r < v, rt= j) 

ν -·/ /' 

·/ Jy ?jk '/le.·ι (-1 h?·' il-/../ τ ^ 5".//, '//,·.3·/ il /,^:!v-\ /,·,/ ,)7 

/ : - I A ^ 1 A— V-M _ 

η u 

- r 7^ 7, σ./' a "//,·. ;sv ι-1 A /,-. ,'V r ■ 
I' -* ν ι /r = v- M 

On a donc, pour v, 

v-k (./' — /. )!(/»' — ι)! ( ν -h ι — />' — /) '· 

+ E n+k (./' — /. )!(/»' — ι)! ( ν -h ι — />' — /) '· 

ou, en posant, dans la première somme, k = ι +· /·', / — ι -l· /', et dans 
la seconde k ν -Η ι 4~ A", // — / // , 

(./' — /. )!(/»' — ι)! ( ν -h ι — />' — /) '· 

(./' — /. )!(/»' — ι)! ( ν -h ι — />' — /) '· 

= (./' — /. )!(/»' — ι)! ( ν -h ι — />' — /) '·(./' — /. )!(/»' — ι)! ( ν -h ι — />' — /) '· 

ou, en observant ijuc 

(./' — /. )!(/»' — ι)! ( ν -h ι — />' — /) '· 
et que 

(./' — /. )!(/»' — ι)! ( ν -h ι — />' — /) '·(./' — /. )!(/»' — ι)! ( ν -h ι — />' — /) '· 

(./' — /. )!(/»' — ι)! ( ν -h ι — />' — /) '·(./' — /. )!(/»' — ι)! ( ν -h ι — />' — /) '· 
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ou, puisque 

Î»-|\ U.Mli.ri, *5,0. 

■" .«/ ' ν * — / ><y-'>U ./7 V " (V-/)!(>-v-1 )!,/!'C'. - *J (_, y.. · (V-<-·\< ' - Ί! /, _ ' )-. u , y M 

et la condition c'y/ = c,/ revient à 

= <^=4-,, c'osl-;\-<Ure à (- 0<-= <^=4-,, c'osl-;\-<Ure à (- 0<-

qui est vérifiée, puisque, d1aprèsce qu'on vient de voir, = ( — iV('). 

On a enfin, pour r > v, 

sj n-k 
'"""s, K ' (/_/■)!(/,·-ν ■ - ! ) : ( 3 V -4- ι — Λ- — /·)!' 

/ — V -ι-1 

ou, en posa η l /· = ν -f-1 4- h/ = ν -t-1 -h /, 

" (./-V-D: — ,Λ/.·' ν'" (./-V-D: — ,Λ/.·' ν'" (./-V-D: — ,Λ/.·' ν' 

= s,. (y - ν — ι)' \n - r 1s,. (y - ν — ι)' \n - r 1 

et la condition c'Jr~ cjr oxi^e que ν soit pair. 
Â/nsi, pour /=i, X n'e,ciste que si ρξξξ i mod4 avec m — ι, 

η = /.) — ι. Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes, et Con a alors 
C2 >

 t
<~1 = τ =· (ί< Ci^C — 1, γ"' ρ·/»γ = υ-;.1 dw ' (cf. 19 ). 

Ces equations, jointes à celh's de Φ (\) et à γ d — c/γ. de finissent 
le proupe abstrait isomorphe à X. puisqu'elles sont satisfaites par X, 
qui c<uilient elleelivfiuent d (Id., 18,19). Klles montrent aussi que 
X0:--· U (ι, p) (S., 92). 

(>) On remarquera le cas /=v, qui iloime, on observant que 

ni = (ρ — ι)! = — ι, 

(»!)«=(_ ο— d. ,)Ψ, 

quel que soit le nombre premier />>a. 
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Je désignerai par γ
η
 ζ,, Χ,, X", X, les déterminations 

exceptionnelles dey, ζ, Χ, X% -V, A)0, X qui viennent d'être obtenues. 

1(5. Soit maintenant f — υ, donc it =* 1. — Alors, pour chaque 
valeur de /* (ou de A), les seuls γΜ φ ο sont déterminés par 

i -+· /. r:r η
 r

 ι -+~ f: (/>"'—Ο (/' entier). 

Or i et A sont > t et ^ n. On a donc : 

1 — η ~ Γ{]>"'—ι)~n - ι, ou Ο'I-- — — - — ~· 

Donc, s/ m > ι, on s/ η * f — ο. 
Eludions d'abord ίο cas exceptionnel où f prend des valeurs φ υ 

{c'est-à-dire oà il y a des γ/Α. ο correspondant à des valeurs 
f φ ο). Alors η — ρ, m — 1, et les valeurs φ ο de f sont ± 1. 

S/ /"= — ï, on a i -h k — 2, d/o/ic / = k = 1. Si /' = 1, ολ α 
/ -h A = 2 />, d/o/dc i = /.' = n. Et

y
 par hypothèse, γ,, ^γ,

Μ)
 /je sont pas 

tous deux nuls. 
On a ici 

II — I 

L — i / » t Q« t /)'»*/11 yi η y >11 ).y 1 y 1 n ^n»'( ' ν* ' y ι\ί+\ -1 ,ν»-+-»—« 
i=2 

"*■" "/!'« (yι I σ'Ί '/!« 7"» ),'V 
fi 

^ i — 7ιθ'ι ·+· y ι Gmyt' 
irr-.\ 

η étant impair, A = H, H ou Q. Je négligerai le cas A = H (H se 
déduit de H par un changement de variables). 

Soit Λ —11, et d'abordφ ο. La condition γ3 = |ζ] donne ici 
1 II ~ i «W υ· 

La condition que γ conserve ci donne, en posant γ,„ == 0γ,,η γ0γΜΜ 

(donc γ,, =0γ
η

),γ„, = 0γ,
Η

, 0( - γ;
(
 -+- γ.„γ«.) = *· 

La condition c,„ = e,„ donne σ
ΛΙ

 v
1M
 = 1, donc γ,,

(
 =n-1/sn 

Or, pour η impair, .v„ = — s„. Donc γ,„ = — γ,
η

. Donc 0 = — 1, 
el Vu Yu» Y/n ̂  1 · 

La condition e,, — c'
u
 donne γ;, - γ1Λγ«, = ι. 

Mais alors yj
t
 = 1 et θ devrait être égal à 1. 
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Donc γ,„ = ο. La condition que γ conserve a donne alors γ
Μ

γ„
Μ — 1 · 

La condition c,, = c
u
 donne γ';, = γ

Η
. Doncy, = y

w
„ — ι, et la condi-

tion 7- -= |ζ | exige que γ,,, — ο. 
Soit Λ—(

v
). Si γ,,, ou y

/M
 est 7:0, la condition γ'--|ζ| donne 

Tn-l"ÏH« = Ot et hi condition que 7 conserve <7 donne 7,, — */
M

„ =--- ο 
contre l'hypothèse. 

Donc 7,
n
 = 7

wl
 = o. La condition que 7 conserve a donne alors 

Vt ι Y a» — ι. et la condition c'
u
 = c

M
 donne γ';, = 7„. Donc γ

Η
 = 7"" = ». 

Ainsi,pour Λ = Il ou Q, ο Λ» /<7 7,, — γ,,,, — ι, γ,„ = γ„, = ο, et 7 
remplace y f 1 — 1)par yn,m yn+1 

La condition 7- = |ζ | donne 

ι, — y 71 — //ι// - — ^ et y,,„ i 1 y /(i. 1 - /,/ — 1 ( ■· ,/ ft ' )< 

La condition que 7 conserve a donne alors γ/.„+, , γ„., == ι. 
La condition r.', = donne 

(v- V f:.'"''γS» ■ 1 / \ t ·.! 1 · 
d'où 

(v- V f:.'"''γS» ■ 1 / \ t ·.! 1 · 

c/ fa condition e'
u = c

t/
 e.v/ alors satisfaite dans ζ. 

Ainsi γ est complètement determine, cl il reste à voir si la condi-
tion Y'/f = YA

 est vérifiée pour A > 2. 

On a d'abord 
u - I 

V
w

~- σ„, ν, :·^( 1 )' ' ' 7 a, κ ·, 1· 1 l/f: i .'"-m 
l-i 
ιι·~ \ η 1 » 

1 II — C/ii ,' I -î- - Ink y A. Il ; I -A·  . · I A./ V "" · . ?::!} .'· 

A -S /=! / I 

ou, en changeant l'ordre des sommations dans la somme double, 
puis k en η -t- 1 — A, et en négligeant les termes nuls où /.· <Y /, 

^ 11 —I ί » ' 1 '' ' '' · ' ·'■ /. ^A| J 

n-1 E t=2 y1 Eo-1 h yn+1 -k h + enl 
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On voit que οή
ιΛ

_, = c,,
 (l

.., = ι. Considérons la condition r'
nl
 = c

nl 

pour / = a, ..η — 2. Elle s'écrit en multipliant par (η — 2)! — 

n~ 1 

τ=ΐ=&-ι?7=τ\ /. -/ ) + ' * t 
ou (// = ο dans 2) (') 

Γ ( b — C + /1 + 1)Γ ( b — C + /1 + 1) 
/ — ι (η — \i). 

0ll
 Lit—'^ ,, "1 ~

f
~—~~ — ( — i)'. ce qui est évident. 

(M llonsilierons In somme = ̂  ~~j|y (—b n'étant pas un des 

nombres n, h). Je dis (lue S/,;, -- ^ ^ *~·*) » On a d'abord évklem-

ment S/,,> — ~· = q^~~y * en admettant la formule pour une valeur entière 

quelconque de /<, on a 

' 1,11 ·1'"^ s -! h \s)''~\s--\) \\h -I- h -T- Ô " ■" 2d S H- h V< — I ./ * 

Par hvpothese, la dermere somme est e«ale a |Γ/-, % (on le voit 

en posant s — t - ι ). Donc b/, Λ.Η — -,τ—;h+2)/b+h+a 
On peut d'ailleurs établir plus simplement la formule en question par la 

théorie des intégrales eulériennes, car on a 

s„„=[V(--od
7
') ~ '=/Vu.-.OV^ = i^t±4>. 

s==0 J 0 

La somme > . est évidemment eaale a - ot> , · 

La somme ̂  (^
s
 (

c> entier) est de même égale à 
c 

Γ(6)Γ(Λ + ι) 
Γ ( b — C + /1 + 1) 

Pour traiter le cas exclu où — b est un des nombres o, h tel que f, suppo-
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La condition c„, = c,
n
 s'écrit, en divisant par σ„,, 

n/s2)=(-.)··(-+ο ο. ï>;-< i=o 
/ = 3 

ou, en posant / = ι ■+■ .9, et en observant que 

n/s2)=(-.)··(-+ο ο. ï>;-< i=o. 

ce qui est évident, puisque à chaque nombre s répond un nombre 
ρ — s — s' pour lequel ρ = — |· 

lls\tgit maintenant (f étudier la condition Y',. — Y, pou 17' = 2, 

η — ι. 
On a, pour ί S j < η — ι, 

Y; —
 Ι

)·'
+1σ

«+ι-,|.ι/ι + ( 1 )·'
+Α

 0* Μ-.-1—y, Α· y Α-, « -♦-1 — Α· A^j » 

d'où, en posant η + ι- ί = /, 

cjl = sj/sj
(/

·,_
 a)

! 1 ) l/ = ^ 1: donc c
y
,= ο pour α y). 

et, puisque η = ρ, cy, = --sj/j-2 

sous d'abord tjue6— —/-t-s,pour l'aire ensuite tendre s vers zéro. La somme S/|j 
déduite de S/,/*> en retranchant le terme où .v — / est égale à 

Γ( b) Γ( h -h 1) ^ (— ι V /' h \ 
Γ ( b h- h -h 1 ) i b\i t 

ou, en posant b{ b -1- 1) ... ( /> -ι- Λ) — î/ίε ). à 

r
(
^,)

 t
-o

7
M (t)/<0 

ε /(s) ε V *' / s ,ΛΟ 

Or/(o)=( — 0
,f

'
! (Λ—4)!. et/'(o) =/(0) (S/, — S

;
), en posant S, , = Σ'{ ^ 

et S
0
 — o. Donc S

1
/,] rr limSy/, = (— i)'" ^ ̂  (S, —sh-j 

Les formules obtenues ici serviront dans la suite. 
(M On peut aussi se servir de la fin delà note précédente. 
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On a ensuite 

II — I II t 

y'j•rr- 7y« "+*J*j5r/'*î/A\« I I3>n-i-lt./yii 
l -T-a t 1 

ou, en échangeant les deux sommations et en désignant par f le plus 
petit des deux nombresy, η -hi — /, 

V/".Vl( ffy« 5"//.·'//,.« ι 1 - /· ^/I I 1 — Λ·, I I -h^ ^ fjfc'/k.H+i-A·1?/! ι 1 >"/· 

Done, pour / — n, ..., /f — ι, 

A> ι/-·:θ: —Λ j \/· — "■ 'V /-'■» ' 

- ·ϊζ iLullif « —./ — ' \ ,. 
l./—"a)! \ /# — ^ — ι >-6'7' 

el 

*' (/-·>: —.(./ — λ):</.·_3):_/.·>v 

ou, puisque η — />, 

''·' -·ν (7_,): ~ (/-3):~ /,· ν*·«J 

:" 'ν ~ ./ · Γ/^ίΓ/== * 

<4t7m, pour f = ο, Χ η existe que si ni = ι e/ η — p. Ces conditions sont 
(Γailleurs suffisantes, <?/ /'ο// λ «/or.v γ- = ι, (γσ)® — ι, γ~'ρ,,,,γ = α;;,1. 
ϋοηοΧ-ψΧ==Ξ^2, ρ). 

Je désignerai par γ
2

, ζ
3

, X
a

, XJ, ά:-
2

, λ.^, Xa
 les déterminations 

exceptionnelles de γ, ζ, Χ, Χ°, Λ«, Υ«β, Χ qui viennent d'être obtenues. 

17. Il reste à étudier le cas où l'équation (i) se réduit à 

i-ι- A ™ η -h « (s~i). 

Soit d'abord A = H ou G (pour passer, dans ce qui suit, de H à G, 
il suffit de supposer tous les coefficients des substitutions dans ©, et 

,ίοιιηι. de Math., tunic V. — Kusr, I, ιa. / · \ * ^ 
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de faire r; = o). Ln posant 0 = 11' τ,, Θγ a la forme 

ΐΛ.ή Λ/Λ/1 - Λ (J >' · · ·» " )· 

Pour que β conserve a, il faut et suffit que ^
w+l

_.'$f — ι, et Ton a 

y 11 ' . ) 'jiM+i- ί | 
γ z^z (·)' 1 j — Λ"+ι ' ,·3

λ
.,.ιj. 

>\-H (si η ·.' V -r- Ο βν+-ι Ι\, ι ! 

La condition γ- = [ζ| donne — β = ζ, ou β, -- — ζBj i=v 

donc ~ — ζ β
ι|+

,_. et, si η ~ a ν - h ι. ζ. 
On a, pour /^v, 

Ί 
\,™ β," (—· 1 )" 1 ' ' ^β/OV; I .ik yn+1 -4 

.< I 
η—ι-, 1 

— β< £ ( — ι β*
l+

,_* ■+· r;( — 1 )W+VH"'β,β
ν
+, r

v
 ,-t« 

* 'r/i-V + 1 
i 

y„ _i -— β ,. ,_v, 

A*= 1 
V-r- I 

Yv-I— βν-., '■'* φ,;Λ- k lS» « = «V »)< 
k—\ 

i n ■*- I — k 
v;= Σ ΣBk qik in+1-k,lvl 

k~ I / = 1 

Yn+1-j= s+S''+S 
ν » τ- \-k 

S —- ^k-Gii+i- i,k^ii-i-l— k,/J /1 
/•nt / — I 

» i- t — I Hi- 1 — k 
S ~ β/0'

>
|.μ|_,·

ι
/5',

Η
.,„/

)
/) ly 

k -·. η - \ — ν 1 
V r I 

^ ·—- Ϋΐβν ; t ··(· /.v.-1 Cv · t. f Τ* /1 

I = I 
ν — t h -M — A 

YLh=. 2 2 P^+i.aOWj-*./.)'» (si n = av-f-i). 
/=1 /—t 
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La condition — c
iH donne Ô, = (— ι Y+M ——— ( ί < v). La condi-

don donne β„
+

,_„.= ( - ι y ^±±1. La condilion 

<C
M>

„ = c
v+>>rt

 (pour η = 2v + Ο donne ( — ι)νβν+ι — i· Donc 

;=_3,β
Μ
^=:(--ΐ)·»-'. 

On remarquera que, si « = 2ν+ i, la valeur de β, se réduit 
à β

ν+1
, et celle de β

η+ι
_ à — β*

+ι
 quand on y remplace i par v+i, On 

peut donc écrire, en remplaçant dans les Y la variable de somma-
tion X* par η -+- ι —L et en changeant dans les Y' Tordre des somma-
tions. 

** 

*i M <>" ..i.w.-i.» (f-1, ....-A. 
/ =-. i 

M 

v»,·/~ (— Ο'" ' ^ ■" - JJ " Gw+i-iyi υ — 1 > · · ·»v "+■ r< —rt —v)· 
/ -M V 

H t 

y" Σ S (~ ' T""" "kon+1 i=1 
ί—ι Ii-Λ 

/ étant le plus petit des nombres t, « + ι -l, 

»» M t. SI V 1« ' 

v,·/= V v f\/\ K\ f) -H V 2 /(./> L /) t/ =
 1
» « — Ά 

/rs-t ( -I / — I iav·»! 

A/» /·'· 0 =ak1 n+1-k on+1-k 
5"« -I—/.t 

/< étant le plus petit des nombres ν, η -+- ι — /, et V le plus petit des 
nombres »+ ι —/, λ -f- ι — l pour llin — v. 

On a donc 

cd = (-1) v,·/= V v f\/\ K\ f) -H V 2 /(./> L /) t/ = 1» « — Ά 
k — ι 

= (-1) «,(1 — 1)! \η — / '«,(1 — 1)! \η — / ' 
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et, pour / > « — ν (alors η = » + ι — /), 

e+n+1 -lk = 1 sn-1.'»· ν(_,.«·( — *ϊ ('" ηe+n+1 -lk = 1 sn-1.'»· ν(_,.«·( — *ϊ ('" η 

= e+n+1 -lk = 1 sn-1.'»· ν(_,.«·( — *ϊ ('" η 

pour I η — ν t alors υ -- ν "ι 

e+n+1 -lk = 1 sn-1.'»· ν
(
_,.«·( — *ϊ ('" η 

-·, -,ν · 1- 1 ,ν , '-»V 

Or, ^esl nul pour j-l· /< η-t- ι, ce qui a toujours lieu 

si / <, u — o. Donc on a encore c„. ,._Λ/ - c.„ , , pour / η — ν. 
Le group'' X esl ici il·1 fini abstraitement paries èt/na lions de^l· ( \ ) 

jointes à γ~ — d" V'^^T-- !*Js, δ-- » si η-- ίο -h i. o-" ' dk 

si η = 2v (2), f/2 ι et amc èf/uations exprimant tftte τ et d sont 
permutables aux autres générateurs. 

I.e seul eus oit )o; soif ^>1) i's( ee/ni oit Λ - Il (2v, ~) avec 

~ :3 niod/j. Hors —-— est impair, et le diviseur \ - ; ω, dγ | 

de X est:}-- I ^2, />"Ή·Ν., «*-^· /.<' groupe / \ , £; ^/| D est produit 

direct il·' ^ |U par A|D) est d'indice 2 dans Χ ~ Ά -h ut.,,/· A. 
//uns tous /es autres ras, Je diviseur ; ro, p.,;,, ^ ; - \°, d'indice 2 
dans est isomorphe à v> (2. />'") si η on -f- 1, et à 1! ( 2, p'" ) 
si η 2 ν ( toc, ei(X. 

18, Supposons maintenant que η soit impair et que Λ Il ou Q 

4on passe de 11 à Q en supposant tous les coefficients duns e). Kn 
posant Θ = ΙΙ^

/)
 Θγ a la forme | β,·ν,·| — β ( 3

V ι.^Α· l>0lu> 

que ^ conserve il faut et suflit que β„ β/=- ι (ι .j'j/i). Alors 
γ ;~ββ — | ν{

·, %y„,|, et ζ — ι [pour que γ soit dans A®, il faut et 
suffit, que β

ν ;
, — (— i)v j. 
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On a ici, après des transformations analogues à celles du n° 17, 

M 

* I t I V *" . ?,x ι J μ J {£*{* 
/rl 

It H 

~t.{ ^ { \ ,'v 
t-\ Κ \ 

u étant le plus petit dos nombres r
y u · ι ··■·/. 

La condition e
<v
 ~ vin donne, en observant que ^ t. 

B1 -N ι ^ !'>■. 

el ces \aleurs vèrilienl les relations
 k
3* ι, 0\ /Λί/ιογ, 

λν <7Α· <\eis?t\ <*.\7 duns Λ° ). 
11 reste à voir si la condition 1 \

 (
 est remplie» Dr on a 

en, 0".:.?.; V\_ ,)<■·'| " "I1 ' Vo 
l l 

Je désignerai désormais par γ
(0
 ζ

α
, \

(l
» \", ,\:

0
, v»;;, X«, les déter-

minations de γ, ζ, \, \% λ;» »v\ X obtenues aux nvVS 17-18, 
Supposons maintenant que A = Q (alors il — D), Comme γ, σ 

et u
w
 sont dans Λ0 qui est ici premier à H {tt est impair), X

tt
, qui, par 

hypothèse, contient 11, est produit direct de \
rt par D, Ainsi X« 

</Λ7,\ν xV\ et \
tt

^ (a, />'"), Dans cet isomorplnsme s, γ, 
répondent respectivement à ; + i(

 t
w

5, — s Donc ίΦ*, γ»» ! — Χ* 
tvpond tt v> (2, />w). Donc \J| est d'indice a dans \„ et XJD d'in-
dice a dans \

vP
 D'autre part, γ

0
 est dans U [coir (r,, 28, formule (29)-

en observant que 3
V
., = (— iV|, Donc» comme \i

m
 (1), X

tt
 est duns U 

toujours rl seuletuonl si κ <·χ/ pair ou si ν ο, a mod ι : \J divise 
toujours U. 

(M Cela devait être a priori* puUque y correspond à ipd est dans le 

groupe simple ν s, />V 
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19. D'après le n° 15 et les déterminations obtenues de γ, on peut 
énoncer encore les propositions suivantes : 

N/ n ν + ι, \ divise tous les Λ ( h , pmk) qui divisent Λ ( η, τ:) 
|on passe de H(». à H(/), -)par un changement de variables). 

Siη — ->v, \„ (14) divise tons les II (iKp'"k ) qui divise ni H(«, r). 
X<

; si a est puit\ ou V; ·*' * impair divise tous les ('»(//, p"'k) qui 
dtvtsenf 0(//, tt). 

De plus, comme = uj; 1 (2), on u toujours \," = X,",, W. si a est-

pair ( alors —^ est pair et u,„
(;
 — u,X j, X

(;
 = \„. 

II. 

20. Cherchons maintenant dans -h un diviseur &λ= & isomorphe 
à 0(2, ρ'")> dont les s,, soient irréductibles. Soit Z

A
= Ζ un diviseur 

de A contenant Ω, tel que Ζ|Ω~^. Ici encore (cf. 14) m doit divi-
ser Κ. = ma, et l'on peut supposer que Ζ contient Φ'\ 

Soit γ = (yik) une substitution de Ζ telle que γΩ corresponde à-1/e 

de *0(2, />m). Pour l'existence de Z, il faut et suffit que l'on ait 
(S.. SSï 

<·> γ'ΚΙ· -/"μΙ,-y;Â*l 
y·*· 5· 1·~ν*»ν/1>1» 

.r parcourant toutes les valeurs entières mod/)"' — 1, et |ζ|, |s|, [
(
o,.| 

étant dans Ω. Posons -— = q et pq = ρ. En prenant au besoin | | γ 
pour γ, ou peut supposer que 5 = 1. On a alors en particulier, pour 
,v = y, σγσ = γσ~ 'γ ou σ~1 γ τ "1 [ ζ | = γσγ, et je poserai Φ", γ \ = Ζ. 

Changeons dans (2) .r en q — .c. On aura 

oimy\xm~ — V7 î,fl '.h 

d'où, en multipliant à gauche par en tenant compte de (2), et 
en divisant à gauche par cr_,-v γ. 

oimy\xm~ — V7 î,fl '.hoimy\xm~ — V7 î,fl '.h 
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OU 
;D s- ' 11 σ ...••·|*· ,| - I?.«-»!· 

et en particulier |ζ?«| = ρ·~~ \ 
L'équation déduite de t2) en changeant a? en .c -+- 2 s'écrit, à l'aide 

des relations γ-« υ.;, γ u„/|.v | et 0.,/^ιλ;, -- , 

l;D s- ' 11 σ ...••·|*· ,| - I?.«-»!· 

La division de (2) par ('i)douue .v = · 
En remplaçant *['ΐ~ι par [ζ?0|, α

ί
;-, par |îa*|u^L et ξ2 par «-'C 

|r = dri, sauf si w = 2ν avec A ~ Il et 'imod.'i (2Ί|ν l'équa-
tion ( i") s'écrit 

y 1 ■ /'s,.,1 V e ' I τ,..,* · 
I 

.le désignerai par Yn-= £/(.,</V/ et Y.
V{

 — ^tc
xi

,yt les fonctions substi-
tuées à y, par le premier et le second membre de (4) respectivement. 
L'équation (4) montre comment on peut former de suite la condi-
tion <\.u — ο*.,/ en partant de la condition c'N, — c

0i7
. 

L'équation γ 1 α;„γ ~ u.,,;-|.v| s'écrit
 ν

<„γ = | ξ4 ou, en 
développant, 

"/ΐΙί^ΙΗ " '«I ' Λ" /«Λ G'1 " " Λ *' * ^ ' 

Or, si γ existe, il ν a pour chaque t\ au moins un γίΑ^ο, et, 
pour °»

 on a .v' — f 1. Donc s a la tonne ijl J · 
Supposons toujours que 1 = é"* '. On aura s' = ι'**"*0 (*>L Mais |.v'| 
étant dans ti, .v' a la forme ». ~ 1 \ Donc 

V~ — Os · ν· \ \ ·\·· —Ο. 

Donc — divise 2 0£==/-·"''-> cl 2c — / —- {/ — ο ou 1 ; et, 

si/= 1, pm=s 1 mod 4L Ainsi, pour chaque valeur de A lesyik = 0 
vérilient la condition 

(5) 1 ·λ(* ; /.· u Ο / - -i- f UC" — « ), 

I ο ou ι ; st ι, ρ™ ==* 1 mod 4 (/' entier), 

f étant indépendant de t\ X* == et 1;;; = /^. 
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21. Supposons d'abord f — i, donc p'" ι mod i, et s' = — ι. 

l/équation ( 5 ^ aura la forme i 4- /» — η -f- ι 4- h - " ' > h étant 

impair. Or f 4- /' est 2 cl uw. Donc 

ι — // η -—-, η — ι. ou h 1 — 1 ' . 

Donc, h étant impair, 011 a : 

si ρ ;> 3, m — 1 ( Jonc ρ :Ξ ι mod ί ), ) h | —; 1 ou 3, η ! //1 -—;—- ; ι ; 
ι 

si ρ ; 3, m ·>.. | Λ - -1, //^3. «loue η -. 3. 

La seconde hypothèse est inadmissible, ear, pour/ — 2, on aurait 
k — '| ou o. 

Soif donc ρ — /| y' -4 ι, nt ~ 1, η = | Λ } y' -4- /·( r 1). Si h ne prend 
que les deux valeurs rr: 1, les seuls γ/Λ. pouvant être 4. ο sont ceux de 
deux parallèles à la transversale (correspondant aux valeurs — ι et 
-f- 1 de //), et |v| — ο (une addition de colonnes fait apparaître une 
colonne nulle h Donc h prend aussi les râleurs rL L et η 3y' 4- r 
( ι r ^ (/' -+- Ο. Les seuls γ,·Α pouvant être ά ο sont ceux de (jualre paral-
lèles à la transversale passant par les éléments γ,,., y ,, ,, y.

;
„ ,, 

i ·<.:*·/ r l * 

Soif d'abord r~; y 4-ι. lu des éléments y , yyq 2q 1 
γ , w. , est o. sans quoi la ligne y' 4- ι serait nulle. Par des addi-
tions de colonnes, on peut donc annuler deux d'entre eux, tels que 

V·/·Υν· -·47 >· Alors IV·.. ν , et γ.
ν

.,.,,
μ
,. . sont tous deux ^o, 

sans quoi il y aurait une colonne nulle. On peut donc, par une 
addition de colonnes, annuler yv.„,;

/>7
· ,, sans altérer v,

; r Alors 
la (λ q 4- i)WMe colonne est. nulle. Donc r csf q \ 

Soif r<^q'. Les seuls éléments des lignes /· 4- ι et 2y' 4- /· 4- ι pou-
vant être φο sont γ,.. et y . Donc ces deux lignes sont 
proportionnelles, et j γ j — o. 

Soif r — y . (In a, pour χ, β . - ι, ..., y , 

Co.a./>—JJ —" ( I )α ■ t* '1 3·-^ -4-1—α,./' ι ·.'< "/*.3·/ ■· ι.. Ji /./ . [i« 

°o,ot ,ρ-$ — °-

Donc γΛ.·.,,α7.,.3 ~ °· Si done un seul des γ
χ>

,-,est φ ο, 
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tous les γ
( /

sont nuls; mais alors les sont tous φ ο (sans 
quoi γ aurait une colonne nulle), et la relation fondamentale corres-
pondant aux colonnes 3</ -+- » — a, 37' -+- a montre que γ

α
,
!7 +1

_
α
 = ο 

pour a = 1, contre l'hypothèse. Donc tous les γα.·.:./·+ί~α FOnt 

nuls. Donc Ions les γΛ.,sont φ ο. Mais alors la relation fondamen-
tale correspondant aux lignes q' h- ι — a, q' -h a montre que les 
yn bpsonf nuky et la relation fondamentale correspondant aux 
colonnes 1 et η donne γ γ ., „ = ο. Donc la ligne q' ou la colonnen 
serait nulle. 

22. Donc f — ο ci s' = 1. Alors i -f- k = η -+· ι -l· f > 
et comme i -h A est ^ 2 et V2//, on a 

ι — /ι _ / a — t. on / i 2 ^ a 

Si f ο pour chaque couple i> A, on, est ramené au cas des 
«os 17-18 (ici encore σγσ — γσ~'γ\ 

Supposons donc que /' soil φ ο pour un au moins des couples 

t\ A. On aura alors ^ ρ -· Donc m = 1, |/' | ^ 2, n^
;

|/' | —7— -+- (. 

Supposons d'abord que \/' ! /vs/c <2. Alors/1 est Posons 

// = q ■+■ r [p — -2q -h 1 ). Les seuls γ/Α. pouvant être φ ο sont ceux 
de trois parallèles à la transversale (correspondant aux valeurs — 1, 
ο, 1 de /') passant par les éléments γ,,., γ,„, γ,

κν
„,. 

Soif d'abord r < q. On a alors, pour r <ZjSq, 

ι 
«·<>/./ — '

 y
«-M '-V 

i= l 
l-oy</ ~ ( ·' i -y "/«-î-i—γ,«/σ«-)-ι- y.«-f ι - </! 

et l'équation c'
l/v

 = s'écrit = c
0/i

, d'où, par comparaison 

avec <,·„ = ( T.,
et sont

 Φ°>
 sans

 <I
uoi

 lïl
 serait 

nul), — = 1· 

Jourti.tit' J/«{Λ., tome V.— Kasr. L11926 14 
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Ou a d'ailleurs, pour a, $%f\ 
X 

C:0aJ3 ~ 5-xh {"/h.r-i | A OV >■ l ■· A.|J 4" VA.»»-!-!- Λ σίΐ+ l—Λ,β)< 

h I 

<\ϊ3ΐβ —: ("" 1 X °Y M - X.r~ t - β β.β 

"+" */a.η ■ ι -α σ« : ι a.'M-i- ^V"-*-!-?·? I ' 

La somme des deux conditions = r„
Ai

, r
ix

^ — donne donc, 
en tenant compte de ep, = s„. 

X 

(t>) V ~?α/Γ//ι,/Ί ι ·/ι^^ ι A.S ~ °< 
4BKI 
h~\ 

ιΓού, pour β=ι, en taisant α = ι, /·. 

Vu " '/"-·>■ > · · · " V" " - °· 

Or, γ- remplace γ
α

par-;*..,{, ..ΛΤ«+.-χ, Lx -r γ„, J et γ
Α

.,n+1 
est a ο (sans cjuoi la ligue α serait nulle ). Donc γ„

κ
_χ,„ ,.A est nul 

pour α =- ι, i\ et Γοη mil re dans l·' ras /raitr aa.r ηos 17-18. 

25. Soit r— tj
}
 donc η = ρ — ι -- ev. La somme des équations 

<\ia;i ~ , <\αβ ~= pour α - v, 3 > ν donne 
.X 

{') ( 1 "I I /Am-t A, λ 
h ~ I 

—1 t—' ^'^*/α,ιι *ι *®Vt ι· ,x.7i · ι β/"1·'· β·β· 

Supposons d'abord γ,„ -/= ο. Alors ( 7) donne, pour 3 r; '*> 

,ox . «?Λ ι-0χσ
αι V 2 - a. t 

La différence des deux relations c
01v

 = c0IN, c
m = em

 donne 

I l+7" Vu ^ 1 - 7~ 'Vt"7»1'- -· VI^VIX'-.I · 

On a doue, d'après (8) (pour a = 1 ), Lui ^ p
U

i§ γ
Λ%ν

_,_
λ
 = ^adx/qn+11 -x 

I'm portant ces valeurs dans la somme des deux relations ν
ύχχ

= r
AXX 
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e,xa — (,|
XJC

, 011 obtient 

E(-1) hh dxh dn+1-x hh dxh dn+1-x hh dxh dn+1-x 
A -r | 

Le premier membre est égal à 
Λ 

Χ"1 ι κ — h \ ι n — x\ 
\n — α ·' \ // — 1 / a - 1 

qui se réduit à 1 ( 111). Donc y
x v

„
x
 — o, et γ2 remplace \\ par 

'/χ. m 1 i η r ι-λ.λ.'λ ~H y η s-l- α,α >-*».)'* · 

Donc γ„
+ι

_
Α a

 — ο, et Γοη rentre dans le cas traite an //υ 17 (// est 
ici pair, donc A =^Q). On aura. tu même détermination (fc y, et le 
proupe obtenu ici est X* ( 18). 

Supposons v„„ Va.».,, ..., γα-,.«τ3-, nuls, et γ
α

„
Η x

yο 2). 
La formule (7) donne alors 

ί ' · ^ ff«- I x,'~> ν
 1 -'· '/n · 1 [I.Ji 3"„ ■ \ χ.ιι ·. l p· 

Mais est nul pour fi — //, et φ ο pour β — //-hi — χ. Donc 

ι -η — serait à la fois nul et non nul. 

Donc tous lesy
x fl

., sont nuls. Alors les γ
α 
,
V(

,._
x
et les γ

λ
 ι

 x 

sont ^ ο (sans quoi |γ| = ο), el les équations ο
Μ
,---ο

Λίη
 e'

[U
--c

ui 

^/^v) donnent 

ι" ι ν ^v/ · -- /iv7-w—ν I) ·<·/.·/. 11 ι.h 

Donc <rs, - — o
0

, et - ( 0 Jw (/<v). 
Eu retrancbant l'équation rJ

M/
 = c,

(</
 de c

AHf
— r

0
,
(/

, on a 
n 

e dnΛ/''·» -1- 1 · '· ^ Ί + I /' · / 

A .-s ν -+- 1 

~ (— 0/+ν('Λ I 9"l.v 1 ! -/ '/.y-l H- "/«.ν .-1 3"./-M.i! ^t — / /«--* — /./ ) -

Or, les or du second membre sont nuls pour /<v. et, pour / = v, le 
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second membre est le coefficient de yv
 dans la fonction que γ2 substitue 

à )·„. Donc le second membre est nul pour /^v. En faisant /=v, 
ν — i, ..., i, on a donc, entre les σ

/ιΛ
γΛ w+l

_A, ν équations homogènes 
de déterminant ι (tous les éléments situés au-dessus de la diagonale, 
composée d'unités, sont nuls). Donc les γΑ h > sonl nuls, et 
Von rentre dan h le cas traite an n° 11$. ()// a la même détermina-
tion de γ, et le groupe obtenu ici est \{\. 

ÎÎ4. Soit r — (f -h i, done η — ρ — i> y -h ι et </ — v. Les seuls γ,* 
pouvant être φ ο sont ceux de trois parallèles à la transversale, passant 
par les éléments γ,

 v
γ,„, γ„ La combinaison de la première ligne 

avec elle-même montre que γ,
 v

 o. Donc γ,„ est φ ο, et le cas 
actuel sera traité dans la discussion du numéro suivant. 

2i>. Supposons maintenant η ne \ f' \ prenne la râleur 2. Comme n 

est —1,/"| ~—~—" -I- ι et -/>? on à n — ρ. Les seuls γ,Α pouvant être ο 

sont ceux de cinq parallèles à la transversale (correspondant aux va-
leurs - 2, ι, ο, ι, 2 de/') passant par les éléments γ

Μ
, γ

ιο
 ,.y1n 

ΤΥ«» (la première et la cinquième ne contenant qu'un élément). 
La somme et la différence des équations c,n 

donnent, en posant 

1 3 I 4- -i- ,1 ,·. 1 3 I 4- -i- ,1 ,·. 

(9) " / I II — Y~\<! ®"«l /11/1»"^ '/\ .V · I /V . I .n -i" / I >1 fini-
( 1 0 > III ~:z ( 1 Τ '/iiA '/l.'M· |5\H.1 +· J/V 1.« 5\v,

v ;

 , ) . 

La somme et la différence des équations 

('o,t.'' · 1 — c
0
.
Uv i 1« r,

a
— t't.ι,v· 1 

donnent 

(il) U ^t,v-H *'"/M °"«,v ,1 — /in"/1 ,v-m ?nl '/ 11 / ι ,v » ι '/ i.-ι ι-1 /Vt-1."' >-l 4" /m / ιι.'ι M » 

(i a) u /\
n ay,,v.ii -h r ylv.ui = (— ι )' {'/r,v+t ?\-··· 1,1 -+- '/\ n'/\+\.-i · ι ?».-ι ·,·\) · 

La somme et la différence des équations c
01l

 — t.·,,,,, r
lu

 —e
n

, 
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donnent 

( i3 ) u ("/u -h ~/\h7„\ ) -l· cj/i.v · i^Wi.i — '/11 Y m -H */ï( ~+" 7i.v t ι'/νι·ι,ι -+- y m y m·, 
(1 D t< "/I,v t-1 , ι .1 ·+■ <'('/11 -H Y\n 7m ) — (— 1 )ν(·/ιΓ/ι,ν+ι»ν f-i. ι -+* Υ\κΥ'/·\ ·ι.ισ«,ν+ι ) -

En tenant compte de γ* = | ζ |, les relations (9 \ (11 ^ \'\) s'écrivent 

(l5) " '/\n ---7 n a1n1 
(·(.)") // y I .·/ I 1 ■ I- »' y 1// 3"/1.7 ; I ~ y

iN
 j/,

 v
 i | C„| , 

(17) " ( y u ■+■ y wi7H 1 ) v y ι .·>. ι σ·* ι. ι ~ y 11 y 1 » ■+■ ζ · 

Supposons (Vabord γ
χη
φ ο. Alors, d'après (lj) et 11G ), ν — ο. Or 

on a ici ('20) 

f ■■■:.%·— I, p,„ Ο,,.,'.-Ο,. | ζ'
Λ/

Ο,.] I . 

Done, si η est pair, — p„, et si <y est impair, p
0
p,-=p

()
. Done, 

comme ν = ο, on a, quel que soit <7, p„ = ρ, = r, ζ = ι. Dès lors, la 
somme des équations 4,,, = c„„„. = c donne 

Y\n 5-,ii ■" Y nn ■-'■*· 'y I n'y nn η 1 Y η | Y I η "Ί"" '//ι.'ι·· ] /v i 1H Ymn 

ou, d'après la condition γ- = | ζ |, 

Υ \n V u ι 1" Y nn — '^'y [n'Y ιιιι^ιΟ "ri 

ou, puisque, d'après (^in), = t, etque ζ = ι, γ„„ — o. La combi-
naison de la colonne avec elle-tnème donne donc γ

ν+( (<
—o; 

(ιο) donne alors γ,— o, la combinaison de la première ligne avec 
elle-même γ,, = o (' ), et la combinaison de la première colonne avec 
elle-même γ,,

 (
 , , = o. 

La somme des équations e
oa

„ — c
l)x

„, ('',«« = ci*».(2 = α'='0 donne 
maintenant 

(*S) γ*.», 1-X—-Z (α = ·.ι, . v). 

En portant cette valeur dans la somme des équations c'
uxx

 ---e?
eaa

, 

(') C ost ici que l'on est ramené au cas non encore traité du numéro pré-
cédent. 
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^ι«« = Oil obtient 

α 

2-<·
_ ι ί

—,τγ "1 ·Λ·^= »■ 
Λ = 1 

d'où, comme au n° '23, γ
αν

..,
 λ

 — ο. Mais alors γ- remplace ν
λ
 par 

fx.it · ι xI/m-m χ.χ,ϊχ i~ '/n ι ι χ. χ , ■/.1 χ · ·/) > 

d'où γ„.Μ_α,χ+ν — o. On rentre donc dans le cas du n° 17. 
Soit maintenant γ

Ι/(
 -= ο. La combinaison de la première ligne 

avec elle-même cl de la dernière colonne avec elle-même donnent 
Ï1.V41 = ο, γ

ν
+ι,« ( donc V11Ύ//« Φ ° K La condition γ3 — | ζ | donne 

alors γ
νΜ

 , = ο; la combinaison des colonnes ι, ν -ι— ι donne γ„ .
/;

, =· o, 
et celle de la dernière ligne avec elle-même γ

/(|
 = ο. Dès lors, féqua-

tion (i/|) donne c ;= o, d'où encore // = τ, p
0
 = ρ, = ι, ζ — ι. 

La somme des équations t\
i n

 , — c
)l x tl

 ,, = c,
 Λ

 " α η — η 
donne maintenant 

_ t O^x-J fX.H : 1 Χ — · ^ η *-1 x. ■; 

En portant cette valeur dans la somme des équations <\,
xx

 e
llXi

. 
c
ti

x= C
ixxt

 on obtient 
Λ 

X(- lV V Λ.·'··! * ' '· 
/;=,» 

d'où, par un calcul analogue à celui de tout à l'heure, 7Λ ν(2-χ - °· et 

de même γ/ι+1-α,Χι.ν= ο. On rentre done dans fe cas du nc l(>. 
Il résulte finalement de cette analyse que /es seids groupes !-> sunt 

les groupes Λ-)' obtenus precedemmertt. 

2(>. thtand w = i, λ-„ lèest pas eoniupué dans -Λ. de .v, 

pour η — ρ — ι ξξ ο mod 4, ni de ;V
2
 pour η ~ p. 

En ellet, si λ:„ est conjugué de Λ-,· (i. = ι, 2 ) dans .-b, il y a dans Λ 
une substitution s telle que s~l\,s=· X

0
 (et réciproquement). Donc 

s~{ X£s — Χ„Θ, Θ étant dans Ω. Or, suivantque η ρ— ι mod 4 
ou que η — ρ, on a X, | D „:;s X

0
| D ■■-· <7(2, ρ), ou \

2
=~ X

0
~£(2,p) 

Donc Θ = ι. D'ailleurs, dans le groupe de degré ρ -h 1 deux fois tran-
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sitif>(:2. /j), les diviseurs d'ordre p(p — Ο qui fixent un symbole 
sont tous conjugués de [ ζ + ι, »M 5 !. On peut donc supposer s permu-
table à Φ, donc à τσ. De même les diviseurs d'ordre ρ — ι de js h- ι, t,s J 
y étant tous conjugues de ; 1,5 !, on peut supposer s permutable à M,. 
Mais alors s transforme γ, en une s2 de X0 permutable à M, et située 
hors de M,. Or le normalisant de J1, ; ; dans £(2,p) est 11, s, ), 
et ses s, autres que — ~· y forment deux classes représentées par ; 1 

et 1,3. On peut donc supposer que s transforme γ,· en ρ·*γ0^ (α, β = ο 
ou i)(y)ou que s u/Jγ0.y"· — γ,·</'4. Or ,ν, étant permutable à τη, a la 
l'orme .ν —. υι'ο, ο étant dans tu'(4); el o, étant donc permutable à M,, 
a la forme τ/,, ou //

(/
 (5) φ ~ ο si η φ ρ). Donc Λ·α*γ0Α'~4 remplace y, 

par une fonction où le coefficient dey* est φ ο, ce qui n'est pas le cas 
pour y ι <fî. 

27. Hemurtjuc. — Supposons encore ni — \, n—p— 1, et soit 
Λ = C. Si κ est pair, tonte substitution de A' qui transforme ta en 
ôt

n
(7) transforme X, et \0 en deux autres diviseurs de A qui con-

tiennent tît
n

, et ne sont par suite conjugués dans À ni de X, ni de X
0

. 
D'après ce qu'on vient de voir, ils ne sont pas conjugués entre eux. 

Soi/ κ impair. Considérons alors G(a, rr), et faisons jouer à rr 
le role de ~. X, et X0 sont dans G(«, τ:). Comme XJ et XJ détermi-
nant complètement X, et X0 (20-215) qui ne sont pas conjugués dans 
G( //, -2), XJ rl X

(
" ne sonl pas conjugués dans G(//, ττ ). 

28. Cherchons maintenant la normalisant Χ.'( da/is A da X, 
( / =0, ι, -ι ; A Φ G si κ est impair). 

Soit .y une substitution de A permutable à X,, et S~
,
GJS= es,·. 

\, contient une substitution s, transformant σ en σ,, Donc ss~l est 
permutable à CT et a la forme ©ρι'

Μ
, φ étant dans ta' (4). Donc s est 

tl) n_("> P) étant deux lois transitif, le diviseur fixant deux symboles 

a p p +1/2 a — conjugues. 
('-) Si η — ρ — 1, on voit de suite que cela est impossible, car | Mt, y, j, que χ 

devrait transformer en [M„ye|, est. ?â } M,, y0! [y? = ys 77'^Γ/ι~ΡΤ'
 + 

7Ο>Ι7Ο=Ρ7'«'κ] (16. 17). 
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dans tpX/, et γ est permutable à \,. Donc φ, qui est permutable à vs, 
l'est au normalisant Φ de gj dans X,. Comme d'ailleurs Φ détermine X,·, 
il suflît que ^ soit dans Φ' (12) pour qu'elle soit permutable à X

{
·. Donc 

en exceptant le cas où l'on a à ht fois η — ρ, m = ι e( A = H ou H, 
X) coïncide acre X

/k
 Si l'on a à la fois η = ρ, ni — ι et A — Il ou 11, 

on peut seulement affirmer que X, divise ! X,, | si A =11, ou 
! Χ,·, //,.

t
 \ si Λ — H (I2X Mais u,,

x
 et u

lti
 sont ici permutables à Φ, 

et quand Φ est donné, X n'a qu'une des deux déterminations X., et X
()

. 
Donc //,

l(
 et qui, étant d'ordre impair, ne peuvent les échanger 

(par transformation'), sont permutables à X2 et à X0. Donc, si η ρ 
el m = ι, XJ= ! X/, //,t| ', pour A — 11, el Xj— j X,·, //

lt
 ! pour Λ = II 

{ici i — ο ou ί). 
Cherchons enjrn le normalisant X" dans A de X", en exceptant 

<Γabord, si κ est impair, le cas A - C. 11 est clair que X)° contient X·. 
Donc X'· — X). Si κ est impair, le normalisant de X· (/ -- o, \) dans 
C(η, -û) coïncide avec X*. On le voit en considérant X- comme 
(Ii visair de G (u>u2 

21). Supposons (pie A = Q |avec σ;ν..,= (—iV [cf. 8)|, cl 
cherchons alors quand X., divise \" ou B. 

ul, est toujours dans V ; γ
2
 -- ljH 11,7/ ιηΊ .,

 t i M est. dans A° 
ton/ours et seulement si . ν est pair, c'est-à-dire si p=~i mod /|. 

Supposons ι mod ή. Alors p., est dans Β toujours et seule-
ment si lv( y.) est pair, ou si v~o mod4 (7), c'est-à-dire si 
p~ ι mod 8. 

D'autre part, on a ici 

sl n+l-1 = -1 v-1 donv 7n+1 p-l-1/l-2 

ou, en multipliant haut et bas par (ρ — i) ... (ρ — /) — (— ι )'/!, 

/n-t-i-/,/— V '/ (/')2 l(l-1) 

En particulier, pour / = 2, γ,i = —e (8). Comme /oa wTi,. 
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et tj^iy A φ ο) sont dans B(ï, 52 \ est dans Β si ν =.· 2, el, si ν L; 4, 
il y est en même temps que γ' — IΓ';ι · 

Si Κ est pair, γ' est évidemment dans B. Si K. est impair, γ' n'est 

dans Β que s'il est dans L>(y>, //), car un élément if = ι**' [μ — ~~) 
de ε, ne peut être ici carré dans ε que s'il l'est dans ε,. Comme il y a, 

dans ©,,^-r-i-non carrés suivis d'un carré φ ο, et ^ , 1 carrés ο 

suivis d'un non carré (ΑΛ, il y a, parmi les ρ — 2 produits 1.2, 

2.3 [/> - - 2 ) [jt ·— \ )f> ■ ' non cariés. Or, les ν ι produits 1,2, 

•.>..3, .... (v - ι) ν ont respectivement les mêmes caractères quadra-
tiques que les ν - ι produits (/> - 1 )y/> — 2), (/> — ·ι)(ρ — 3), ..., 

( f> — ν -f-- 1 )(/> — vi, et vyv-f-t )— ^-7—î- est ici carré. Donc les 

v--i — produits 1.2 (v--Ov contiennent ici f> , '· non 

carrés. Si 2 est carré, c'est-à-dire ici si ρ ι mod8, le nombre des 
non carrés figurant parmi les produits m.3, j)v est 

1 , ' ·. ·- ο mod 2. Si 2 est non carré, c'est-à-dire ici si /> à mod8, ce 

nombre est-·■■·,·-'"O mod 2. Honey,
:
 est toajonrsdans I\ttip; 1 mod 4. 

Hone. pour (/ne \
a dici.se L». il fanl et suffit que Κ soit pair, utt 

t/ue ρ . ι Mod#. Si \.j no divise pas B, son p. μ\ r. (/. acre Β est X!!, 
et X.> dicise A" otf ί Β, /, ; suicu/it (far ρ: ι ou 3 mod μ 

50. Considérons maintenant le ras on ρ =-3 acre m = ι, ri 1rs 
groupes 4. =<Γ(-"ΐ» ;>a ] ,tf A 0(3,3a). 

Soit (Tubord
 ;

'l. — '|, V-), et désignons par /. j les nombres ο, 1 
dans un ordre déterminé quelconque. On peut faire correspondre les 
p'('/u:rtffenrs τ, p.,, γ· de λ-, (en èericant à pour ο et 0 pour xi à 

C- -r » ... l ·».,». |U. '.t.- I Ι.|·>. - - : : I-I.-»l) 

de £(2,3). Or, il ν a un isoinorplùsme de £(2,3) avec le groupe 
symétrique S

3
 de champ 1, 2, 3, j, 0, où 12343, 12 |3, 14.30 de 

£(·.», 3à répondent respectivement à i23'(3, « 243, 12.34 de S
;;
 ^5., 53). 

Jottrtt. (te MalJi.. l«>me V. — Isisr. 1. ι <>·>«>. 'O 
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Dans Visomorphisme de avec S
5

, faisons correspondre σ à 12345, 
(A, à «243 e/γ, à 12.34. Regardons maintenant comme identiques les 
symboles 1, 2, 3, 4> 3 de £(2,0) et de S^. Alors ! 4^(2,5), S

5
| est le 

groupe symétrique SB de champ Γ, 2, 3, i, 3, <> (5., 42). 
Je dis que |λ·

0
, ,\-,!ξξ^5

(
.. Identifions en ellet. τ, p.,, γ,· avec les 

substitutions correspondantes de S„. On aura, avec les notations de 
5., 69, 

s* — p.j y j — ,v, — σχ
2
τ_ι = >2, .ν5= o—'xjsr™34 

λ; — •3--Λ·5σΐ-- Φ"1 , .«s — "/./(^ι '/./ —36 

Pour établir la proposition, il suflit donc (loc. cit.) de verifier que 
les substitutions sk de bv0, .Y-, ! satisfont aux équations 

•S'Â= 1 ) (-Vs)3 — )s = 1. 
( «* 1 «*3 )*=( *1 Λ\ )' = (*» «5 Ρ = (*ί *4 Y— {*2 *':·>)* = ( *3 )--·!. 

Les équations où ne figure pas AV sont satisfaites a priori dans Λ:-,. 

Il reste donc seulement à vérifier les autres, ce qui se fait directe-
ment Donc !>\-

0
, Λ-|! π== S,., et Von a une correspondance des 

générateurs. 
D'autre part, 

7 = 1·>.3-'|5. JI*-: Ι.'ι i.i.ôtf, y,— 12.3', 

engendrent le groupe alterné A,, de même champ que S,. (N\, 42). 

(') Pour vérifier (s,s
;i

)'· — ι, (x
3

,vs)- — ι, (.v.,\
h
)sη: ι. il est avantageux de trans-

former d'abord ces relations. Ou a 

-st ,s':i — 5;A, ( "y / 7 1 Yf )
 (
U| γ ι —- 7 y. | ^ 7 γ j 7 ^

 |
'2

)
 γ 

d'où, en observant les relations yy 1 αμ., m <7S, μ., y, μ., -- y. 

.uï'^y, = 7:i y, 7y,. 

De même 
n

;
.n

:> 7-1 μ, ( γ , cry ; )μιγ,·=ζσ 1 y, ( cr~ < y , 7 1 ) y, y, 
et 

μ (
 1 μ ι — cr-y, 7 'y,· ; 

ν;.vs = 7"Jy, yj7*y y y., y,, et y.,1 ,r;,vsy, ~ 7y, 7· y,-y/· 

Il suffit donc de vérifier 

(Tsy;7y,'Y--- 1. 1er"y./7"11 · (**//|*s/Vyd3~ « · 
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Donc λ:."! = !σ, jaJ, γ
ιη

 γ,} est isomorphe à A„ et est le plus 
grand commun diviseur de |-V

0
. λ-, i et de </(4, 5). 

Soit maintenant A = Q (■'">, 4a), et désignons par i\ j les nombres 
0,2 dans un ordre déterminé quelconque; X/ et X, (isomorphes à S

5
) 

divisent ici R(4, ;>-) (29) [ oa) est isomorphe à (j(4,5s) -^)]· 
Comme précédemment jX„, X

a
j est isomorphe à S„, σ, tA,, γ,·, γ,· 

correspondant respectivement c) 12'i/p, 12'|Ί» 1 4. 5G, 12.34. 
D'autre part, ja, est ici hors de R(5, 5) (5). Donc, comme précé-

demment, JXJ, Χ;; = ;σ, JA ̂ , γ
0

, γ
2

| est isomorphe à A„ et est le p. g, 
c. d. de ;X

0
, XJ et de H (à, 0). 

51. Arrêtons-nous désormais au cas A = Q, et négligeons le 
groupe exceptionnel X

a
. 

De même que σ conserve a, la substitution formée par les 2A 4-1 

premières lignes de τ conserve la forme 

h ï/< , 1 

?*>< ^ = V rA.yiA+î
,_

A
. -f- - vjj— ~ V y

k
y

ih hS
 ,

k {h — o. t, ..., v), 

/{l /. .. I 

en regardant la première somme comme nulle pour h = o. 
Considérons aussi la forme 

h 
-jsA: _ V ef y 

k
y^

 Al1-k 
λ ι 

où les c*/' sont indéterminés, et convenons d'écrire aussi pour cf, 
ck pour cf, et <7 pour 2// 4-1. 

7
X
 transforme ç9A en 

fi /1 </ - A' 

ϋαΛ—^ σΑ'\ν'^ yJ· 
* = l (=1 /-1 

Posons 
</=* 

'v *A f ®*· = ?*A (1 ) I. 
r=0 

(') Comme 1 est^A, et /.>7 — /V, on ne peut avoir <+/=:^ que si ι=Α· 
et j — q — A. Le coefficient de ot° est donc os/<. 
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el calculons le coeflicient de v>, v
!JL
 dans ο»!'.(λ-+-{/. = r/on 

supposant λ< p.(alors λ est SA. sans quoi λ H- p. serait > y). 
Soit d? abord λ < p.. On peut alors supposer que / — λ ou que / = u.. 

Si /' = λ, donc j — p., on a λ ^ k h, u ^ y = A, donc λ ^ A " y — υ., et k 
prend les valeurs λ. λ ι,..., λ -W — y - JJL si Λ -h r - h (donc p. > A), 
les valeurs/,, λ -t- ι,.. h si λ /\> A (donc α A ). Si/ =. Xet i ~~ p., 
on a λ y — /». p. A A, et A prend les valeurs p., p. 4-1,..., A 
(p. -4- / — y — λ est i> A sans quoi λ serait > A ; ici A 4- /· = y — u. 

est > A). 
Donc, si λ 4- r'; A (alors u. )> A), 

λ (-/* 
1 ' ΓΛ ' /, J /,/. ' '/ /.·.*/ · 

\ -· * / 

5/ λ -h h {alors p. A ), 
/ι Λ 

v ·/ .· - . ' *ht ·*<! k.\y"' ( I, ·>/,■[>. ·>./·■/, t y 
I, I. /. U 

ou, en changeant dans la seconde somme k en y — A, 
/. J r 

1 ' ΓΛ ' /, J /,/. ' '/ /.·.*/ · 
A λ 

Soit mdiiileiia/it λ ·-· ρ, doneuA — y—/ (ce qui exige cpie r soil 
impair), el λ = A — ' -■ On aura λ /»· A, λ y — A, donc 

λ /, Ί.ι/ -1 ' /". 

Mais, comme A - h /· = A H- ~ ' est > A, A prendra les valeurs A, 

λ -h Ι A = λ -h · Donc 
/; 

1 ' ΓΛ ' /, J /,/. ' '/ /.·.*/ · 
A - / 

ou, en cl langeant A en y — A, 
/. ·! r 

< νλ — 2
 c

k''^k)yI' 

A-t-t 
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Donc 
/. hr 

C'
,λ =

 .» 2dC}' -/-->.· 

I: λ 

Ainsi on a, en posant Λ = λ -+· /, 

(;·λ; — L'-î/^ . * V ]c2h1 
/ η 

<) L SI Λ <. Λ — ) '» > SI Λ " // - -

Soil r --- 1, et essayons d'identifier a'jf,, t{11 i ne contient que les 
variables r,, ..v.

i/t
., (puisque λ -l· p. η ~\) avec . On aura 

C2h1 |Ν|λ 'l r'?A ci'.i ) pour λ ι, ...,/<--1 (si Λ > 1 ) 

et 

c2h/1<1Λ "·: I <t»r « V-·"1 rf, ■+- r2'*:-(- »)". 

Donc, 

c2h/1<1Λ "·: I <t»r « V-·"1 rf, ■+- r2'*:-(- »)". 
'"/ι" ™ ( I )*' 11, 

d'où, eu multipliant la équation par (— iV 1, et en ajoutant les 
équations de rang' λ, λ -t- 1 //, 

(
f'-

{
(/, ·,.--àV 

On a alors, en supprimant des sommes nulles, 

ι ο pour 1 ( 1 Κ 

I ^ poor /· 1,»ΰ"-·'·ΐ*.-(--ιν·-'(Λ ι i-xV 

Donc, pour cf -- ( — iVM ( h « — li) » on a 

'/ih
 ■■■- ■ ν"Λ vsA"' l Λ 1 v). 

(' ) La somme (— « V (J· / esl ce que devient pour χ -- ι la dérivée du 

développement de ( ι — .r 
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Donc qui conserve çpaA~' et transforme 9-'* en 9*, conserve en 
particulier l'intersection des η — a quadriques ©4 = o, ..., 9" = o. 

Soit ( \Ί, ..., γ„) un point de cette intersection, «7 d'abord v, ̂  υ. 
Des y* — a équations o5 = o, ..., 9" = o, on peut évidemment tirer 
successivement r

3
, qui seront des fonctions rationnelles de 

y1v
2

. Je dis qu'on aura généralement 

//.·!' 

y1 =jrr^r τρ- ' 

Il suffit de montrer que cette solution vérifie 9*Λ~ ' ----- o et 9-'' = o. Ces 
conditions s'écrivent, en faisant / = / 4- 1, 

25*-'ν I'M "'I ■ i · ill > "· 

La première de ces égalités est évidente. Dans la seconde, le change-
ment de / en 2 h — 1 — i revient à remplacer les limites par Λ et 2 Λ — ι. 
Lu ajoutant les deux expressions ainsi obtenues de cette seconde 
égalité, on obtient, après suppression de sommes nulles. 

En (-1) 2h-1hi-n 

identité déjà rencontrée. 
Regardons maintenant les varitddes comme homogènes. Les 

points (1, ra, ..., )'„) communs à 9:> = o, ..., 9" = o forment avec 
le point (o, o, .... 0,1) nue « courbe « S définie parles équations 

0y,· ·7:ι;.', -· parcourant Z.„. 

S/ y, = 0, les équations 9a/i+l = o{h = i, v) donnent successi-
vement y ζ = o, V'3 = o, ...,v

v+
, — o, et il est clair que les points 

y1.... y„) où v,, ..., >Vn sont nuls, annulent tous les 9', Ils forment 
une « génératrice » e? commune à toutes ces quadriques. L'inter-
section des /# — a quadriques 9* = o, ..., 9" = o (où les \ 7 sont regardés 
comme homogènes) se compose de et de £. 

On voit que δ — coupe s en l'unique point 3 — rc. 

On vérifie de suite que σ
χ

, u
w
 et opèrent sur les points 3 ^ 
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de 8 les substitutions respectives-s H- a, î
m

s, Donc conserve s, et 

son action sur les pm ·+· « points de $ est semblable à ^(2, pm). 
Le diviseur Φ de λ;, qui fixe le point 3 = oc, conserve Toute 

substitution de qui transforme χ en α est dans 6« étant l'une 
d'elles et toutes ces substitutions transforment $

m
 en une génératriceEx 

coupant S en Vunique point ζ — α. Ainsi γ
0
 change en £

0
 dont les 

équations sont v
v
.., =...=

t
v„ = o. On voit que (F* et $

w
 n'ont aucun 

point commun. Donc, λ- changeant deux points distincts quelconques 
x, β en ο et x, et Sp té ont aucun point commun. Chaque conte-

naMl P°'nls (à coordonnées dans le système des/>w-f- 1 ù-

en contient — n~— Pourvoi, ce nombre est moindre que 

celui r des points de u — ο dans ( 11, 17 ). 

52. Considérons h' t'as η — On a alors t ρ est ici 2 M 
çï:·' α Λ 15.-* 1 X'* ' · τ !î· v." 

•jlw.> , . ν , lit 

'■ •Ji "κ 

et
 S
s est ici délinie par les équations 

1) — ~ ■ _ c'" 1? — _ î £} — iî 
V| y 1 ·' ' Ji ~ . .Vt ~~ a.'i 

D'après la correspondance des générateurs de B(5,~) et li(4, -) 

indiquée dans L 15 (^dont je garderai ici les notations, en y fai-

sant γ — e — les substitutions répondant à σα, u.^, γβ dans ^(4, 7;) 

sont respectivement, en fonction d<>s générateurs de </(4> ~)> 

t. Iîx\ Λ; χ'.t. Iîx\ Λ; χ'. 

μ„, · tu, . τ, τ» ut ^ , tu2,2 

et je désignerai par λ:·,," le diviseur de Çi(4> correspondant à X|| 
de Q(5, -'-D. 
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La droite oD
e
 dont le point courant est, en coordonnées homogènes, 

(?i» *)·> *]î)> et d°nt ^es coordonnées Ζ
ίΑ

 sont liées par (i) et 
par x

y
 — v

3
(cf. I, 45s) est 

ν» .J_. *s 4t
 %

 -x*
% ·· * ii __ 'l, 

r,. h t
it

 3 ?... ô r
tî

 cô 

Appelons eneeloppe de la courbe S' déterminée de la même 
manière que dans le champ des nombres réels et complexes (tt>. coupe 
ici encore s' en deux points confondusV Les équations de s' sont ici 

(2) ^ *(ï ~ 3 r,s -a> ?.* s*^ *(ï ~ 3 r,s -a> ?.* s* 

ou, en éliminant ; entre la première équation et chacune des deux 
autres. 

(3) 1, -ï ' Aï A» ·*, T'sN*1, -ï ' Aï A» ·*, T'sN* 

Lu remplaçant la seconde équation par le quotient de ces deux 
équations, on voit que s' est la cubique gauche intersection des deux 
quadriqnes 

(L 3;,;. <A;, 3£,Ί,;Ee y 

admettant la génératrice commune = r,
a
 — o. Or aQ' transforme s' 

en elle-même ('V Quand on prend
 c
s' sous la forme (2), σ

λ
. y.

m% 

opèrent sur r les substitutions respectives --i-?, ' - '·„?-· 
Soient ;\Q\ τ

χ
, u„

r
 s les transformées de σ'

λ
, p.,,., γ

Μ
, s paria 

^1) Kn divisant ta première équation par la seconde \ ou en éliminant s 
entre les deux dernières équations (oVj, on obtient >»r,.a^rrr ·?,. Cest une nou-
velle quadrique passant par S' et avant avec chacune des quadriques v-L une 
génératrice commune. Kn transformant par σχ, on obtient des équations où 
les coefficients des puissances de « sont nuls, soit identiquement, soit d'après les 
équations des trois quadriques. (Cj\ Lux TJteorieder Transformationsi*ruppen* 
t. Ill, p. iSs-qnO 
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substitution τ;' de tf(4, π) [qui répond à = rf
a
T,

a
 de B(5, -)]. 

On aura 
fli f)i 
η, α η, -+- η, 

^ ιν-xi U χ' "j,a— ti --Vil αγΐ3 "+" ζ» ^ ιν-xi U χ' "j,a— ti --Vil αγΐ3 "+" ζ» > 

^ ιν-xi U χ' "j,a— ti --Vil αγΐ3 

μ™ γ ή = Τ, y /«
a>
,r

s
, 

et les équations de S" sont 

3;, Yîj-i- '.ί;^ = ο, 3·,η,Η-ξ,Τ3
4
 —o, 

OU 

3;, Yîj-i- '.ί;^ = ο, 3·,η,Η-ξ,Τ34 —o, 

Si — ι est non carre, σ
χ
 est la substitution σ^-,> du n° 7, et est 

transformée en σ
α
 par la substitution de A' qui multiplie η, et η

2 

par — ι sans altérer les ξ. 
Si— ι est carre = ρ2, σ

Λ
 est transformée en σ

α
 par Hi

tp
m,p. 

55. Supposons maintenant, pour simplifier récriture, que ρ'" = π. 
Soient A*, AJ, 13* les diviseurs respectifs de A, A0, Β qui laissent les 
variables u;

n
 y,, rA, y* inaltérées, et X* (ÎAJ), XJ(ÎB*)> σ<Λ)β, 

V-Wi TA> Θ*» ies actions respectives de Χ, Χ®, σ
α

, μ, γ. Θ, £3, σ 
sur les variables autres que x

t
, y,, ..a;*, y* quand on regarde, dans 

celte action, ,t',, ..., u?A, y
A
. comme nuls, c'est-à-dire l'action de ces 

groupes sur les points de la multiplicité A\ = y, = .. .= xk=yk~ o. 
On va voir quo ; X,, ..., XJ_, J = Β ( en entendant par là, si ν = ι, 
que X® = B). 

Il est clair que σ~|
χ

σ
α
 remplace yk par y* h- <xaA.,y, pour k = 2, .. 

n — 1, c'est-à-dire qu'elle opère sury3, ..
 M

 y„_, comme 

χ* — Βιο,-σ
β>ν4

.
ν

Π}_5 νι/.-σ^Λ'ΐΛ-^,,,Η-ι-,,ι 

(les Vu et les Uly- sont permutables). Donc χ
Χ
ι^·

Χ
σ

α
 laisse y,, 

JourtK <fe Math., tome V. — Fasc. I, 1926. ΙΌ 
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ya, inaltérés, el comme elle conserve «, elle laisse aussi v„ 
inaltéré. Donc elle se réduit à i, et σ

α
 = σ0)αχα( ')· 

Le groupe Z = ;X", Β, ' contient χ
α

. Or, pour A" 13, V
aA

), trans-
forme V

tajJl
 en ν

ι2μ
ν

α
. _λυι> υ,*μ en υ,Αμυΐ2

,λμ, et est permu-
table aux autres Vu, U.^y^oL Donc, pour un choix convenable 
de λ, ν»'.χ

β
ν„λ est une substitution de même forme que χ

α
, contenue 

dans Z, mais où ne figurera plus V
ts

. À l'aide de V
2A

, ..., Y
2v

, on 
fera de même disparaître successivement V

u
, V,

v
. A l'aide 

de U23x, qui transforme V
I2!X

 en V
ia

^U,
s>

_x^, et est permutable aux 
autres Lï,,, on fera disparaître tT«

3
. A l'aide de LJ

a
*, lT

av
, on fera 

disparaître U
M

, ..., I γ,. Donc Ζ confient une substitution de la 
forme V,

2a
L,

2
U

l0
. A l'aide de ϋ

02
χ, qui transforme ^pourc=^ V,

3a 

en Y,
aa

 en l ,2et est permutable à l
(2

, 

011 peut faire disparaître U,„. Donc Ζ contient une susbtitu-
tion V, U,

 8
χ, et de même sa transformée V,

2αμ
I > par nu^ne^ qui 

est dans Β, [I, 29, (29)], donc aussi le produit Π?_, \γ
Λμ

Γ , , u
n
 u

a 

et u, étant trois valeurs arbitraires de u. Or, en supposant d'abord 

/)^5, on peut résoudre les deux équations Σ*α,= ξ, V — = ο, 

ζ étant arbitraire, en prenant p., = — pu = α., == Donc Ζ con-
tient Υ12Λϊ, c'est-à-dire toutes les Y,2. 

En transformant les Y,
2 par </ΑΤ2Α(λ">3; cette opération est inutile 

si η = 5), qui est dans Β, (1, 28\ on obtient toutes les V,A. En les 
transformant par γ — Θβ (β est un produit de /«,·), on obtient toutes 
les YA|, En transformant les Y,A et les YA, par γ, = Θ, β(ι), on obtient 
toutes les U

lA
, W,A. E11 transformant les U,A par les YoA et les WAo, on 

(*) Eu posant de même 

'/(*)* — La-M .ο.-σ
β>ν

^
ι>Α

..., H)=*+
2 /Α

..
Η

, 
χν0ια=7.>. 

on a 

0"(i)a—'(îuXIIU, .... ff(A)a—°"|A-t-»)aX(A)x = V— 2). ..., σ^ν—tu — blov,a
e>v+1

 ^ > 

d'où l'expression de σα par les U, V. 
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obtient les UA(> et les Υ
οΛ

 (1, 20). Donc Ζ contient B. Or Ζ est < B. 
Donc Ζ = j Χή, B, | = B. 

Donc, si p> 3,1 X°, X*1, ..., XJ ,, BA. ! = B, et, comme 

IV, = X"-, j Xv-» el IV, s b(3. τ:) ont Tordre π(7^ t} 1, 

on a 
iY\X? Wî^iî. 

Si ρ = 3, η, qui est ^/) et impair, est égal à 3. Or B est alors iso-
morphe à v*( 2, τ:). Donc B --x0 

54. Pour η t. 7» on a j Y", .,., X®_, | = B. 
Lu effet, considérons d'abord le cas n = ~. Le groupe jX, X, | 

contient 
xx~ X 10 - - 114 - ̂  N ,a £ U„ - 2." 

donc aussi 
X.*X - * ~ ^ IS.X* ('

 Λ

 λ_<—-sx 

et 
>vA,V - ^ »,νλ Via. 

λ — Λ* -r- 3C». μ : " — ~ -t- "+" ΛΛ> Ι-

α, et α
2
 sont φ= ο. Mais on peut supposer λ quelconque dans ε. Car 

si λ est non carré, a, et a2
 sont ̂  ο dans toutes les solutions (a,, a,) 

de l'équation a) -h aj = λ, et si λ est carré, le nombre total des 
solutions est Ttdt V6 44) (p est ^w), celui des solutions où 
α

4
 κ2 = ο étant évidemment 4· 
Or, soient a'

t
, aj des déterminations de α analogues à α,, a

2
 et λ', p.' 

les déterminations correspondantes de λ, μ. Supposons que λ' = — λ, 
λ étant tel que 

μ -h μ' — — » [λ5— λ(α« - a',*) 4- «Ι +■ α,4 ] 

soit τφ ο. On a alors 

V$a,"W — ^ Μ,λΗ-Χ'Β,^,μ^μ*— Vs.^+y.·. 

Or ; Χ, Χ, ! contient 

^(0*— Uso^Uio,-* ^ ««, 
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donc aussi (I, 29) 

' <*m b Μ,μ+μ'Ο'ίΐίΛ^' ΐΐΐμ+μ'— ΒΙ2,χ(μ+μ)'·> 

donc toutes les U,a, donc aussi leurs transformées par γ„, qui sont les 
W,

a
, donc aussi W,2 (I, 40), que γ

0
γ, (— transforme enV

n
. 

Donc | X°, XJ ! contient B,2? donc aussi 

σ·, lia ^ 12/. ^,1}*—^ 12/. f /.*< ^ 18,/.* 1· , λ*-1 ^ 10.).*^ 

donc aussi V
(3 >XU

(Î ou, en écrivant λ pour λα, toutes les 
substitutions Y

l3)U,3<_iïlU,0^ = Υ
α

, et s'
x

s'^s
&i

, α,, a
2

, a
:i
 étant 

quelconques φο. Or, on peut choisir les oc, de manière que 
SJaJ = ο ('), et on voit alors que ;X°, XJ j contient toutes les Y,

 3>,U <<,>.· 
En les multipliant par des s^"1, on voit que ! X°, XJ} contient toutes 
les U

j8
 χ*», c'est-à-dire toutes les U

13
, que γ„ transforme en W,

3
, donc 

W
<3

, que γ0γ, transforme en V,3. Donc ; X°. XJ j contient B
l3

. Donc 
j X°, XJ !, contenant les s

a
, contient les U,

0
, quey

e
 transforme en λΓ

0(
. 

Donc ; X°, XJ J contient B,
0

, B
l2

 et B
(3

. Donc I X°, XJ j = B. 
En partant, pour n> 7, de la formule 1X°, B, ! = B, on voit alors par 

récurrence que ! X°, XJ, ..., X.J_,} = B. 

(M L'équation =o a toujours des solutions où α,, a. et x3 sont =r o. Car 
le nombre total des solutions est τ:2, et celui des solutions où α, = ο est au plus 
27: — 1 (E.y VV). Il y a donc au plus 0(2- — 1 ) solutions où un des a.· est nul. Or, 
la condition tî5>3(27t— t) est toujours remplie pour />^7. 


