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Contribution a le Géométrie conforme.
Cercles et surfaces cerclées.

Pirn E. VESSIOT.

A o TN
R

3&3 Introduction et Résumé.

1.. ,J‘l) “)p;a, pour l'espace a trois dimensions, unc gcomctrle
conforme ('), ot l'on étudie les propriéiés géométriques qui
demeurcnt inaltérées par les transformations conformes; de méme
quil y a une géoméiric cuclidienne et unc géométrie projective,
pour lesquelles les déplacements et les transformations projectives
jouent, respectivement, un role analogue.

Le groupe conforme, qui sert a délinir cette géométrie conforme,
est, comme on sait, le groupe des «'° transformations ponctuelles qui
n’altérent pas les angles; c’est aussi, comme il est connu, le groupe
des transformations ponctuelles qui changent toute sphére en spheére.
On trouvera, dans le premier paragraphe de cette étude, la démons-
tration du fait que ce groupe conforme est également le groupe de
toutes les transformations (ponctuelles ou de contact) changeant tout
cercle en cercle.

2. Des questions importantes de la géométrie classique, telles que
la détermination des systémes triples orthogonaux, la théorie des
systémes cycliques, la recherche des surfaces isothermiques, relévent
de la géométrie conforme; et il y aurait intévét & les approfondir a ce
point de vue. Mais cela ne sera possible que quand les principes fon-

1y A. Dkvounn lappelle géométrvie anallagmatique (Comptes rendus de
PP 3 ] q P
U’ Académie des Sciences, 5 juin 1903).
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100 E. VESSIOT.

damentaux de la géométrie conforme auront été établis; elle n’a été,
jusqu’ici, que trés peu étudiée.

Des théories élémentaires trouvent, cependant, leur expression la
plus simple quand on les expose du point de vue de la géométrie con-
forme. La courbure normale, en un point M d’une courbe T, tracée
sur une surface X, est le rayon de la sphére, tangente X en M, quia
un contact du second ordre avec I': le théoréme de Meunier se résume
dans le fait que cette sphiére de courbure normale ne dépend que de
la direction de la tangentc en M aI'. La formule d’Euler, pour les
courbures normales, est une conséquence immédiate du fait que les
directions de tangenles, qui sont ainsi associées a chaque sphére lan-
gente a X en M, sont, en vertu de la remarque précédente, celles des
tangentes menées en ce point (double) a I'intersection de cette sphére
et de la surface X.

La courbure géodésique est, de méme, le rayon de la sphére, nor-
male a4 X en M, qui a un contact du second ordre avec I'; et il sera
commode de substituer & la considération de la courbure géodésique
celle de cette sphére de courbure géodésique. Par leur intersection,
ces deux sphéres de courbures, normale et géodésique, donnent le
cercle de courbure de T, dont les éléments différentiels du second
ordre sont ainsi déterminés. La détermination delasphére osculatrice,
par son angle avec la sphére de courbure normale, fournira ceux du
troisiéme ordre.

3. Les ligures géométriques élémentaires avec lesquelles on doit
opérer en géométrie conforme sont, comme nous venons d’en indiquer
des exemples, les sphéres et les cercles. En ce qui concerne les sphéres,
les éléments infinitésimaux & introduire sont I’angle d’une sphére
variable S avec la sphére infiniment voisine, qu'on peut appeler
variation angulaire (infinitésimale) de la sphére S; et un autre élé-
ment qu’on peut nommer la rofation propre (infinitésimale) d’un
couple variable de sphéres orthogonales S, S,. Cette rotation propre
est 'angle de S, avec la sphére infiniment voisine de S,; au signe
prés, c'est aussi l'angle de S, avec la sphére infiniment voisine

de S,. _ .
Si nous reprenons 'exemple des sphéres de courbureés normale et
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géodésique d'une courbe T, tracée sur une surface I, la rotation
propre de ce couple de sphéres est I'angle de torsion géodésique @ ds;
qui est, du reste, ¢gal aussi & la variation angulaire de 'une et I'autre
des deux sphéres considérées (*). '

A la dénomination prés que nous employons (*), ces rotations
propres ont été introduites dans!’étude des famillesde «' sphéres, et de
leurs enveloppes (*). Par une généralisation de la méthode du triédre
mobile, appliquée par Darboux & I'étude euclidienne des courbes et
des surfaces, on peut associer 4 la sphére variable, dont on étudie
I'enveloppe, un pentasphére orthogonal déterminé, c’est-a-dire un
systéme de cinq sphéres, deux a deux orthogonales. Et c’est par les
rapports des rotations propres, infinitésimales, des couples de sphéres
orthogonales fournies par ce pentasphére que 'on définit les invariants
différentiels fondamentaux de la surface enveloppe considérée (*).

A. Aprés I'élude des systcmes de «<' sphéres, qui se trouve ainsi
achevée, du moins dans ses traits essentiels et dans le cas général, et
pour préparer la théorie des courbes et des surfaces en géométrie con-
forme, sur laquelle je reviendrai dans d’autres articles, il était néces-
saire de faire I’étude des systémes de ' cercles. Elle a été le sujet de
la thése de M. Bessevrve (Paris, 1915) : il y a déterminé par un calcul
direct, en suivant la méthode de Lie, les invariants différentiels de ces
systtmes de cercles; il en a donné certaines interprétations géomé-

(') Demartres avait déja observé que ©ds est la variation angulaire de la
sphére de courbure normale (Bulletin des Sciences mathématiques, »° série,
t. XXI1, juillet 18g7). :

(2) J'indique plus loin les raisons qui m’ont fait adopter ces noms de varia-
tion angulaire el de rotation propre; et les noms correspondants de vitesse
angulaire et de vitesse de rotation (propre).

(?) Le Vavassur, Académie des Sciences de Toulouse, 10° série, t. I, 1901}
C. Guicnaro, Bulletin des Sciences mathématiques, 1g12; Besserve, Thése,
Paris, 1913.

(*) La méthode du pentasphére mobile a ¢été introduite par A. DewouLin
(loco citato). Elle est aujourd’hui classique, et n’est, du reste, qu’un cas parti-
culier d’une méthode générale, applicable 4 la géométrie de n’importe quel
groupe de transformations. '
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triques; et en a déduit les conditions d’équivalence (') de deux sur-
faces cerclées.

Il nous a paru cependant nécessaire de mettre en évidence, plus
nettement et plus complétement que nel'a fait cet auteur, les éléments
géométriques fondamentaux de cette théorie; de les introduire direc-
tement; de donner aux résultats analytiques une forme simple et
maniable et de pousser plus Join I’étude des surfaces cerclées. Clest ce
que j’ai essay¢ de faire, en utilisant les coordonnées pentasphériques,
ce qui permet de substituer au groupe conforme de I'espace son iso-
morphe, le groupe orthogonal & cinq variables, ct en employant la
méthode du pentasphére orthogonal variable. J’ai dfi, pour abréger,
me borner, essentiellement, aux cas généraux; et renoncer & donner
des applications dans cet article. Je vais indiquer les idées qni m’ont
guidé, et résumer les résultats que j'ai obtenus.

3. Je reprends d’abord I'étude d’un systéme de deux cercles A et B.
Je montre que par le cercle A passenl deux sphéres, a et @', orthogo-
nales entre elles, qui sont bissectrices de tout couple de sphires
passant par A et coupant B sous un méme angle. Deux sphdres, betd,
passant par B, sont bissectrices de tout couple de sphéres passant
par B et coupant A sous un méme angle. Chacune des sphéres, a, &’
est, de plus, orthogonale & 'une des sphéres b, ; par exemple, a esl
orthogonale 4 ', et @’ 4 b. On retrouve ainsi un systéme de quatre
sphéres qui se vencontre (*) dans la recherche des cercles coupant
d angle droit, en deux points, chacun des cercles donnés A et B : ces
cercles, qu’on peut appeler cercles perpendiculaires communs a A
et B, sont les cercles (a,b) et (a’,0") (*).

Jintroduis de plus les sphéres bissectrices des couples (a, b),
(a', ') : avec la sphére orthogonale commune a A et B, elles consti-
tuent un pentasphére orthogonal dontla considération met en évidence

(') Le mot équivalence signifie, en géométrie conforme, que chacune des
deux figures considérées peut étre déduite de I'autre par une transformation
conforme, ‘ '

(?) Voir, par exemple, E. VON WeseR, Archis der Mathematik und Physik,
3¢ série, t. VII, 1904,

(*) La notation cercle (a, b) indique le cercle intersection des sphéres a et b,
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la symétrie interne du systéme des deux cercles A et B, au point de
vue conforme, et montre immédiatement que chaque systéme A, B
est, & ce méme point de vue, entiérement caractérisé par les valeurs w
et «’, des angles formés par les couples de sphéres (a,b), (a',b") (').
Je donue, de plus, des formules trés simples pour exprimer les angles
des sphéres du faiscean A avec le cercle B, et inversement (*); ainsi que
les angles que forment cntre elles les sphéres du faisceau A et du fais-
ceau B, el ceux sous lesquels sont coupés les deux cercles A et B par
un cercle qui les rencontre, 'un et l'autre, en deux points.

M. Kanigs (*) a proposé une généralisation de la notion d’angle,
pour le cas de deux cercles A et B qui ne se rencontrent pas; et M. E.
von Webcr a indiqué que cet angle de dewx cercles s'exprime, au
moyen des angles w et o', par la formule

cosW = cosw cosw'.

Je définis un autre angle W',, qu’on peut également considérer comme
une généralisation de l'angle dc deux cervcles sécants; car sin*W', est,
comme cela a lieu pour le carré du sinus de I'angle de deux cercles qui
se rencontrent, la somme (constantc) des carrés des sinus des angles
sous lesquels un quelconque des cercles A ct B est coupé par deux
spheres orthogonales passant par autre. On a, pour cet angle W',
que j’appelle inclinaison relative des deux cercles, la formule
sin?Y’, == sinfw +sinw’.

La différence
sin?W, — sin?Y’' = sin*w.sinw’,

qui s’annule quand les deux cercles se rencontrent, joue, dans une
cerlaine mesure, le role de plus courte distance, et pourrait s'appeler
Vécart angulaire des deux cercles. '

(1) Voir une autre démonstration de ce résultat dans I'article de M. E, von
Weber, cité ci-dessus, :

(*) Le mot « faisceau A » signifie le faisceau des sphéres passant par le
~cercle A. .

(®) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. 1I, 1898, M. Kenigs
part de la représentation d’un cercle par ses coordonnées pentasphériques, ana-
logues aux coordonnées pluckériennes de la droite,
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" 6. L’application des considérations précédentes & un cercle (. d’une
surface cerclée £ et au cercle infiniment voisin conduit aux consé-
quences suivantes. Pour le cercle C et le cercle voisin C’, de la sur-
face, qui tend vers C, les angles w et ' sont infiniment petits; il en
est de méme de W et W',. Si 'on désigne par dw, dw’ les parties prin-
cipales de @ et «’, celles de W et W,, qui sont égales, ont pour

expression commune V'élément différenticl fondamental ds défini
par
dg? = dwo? -+ dw'd.

On est ainsi conduitl & poser

do do' .
= , —— =sina;

dcl k)

et « est I'une des formes de 'incariant différentiel du premier ordre
de la surface cerclée.

Le pentasphére orthogonal associé, comme il a été expliqué, au
couple de cercles C et ', tend, lorsque C' tend vers C, vers un pen-
tasphére orthogonal II qui comprend : les deux sphéres p, p’ (que
yappelle sphéres centrales), passant par C ct par les positions limites
des cercles perpendiculaives communs & C et C'; les deux sphéres ¢, ¢’
(que j’appelle adjointes aux sphéves centrales), coupant, respective-
ment, les précédentes, & angle droit, le long de ces cercles perpendi-
culaires communs & C et au cercle infiniment voisin; enfin la sphére r
(que j’appelle sphére orthogonale), qui est orthogunale & C et au
cercle infiniment voisin. Les pieds des cercles peirpendiculaires com-
muns limites, sur C, seront les deux couples de points centraux (*)
de ce cercle générateur : ce sont les points oit C est coupé pav les
sphéres adjointes ¢ et ¢'.

Le cercle (¢, ¢'), qui a pour foyers les points ot la sphére orthogo-
nale r rencontre C, et que j'appelle cercle associe a C, sert & définir
la distribution, sur C, des points ou les sphéres passant par C touchent
la surface . A cet effet, un point quelconque m de C sera défini par
I'angle 6 que fait, avec la sphére adjointe ¢, la sphére qui passe par ce

(') Ne pas confondre avec les points désignés ainsi par Exneeer, et, aprés lui,
par DEMARTRES,
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point et par le cercle associé; et une sphére quelconque S du fais-
ceau C sera définie par Pangle ¢ qu’elle fait avec la sphere centrale p,
dont ¢ est I'adjointe. La for -mule de distribution, qui a lieu lorsque S
est tangente &4 X en /e, a ainsi la forme simple

tangf —tanga.tangg,

ou « cst I'invariant différentiel défini plus haut. Iin particulier, chaque
sphére centrale est tangente a I aux points centraux correspondants.

7. I.’étude de la variation infinitésimale du pentaspheére II, associé
au cercle générateur C, introduit les awires invariants fondamen-
taux (qui sont du second ordre), comme étant les vitesses de rolation
propre (relativement & la variable canonique o) des couples de sphéres
(p, P' (g, ¢"), (r, q), (1, ¢"). Le mode particulier de variation des
penlasphéres qui correspondent & des surfaces cerclées cst caractérisé
par le fait que les qualre vitesses de rotation des couples (p, ¢"),
P’y 1), (p> r), (p's 1) sont nulles.

Pour définir cette varialion, pour une surface cerclée donnée, on
obtient un systeme différentiel, analogue au systéme des équations
dites de Serret-Frenet, en lequel se résume toute la théorie. Les con-
ditions d’équivalence (conforme) de deux surfaces cerclées, leur défi-
nition par des équations intrinséques, en résultent immédiatement.

Ce systéme de Serret-Frenet appartient & une classe de systémes
de Lie que j’ai étudiés aulrefois (). Le groupe correspondant est, en
général, le groupe linéaire orthogonal & cing variables; il se réduit au
groupé orthogonal a4 quatre variables, quand tous les cercles généra-
teurs de la surface sont orthogonaux a une sphére fixe. On peut, par
suite, indiquer la nature des intégrations dont dépend la détermination

des surfaces cerclées définies par un systéme d’équations mtrmseques
donné.

8. L'introduction des variables canoniques 5 et § fournit un mode
de représentation invariante des points de la surface cerclée, et permet

(') Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, 8 février 19og.
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"une étude compléte de la géométrie conforme sur cette surface,
étude dont je donne les premiers éléments. Employant une notation
vectorielle, je représente les sphéres et les points de 'espace a trois
dimensions par les vecteurs d’un espace a cinq dimensions dont les
composantes sont les coordonnées pentasphériques de ces sphéres et
de ces points. Le produit de deux vecteurs a, b est désigné par ab ou
(ab); on peut différentier ces vecteurs et ces produits scalaires.

Les cinq sphéres p, p, ¢, ¢’, r sont ainsi représentées par cing

~ vecteurs, désignés par les mémes lettres, qui sont des fonctions de s}
je suppose

Un point quelconque de la surface est alors représenté par le vecteur

m=r—igsin + iq' cosf

2 __ . . X . »
(pour lequel m* = o). La sphére tangente, passant par le cercle géné-
rateur G, et tangente 4 X en ce point m, est

=17 (pcosfsina + p'sinf cosa), avec k* = cos*F sin’a + sin*f cos’a.

Les courbes minima sont définics par dm* = o. Ce dm?* est une forme
quadratique invariante, qui joue un role analogue au ds* dela surface,
dont elle ne différe du reste que par un facteur : elle sert en particulier
a exprimer ’angle de deux autres courbes de la surface.

Pour une courbe tracéec sur la surface, la sphére de courbure nor-
male est

pm 4+, avec p=— cim_drv
dm?
Je donne les expressions explicites des formes dm* et dm dy, au moyen
des invariants de la surface; j'en déduis I'équation différentielle des
lignes de courbure, pour lesquelles je donne aussi des formules ana-
logues a celles d’Olinde Rodrigues. ‘
Jétudie ensuite, d’une maniére analogue, la courbure géodésique,
ce qui conduit & une généralisation de la notion de ligne géodésique;
et je termine par le calcul de I'élément ®ds, ou © désigne la torsion
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géodésique, aprés avoir établi pour une surface quelconque, relative-
ment & cet élément, les résultats énoncés plus haut (n° 3) ().

I. — Le Groupe de la Géométrie des cercles.

9. Le groupe de transformations de contact de l'espace, le plus
général, qui change tout cercle en cercle est le groupe (ponctuel)
conforme.

Soit, en effet, T une transformation de contact changeant tout
cercle en cercle : ce ne peut étre qu'une transformation ponctuelle
prolongée.

Supposons, en effet, le contraire; et considérons les =* cercles qui
passent par un méme point M dec l'espace, arbitrairement choisi.
Soit C I'un quelconque de ces cercles, C’ son transformé par T. Deux
quelconques des cercles C ayant un élément de contact commun, les
cercles homologues C’ ontun élément de contact commun, c’est-a-dire
se rencontrent en un point M’. Mais si T n’est pas une transformation

(') Les résultats de ce mémoire, que je possédais depuis plusiears années, et
que les circonstances ne m’avaiznt pas permis de publier, ont été résumés, aprés
qu’il était écrit, dans deux notes parues aux Comptes rendus de I’ Académie
des Sciences (10 avril et 25 avril 1g22).

M. Hadamard m’a alors indiqué qu’il avait, dans des énoncés d’exercices pro-
posés dans le tome Il de ses Legons de géométrie élémentaire (n°s 1249 a 1254),
introduit les invariants o et o' el le systéme des sphéres a, b, a’, &'; ce qui
m’avait échappé. Ces lecons de géométrie, parues en 1gor, sont antérieures &
I'article de M, E. von Weber, que j’ai cité plus haut, et que j'avais seul cité
dans mes deux notes. Dans les énoncés de M. Hadamard figurent la plupart des
propriétés angulaires des sphéres des faisceaux A et B que les formules du pré-
senl mémoire mettent en évidence; ainsi que la possibilité de la transformation
de chacun des cercles A et B dans I'autre par un systéme de deux inversions.

Jaurais du citer alors également une note de A. Denoutiy (Comptes rendus de
U'Académie des Sciences, 8 aout 1921), qui, publiée pendant les. vacances ou
Javais commencé la rédaction de ce mémoire, m’avait échappé. L'auteur y
introduit, avec une définition différente, le pentasphére I — [no 7] —; il donne
une formule de distribution; ainsi que les équations des sphéres de cour-
bure principales, rapportées au peatasphére IL Un nouvel article de A. Dexou-
LN, sur le méme sujet, vient de paraitre dans le Bulletin de la Classe des
Sciences de ' Académie royale de Belgique, 5¢ série, tome 8, 1922, 1°8, p. 479.

Journ. de Math., tome . ~ Fasc. I, 1923, 1



108 ‘ E. VESSIOT.

" ponctuelle, M’ ne peut rester le méme quand on change, d’une
maniére arbitraire, le couple de cercles C considéré. On pourra donc
trouver trois cercles C, soient C,, C,, C,, dont les transformés C,
C,, C, se couperont deux a deux en trois points distincts M, M},
M’,; et un cercle C arbitraire sera changé par T en un cercle C' qui
devra, de méme, couper C, C,, C; en trois points distincts M’,
M,, M. .

Mais il n'y a que ® cercles satisfaisant & cette condition; de sorte
que nous concluons que la transformation T change en «* cercles seu-
lement les x* cercles C qui passent par un point arbitraire M de
Iespace. Or, on obtient tous les cercles de I'espace, et méme chacun
deux fois, en prenant successivement ceux qui passent par les ~*
points d’une sphére. En définitive, si T n’était pas une transformation
ponctuelle, elle changerait les «® cercles de I'espace en «® cercles
seulement.

Soit ¥ I'un quelconque de ces derniers. La transformation T—',
inverse de T, devant redonner les «® cercles de I'espace, & partir
des %° cercles v, changerait chacun de ceux-ci en o' cercles. Or, cette
singularité est inadmissible; car, d’aprés leur origine, les cercles y
doivent fournir, par leurs éléments de contact, tous les éléments de
contact de I'espace; il existe donc, parmi ces cercles v, des cercles qui
possédent une infinité d’éléments de contact dont aucun n’est singulier
pour T—', c’est-a-dire qui, dans un domaine convenablement limite,
ne donnent qu’un élément transformé. Comme un cercle est défini par
trois de ses éléments de contact, on en conclut qu’un cercle ¥ ne peut
donner, en général, par T~', qu’un cercle transformé, et non oo'.

Il yadonc contradiction; et il faut conclure que T est une trans-
formation ponctuelle.

10. Ce point établi, considérons deux cercles C, et C, d’'une méme
sphére S. Ils se coupent en deux points; il en est donc de méme des
cercles transformés C| et C., et ils définissent une sphére S'. Tout
cercle de S, coupant en deux points chacun des cercles C, et C,, aura
pour homologue un cercle coupant C| et C, en decux points chacun, et
qui, par suite, appartiendra 4 8'. Donc §’ est le lien des cercles homo-
logues des cercles de S; et la transformée de S est S’
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Ainsi la transformation T est une transformation ponctuelle qui
change toute sphére en sphére : c’est donc une transformation con-
forme.

Réciproquement, toute transformation conforme, changeant toute
sphére en sphére, change tout cercle, intersection de deux sphéres,
en l'intersection des sphéres homologues, c’est-a-dire en un cercle.

C’est donc le groupe conforme qui est le groupe fondamental de la
géométrie cerclée.

1I. — Notations et formules.

11. Jemploicrai des coordonnées pentasphériques. On définit un
tel systétme de coordonnées par un systéme de cinq sphéres ortho-
gonales deux & deux, ou pentasphére orthogonal. Les coordonnées
d’une sphére quelconque sont alors les cinq cosinus (') des angles
qu’elle forme avec les sphéres coordonnées (coordonnées absolues),
ou cinq nombres proportionnels a ces cosinus (coordonnées homo-
genes).

On est ainsi conduit a introduire une géométrie a cing dimensions,
el des vecleurs a cinq composantes. Nous désignerons le vecteur par
une lettre minuscule, @ par exemple, et ses composantes par la méme
lettre affectée d’indices, a,, a,, a,, a,, @;s. Si ces composantes sont
les coordonnées d’une sphére, nous I'appellerons la sphére a. Nous
poserons, cn général,

B

H

Z ai=a, 2 by = b2, Za,,bk:- ab.

k=1 k=1 k=1

Si a,, a,, a,, a, a; sont les coordonnées absolues d’une sphére, on

R24 R2— D2

2RRT
ou I'on choisit pour R et R’ des signes déterminés, Si les sphéres sont réelles,
et si I'on prend R et R’ positifs, cela revient & prendre pour V Pangle des nor-
males extérieures.

(*) On en précise la valeur par la formule cartésienne cosV =
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~adonc a*=1. L’angle des deux sphéres a’et b est donné par

ab

cosV= ——
Vai Vi

ou simplement cosV =ab,

smvant qu'elles sont définies par des coordonnées homogénes, ou des
coordonnées absolues (').

L’ensemble des sphéres a qui passent par un point donné, est défini
par une équation linéaire homogeéne

3

Za,‘.mk:o, ou ax =o,
k=1
dans laquelle

Le vecteur = est donc ici I’équivalent du point. Les points sont des
vecteurs de longueur nulle, si 1'on veut. Les composantes &,, &y, &y,
%4, z; du vecteur sont les coordonnées du point. Ce sont aussi les
coordonnées de la sphére de rayon nul qui a le point en question pour
centre.

- Les changements de pentasphére de référence, comme les transfor-
mations conformes, se traduisent par des transformations ortho-
gonales, opérant sur les composantes des vecleurs ci-dessus consi-
dérés. Toute invariance, en géométrie conforme, se traduit donc par
une invariance algébrique, relative au groupe orthogonal i cing
variables. De la 'importance des coordonnées pentasphériques.

12. Un cercle A sera défini comme commun & deux sphéres a, a'.
Une sphére quelconque passant par A sera Aa + Na', A et X’ étant
des coefficients numériques.

Si les sphéres a, a’ sont orthogonales, aa’ = o. Supposant, de plus,

(1) Les sphéres a et — a différent par le sens positif choisi sur la normale;
la formule cosV = ab donne I'angle des directions positives des normales aux
deux sphéres considérées. )
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a®* =1, a’* =1, nous avons en
a"=acosg + a'sing (d'ou a"*=1),

la sphére du faisceau considéré qui fait Pangle ¢ avec a et
T
Pangle -~—2o avec a&'. Les foyers du cercle sont alors les

points ¢ == ia'.

Considérons un autre cercle, soit B, intersection des sphéres,
orthogonales entre elles, b et 0'; et supposons b* = /' = 1.

Nous allons chercher d’abord la condition de rencontre de A et B.
C’est que la sphére orthogonale commune 4 @, @', 4, ’ soit de rayon
nul. Les coordonnées de cette sphére sont ics déterminants du tablean
form¢ avee les coordonndes de @, a’, b, &’. On a donc & écrire que la
somme des carrés de ces déterminants est nulle, ce qui donne, d’aprés
le théoréme de Binet-Cauchy,

I o (ab) (ad’)
O 0=y () O (= @0 @ o — (@ vy

(ab) (a'b) o +[(ab) (@ b') = (ab') (' )T

15. La formule 1 — y*=a*+ (* qui lie, en coordonnées rectan-
gulaires cartésiennes, les trois cosinus directeurs d’une droite, fournit
les deux énoncés suivants :

1° Le carré du cosinus de U'angle d’une droite avec un plan est
égal a la somme des carrés des cosinus des angles de ce plan avee
deux plans rectangulaires passant par la droite.

2° Le carré du sinus de Dangle de deux droiles est égal & la
somme des carrés des sinus des angles formés par Uune d’elles
avec deux plans rectangulaires passant par Uautre.

Pour le premier énoncé, la droite est O 3, les plans passant par elle
sont les plans ¥y Oz et 2Oz, et «, §, v définissent la normale au plan
considéré, de sorte que y est le sinus de I'angle de la droite et du
plan.

 Pour le second énoncé, I'une des droites est Oz, on considére
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encore les plans O z et O z passant par elle, et «, {3, y définissent la
direction de la seconde droite.-

Une transformation par inversion permet d’é¢tendre Iénoncé 1° au
cas de l'angle d'un cercle et d’une sphére, et ’énoncé 2° au cas de
I'angle de deux cercles qui se rencontrent. Ainsi :

1° Le carré du cosinus de Uangle d’une sphére avec un cercle
est la somme des carrés des cosinus des angles de cetle sphére avec
deux sphéres orthogonales passant par le cercle.

2° Le carré du sinus de Uangle de deux cercles qui se rencon-
‘trent est égal & la somme des carrés des sinus des angles formés

par Uun des cercles avec deux sphéres orthogonales passant par
lautre. ‘

Avec les notations du numeéro précédent, ces énoncés donnent les
formules suivantes :

1° Angle de la sphére b avec le cercle (a, &),

(2) costV = (ab)* + (a'b)*;
2° Angle des deux cercles (a, a') et (b, D'),
(3) sitW = [1 — (ab)*— (a'b)*] -+ [1 — (ab')*— (a'U')*],
ou
(3) cos?W = (ab)*+ (a'b)2 -+ (ab' )i+ (a' b 2 1.

Si I'on tient compte de la relation (1), on peut substituer a cette
derniére formule la suivante :

4 cosW = (ab) (a'b') — (ab') (a' D).

On y arriverait directement en Lransformant par inversion la formule
de la théorie des triédres trirectangles, y = af3' — f8a’, qui donne le
cosinus de I'angle d’une droite O'x’ avec Oz en fonction des cosinus
des angles que forment les plans xOz et yOz, qui sont deux plans
rectangulaires quelconques passant par Oz, avec deux plans rectan-
gulaires quelconques passant par la droite O’z ().

(') Cl’est a cause de cette démonstration que nous n’avons pas laissé un
double signe dans la formule (4). Il faut entendre ici que le cercle (a, a') est
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14. Supposons que les sphéres a, a' fassent un angle quelconque «,
et que les sphéres b, &' fassent un angle quelconque 3; mais, pour
. . [ v
simplifier, conservons les coordonnées absolues, de sorte que

Az a?=b=b"r=1, aa' = cosa, bb' = cosf.

On pourra appliquer les formules précédentes, en y remplagant
a'— acosa

' &' — b cos ,
s et b par b= Y=b0sB Dyou les formules

sinf3

a par @' =
1, I} | .
générales (') :

(2") cos*Vsinia = (ab)*+ (a'b)*— 2(ab) (a' b) cosa,

(3') cos*Wsintasin®B = (ab)?+ (ab' )+ (a'b)*+ (a'')? — sin*x sin?B
—2[(ab) (a'b)+(ab')(a' b')] cosa
—a[(ab)(ab") +(a'b)(a’b')]cosB
+2[(ab){a'd')+ (ab’)(a'b)]cosacosfB,

4" cosWsinasin3 =(ab) (a'b’) — (ab') (a'b).

En éliminant cos W entre les deux derniéres, on aurait la condition
d’intersection des deux cercles.
Enfin, si P'on employait des coordonnées homogénes, il faudrait

—, expression

a?\/b

remplacer chaque produit scalaire tel que (ab) par 7:_&—
v

du cosinus de I’angle des deux sphéres @ et 6.

18. Nous aurons & calculer le rapport anharmonique
=(PP'QQ")

formé sur un cercle par les couples de points PP’, QQ’ ot il est coupé
par deux sphéres données. Il s'obtient au moyen de I'angle Q des
sphéres menées par P, P’ et Q, Q" orthogonalement au cercle. On a,

supposé parcouru dans le sens ui est direct par rapport au couple des direc-
tions positives des normales aux sphéres a et a'. Le cercle (@', a) en diflére par
ce sens de circulation. La formule donpe I'angle des tangentes positives des deux
cercles (a, a'), (0, 0').

(') e est supposé positif, de maniére que le cercle (2, a”) soit orienté comme
le cercle (a, @’). De méme pour 3.
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o

Q Q
sQ—1 Q
p:go————-—:—tang’—-, cosQ = -

cosi2 41 2 1—

O

Pour arriver & ce résultat, il suffit de transformer la figure formée
par le cercle et les deux sphéres orthogonales, par une inversion, en
prenant pour péle le point I’ : le cercle devient une droite, I'une des
sphéres devient un plan perpendiculaire & cette droite, l'autre une
sphére ayant la droite pour diamétre. En coupant par un plan passant
par la droite, il reste & évaluer le rapport anharmonique forme, sur un
diamétre d’un cercle, par les extrémités de ce diamétre, le pied d’une
corde perpendiculaire au diamétre ct le point & I'infini, en fonction de
'angle de la corde et du cercle. En prenant le cercle pour cercle trigo-
nométrique, et le diamétre pour axe des cosinus, I'angle Q de la corde

el du cercle est 'abscisse angulaire de I'une des extrémités de la

cos —1

- esl expression du rapport anhar-

corde, et la formule s = —5—
' COS e -

monique des points considérés en fonction de leurs abscisses, rappor-
tées au centre du cercle.

Remarquons que I'angle Q a, en réalit¢, deux délerminations sup-
plémentaires. La formule (3) lcur fait correspondre deux valeurs

éet é pour le rapport anharmonique. Cela correspond au fait que rien

ne permet de distingucr, dans la manic¢re dont ils sont délinis, les deux
points d’un méme couple.

11l. — Systéme de deux cercles.

16. Considérons deux cercles A et B, définis respectivement par

deux couples (a, a'), (b, b") de sphéres orthogonales. Nous suppo-
serons donc
ad=a?=b*=b"r=1, aa'=bb' = o.

Pour simpliticr les discussions, et en vue de I'application aux surfaces
cerclées, nous supposerous les cercles \ el B véels.

Nous allons étudier les rapports de chacun de ces cercles avec les
sphéres passant par I'autre. Nous aurons donc & introduire des sphéres
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variables
w=acosg -+ a'sing, ¢v=bcosy + b'siny,

passant, respectivement, par A et B (').
D’aprés la formule (2), I'angle U de « avec B, et Pangle V de ¢
avec A sont donnés par les équations

(6) cos?U=[(ab)cosy -+ (a'b)sing >+ [(ad') coso + (a’d’)sing T3,
(7) cos*V =[(ab)cosy + (ab’)siny 2+ [(a’d) cos -+ (a'b') sind ]2,

Nous allons les réduire & une forme canonique simple, en particu-
larisant les couples orthogonaux de sphéres, (a, ¢') et (b, d’), qui
définissent A et B. Mais il faut d’abord écarter un cas d’exception.

En effet, la formule (6), par exemple, pourrait étre indépendante
de 9. Cela supposerait

(8) (eb)2+ (ab'yP=(a'b)y:+ (a'b')?, (ab) (a’{)) + (ab') (a'b') =o.

Ces équations seraient vérifiées pour

(9 (ab) = (al') = (@' b) = (V') = o5

c’est-a-dire si le cercle A est l'intersection de deux sphéres orthogo-

nales & B. L’inverse a lieu en méme temps; et 'on dit que les cercles

sont conjugués. On a
cos?U —= cos?V = o,

c’est-a-dire que toute sphére qui passe par un des cercles est orthogo-
nale 4 'autre. :

Scartons cette hypothése (g), et interprétons les conditions (8), en
supposant, par exemple, ab =% o. Iin posant a’b’ = Aab dans les équa-
tions (8), elles donnent

a'b =—drab', a'b'=2uab,, (1—1){(ab*+ (ad')*]=o0.

Comme ab et al’, cosinus des angles de sphéres réelles, sont réels,

(!) La direction positive de la normale & « en un point de A s’oblient en
faisant tourner de v la direction positive de la normale & a, autour de la tan-
gented A, orientée dans le sens de circulation qui correspond & la notation (a, a')
pour le cercle A. De méme B sera considéré comme le cercle orienté (b, ');
et  aura la signification analogue & celle de o.

Jowrn. de Math., tome 1I. — Fasc. I, 1923. 16
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et ab =£ o, il reste

(10) A==, a'b'=hab, a'lb=—dab',
et les formules (6) et (7) se réduisent simultanément &
(1) costU = cos*V = (ab)*+ (ab')2.

Chaque sphére passant par un des cercles coupe donc I'autre sous
un angle qui est toujours le méme : on peat dire que les cercles sont
isogonaux ('). ’

17. Ecartons ces cas. Alors pour chaque valeur de U, I'équa-
tion (6) définit, en interprétant ¢ comme abscisse sur le cercle trigo-
nomeétrique, les directions-de deux diamétres de ce cercle, dont les
bissectrices sont indépendantes de U. Cela veut dire qu'il existe
deux sphéres orthogonales, passant par A, sur lesquelles sont égale-
ment inclinées deux sphéres quelconques du faisceau A coupant Bsous
un mcéme angle. Nous les appellerons les sphéres centrales (du
couple A, B) relatives a A.

11 y a de méme un couple de sphéres centrales relatives a B, bissec-
trices de chaque couple de sphéres du faisccau B coupant A sous un
méme angle.

Nous pouvons, dés lors, supposer qu’on a défini A et B par leurs
sphéres centrales, qui seront donc les sphéres a, a’, b, 0. .

Dans ces conditions, les termes en sing coso et siny cosy dispa-
raissent des formules (6) et (7); c’est-a-dire que I'on a

(ab) (a'b) + (ab') (@' V') =o, (ab) (ab™y +(a'b)(a'b') =o,

On en conclut que si I'on n’avait pas I'un au moins des systémes de
relations ’

(12) (ab'y=(a'b) =0 ou (ab)=(a'd’) = o,

(') On vérifie sur les conditions (10) que ce cas est celui oit il éxiste deux
droites isotropes contenant chacune un foyer de chacun des cercles. Les équa-
tions (9) expriment que les foyers de A et les foyers de B sonl sommets opposés
d'an quadrilatére formé par quatre droiles isolropes; ou encore que chaque
cercle passe par les foyers de I'autre,
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on aurait :
(ab)2— (a'b'r=0 et  (al)*—(a'b)*=o;

mais alors on retomberait sur le cas des cercles isogonaux.

Donc nous concluons a I'un des systémes (12); et comme on peut
échanger les notations a, a’ et b, b', nous pouvons supposer
(13) abl=ab=o.

»

Alors les quatre sphéres centrales, dans I'ordre circulaire a, @', b, I
sont telles que deux sphéres consécutives quelconcues sont ortho-
gonales. Nous appellerons w et o’ les angles des sphéres opposées (')

(r4) cosm = ab, cosw' =a'b'.
Les relations (6) et (7) prennent ainsi la forme annoncée

(6") . costU = cos*w cos* ¢ + cos?w’ sin’g,

(7" cos? V == cos?w cos*y + cos?e’ sin?¢.

qui est, de plus, identique pour les deux relations, ce qui révéle une
sorte de symétric interne ou de réciprocité, dans le systéme des deux
cercles. A égalité d'inclinaison sur les sphéres centrales de A et de B,
deux sphéres passant par A et B (respectivement) coupent B et A
(respectivement ) sous le mé¢me angle.

On peut aussi écrire ces relations sous la forme

6") sin*U = sin*w cos?¢ + sinw’ sin%o,

(7" sin?V = sin%w cos®*Y + sin? e’ sin?d.

48. On vérifiera sans peine que ces formules [avec les condi-
tions (13) et les notations (14)] peuvent étre obtcnues d'une infinité
de maniéres dans le cas des cercles isogonaux (cos®w = cos?w’), et
des cercles conjugués (cosw = cosw’ =o0). Dans le premier cas, il
suffit, ayant choisi arbitrairement le couple (&, a'), de déterminer le
couple (b, ') par la condition (@'b) =o0. Dans le second cas, les
couples (@, ') et (b, b') demeurent enti¢rement arbitraires.

(') Nous pourrans supposer cosw el cosw’ positifs, en choisissant convenable-
ment les signes de a, b, a’, U'.
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Remarquons, d’autre part, que la condition (1), exprimant que les
deux cercles se rencontrent, devient ici

€086 -+ €os%w’ — 1 = (cosw cosw')?,
td Y .
c'est-a-dire
sinw sin®w' = o.

Elle consiste donc dans le contact dc deux sphéres centrales, opposées,
(aetb) ou (a’etd’). Ces sphéres centrales sont donc alors les sphéres
qui passent par chacun des cercles et sont tangentes a I’autre au point
commun. Si elles sont confondues, les deux cercles sont bisécants.
Les cercles sont tangents, si toute sphére passant par I'un est tangente
a Pautre, c’est-a-dire si I'on a, a la fois,

sine = sinw’ = o.

19. Pour simplifier, j'écarterai dorénavant tout cas d’intersec-
tion, et je vais indiquer quelques conséquences des formules précé-
dentes.

La formule (6”) montre que sin*w et sin*w’ ne peuvent étre
négatifs -lous les deux, car il y a toujours des sphéres u qui ren-
contrent B.
~ Si 'un est positif et 'autre négatif, il y a deux sphéres menées
par A qui sont tangentes & B; elles sont données par

. sinw
tango =+ i ——;
sinw

de sorte que, si l'on désigne leur angle par ¢, on a, cn valeurs
absolues,

(15) tang

=1

.

0 . sing
2 sin o'

On voil qu'il y a en méme temps deux sphéres tangentes a A,
menées par B, dont I’angle a la méme valeur ¢. On pourra appeler cet
angle ¢ le diamétre angulaire relatif des deux cercles; il tend vers
zéro ou =, si les deux cercles tendent & se couper.

Ce cas est celui ou les deux cercles ne sont pas engagés I'un dans
l'autre : des deux couples de sphéres centrales opposées, il y a un
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couple de.sphéres qui se coupent et un couple de sphéres qui ne se
coupent pas (*).

Si sin?w et sin®w’ sont positifs tous deux, les formules montrent -
que toute sphére passant par I'un des cercles coupe l'autre; c'est le
cas ou les cercles sont engagés 'un dans I’autre; les couples de
sphéres centrales opposées sont deux couples de sphéres qui se ren-
contrent ().

Dans ce cas I'angle aigu sous lequel une sphére passant par 1’un des
cercles coupe {'autre varie entre les limites extrémes © et o', sans
jamais s’annuler; tandis que quand les cercles ne sont pas engagés
'un dans l'autre, il varie entre zéro et celle des valeurs w et o' qui
est réelle.

Cet angle ne peut devenir droit, par conséquent, que si 'un des
angles , o’ est droit. Supposons, par exemple, cosw’ = o. Il vient

cos*U = cos?w cos?q,
ou, au signe prds,

cosU = cosw cos o, cos V== cosw cosy;

de sorte qu’il y a une sphére et une seule passant par un quelconque
des deux cercles et coupant l'autre & angle droit; et c’est celle des.
sphéres centrales qui coupe & angle droit la sphére centrale opposée.
Les cercles sont dits alors en incolution : ils peuvent, du reste, étre
engagés 'un dans I'autre, ou ne pas I'étre (°).

20. L’angle y des deux sphéres u et ¢ est donné par

cosy = uv = (a coso + a'sing) (b cos + &'sin),

(1) On peut alors supposer 0 << < g et w'=h, avec 2 > o.

- 7
(*) On peut alors supposer 0 < w =~ 0 < m’ﬁ;-

(%) Je n’insiste pas sur d’autres conséquences évidentes. Par exemple, deux
sphéres orthogonales passant par A coupent B sous deux angles U et U’
tels que

c0s?U + cos? U'— cos?w + cos®w’ = const.

J'aurai & y revenir.
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qui, en tenant compte de (13) et (14), devient
(16) €OS Y, == COS COSY cosY + cosw’ sing sin.

Enfin, les angles respectifs W, et W,, du cercle (u, ¢) avec A et B
sont donnés par la formule (4'), de sorte que I'ona -

siny cos W, = (au) (a'v) — (ar)(a'u),
siny cos Wy = (bu) (b'¢) — (b0) (V' u),

ce qui devienl, avec les valeurs (13) et (14),

(1) siny cos W, = — cosw sino cos + cosw’ coso siny,
(18) siny cosWp= cose cosg sind — cosw’ sing cos .

Nous remarquerons que ces formules deviennent, en prenant, par
exemple, les signes + dans les premiers membres,

9% 9
1 cosW, — — £ cos Wy = 4.
( 9) A ()(P ’ B qu
Les maxima et minima de y se produiront donc pour les cercles (z, ¢)
coupant & angle droit chacun des cercles donnés : nous les appellerons
les cercles perpendiculaires communs.
Les combinaisons

siny (cos W, + cos Wp) = (cosw + cosw') sin(y — @),
siny (cos W, — cos W) = (cosw’— cosw ) sin({ + @)

montrent que, si I'on écarte le cas des cercles isogonaux, il y a deux
cercles perpendiculaires communs, donnés par

T 3n
9, y=o0 ou T, qa,npz—z- ou —-

Ce sont donc les cercles (a, b) et (a’, 0'), cercles d’intersection des
sphéres centrales opposées. Comme nous I’avons vu, un seul est réel,
le cercle (a, b) par exemple, si les cercles A et B ne sont pas
engagés I'un dans I'autre; ils sont-réels tous deux, dans le cas con-
traire : les valeurs de y qui leur correspondent sont, comme il était
évident, w et o’ (*).

(') Nous considérons ici y comme I'angle aigu des deux sphéres, abstraction
faite de tout choix de directions positives sur les normales a ces sphéres.
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Il n’y a, du reste, de véritable minimum pour % que dans le second
cas, et pour la plus petite des valeurs v, «’. L’angle y peut toujours
devenir droit, et peut toujours s’annuler dans le premier cas. Dans
le second cas il reste toujours supérieur a la plus petite des
valeurs w, o' : .

21. Lorsque deux cercles A et B sont conjugués, tout cercle (u, ¢)
qui rencontre 'un et 'autre en deux points est divisé par ces points
harmoniquement. Pour vérifier ce résultat connu, qui justifie le nom
de conjugué donné a deux tels cercles, il suffit de remarquer que si
’on a, conformément aux notations adoptées dans cette étude,

©u==acosp -+ a'sing, ¢ =0bcosd + b'sin,
les sphéres
u'=asing — a' cosg, o' =bsing — ' cosy

sont alors les sphéres orthogonales a (u, ¢) menées par les points ou
ce cercle est rencontré par chacun des cercles A et B. Et comme ces
sphéres u’ et o' sont orthogonales, la propriété résulte dela formule (5),
qui donne p = — 1, pour cos Q =o.

Les cercles perpendiculaires communs a A ct B, qui sont (a, b)
et (a', b'), étant conjugués en vertu des relations

ad' = al' = ba' = bb' = o,

déterminent donc deux divisions harmoniques sur A et B.
Considérons inversement les divisions déterminées par A et B sur
chacun des cercles perpendiculaires. La sphére o’ est orthogonale
4 (a, b), et passe par les points communs & (a, b)et(a, a'); lasphére b’
est orthogonale & (a, b) et passe par les points communs & (a, b)
et (b, b'). Donc, d'aprés la formule (5), le rapport anharmonique des
deux couples déterminés sur (a, b) par A et B est
ad)—r1 __ cosw'—1 &'
Ea’b'; 1 cose 1 Lang*—z—-

De méme, le rapport anharmonique des deux couples détermninés
par A et B sur (o, 0’) est égal & — tang”% Ces résultats ont été indi-
qués déja par M. E. von Weber, sans démonstiration,
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22. Au systéme des deux cercles A, B, on peut associer un penta-
sphére orthogonal déterminé : il est formé par les sphéres bissectrices

des sphéres centrales qui se coupent suivant chacun des cercles per-
pendiculaires communs,

a+b a—b a'+ b ,_a—

;
’ = ’ = (' =
© L » p m/’ / .
2 COS —~ 281N — 2 COS — 281N —
2 2 2

(20) p=

auxquelles on associe la sphére orthogonale commune (') aux deux
cercles A et B.

Si A et B sont engagés I'un dans l’autre, p, ¢, p', ¢’ sont véelles
et la sphére orthogonale commune est imaginaire (centre véel, carré
du rayon négatif). '

Si A et B ne sont pas engagés 'un dans l'autve, la sphére ortho-
- gonale commune est réelle, mais 'un des cercles perpendiculaires
communs, le cercle (@', 0’) par exemple, est imaginaire, et des deux
sphéres p’ et ¢, la sphére p' est seule réelle.

Sil'on se donne le tétrasphére orthogonal p, ¢, p', ¢°, et les angles
® et w' associés aux cercles opposeés (conjuoues) ()W q ), on a,
pour les cercles donnés (a, @), (b, '), les formules

’ !

_ ) ) W )

@=pcos— ~+qsin—, @'=p'cos — +q'sin—;
(21) 0 3] o’ w'
—_— M [ oy
b_pcos;-qsm;-, V=p cos — +¢'sin —+

Si I'on change © en © + 2Aw, cela ne peut faire que changer le
signe des vecteurs a et b.

Sil’on change ® en = — w, cela revient & échanger p et ¢, en chan-
geant le signe de . Mais le changement de p en ¢, sans changement
des autres sphéres du tétrasphére, peut s’obtenir par une transforma-
tion conforme.

On peut donc conclure que deux systémes de deux cercles A, B,

(') C’est la sphére qui passe par les quatre foyers des deux cercles. Elle n’est
de rayon nul que si les cercles ont un point commun. Elle n’est indéterminée
que si les cercles sont sur une méme sphére; les foyers sont alors sur un méme
cercle. Si ce cercle est de rayon nul, les cercles donnés sont tangents.
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pour lesquels cos?w et cos?w’ ont les mémes valeurs, peuvent se trans-
former I'un en I'autre par une transformation conforme. En effet, on
pourra toujours transformer 1'un dans I'autre, au moyen d'une trans-
formation conforme appropriée, les pentasphéres orthogonaux qui
leur sont respectivement associés, de maniére a transformer I'un dans
'autre les couples de sphéres qui correspondent & I'angle v, et ceux
qui correspondent a I'angle w’.

L’un et T'autre systéme de cercles sera alors représenté par les
mémes formules (21); et la seule ambiguité qui peut y subsister dans
le choix des déterminations de w et o' ne peut donner que dessystémes
de cercles réductibles 'un a 'autre, d’aprés ce qui précéde, par une
nouvelle transformation conforme ().

Remarquons encore qu’un systéme de deux cercles cst & lui-méme
son homologue pour les transformations conformes qui correspondent
& un nombre pair de changements de signes, simultanés, de p, ¢, p', ¢":
suivant les cas, chacun des cercles sera & lui-méme son homologue, ou
bien chaque cercle sera I’homologue de 'autre (*).

Le changement de p en — p, par exemple (sans changement des
autres sphéres du systéme), s’obtient par une symétrie relative a la
sphére p; c’est-a-dire par U'inversion qui laisse invariant chaque point
de p. Cette inversion devient une symétrie, au sens cuclidien du mot,
si la sphére p se trouve étre un plan.

D’aulre part, deux symétries successives par rapport a deux sphéres
orthogonales fournissent une transformation conforme qu’on peut
considérer aussi, par voie de généralisation, comme la symeétrie par
rapport au cerclé commun a ces deux sphéres. On dira donc que le
systeme des cercles \ et B reste invariant par les symétries effectuées
par rapport a chacun des six cercles d’intersection des quatre sphéres

(') Le fait que l'égalité des valeurs de cos’w et costw’ est suffisante pour
Péguivalence des deux systémes de cercles (en géométrie conforme) résulte de
ce qu'un systéme de deux cercles a deux invariants indépendants, et deux
seulement, pour lesquels on peul évidemment choisir cos?w et cos?w' (voir
Besserve, Thése). Une démonstration directe, dillérente de la précédente, a été
donnée par E. von Weber. .

(*) L'existence de ce second cas explique ce que nous avons indiqué plus haut,
sous le nom de symétrie interne du systéme (n° 17),

Journ. de Math., tome 11, — Fasc. II, 1923, 7
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P» 9, P’y ¢’ du pentasphére orthogonal considéré. Les symétries par
rapport aux cercles perpendiculaires communs & A et B, cercles(p, ¢)
et (p, ¢'), laissent invariant chacun des cercles A et B; les quatre
autres échangent entre eux ces deux cercles.

Relativement & la symétrie par rapport a un cercle C, j'observe en
passant qu’on peut la définir directement : deux points M et M’ sont
symétriques par rapport a C, s’ils appartiennent & la fois & deux
cercles perpendiculaires a C. Ou encore : soient D, D' les extrémitds
du diamétre de C qui contient la projection orthogonale de M sur le
plan de C; M’ est le conjugué harmonique de M, par rapport a D et D',
sur le cercle MDD,

On peut définir d’'une maniére analogue la symétrie conforme par
rapport ¢ un couple de points, qui est la généralisation de la symétrie
euclidienne par rapport & un point. Deux points M et M’ sont symé-
triques par rapport au couple I, J, s’ils sont sur un cercle passant
en [ et J, et s'ils sont conjugués harmoniques de 1 et J sur cecercle.
On remarquera que si M et M' sont symétriques par rapport
aletl],inversement 1 et J sont aussi symétriques par rapport au
couple M, M'.

Les trois espéces de symétrie conforme ainsi introduites donnent
lieu & des théorémes analogues aux théorémes élémentaires classiques
relatifs aux trois espéces de symétrie euclidienne, dont les symétries
conformes sont la généralisation immeédiate.

23. A la configuration formée par les cercles A et B, les sphéres
centrales, et le pentasphére orthogonal que nous avons associé & ces
cercles, on peut encore adjoindre les sphéres

a(,:—psin?-chos%), a’o—_—-—p’sin%z—i-/[’cosm:l,
(22) ) ¥y )

. W ) ) L@ LW
bo.-:—p51n7+qcos—2-’ by=—p sin— — g'cos —

menées, par chacun des cercles perpendiculaires communs, normale-
ment aux spheéres centrales a, b, a’, I', respectivement.

Les cercles (a,, a,), (b, b,), que nous désignerons par A,, B,,
sont respectivement conjugués & A et B. Ils sont définis par cette
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propriété, jointe a la condition, qu’ils remplissent évidemment, d’étre
orthogonaux & la sphére orthogonale commune 4 A et B. [1 y a réci-
procité entre le systtme A, B et le systéme A,, B,. Partant du
méme tétrasphére p, ¢, p, ¢, on passe de I’'un & P'autre en changeant
les angles w et w’, qui correspondent au premier, en © + © el T + ©’.

Voici quel est le role de ces cercles A,, B,, pour le systéme
donné A, B. Les sphéres du faisceau A, déterminent sur A la méme
involution que les sphéres du faisceau B; et, de méme, les sphéres du
faisceau B, déterminent sur B la méme involution que les sphéres du
faisceau A ().

D’une maniére plus précise, les sphéres

(23) ¢ =hcosy + b’ sin, 19 == @ Sinw cosY + @, sinw’ sin
coupent A aux mémes points. Cela résulte de I'identité
i cosw cos + ¢’ cosw' sind = ¢ +- ¢,

dont la vérilication est immédiate.

Si donc on introduit I'angle §, de ¢, avec a,, la sphére ¢, se repre-
sente par

(24) o= @, cost, + af sindy,

ct I'on a la relation

x sinw’

2 & = — L ! .
(25) tangd, v tangd

Les considérations du n° 13 permettront de calculer, en fonction
des angles ¢ et J' relatifs & deux sphéres ¢ et ¢ du faisceau B, le
rapport anharmonique des couples de points qu'elles déterminent

g%:—i, Q élant

Pangle des deux sphéres ¢, et ¢, du faisceau A,, qui sont associées
avet ¢ parlaloi donnée par les formules (23). Remarquons que I'on

sur A. Il suffira de se servir dela formule (5), s =

(') Le cercle A, a pour foyers les points doubles de Pinvolution déterminée
sur A par le faisceau B; ces points doubles sont, du reste, les points ot A est

coupé par la sphére orthogonale commune & A et B, Les foyers de By se définissent
de méme,
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a, d’aprés (23) et (6"),
v3 =sin’w cos®d + sintw’sin*Y =sin*V,

V étant 'angle sous lequel ¢ coupe A ; et nous aurons

sin?a cosy cos Y’ + sin*w’ siny sing’
b

O o
(26) cos 2= SV eV

formule dont le numérateur se déduit de sin*V par la formation

polaire. v
En particulier, les deux couples de points de A, déterminés par
v et ¢', seront harmoniques, si 'on a

(27) sin?w cosY cosd’ + sin®w' sindsind’'=o.
On peut vérifier ainsi que les sphéres centrales relatives & B

bis R . « e .
(q; =o0,{ = ;) déterminent sur A une division harmonique. Ce n’est

qu’'une autre maniére d’énoncer le résullat donné au n° 21 sur les
cercles perpendiculaires communs.

Nous venons d’examiner I'involution déterminée sur A par le fais-
ceau B. De méme, pour l'involution déterminée par le faisceau A
sur B, on devra associer les sphéres

(27) u=acosg + a sing, ty = by sinw coso -4- b, sinw' sing,
La seconde étant écrite
(28) g == by cos0, -+ b, sing,,

on aura la formule

__sine/ ]
(29) tang @y = mtang@.

Eafin, Pangle Q de deux sphéres u,, «, sera donné par

sin®w cos g cos¢’ + sintw’ sin g sin g’
] v ”
sin U sin U’

(30) cosQ =

ou sin?*U = u}, sin* U’ = « introduisent les angles des sphéres u et «’
avec le cercle B.
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Je remarquerai enfin que les formules (25) et (29) font intervenir
le diamétre angulaire relatif & des deux cercles, introduit au n°® 23.
Elles s’écrivent en effet, en tenant compte de (15),

(31) tango = —~ilang§;tangqao, tangl{;:——itanggtang%.

24. Au lieu des invariants o et «’, on peut faire intervenir des
combinaisons symétriques de ces invariants. Elle se présentent d'elles-
mémes, si 'on cherche a étendre la notion d’angle de deux cercles
& deux cercles A et B non sécants.

Le plus naturel est de s’adresser aux formules (4) et (3), établies
dans le cas de dcux cercles sécants.

Si 'on utilise la formule (4), on obtient la définition proposée par
M. Kcenigs, et justifiée par son analogie avec la formule qui donne,
en géométrie euclidienne, le cosinus de l'angle de deux directions.
Cette analogie apparait si 'on introduit les coordonnées des deux
cercles, qui sont les délerminants des tableaux (matrices)

(4

! 4 ’ !
a, a, a, a, a

b, by by b, by
’ b, b, b, b, b

5
!
§

formés avec les coordonnées pentasphériques des cercles. Si l'on sup-
pose, comme nous I'avons fait,

A=a*=0=0"=1, aa'=bb'=o,
ces coordonnées Ay, B, (h =1, 2, ..., 10) satisfont aux conditions
2 Al=1, 2 Bi=1,
k k

et ’on a
zAkBk: (ab) (@' b') — (a’'b) (ab').

. Si donc on définit un angle o par la condition

(32) cos‘P:z(ab)(a’b’)——-(ab’)(a’b),
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cela équivaudra & le définir par la formule

cosW :210 AxB; (avec Z‘OAi :210 B2 .—: l),
/

k=1 k=1 k=1

ce qui met en évidence I'analogie en question. -

A notre point de vue, il importe de fremarquer que le second
membre de la formule (32) conserve, au signe prés, la méme valeur,
quand on change les systémes orthogonaux a, a'; b, I’ qui définissent
les deux cercles A, B. Cela se vérifie le plus simplement en utilisant
les formules du n° 40. Soient les deux couples orthogonaux quel-
conques

(33) ©=acosp + a'sing, u'=~—asing + a’ cosg,
(3% v = bcos + b'sinyg, o' = — bsiny + &' cosy,

en supposant maintenant les conditions (13) ct les notations (14)- 1l

viendra
(ue) (' o'y — (uv') (4'v) =cosw cosw',

et la formule (32), ot @, a’, b, I’ auront été remplaces par u, ¢, u', ¢,
deviendra

(35) cos 0" = cosw cosw'.

Remarquons que cosw et cosw’ ne sont définis qu’au signe prés, de
sorte qu'il serait plus correct de poser seulement

cosW ==+ cosm cosw'.

En résumé, étant donnés deux cercles A et B, on peut définir le
cosinus de leur angle par la différence des produits en croix formés
avec les cosinus des angles que forment deux sphéres orthogonales
quelconques passant par A avec deux sphéres orthogonales quel-
conques passant par B; car cette différence est constante (au signe
prés) pour tous les couples de sphéres orthogonales en question. Et il
équivaut au méme de dire que le cosinus de I'angle & définir est égal
au produit des cosinus des angles suivant lesquels se coupent les
couples de sphéres centrales ayant pour intersections respectives les
cercles perpendiculaires communs 4 A et B.
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23. Passant & la formule (3), nous remarquons que, pour des
cercles A, B non sécants, le second membre est encore la somme des
carrés des sinus des angles formés par I'un des cercles avec deux
sphéres orthogonales passant par I'autre.

Pour deux couples (33) et (34) quelconques, cette somme est,
d’aprés les formules (67) et (7”), suivant le réle attribué aux deux
cercles,

sin?U + sin2U/' = sin?w ~+ sin®w’ sin?V + sin? V' = sin?ew + sin%w’.
3

Elle ne dépend donc pas des arbitraires qui figurent danssa formation,
role des cercles, choix des couples de sphéres orthogonales.

On peut donc définir comme angle des deux cercles, & cet aulre
point de vue, 'angle ¥, dont le carré du sinus est égal & la somme
constante en question, ce qui revient & poser

(36) sin?W = sin?e + sin?w’,

formule ol interviennent de nouveau les angles ® et w’ des sphéres
centrales. Ce n’est naturcllement que la formule plus générale (3)

(37) snt W =2 — (ab) — (ab'): — (a'b' )2 — (a' b')?

(relative & deux couples orthogonaux quelconques), appliquée aux
couples des sphéres centrales.

Nous réserverons le nom d'argle des deux cercles a 'angle W, intro-
duit par M. Kcenigs, et nous donnerons a 'angle W',, que nous venons
de définir, celui d'inclinaison relative des deux cercles (').

(') Si les cercles sont en involution, on a

I ;,E’ cosW=o0, sin?¥ =14 sin’w ou cost U, = — sin .
On peut alors, par une inversion, transformer en droites un des cercles donnés
et un des cercles perpendiculaires communs. Le sysiéme A, B est alors formé
d’un cercle et d’une droite passant par son centre; et w est Vinclinaison de la
droite sur le plan du cercle. Donc W, caractérise alors cette inclinaison, ce qui
explique la dénomination adoptée.
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26. Quand on définit les cercles par leurs coordonnées, on est
conduit & introduire un autre élément. C’est, en gardant les notations

précédentes, le carré de la matrice formée avec les coordonnées des
quatre sphéres a, o', b, ', satisfaisant toujours a
A= at= = b=, aa' = bb'=o.
a, a;, a; «a, a;
a, a4, dy @,
b! b2 bJ bk b5
B, b, b, b, b

3

Pour I'évaluer au moyen des coordonnées des deux cercles, il faut
représenter celles-ci avec deux indices :

AU: aia’j—-—ajaf, B,’j:bil)lj—-l)jb:'.

On est amené a introduire ainsi les cinq formes
AijAp+Au A+ Ay =,

ou h, i,j, k, I sont des indices différents. I’élément en question est la
somme des carrés des polaires de ces cinq formes, c’est-a-dire (')

(38) 2 { ¥ Bs%i_’:r.
13 s

Le carré de la matrice en question est donné, avec nos notations, par
la formule (1), d'ou résultent les formules

(39) Et*= cos? ¥ — cos?W; = sin?W; — sin?W —sin’w sin*w’,

dés que l'on tient compte de (32), (37), (35), (36).

(') Cette forme doublement quadratique a été introduite par M. Keenigs pour
exprimer la condition d’intersection des deux cercles (E*==0). Il faut observer
que, dans nos notations, ZA2= XBi=1: la formule (38) définit, par suite,
I'élément ue E. von Weber désigne par la lettre H. L'expression de cosW¥ est
désignée par J dans son article. M. Besserve s'est servi, d’aprés Darboux, des

expressions de ces deux éléments en fonction des distances mutuelles des foyers
des deux cercles.
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Comme la condition E = o est celle qui exprime que les cercles se
rencontrent, nous dirons que E est V'écare angulaire des deux
cercles. C

On peut enfin chercher la relation entre les éléments que nous
venons de définir et le diamétre angulaire relatif défini an n° 19 par la
formule

6 .sino
tang - = ——«
2 sinw
Ona
~  sin?6' 4 sinn . 2({sin?w sin?e’ . 2isin?msinte’
COSU =2 == sing = PO PN lango:—.—-e——,—-.—-ﬁ-,
sinZn/ —sin2w sin2w’ — sino sin?w’ 4 sin*e
b} 3
d’ou
415+
(40) lang?0 =

sin* W',

IV. — Application aux surfaces cerclées.
Eléments géométriques associés ou cercle générateur.

27. Nous allons appliquer les résultats précédents & deux cerclesinfi-
nimentvoisins d'une surface cerclée . Le cercle générateur C est défini,
initialement, par deux sphéres, ¢ et ¢’, que nous pouvons supposer
orthogonales ; les coordonnées ¢, c; de ces sphéres étant fonctions
d’un paramétre ¢. Nous allons leur substituer un autre couple ortho-
gonal variable

(41) gﬁccosy+c’ siny, g'=—e¢siny + c'cosy,

choisi de maniére & simplifier les calculs ultérieurs. Il est entendu que
nous supposons

ct=c't=—1, cc'=o;

de sorte que nous aurons aussi

2l 22— - epd ——
gr=g"=1, ge'=o.

La condition que nous imposons au couple (41) est que chaque
sphére de ce couple soit orthogonale au cercle caractéristique de

Journ. de Math., tome II, — Fasc. I, 1g23. 18
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Pautre, c’est-a-dire que I'on ait

(42) ‘ gdg'= o-’dg:o.

L’identité gdg’ + g'dg =o, qm résulte de g2’ = o, indique que
cette double condition se réduit & une seule, qui est

gl—sinydec+cosydc'—gdy]=o,
on, 4 cause de cde = c'de’ = 0, cdv! = — ¢/ de,

dy=edd =—c'dc = (Ij(cdc’— c'de)y=opdt

(43) ! avec
o dd o dc
ST de Qi

La détermination de y dépend donc d’une quadrature, et y est défini
4 une constante additive pres.
Remarquons linterpréiation suivante. L’angle de la sphére ¢

) T .
avec la sphére ¢’ + Ac’ est de la forme ~ — ¢, avec sine=c(¢'+ Ac').

dc’ . & ™ : .
Donc p=c— = llmﬁ mesure I'un des éléments de la variation du

couple (¢, ¢'); il est égal et de signe contraire & celui que I'on obtient
en changeant le réle des deux sphéres, C'est ce que 'on appellera la
vitesse de rotation (conforme) du couple (*). Cette vitesse est réduite
& zéro pour les couples (g, g'), ci-dessus déterminés.

On peut observer que c(c¢’ + Ac’) est aussi le cosinus de l’angle du
cercle (¢, ¢') avec le cercle (¢/, ¢’ + Ac'), intersection de la sphere ¢ et
de la sphére voisine ¢’ + Ac'. :

28. Cherchons 'angle du cercle C acec le cercle infiniment
voisin (n°24). Il est donne par la formule (32), c’est-a-dire par

(44) cosW=[g(g + A)][g (¢ + Ag’ )] —[e(e'+Aag)][s' (s + )]

(1) On devrait dire vitesse de rotation propre. Dans le cas d’un couple de
plans rectangulaires, en géométrie euclidienne, c’est la projection de la vitesse
de rotation instantanée sur I'aréte du diédre formé par ces deux plans,

~ £
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Or, a cause de
(g-+Ag)y=1 ou 2gldg —Ag =o,
ceci se réduit a

. I
cosW =1 — ;(Ag’+Ag”)+...,

les termes non écrits étant d’ordre infinitésimal supérieur, puisque
gAg’', g'Ag sont d’ordre supérieur au premier, & cause des condi-
tions (42). On aura donc, pour la partie principale de &*, 'expression
dg®+ dg". Nous introduirons donc I’élément fondamental do défini
par

(65) do*=dg* -+ dg*,

qui fournit I'angle de C avec le cercle infiniment voisin, et définit, par
intégration, ce que I'on peut appeler la distance angulaire de deux
cercles C, mesurée sur la surface X.

Opérons de méme pour V'inclinaison relative du cercle C et du
cercle infiniment voisin (n° 23). La formule (37) donneici

(46) sintWy =2 —[g(g + 8g)—[g'(¢'+ Ag")]’
—lg(g'+ AP — 18" (g + A8

ou, en réduisant aux termes d’ordre infinitésimal moindre,
sintW, = Ag + Ag’ +....
Donc I'inclinaison cherchée est encore dg*+ dg’*; de sorte que les

deux extensions, au cas de cercles non sécants, de la notion d’angle
conduisent ici au méme élément infinitésimal.

29. Passons & Udeartangulaire du cercle C et ducercle infiniment
voisin (n° 26) donné par la formule (39). Les termes du second degré
se détruisant, d'aprés ce qui précéde, il faut conserver dans les for-

mules (44) et (46) les termes de degré supérieur. Il vient ainsi, en
tenant compte de

(g +A8g)(s'+48g") =0, dott  gA+g'Ag=—AgAg,
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et n’écrivant que I'ensemble des termes d'ordre moindre,
N —2 3 .
Et=A4g Ag' — (Agdg')y+....
Donc I'écart angulaire E des deux cercles infiniment voisins considérés

~est du premier ordre et sa partie principale est égale a I'élément dy
défini par la formule
(47) dn'=dg*dg" — (dgdg')'.
Un calcul facile, que jomels, donne, pour ds cl dy, exprimés au

.moyen des coordonnées d'un couple quelconque ¢, ¢’ de sphéres ortho-
gonales passant par le cercle variable C, les formules générales

(48) dr*= dc* + dc"— 2dy,
(49) dn*=dc*dc*— (dc dc')*— (dc*+ dc*) dy? + dy*
= (dc*— dy*) (dc"* — dy?) — (dedé'),

ce qui conduit & introduire la combinaison simple, indépendante
de dv,
(50) - dit=do* — {du* = (dc* — dc”*)* + f(dec dc')*.

Remarquons que les. termes dg?, dg’*, dc?, dc'* sout susgeptibles
d’une interprétation géométrique simple bien connue : dg?, par

excmple, est le carré de I'angle de la sphére g avec la sphére infi-
niment voisine. Car V'angle ¢ de g et g + Ag est donné par

- —_—2
2(1—cosg) =e*+...=2[1—g(g+ Ag)|=-—-2549g=Ag,
ce qui montre que le carré de la partie principale de * est dg*.

de A¢
la vitesse angulaire (conforme) de la sphére g considérée ().

02 . ' 2 - ”
Le quotient st _ [hm —s—] est le carré de ce que I'on peut appeler

30. Le diamétre angulaire relatif du cercle C et du cercle infi-
niment voisin a une valeur finie. D’aprés la forinule (40) on a, en

(') En géométrie euclidienne, la sphére étant remplacée par un plan, c’est la
vitesse de rotation instantanée du plan autour de sa caractéristique.



CONTRIBUTION A LA GEOMETRIE CONFORME. 135

eflet, pour cette limite ¢,

(a1) tang?d =—%,
d'ou

4 +
(32) cos’&:——i—:‘-{a—,

do*— hdn* — dt* ’

équation ol intervient I'expression d=* signalée plus haut.
On obtient ainsi un invariant différentiel du premier ordre des sur-
faces cerclées, et I'on sait que tout autre esl une fonction de celui-la.

. . ., do C 1.
Le plus simple, dans nos notations, serait 7 que 'on peut considérer

comme I'analogue du paraméire de distribution des surfaces réglées,
puisque do joue le role d’angle, et dy le role de distance de dcux
cercles générateurs infiniment voisins (*).

51. Considérons enlin les angles w el o’ formés par les sphéres cen-
trales relatives & un cercle C et a un cercle voisin C’. Lorsque ce
dernier tend vers le premier, w et «' tendent vers zéro; car on a,
d’aprés les formules données aux n°* 13 et 16,

sin?w <+ sinw’ == sin*0, sine' — sin*w = Py sin%f,,

Ces formules donnent. immédialement les parucs principales do
ct do' des angles w et o'

va 0 _ 1 : 2 2 ! E 2
(53) do® = (1 cosé) 2do', de'*= <1+ 0_056> zdc,

¢ étant défini par les formules (51) ou (52).

() Voir la Thése de M, Besserve, qui donne (p.48) des formules équivalentes
a (51) et (52). Il introduit Pangle 3 comme angle des sphéres passant par G dont
les points de contact avec la’surface sont confondues (sphéres fondamentales).

. . . do . e
Il indique aussi I'analogie de o Avee le paramétre de distribution que nous

signalons ici, mais avec une définition tres indirecte de I'élément qui joue le role
de distance (p. 44).

Pour établir la concordance dé nos formules avec celles de M. Besserve, intro-
duisons les coordonnées pentasphériques des foyers (., y, ), (', y/, z’) du
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On en conclut encore les relations
(54) do*=dp+ dn", dn'=deds', di=ds— fdnt= (do'~ do")
entre do et do' el les éléments invariants précédemment introduits.

En vertu des formules (45) et (47), on voit que do?et do’* sont les
deux racines de I'équation en s

(55) (s —dg*)(s—dg")— (dgdg')*=o,
cercle C:

. 2 2 1 A2 __ 1t 24 =2
fi=a. h=y, fi=3 ‘/;_:“f_'t!_;:_.__‘, fo= L:E_Y_%__T_'_;
; . , ) WY SL S By VLR 1L | ;& y e 3
fi=a f=y, fi=e =TT, =t i

-On a .
ff =2R2,
R étant le rayon du cercle; et 'on peut appliquer nos formules avec
C = .‘—fj——'z_,, cl - -.‘/_':.‘ZZ .
2R 2R
On trouve
dfdf’ _dR* . AL d” df* —df"
.2 o WY N 2ot =2 T vl =& T4
de?+-de* = R? e de*—dc 2Rz’ do de'= iR
ot frdf—fdf P4 |
rdf— fdf’ 4
) — 2 . A
dy=cd'="—"rqRe = T

P =(v'—a)de +(y' —y)dy +(5'—35)ds,
P'= (' —x)da'+ () — y) dy 4 (' — 3) d5'.
On a ainsi

1/ df PP’ ., dfrdfn
(o) dﬁ"z:("'l“._,_/%-ma d@=de*— jdn' = ./H‘j s

eL-Pon doit remarquer que dj’df’, df*, df'* se réduisent i
) df*-:_.d.v’z—&— dy*+ ds?, df'* = dz"? + dy'* + ds",
df df' = dx dx'+ dy dy' + dz d='.
Les seconds membres des formules (a) sont ainsi identiques aux quantités
A der, Atdet de M. Besserve. D'aprés la formule (52), g%_est Pinvariant |, ﬂe

M. Besserve.
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ou, si 'on revient a c et ¢/,
(35 bis) (s dyz-—dc’) (s +dy*—dc'?) — (dedc' )*=o.

Ces éléments dw et ds’ vont jouer dans la suite un réle important.

- 32. Nous allons chercher maintenant ce que deviennent, lorsque le
cercle C’ de la surface tend vers C, les sphéres centrales relatives au
couple (C, C’) et le pentasphérc orthogonal associé & ce couple.

Les sphéres centrales

a= gcosg;+g'sing, b= (g-+Ag)cosy + (g +Ag")siny,.
'=-—=gsing,+ g cosg,, O=—(g+ Ag)sind, + (g'-+ Ag') cos,

sont définies (n° 47) par les conditions al’ = a’' b = o, qui, combinées
par addition ct soustraction, donnent les équations

(2+ 585+ 8'Ag")sin(o,—U)) +- (gAg'— g'Ag) cos(9,— ¥y) = o,
(8'Ag'—g Ag )sin(o,+ Uy) + (548 + g'Ag) cos(o;+ ¢,) =o.

La premiére montre que ¢, — ¢, est infiniment petit; ¢’est méme un
infiniment petit du troisiéme ordre au moins par rapport & I'accrois-
sement A¢ du paramétre qui fait passer de C 4 C’. Car on a

. , o gdg' =g'dg=o,
et 'on en déduit '
g =—dgdg'=g'd*g.

Nous transformons la scconde en tenant compte des identités ,

—1

aghg=—0B8g, ag'Ag'=—Ag .
déja utilisées, et de I'identité

gAy'+o'0g =—Ag Ay,
qui résulte de

(g+Ag)g' +4Ag')=o.
1 vient ainsi
2422

7 —1

Ag —Ag'

tang(o,+ ) =
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et Pon conclut (*) que 2, ct ¢, tendent vers une limite commune @,
donnée par
adgdy’

(56) lang 2@: M-

Les sphéres centrales @ et b tendent donc vers la méme sphére
limite, qui, d’aprés les formules (20), est aussi limite pour la sphére p
du pentaspliére associé au couple; nous la désignerons par celte méme
lettre p. Nous désignerons de méme par p’ la sphére vers laquclle
tendent a’, )’ et la sphére p’ du pentasphére. Nous posons donc ici

(57) p=gcos® + g'sin®, p'=— gsin® + g'cos®P,

Pour trouver ce que deviennent les cercles perpendiculaires ¢om-
muns (p, ¢), (p', ¢'), il suffira de chercher ce que deviennent ¢ et ¢/,
données par les formules (20). On a, par exemple,

b—a g .

i — ag cost) 4+ —2—sind,,
) ) ' . W b

251“—')- 2 Sin — 2 sin —

2 2 2

d’ou I'on conclut immédiatement, a la limite,

dg dg' .
—_—g = [—l—écosd)—}— z-gsm(lb.
On aura pour ¢’ une formule toute semblable. Nous introduirons les
valeurs opposées, de sorte que nous aurons, pour limite des deux

sphéres ¢, ¢’,

% ag' . 98 e 9
(58) q_a-acoslb-l— -(Esmtb, q _.—-Ea;smd)—’f- o7 €O @.

Quant & la cinquiéme sphére du pentasphére considéré, qui est la
sphére orthogonale commune aux quatre autres, elle tend vers la
sphére orthogonale commune aux sphéres (57), (58), ou, plus sim-
plement, aux sphéres 2, g’, dg, dg’: on peut dire que cette dernitre
sphére est la sphére orthogonale & C et au cercle infiniment voisin.

(1) Comme il a été dit |n° 4}, nous ne considérons que les cas généraux;
nous écartons donc ici le cas d’indétermination o dgdg’ et dg?— dg’?seraient
nuls tous deux :
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35. En résumé, nous trouvons deux cercles I' et I perpendicu-
laires communs aun cercle C et au cercle infiniment voising nous les
appellerons les cercles centraux de Cj les points T et J, 1’ et J' ou ils
coupent C seront les deux couples de points centraur (*). Nous
appellerons sphéres centrales de C les sphéres p et p’ qui passent res-
pectivement par C ct I, et par C et I". Nous appellerons sphires
adjointes les sphéres ¢ et ¢’ qui, passaiit respectivement par I et 17,
sont respectivement orthogonales aux sphéres centrales p et p'.(pas-
sant par I, et par I'). Enfin nous appellerons sphére orthogonale de G
la sphérc orthogonale & C et au cercle infiniment voisin.

Les deux sphéres centrales, les deux sphéres adjointes et la sphére
orthogonale «onstituent, d’aprés ce qui précéde, un pentasphére
orthogonal associé @ C, (ui cst entiérement déterminé.

On a introduil précécdemment les sphéres menées par C et tangentes
au cercle voisin C'; elles ont, comme nous ’avons vu, pour bissec-
trices les sphéres centrales relatives & C. A la limite ces sphéres tan-
gentes deviennent ce qu’on a appelé sphéres fondamentales (*).

Les sphéres que nous appelons « sphéres centrales » sont donc bis-
sectrices de ces sphéres fondamentales et forment avec elles les angles
0Tl

2

2 9

o4&. Les formules (22) montrent que le cercle ¢, ¢/, défini par (38),
c’esl-a-dire lc cercle dg, dg’, est la position limite commune C, des
cercles A, et B,, considérés au n° 23, si 1'on assimile C au cercle A
considéré alors, ct C' au cerele B (*). Nous dirons que G, est le cercle
associé a C.

Reprenons les notations de ce n° 23, et considérons la sphére «
passant par C ct qui fait 'anglc ¢ avee la sphére centrale . Imaginons
en méme temps la sphére «, qui coupe C’ orthogonalement aux points

(*) Ne pas confondre avec les points introduits sous ce nom par Enneper et
Demartres. ' ‘

(%) Brsserve, Thése, p. 48.

(®) Ce cercle G, est celui qui a pour foyers les points ol la sphére orthogo-
nale de C coupe C. Les cercles C et G, sont, évidemment, conjugués,

Journ. de Math., tome Il — Fasc. II, 1g23. 19
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m et m’, ot C! est rencontré par « : elle fait avec b, I'angle ¢, donné
par la formule (2g).

Supposons, par exemple, ¢ coustant : . et m' se déplacent lorsque
At tend vers zéro, sur la courbe d’intersection (autre que C) de u avec
la surface cerclée, et tendent vers les points w ct w’ ol cette courbe
coupe C.

Ce sont les points de contact de « avec la surface. Ils sont done
situés sur la sphére passant par C, et faisant avec ¢ (limite de 4,)
angle o, qu'on obtient en passant a la limite dans la formule (29),
c’est-a-dire qui est donné par

’

- ©
(99) tang e == —— langg.
)

Remarquons que, d’aprés (15 ), on a

de

(13 bis) t.a\ng;2 =l
2 des

de sorte que celte formule (5g) peut aussi s’écrire [ comparez (31)]

N

o g . 9
(39 bis) tango = — /lang ~tang g,

On a ainsi une forme tout 4 fait précise de la loi de variation des
sphéres, passant par C, et tangentes & la surface aux divers points
de C. Silon se donne, par cxemple, le point de contact @, on cher-
chera I'angle o, que fait avec la sphére adjointe ¢ la sphére qui
passe par G, et u.; et la formule (59 dts) donnera 'angle ¢ que fait la
sphére tangcnle cherchée avec la sphére centrale p.

On remarquera I'analogie de la formule (59) avec la formule de
Chasles, relative aux surfaces réglées. On voit qu’a ce point de vue

do' .. N . .. .
c'est o qui joue le role de paramétre de distribution.
En particulicr, 9, = A+ entraine g, = A’ %, c’est-a-dire quc ies points
centraux relatifs a la sphére centrale p considérée sont les points de
contact de cetle sphére.

o -~ ) . . .
Si l'on fait o = == — dans (59 bis), on trouve langg, ==/, ce qui

indique que le point de contact d’une sphére fondamentale est sur la



CONTRIBUTION A LA GEOMETRIE CONFORME. 141
sphére de rayon nul ¢ = ig’, c'est-a~dire est en un des foyers I, F’ du
cercle C,, comme on devait s’y attendre (voir note ('), p. 125). Ces
foyers sont, en d’autres termes, les points doubles de l'involution des

) ) p
. \ . Al
couples de points de contact des sphéres du faisccau C.
. T
Remarquons encore que 9,, comme 9, varie de ~ quand on passe
d’une sphere centrale a I'autre.
Nous avons défini la loi de variation cn nous servant de la sphére
centrale p; il est clair que des considérations toutes semblables s’ap-
pliquent & la sphére centrale p’ et & son adjointe ¢'.

94 bis. Je signale encore la formule qui donne 'angle d’une sphére
quelconque du faiscecau C avec le cercle infiniment voisin C’. On Ia
déduit immédiatement de la formule (6€”); en ne gardant que les
parties principales des deux membres, et désignant par dU celle de
I’angle considéré, on obtient immédiatement

(60) dU? = cos® ¢ dw® -+ sintq dw'.
De la une interprétation nouvelle de dw et dw’ qu'on obticnt en fai-

. T: .
sant successivement = oet o == —. Ce sont les angles des deux sphéres
> 8 P

centrales de C avec le cercle C’, infiniment voisin de C sur la sur-
face.

Remarquons enfin que, pour deux sphéres du faiscean C, ortho-
gonales entre elles, on a
(55 bis) dU? + dU"? = do* + do" = d7?,

ce qui donne une définition, trés générale el trés simple, del'élément ds.

V. — Les invariants des surfaces cerclées.

35. La génération de la surface cerclée X est maintenant ramenée
au mouvement (dans 'espace conforme) du pentasphére orthogonal Il
que nous avons associé au cercle générateur C : spheres centrales p
et p’, spheéres adjointes ¢ et ¢', sphére orthogonale. Nous désignerons
par 7 cette derni¢re. Prenons comme paramétre-temps I’élément inva-
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riant o, défini (*) par

1
de® = dg*+ (lg'2 =de? 4 de't — ~ (cdc’"—c'dc)?;

et les invariants fondamentaux, dont I’expression en fonction de 5
définira la surface X et toutes celles qui lui sont homologues par les
transformations du groupe conforme, seront les vilesses de rotation
(conformes) (n® 27) des divers couples de sphéres du pentasphére 11.

Calculons ces rotations. La différentiation des équations (57) donne,
cn tenant compte des formules (58),

(61) dp=p' db+ qdw, dp'=—pdd® + ¢'dw’.
On en conclut

(62) p'dp=—pdp'=d®, qdp=—pdy=do, ¢ dp’=—p'dy=do’,
(63) pdy'=p'dy=qdp’'=q"dp=pdr=p'dr=rdp=1"dp =o.

Les éléments invariants dw, @’ sont les racines de I'équation (55)
ou (55 bis). L’angle ® est donné par la formule (56). De sa définition
géométrique (angle de la sphére centrale p avee la sphére g) vésulte
qu’il augmente d’une constante v, si P'on substitue au couple g, &',
pour définir le cercle, un autre couple i vilesse de rolalion nulle; car
deux tels couples font un angle constant v,. On pouvait donc prévoir

I'invariance de d®. On a, du reste,
(64) dtdd =(dgd*g'+dg' d*g)cos2a®—(dgd®sy — de' d? &) sinad

avee
detcosa® = dgt—dg", d=*sina® = a2 dg dg’,

dei=(dg*— du") + {(dgdg' ).

36. Dans le calcul des autres vitesses de rotation, j'emploierai la
notation ¢, pour indiquer la différentiation d’une fonction de (et de @,
dans laquelle @ est laissé constant. On a ainsi, d’aprés (58),

op = cos® dg +sin® dy' = ¢ dw, op'=—sin®dg + cos®dy'= ¢ dw'.

(1) Ceci exclut la classe des surfaces cerclées pour lesquelles dg? + dg'
est nul.
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A cause de ¢¢' = o, on en conclut
opdop'—dp'dép = (qdp'— q' dy) de dw'.
On a, d’autre part,

ddp=0otp+0op'db,  dop'=p'—ipdd,
0P + dpt == dg? + dg"* = dg*.

Par suite, ‘

(qdq’— q' dq) de do'= (3p 3*p’ — dp'd*p) — da* d®;

" = (dgdiy' —dg' d'g) —da d®;
d’ou la formule
dotdb—(dgd* s’ — dg'd*g)
2de de'’

.

(63) ¢'dg=—qdq' = % (9" dg — g dq'y=

37. Le vecteur 1 a pour composantes les déterminants formés avec

le tableau des coefficients de p, p, ¢, ¢, ce que nous écrivons symbo-
liquement

(66) r=lp P g 4l
On a donc
rdg=ip p' q ¢ dql, rd¢'=lp p' q ¢ di'|,

les seconds membres de ces formules désignant les déterminants dont
les colonnes seraient les composantes des vectcurs indiqués successive-
ment entre les deux barres. On a, avec les notations précédentes,

) op’ T 1
(l=;,-f3, ‘I"—"g%:{ dg == 2= (3'p -+ 0p' d®) + d ~ 3p,

dy'= d—l-w’ (0*p'— dp d®) + d—r:-’ op’,
de sorte qu'il vient
! 1 1 o N7 Yo
rdq de deo' = ‘—{—r‘;“) p ap dp' apl,
! 1 ’ b o § Na o
rdy de dm':%—,lp P op op' ap'|;
d’otl, en posant

(67) dG*=|g &' dg dg' d*g|, dG'"=|g &' dg dg' d'g'|, .
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. les formules

. 1 dG* dG'
4 dq = m( -(TE?COS‘I)-*- ey sm(l))_,
(68) , ~
cdg = —— —Cﬁsind)q—dh»'cos(b
"= e de dw’ de’ )

38. On peut se proposer de calculer, en fonction de ¢ et ¢’ (sphéres
orthogonales quelconques passant par le cercle générateur), les rota-
tions que nous venons d’exprimer au moyen de g et g’ (couple ortho-
gonal & vitesse de rotation nulle). Ce calcul fera intervenir 'angle v,
défini par dy =cdec =— ¢'dc, qui définit le couple (g, g') par
rapport au couple (¢, ¢'). Nous désignerons par J une différentiation
de fonctions de 7 et de y, dans laquelle on laisserait v constant. Nous
aurons ainsi, en ayant égard 4 g dg = g' dg'=o0, gdg' = ' dg = o,

dg =cosydc -+sinyde’,  dg'=— sinydc + cosy dc’,
oy =dg— g'dy, de'=dg'+ gdy.

0gt— 0gt=dgi—dy,  dgdg'=dgde's

d’oti 'on conclut

adede’  (dg*—dg'™®) sinay +2dgdg’ cosay
de* —dc* — (dg?—dg'*)cosay —adedy sinay’ ’

et, en tenant compte des formules (64),

. __ adedd’ - N s 1o
(60) Stanba((l)—ky)_ﬂm,—,, dz¥cosa (W + y) =dc*— dc",
( dz*sina (P 4 7) = 2 dedc’.

On remarquera que ces formules définissent directement la position
des sphéres centrales par rapport au couple (¢, ¢’), 'angle de la
sphére ¢ avec la sphére centrale p étant ® + y.

On en conclut

‘ ddb = — dy + c-/;‘-' [(ded?c"+ de’ @c) (de* —de'?)
) f —adcdc' (de d?c — de' d*¢').
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Pour le calcul de ¢’ d¢, nous avons ensuite
Py =cosydic+sinydic’, @*g'=—sinydic+ cosydic',

Pge =d*y —adg'dy— g dpr— o' d*y,

Pe'=d*g' — adedy — g dyP+ g Ay,

YO « 1 Mtos o 2o — — 2 o Rl — 2
d’on, en observant les identités g d* g = — dg?, o' d*s' = — dg*,

o= ((15 dté,.l___ ds.-l dﬁg) __d./ dci+ 2 d73‘

().:.ogg.l____ l)g, 2;~ —

Comme on a, d’autre part,
dy g’ — 08’ O*g=dedie' — dc’ d*e,

il vient
1 . ° ) ’ a 1
G0 qdy=— m[dc-(d‘b +dy) —2dp— (dedic’ — de’ dée) ).
ces

)
4

Enfin, on peut ¢crire, par des simplifications immdédiates de
déterminants,

dG'*=|g &' dg dg’ 3g'};

dG'=|g &' or dg' Ig'),
et I'on ¢n conclut
dGr=dCt cosy + dC' siny, dG'*= —dC?siny + dG' cosy,
en posant
(v2) dCi=|c ¢ de¢ d¢' dic|, dU'i=|c ¢ dc dc' d'|.
Les lormules (68) deviennent ainsi

1 T dC aclr | )
""’-ml 77:5“°°("'+/“‘7i&"5"‘“°+f)_|*

(79) - y
, ! dCY o dth

rdy= g | = G (@ )+ G5 cost@ 7).

3Y. Ayant égard a I'identit¢ ds* = dw* + dw'?, nous poserons

(=4) qdp==dm =cosads, ¢'dp'=ds'=sinads,

ce qui revient, d’aprés (60), a

lang x tany

=1

8§ Qs
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et donne a la formule de distribution (59) la forme
(75) ' . tango,= tanga tango.
On remarquera que « est réel, quand ¢ esi imaginaire, c'est-a-dire

quand le cercle infiniment voisin de C est engagé dans C, et inver-
sement.

Pour les autres rotations, nous poscrons
(76) p'dp=d® =Pds, q'dg=Qdo, rdy=Rds, rdq'=R'ds.

Le systeme différentiel de Serret-Frenet, qui définit le mouce-
ment (conforme) du pentasphére fondamental 11, s'éerit, par sutte,

7
(77) Z—gzqcosa +p'P, (Fl;- =q'sina— pP,
78) leZ-:-—pcosot—l-q'Q—i—rB, d—qo_:——p'sinat——q() 4 rR,
ir ,
(79) :1_0' =—qR—¢'R".

La forme de la derniére conduit & poser
(So) R=— HcosQ, R'=— HsinQ,

ou H et Q ont les interprétations suivantes.

On a dr* = H*ds*, ce qui montre que H ds est 'angle de la sphére
orthogonale avec la sphére orthogonale voisine; cela revient a dire
(n° 29) que H est la vitesse angulaire (conforme) de la sphére ortho-
gonale, ‘

A cause de rdr=o0 on voil, d’autre part, que la sphére dr est la
sphére qui coupe & angle droit la sphére orthogonale le long de son

cercle caractéristique; et cette sphére étant

ﬁ ‘;—'a = qcosQ+ ¢'sinQ,

on voit qu'elle passe par le cercle C, associé au cercle C, et
que Q est I'angle qu’elle fait avec la sphére ¢, adjointe & la sphére
centrale p. '
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Les invariants différentiels de la sur face cerclée sont donc

(81) a P, O, I,

\

et les dérivées de ces invariants parrapport as. La surface est dé finte
géométriqguement, au point de vue conforme, quand on connait, en
Sonction de s, ces cing tnvariants fondamentaws. 11 faut observer
que o n'est défini qu'a une constante additive prés, de sorle que les
formules définissant la surface seraient, d’'une maniéve plus précise, de
la forme

-j%:fl(d), P=/(a), Q:_:f:;(i). H=/f (=), Q= fi(a);

(82)
c’esl-a-dive que ce sont des velations liant, deux & deux, les six inva-
riants différentiels du premier et du second ordre (*).

Si a, P, Q, R, R/ sont counus en fonction de g, la détermination de
la famille de surfaces cerclées, homologues entre elles, qu'ils définissent
s’obtient par l'intégration du systéme (77), (73), (79), ou I'on peut
considérer les lettres p, p', ¢, ¢', » comme des variables ordinaives.
Chaquesystéme de coordonndes py, Py Gas Gir 'y POUr k=1, 2,3, 4,5,
est une solution de ce systéme. Il suffit d’assujettir leurs valeurs

(') Comparez Desskrve, Thése, p. 101. Nous nous bornons ici au cas général.
En ce qui concerne la concordance des notations, elle est établie par ce qui précede

. . . (Ilu
en ce qui concerne invariant I, de M. Besserve, et |, —= e Les sphéres fonda-

mentales sont

~ oy Ry 2

s = pcos— + p' in 2 s’ cos ) sin
= s - sin—» = - — =3
¢ 5 T 2 P s ¢ a’
d’oit l'on tire, en ayant égard & (77),
. 2 X 2
ds*= (l’ dg + -3-d6> ’ ds't = (P do — -d()) .
: 2

En comparant aux résultats de la page 66 de la Thise de M. Besserve. oncon-
clut a Uidentité de P avec Uinvariant I, de cet anteur. M. Besserve trouvant
d’autre part (p. 74), pour le carré de I'angle de la sphere orthogonale avee la
sphére infiniment voisine, la formule (13 + 13— 2 B, ;) dda*, on en conclut que 1,
et I, sont des combinaisons, linéaires et homogénes, de R et R’, dont les coeffi-
cients ne dépendront que de «.

Journ. de Math., tome II, — Fasc. I, 1923. 20
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initiales & satisfaire aux conditions d’orthogonalité, pour qu’elles y
satisfassent quel que soit .

Sur I'intégration de ce systeme, je renverrai aux indications que j’ai
données autrefois ('), fournissant le moyen d’en ramener 'intégration
a celle d’un systéme dc Lie, d’ordre 3, dont le groupe associé est le
groupe projectif qui laisse invariant le complexe linéaire

ds+a2dy —ydr=o.
A0. Réciproquement, le moucement d’un pentasphére
(I)a [),7 o, (/,\ ")’

pour lequel les rotations des couples (p, ¢'), (q, p'), (p, 1)y (p'5 1)
sont nulles, définit une surface cerclée, pour laquelle ce penta-
sphére est le pentasphére associé aw cercle générateur, lequel est I¢
cercle (p, p'). Les ¢quations du mouvement seront, en effet, de la
forme (77), (78), (79), cn déterminant la variable ¢ par la condition

dg? = (q dp)+ (¢ dp")2.
Soit C le cercle (p, p'). Comme on a
rp=o, ' —o, rdp =o, rdp'=o,

la sphére r est orthogonale 4 C et au cercle infiniment voisin.

L’angle de I'une des sphéres centrales avec p est donné¢ [équa-
tion (69)| par la tangente de I'angle double, qui est nulle, car la con-
dition ¢ dp’' = o donne dpdp' = o, par la premiérc équation (77).
Donc p et p’ sont les sphéres centrales de C.

Encontinuantaappliquerapetp’ lesformules générales ¢tablies pré-
cédemment pourc ct ¢, nous trouvons, par (43), dy= pdp’'= — Pda,
et, par (55 bus), en tenant compte de (77),

dw® = dp*— P de® = cos?a dg?, de'"* = dp"*— P dg? = sin*a dg?;

on peut disposer des signes ==, dont il est possible d’affecter p et p’,

(') Comptes rendus de I’ dcadémie des Sciences, t. 148, 8 février 1gog. Le
systéme (77), (78), (79) est lui-méme un systéme de Lie, dont le groupe associé
est le groupe orthogonal & cing variables. On trouvera, dans le méme Tome des
Comptes rendus une autre méthode, de Darboux, pour intégrer de tels systémes.
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de maniére & conclure de ces formules

d®w =cosa do, do' = sina do.

Il ne reste plus qu'a remarquer que les formules (58) deviennent, si
I'on y introduit ¢ et ¢’ par les équations (41),

d, l4 . !
q = ;{?; cos((b+~/)+ iif— sin(® + y) -+ E_d};, ‘
= dl—; Sln(‘l) +—y)+ d ,cos((l’—}—/)——-——d(
Commeicic=p, ¢'=p', ® + vy =o, dy = — Pda, ces formules, qui

définissent les spliéres adJomtes, se réduisent a

1 fadp . . v [dp ,
(/_cosa[tia pl], (]_sina[da +pl

Or ce sont les valeurs mémes que ['on déduit des {ormules (77). Donc
les sphéres ¢, ¢’ du pentasphére considéré sont bien les sphéres
adjointes aux sphéves centrales du cercle (p, p').

On observera que toul ce qui est essentiel dans les hypolhe%es
résulte de I'existence d’un systéme d’équations de la forme

’
g‘f =Ag+ P, % =AYy’ =Pp, pp'=qi'=pr=pi'=p'7=p'9"=0,

entre les vecteurs correspondant & quatre sphéres p, p', ¢, ¢'.

On peut encore dire que la condition dpdp’ = o exprime que les
sphéres p, p', supposces orthogonales, sont sphércs centrales du cercle
qu’clles déterminent, et que les conditions

pdp' =p' dy=pdq¢ =o,

quand on les impose & quatre sphéres, orthogonales deux & deux,
expriment que le cercle (p, p') a pour sphéres centrales p et p’, et,
pour sphéres adjointes & ces sphéres centrales respcctives, les deux
autres sphéres g et ¢’ du tétrasphére.
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Vi. — La Géométrie sur la surface cerclée.

41. Un point (uelconque du cercle C, de la surface X, est, avec les
notations précédentes,

(83) m==r — iy siny + iy’ cos?,
car on a /n*== 0, mp = mp’' = o. Ce point cst sur la sphére
(84) to=1r/ cos0 4+ ¢'sind,

car on a me, = 0. L'angle 0 est 'angle de cette sphére avecla sphére ¢ ;
et le second point d’intersection de cette sphére avec C est donné
par (83), quand on y change 0 en 0§+ =. L’angle 0 est donc une
sorte d’abscisse angulaire, sur le cercle C, pour laquelle le cercle C,,
associé¢ a C, joue le role de pole, la sphére adjointe ¢ le role d’axe
polaire, et les sphéres (orientées) passant par C, le réle de rayons
vecteurs. ,

Les points de la surface X sont ainsi définis par les coordonnces
intrinséques absolues o et 0.

Conformément & la loi de distribution [équation (75)], la sphére
tangente & X en m est

(83) v= '}(P cosOsina + p'sinf cosa), k =y/cos?Gsin’a + sin?f costa,

On peut le vérifier comme il suit. Sur une courbe quelconque T,
un point m et un point voisin 7, + Am peuvent ¢tre considérés comme
des sphéres de rayon nul, qui définissent un faisceau de sphéres,
orthogonales & la droite joignant les deux points. A ce faisceau appar-
tient la sphére Am; donc, & la limite, la sphére dm est orthogonale &
la courbe I' en m. On vérifie, du reste, qu’'elle passe bien par m, a
cause de /ndm = o, qui résulte de m* = o.

Si la courbe I' est tracée sur X, on aura

dm==dr — idysin0 4 { dg' cos§ — i, dl.
On en conclut, par les formules de Serret-Frenet,

v dm = 7 [— ¢sinfcosbsino{— cosa) — £ cosdsinf cosa(sina)] = v.
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Donc la sphére v est orthogonale & toutes les sphéres orthogonales
en m aux courbes de X passant en ce point; et, par suite, est tangente
a la surface.

' T 3n : :
Remarquons que les courbes 0 = o, ~, =, — sont les lieux des points

cenlraux, c’est-d-dire sont analogues aux lignes de striction des
surfaces réglées ().

42. Pour deux déplacements d et ¢ sur la surface, on a l'angle

‘ p ) )
qu'ils forment, par I'angle des sphéres dm, ém qui leur sont respec-
tivement orthogonales. Cet angle V est donc donné par la formule

dmom

Vdm?\/om? |

Le numérateur est la forme polaire de la forme quadratique dm?, que
I'on calcule au moyen des formules

‘cosV =

dr*=(R2+ R"?) da?, dq? = (costa + Q-+ R?) do?,
dg* = (sinet + (2 + R"?) do?;
drdqg =-—RR’dq?, drdq'= QR da*, dqdq' =RR' da?;
vodr—=—(Rcosl + R'sinb) dag, #o dq = Rsin0da,
¢y dg'=— Q cosbda,

qui résultent des équations de Serret-Frenet. On trouve
(86) dm?={(Rcos9+ R'sinf + Q) do + {di]?— A* ds*.

Cette forme n’est pas autre chose, @ un facteur prés, que le ds* de
la surface. En effet, si l'on désigne par x, v, 5 les coordonnées rec-
tangulaires du point m, ses coordonnées pentasphériques carté-
stennes sont

\ my == pa, My = .V, my=— @z,
e e D

' n);'::ll.l.-———?——————, meg=—u

(87)

g )
2¢

(') Ne pas confondre avec les lignes désignées ainsi par LEnneper et
Demarlres,
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w étant un facteur ¢onvenable. Or, on a

m=-—im;—p e m*=o.

2 N2
(d.’ﬁi) —+ <dﬂ-> = o, ((lm> =dua?+ dy?+ ds?,
» e I )

dm? = p* (dx?+ dy? 4 ds?).

De la

Pour déterminer le facteur ., il suffit d’observer que les coordonnées
pentasphériques cartésicnnes d’'une sphére ¢, de centre (x,, ¥, 5,) et
de rayon R,, sont, avec la condition ¢* =1,

e —_ e =

(88) “="R’ ©“T7R’> ®T7R/’
ot =i = R RE gy st — RE
¢ 2R, i 2R, !

de sorte que, si I’on désigne ici par
(@gs Yur 5o Ro)s (@) 32y 500 Ry)y (&, 9, 54, RY)

les coordonnées des centres el lesrayons respectifs des sphéres ., g, ¢/,
on aura '

/M,:—(%«Lsm&k—z —f—tcosew-),

0

1)z2:~—<)“——L51n9‘y +l(2059y >
RO 2 ,1

-
Ny = —- ——-—tsm@—— {cosf 2
: <Ru R, FicosiRr >

On en conclut que le point m n’est autre que le point du plan des
centres des trois sphéres considérées qui a pour coordonnées barycen-

I [sinf@ —{cosf

Wo’ __—Hg ’ -—_1‘2 Donc

triques, relativement & ces Lrois cenlres, —
le facteur u. a pour expression :

(87 bis) Hz_( 1 isinf  icosh

mTR,O TR )

/

ou R,, Ry, R, sont les rayons de la sphére orthogonale et des spheres
adjointes aux spheres centrales.

Puisque l'on a dm?* = p*ds*, les courbes minima de la surface ont
pour équation différentielle dm*® = o. On arrive & cette méme équa-
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tion en remarquant que la condition dm* = o exprime que dm est un
vecteur définissant un point; que ce point étant infiniment voisin
de m, la droite qui joint m & dm est tangente au lieu de m; et que
I'identité medm = o (résultant de m? = o) exprime que cette droite
est une droite isotrope.

Les trajectoires orthogonales des cercles C sont définies par

Jd(dm?®)
2ds)y 7
ou
(89) {df+ (Rcosf+ R'sinf + (Q)da =o.

On retrouve ainsi que leur détermination résulte de I'intégration
Co _— 6 .
d’une équation de Riccati, obtenue en posant tang-=T.

Par ce changement de variable, la forme (88) deviendra, a un
facteur prés,
F[R(1—T?) +2R'T + iQ(1 + T2)]do + 2 dT 2
— [(y—="T?)?sin2a + 4 T? cos® o] do®.

Cette forme devra étre cmployée, au lieu de (88), en un point de
courbure ¢ +=iq' (n° 2%), la forme (88) devenant alors illusoire,
On a, dans ce cas, T = =i, et la forme quadralique en question

devient
[(R = (R')dg — dTT* + cos2a da™.

On en conclut, en particulier, que les lieux des points de courbure
coupent le cercle C sous les angles donnés par

. R=E (R’
cns) = : s
V(R = iR+ cos2a

formule d’oui 'on tire, pour interpréter R et R/,

(R=EZ (R")?*=cos2a cot?/,

43. Passons a la détermination de la courbure normale d’une
courbe tracée sur la surface. Elle équivaut a celle de la sphére, tan-
gente en m & la surface, et qui a en m, avec la courbe considérée, un
contact du second ordre. Une sphére tangente a la surface appartient
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au faisceau défini par.m et ¢; elle est done
(90) w=pm+ v

On a p = rw, c’est-a-dire que p est le cosinus de I'angle de la sphére
considérée avec la sphére orthogonale.

Soit d la différentiation relative a la courbe de la surface que nous
considérons, Comme on devait s’y attendre, la condition de contact
wdm = o est réalisée; et il faut écrire la condition du contact du

“deuxiéme ordre, wd?m = o. Or, si 'on suppose que la sphére w varie
avec le point m de la courbe, on déduit de wdm = o, l'identité

wdm =+ divdm = o.

La condition cherchée est donc

o=dwdm =dm(mdp+ pdm 4 dv) =pdm?*+ dm dv;

d’ou la formule cherchée

(91) dm dv
D= — .
9 : ! dm?
Si nous posons .
(92) ¢ = pcosfsine + p sinfcose = kv,

nous aurons
dmdy = kdmde + dk. o dm = k dm dy,

et la formule précédente pourra s’écrire

, 1 dm dv
(g1 bis) PE =

Le numérateur se calcule au moyen des équations de Serret-Frenet,
qui donnent : :

dp dr = — R cosa da®, dpdg=o0, dpdy'=— (Psina+Qcosa)ds,
dp'dr = —R'sinads?,  dp'dg=(Pcosa+Qsina)ds®, dp'dq'=o,
o dp = cosf cosa da, vy dp’ = sin 0 sina dg.
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On trouve
(93) —dmdi= li/;'l P+ sinacosa(R cos’ + R'sinf + Q)
R da
— (sinf cos9 =~ | do?

ds

. 4+ 2¢sino cosa dg db.

On remarquera que les courbes qui satisfont 4 I'équation dm dy = o
peuvent étre considérées comme l'analogue des lignes asymptotiques,
car en chacun de leurs points, la sphére passant par le cercle généra-
teur, qui est tangente & la surface, a un contact du second ordre avec
la courbe. Parmi ces courbes figurent les cercles générateurs do = o;
les autres sont définies par I'équation ’

. o . . . .
0= zzsmo:cosa;l—q + (k*P + sinet cos 2 (£0) + R cosf + R’ sinf)

da . :
—{ —sinfcosf.
de

%4%. Il convient d’observer ici le cas R = R’ = o. L’équation (79)
donne alors = const. Donc, c’est le cas o lous les cercles généra-
teurs sont orthogonaux a une sphére fixe('). Enprenantalors comme
variable tang/, on raménera 'équation précédente a une équation de
Riccati.

D’autre part, Iéquation (8g) des Lrajectoives orthogonales des
cercles générateurs s’inlégrera par une quadraturc.

Remarquons que le systéme de Serret-Frenet se réduit, dans ce cas,
a un syst¢me du quatriéme ordre :

dp . dp’ .
o 7{:-: qcoso—+ p'P, —d%: q'sina — pP;
94

dg , dq' '

45 = —Peose+gq Q, 45 =P sinaa—qQ.

C'est un systéme de Lie, dont le groupe associé est le groupe ortho-
gonal & quatre variab'es.

(*) On pourrait dire qu’ils admettent cette sphére comme sphére de
symélrie. '

Journ. de Math., tome 1I. — Fasc. I, 1923, 21
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Dans la Note citée ('), j’ai donné des formules entiérement expli-
cites, réduisant & l'intégration de deux équations de Riccati la résolu-
tion de tels systémes.

On peut considérer le cas ol la surface cerclée est une transformée
(par une transformation conforme) d’une surface réglée, ou dégénére
en une surface réglée, comme un cas limite du précédent, la sphére
orthogonale fixe se réduisant alors & une sphére de rayon nul. Direc-
tement, il se trouve exclu de notre analyse; car nous avons écarté les
cercles sécants de nos considérations (n° 19).

Rappelens ici que, en géomeétrie conforme, les plans et les droiles
se présentent comme des sphéres et des cercles passant par le poin/
a linfini. Car, en coordonnées pentasphériques cartésiennes (n° 42),
la condition pour que la sphére a se réduise i un plan est

a,—las;=0;
ce qui s’interpréte en disant qu'elle contient le poin|
ry= 1;2 =r,—o, ry=%, rs= —Ih.
C’est ce point qui est le point a I'infini et qui remplace, en géométrie

conforme, le plan a I'infini de la géométrie projective.

48. Je reviens au cas général, pour chercher I'éguation différen-
tielle des lignes de courbure et les sphéres de courbure principales.
Je simplifierai les calculs, en posant

‘ ok =np, Rcosf+ R'sinf +iQ = ih, hds +d) =1,
6 ;
(96 [ /2P — h sinacosa—f—lgsinﬁcosﬁzl.
do
Nous aurons ainsi
(97) —dm*=17*+ k*dqs?, —dmdv = 2isinacosa.Z ds + il da?;

(Y) Comples rendus de I’ Académie des Sciences, 8 février 19og. D’autres
méthodes d’intégration avaient été données antérieurement par Eiesland, Laura,

Darboux.
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et il s’agit d’exprimer que I'équation

(98) Edlna-—i- dmdv = o
. 7 Z 1 , .
a une racine double en =, ou en o=. D’ou les équations
de’ do

(99) pZ +isinacosads—=o0, (phk*+ il)ds+ i(sinacosa.Z=o.

On en conclut I'équation en g,
(100) E“k"+§il+sin2acos?a:0;
et I’équation diftérenticlle des lignes de courbure

(1o1) sinatcosa. k2 da?— {L ds —sinzcose. 22 == 0.

On observera que la valeur

- I - -
p=po=— g =5 (o + 1)

2. sont les racines de (100), définit la sphére harmonigue, qui,

ou E, R
dans le faisceau des sphéres tangentes g/ + v, est la conjuguée har-
monique de la sphére-point m (p = =) par rapport aux sphéres prin-
cipales (p=p,, p=p.).
Aux points de courbure, nous faisons le changement de variable
T == lang ?)-

La sphére tangenle sera .
ol—2iTg4-i(1 —=T2)g' ]+ (1 —"T*)psino + 2Tp' cosa;
c’est-a-dire, suivant qu'’il s’agit du point ¢ + ¢¢’, ou du point ¢ —ig’,
{ o(q — iq") 4+ (psina+ ép’ cosa) (T=),
(102) - . .
—p(g—1iq"y +(psina—ip’'cosa) (T=-—1).

L’équation (100) devient I'une des deux équations

5%%30&—-5(%——&%052&):0 (T=1),
(103)

ot cos2a —EG—:-! + (P cosnoc) =0 (T=—1).
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L’une des racines est donc nulle; et nous retrouvons ces résullals
connus, que la sphére principale correspondante est la sphére fonda-
mentale; et que la direction principale est celle du cercle généra-
teur (ds =o0); ce qui a fait donner par Demartres, aux points consi-
dérés, le nom de points de courbure (*).

A6. On peut opérer autrement pour trouver leslignes de courbure,
et .obtenir ainsi des formules que l'on peut considérer comme les
analogues des formules d’Olinde Rodrigues.

Pour que le point de contact de la sphére w = pm + ¢ décrive une
ligne de courbure, il faudra, si cctte sphére a un contact du second
ordre avec le licu de son point de contact, qu’elle soit tangente a la
sphére infiniment voisine de méme nature. Donc, que I'on ait simul-
tan¢ment

(104) pdm?+dmde=o, dwvt=|d(pm +v)P=o.
Or on a, & cause des identilés nidim = o, me =0, vdm = o,
[d(om 4+ )2 =[mdp + (pdm +de) = (pdm +dv)*.

Donc, g dm + dv est une sphére de rayon nul; ou, sil'on veut, définit
un point. La premiére équation (104), qui s’écrit

dm(pdm +dv) = o,
exprime que cc point est sur la sphére dm. Or, si les sphéres dm el do

se coupaient suivant un cercle, le point g dm + dp serait un des foyers
de ce cercle, ¢t ne serait pas sur la sphére dm. 1l faut donc conclure

(") On retrouve ici bien facilement un résultat de M. Besserve ( Thése, p. 50),
sur P'angle des sphéres principales en question, qui ne sont pas les sphires
fondamentales. Le cosinus est

(1= 257) =031 — 377,

Cos2a

en désignant par p,, p, les racines non nulles des équations (103 ); et

- - do\* 1 1/ do\?
0oy, =5 ) —— +P2=P4- - (]
vaTe (da‘) cos?22 A \da,
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que les sphéres dm et dv sont langentes; el que s dm + do est lcur
point de'contact.

Mais on a
mdm=mdv=me=o;

et le point m, appartenant ainsi aux deux sphéres dm el dv, el 4 la
sphére ¢, qui leur est orthogonale (v dm = odv = 0), est aussi leur
point de contact.

La condition cherchée sera donc que ¢din + do el ¢ représentent
un méme point, ou bien que I'on ait une 1denme de la forme

(105) V odm —+de="hm.
Pour exprimer que celle identité a lieu, on pourra exprimer que les
produils scalaires des deux membres par cinq vecleurs indépendants

sont égaux. Comme les produits'de chacun de ces deux membres
par sz et par ¢ sont déja nuls, on pourra se borner aux produits par

ry qcosf+4¢'sind, psinfcosa—p’cosfsina.
La premiére des équations ainsi obtenues donne X,
(106) p(—(Rsinf 4+ iR cosd) dog =1,
el Ies deux autres sont les équations (gg).

En résume, le fait gu’un point de la surface décrit une ligne de
courbure équivaut a Ucxistence d’une identité de la forme

(107) dv + pldn + i(Rsin® — R’ cosf)m de] = o.
Dans le cas, déja signalé, R = R’ = o, cette équaltion se réduit &
dv +pdm=o.

Il 'y a alors aussi une simplification dans les ¢quations (gg) et (100),
ol /A se rvéduit a l'invariant Q; de sorle que 7 est une diftérentielle
lotale dC.

A7. Je passe a la rechevche de la courbure géodesique d’une
courbe T' tracée sur la surface X. Elle équivaut & la détermination de
la sphére normale a la surface, qui a, avec la courbe considérée T, un
contact du second ordre.
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Parmi les spheres normales a la surface au point m, figure le
faisceau des sphéres 8m, ou § désigne la différentiation relalive a une
courbe tracée arbitrairement sur la surface, 4 partir de /. Continuons
a désigner par d la diflérentiation relative a la courbe I', que nous
étudions. La condition Smdim = o définira la direction ¢, perpen-
diculaire a la direction d; et la sphére om correspondante sera 'une
des sphéres tangentes a la courbe I' donnée, et normales a la surface.
Le faisceau de toutes ces sphéres (tangentes a I', et normales & T) est

om

(108) n=vm+®, © = T dnion =o,
Vem

A
Tout revient & calculer v par la condition nd*m = o qui, & cause

de ndm = o, se réduit & dundm =o. Ou obtient ainsi, cn tenant
compte de nedm = o, qui élimine v,

(109) vdm® 4+ dwdm = o;

et tout revient a calculer, explicitement, le produit scalaire de dm,
qui se réduit, & cause de dm 8m = o, a

(110) des din — dmddom _  d*mom
T e Vom?

Je poserai, pour abréger,
dm® =M(o, 6; do, d9),
oM dn JM

1 1
; d(dc) = Mﬁ dl)l—(-)ﬁ- -;" -0—(-‘70—- = 1\12.

am
dm =—— =

do

On pourra prendre, pour satisfaire & dm em = o,

(113) og = M,, 00 = — M,.

On aura ainsi, M étant une forme quadratique en ds, df,
om*=M(z, 0; My, — M) =4A.M(q, 6; do, db),

A étant le discriminant de la forme, c’est-a-dire ici A*. Donc

(114) om® = k*dm?.

Nous avous ensuite

am i am ) d(dm) 1 d(dm?)
dmw_d(dn-gg>—-1sz)—ﬂd\l,—-dz ) = am, - 25T,
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c’est-a-dire

2. o OM 1t oM - 1 OM
d*m 5o =dM;— S e d?m? =7 — == JdM, 2= g

et, par suite,
A*mdm =M, (d\’l,—~ ! ()_Nl) —M, (dM,_. ! iM)

i 2 db
c’est-d-dire
. S ddm2) [ ,0(dm?)  9(dm?)
Adtmom = —
(113) hd*maom = 2(d0) [ FICE) r ]
Jd(dm? 'dt)(dm’) __ 9(dm?)
T T0(do) [ J(dby 97 |’

On voit donc que l'élément dm® intervient seul dans le calcul; ce
qui est conforme i la nature de la courbure géodésique.
En effectuant, il vient, si I'on pose
—M=Eds*+2F dsd0 + Gdi?,
(116) —d*mdim=(EG— ) (dsd*0 — df d?c)

. JE ok JF 190G
D 2 db _'____ — e - 2
Bdo+ Far L SZdet 1 T ds d9+<09 dc)de
‘ OF 1 JE 190G .,
Fds + G do (% )6>da 9 dedo-+ L T ag
Ona
E=A+k, F=h G=1, EG—F=I/,
et la formule (116) s’éerit
oh dh 1 k2
— e — J2 2 _didrg) — f2 Ll L) g
(119) — 2mdm = k*(da d?0 — df d*s) /<()0' aor—1 de)da
ok, ok,
+ - Ld/.d + - L Md +;)—6Z.
Rappelons les notalions précédemment introduites
/z:Q—i(RcosG—FR'sinO), 2 = cos?f sin?  + sin?f cos?a,

7.=hds+ d5;

_ d’on résultent les formules auxiliaires

3’; = i{(Rsin§—R'cos?), ~& 3? =Q gl; + %(R*—R"’)sinz@—— RR'cos29,
d2k2 . do  0k? .
—— —sin2acos28§—, — —sin26cos2a,

do do a6
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On remarquera que le second membre de (116) est 'expression
qui intervient dans le calcul de la courbure géodésique, en géométrie
‘euclidienne, pour une surface dont le ds* serait (les coordonndes cur-
vilignes étant désignées par o ct ()

E do*+ 2F dodf + G di2.

Nous pouvons donc conclure que les géodésiques du dm?, sur
notre surface cerclée, sont les courbes qui sont coupées en (rois

. N 1 .
points confondus par les sphéres om qui leur sont tangentes. Ces
sphéres 3m jouent ici le réle que jouent, en géoméirie euclidienne, les
plauns normaux & la surface.

48. Le cercle osculateur a la courbe T de¢ la surface est 'inter-
section des deux sphéres, de courbure normale et de courbure géodé-
sique,

(118) w=pm-+¢,  n=YM -+,

que nous avons déterminées. Ces deux sphéres sont orthogonales. 1l
resterait a (rouver la sphére osculatrice  I'. Nous nous bornerons i
indiquer la méthode, sans développer les calculs. Cette sphére sera de
la forme

(119) & = cosf + 1 sing,

% étant I'angle qu’elle fait avec la sphére de courbure normale wj et
tout revient & déterminer cet angle. Ll suffit d’écrire, pour cela, les
relations

Zm=o, xdm == o, xd*m=o0

étant vérifiées quel que soit £, que I’on a, en outre,
rdim=o ou dedim =o.
Cela donne la formule
(120) cosk, dw d*m + sini. dnd*m = o,
sur laquelle on peut-faire les remarques suivantes. On a
dvd:m= dp.md*m—+pdmd*m —+dvd*m

=—dp dm? +p-;—d(dm?) ~+dvd*m,
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dm dv

ou, en tenant compte de la valevr p = — T

dm?

2
dwdtm = —dpdm?+ dv [d‘-’ oL — %dm d(dm )] ,

= —dpdmn*+ Vdm?® d(%) de.

dm?®
La formule (120) devient ainsi

dm dy ) dm de 7 .
121 d—d<—= ———— jcosz + v —d|{ —= ) ——= [siné —o.
(131 [p \\/d:n*) \/d/)ﬁ] ’ [ (\/dnﬁ) \/dm’] :
Elle contient les diltérentielles du troisiéme ordre par le terme dv
seulement.

Les courbes dont la sphérc osculatrice est tangente a la surface,
(sinZ = o), satisfont donc & I’équation invariante, du second ordre,

d . dm ﬁz_ dm dy
(122) p= \/(lnz’-’)\/m’ P=" Vdns Jdm*'

On peuat, du reste, rattacher la question a la théorie euclidienne des
surfaces. Si 'on introduit la courbure normale, la courbure géodé-
sique, et la torsion géoddésique

cosf sinf 1 dd
V=% CG=x O=5—%

en ddsignant, suivant 'usage, par 6 'angle de la normale principale &
la courbe avec la normale & la surface, par R le rayon de courbure,
et T le rayon de torsion, on a, s étant 'arc de la courbe,

, T dR
tang (6 — &) = — R

et I’on en conclut I'équation, équivalente a (121),

4 4
(123) (% - 0G)c0s£+ (%g —@N)sini:o,

ce qui indique que le quotient

4G /AN
(124) > .-(—J; ~ (-)N) : (75 -—@G)
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est un invariant des surfaces pour le groupe conforme, relatif 4 une
courbe tracée sur cette surface. L’équation invariante (122) est

1 dR

AN I
T Ras @

— —0G =0 ou

tang @
ds T ngov -+

ce qui est bien une équation du second ordre, tandis que I'inva-
riant (124) est du troisiéme ordre.

49. L’expression différenticlle O ds se présente d’elle-méme, avec
un caraclére invariant, quand on étudie le déplacement infinitésimeal
(conforme) du sysiéme des deur sphéres de courbure, normale
el géodésique, que nous avons désignées par w el n. Pewr une
surface quelconque, les variations angulaires nfinitésimales de
res dewr spheres, \Jdw?, dn®, et la rotation infinitésimale de lewr
couple, ndw, sont trois quantités ézales a O ds.

Soient, en effet, (., y, 5) un point courant d’une surface ¥ s 'arc
d’une courbe qu’il décrit sur X; (&, 8, v) les cosinus directeurs de la
tangente & la courbe; (a,, §,,v,) ceux de la direction perpendiculaire
a cette tangente dans le plan tangent & la suvface; (A, u, v) ceux de la
normale a la surface. Les coordonnées des sphéres o et « sonl, en

R R :
osant R, = —, R, = —
P R, cosb’ Rs sinf’

L

avec
W =024 y?+ 2+ 2R, (e + py + v3),

N=ua?4 2+ 22+ 2R (a2 + 31y + 713).

En utilisant les formules (') connues, du type

d).::.alﬂds——ag'i, doc,::—-)\@ds—ozgf,
R, R,

(1) Foir, par exemple, pour les notations et les formules employées ici, nos
Lecons de Géométrie supérieure, p. 28, 29.

o € + ) ’ )y 3 1— W l,l—*—\V
A \ | e Ay = = =— v WV, = Wy=l—5
! R, )’ *a H,l+ Bt H,‘+ CORTGR, 2R,

_ & ¥ 5 __1—N .1
ny=— H_,+d' y Ne— — H—"+}31 y Ny —=— R—+'/1 y R = R, ny; =1




CONTRIBUTION A LA GEOMETRIE CONFORME. 165
on obtient les équations

dw?= 02ds2, dn? = 02 ds?, ndw=0ds,

qui s’expriment dans le théoréme énoncé ci-dessus.

Il nous reste, dans le cas de la surface cerclée, a indiquer le calcul
de ndw, qui, & cause de sa signification Ods, doit donner, & un
factenr prés, le premier membre de Péquation (101) des lignes de
courbure.

On a, avec les notations utilisées dans les calculs précédents,

ndw=_(m-+w)d(pm+ v):m(lv:—l———-amd;.

k2 \/dm?

Car
m=mdm=—mdyr=mw=wdm=—y¢dm=—o.

Or

de = cossina dp + sinfcosadp'+ pd(cosfsina) + p'd(sinfcosa),
om = 06r— sinfdp +- i cos0dp' — iv, 69,

d’oll, en se servan! des formules de Serret-I'renet
) b
dmde = i| — Lsinacosa — PA* dg -+ sin0 cos0 d | 85 — isina cosa da 6.
Il ne reste plus qu'ivintroduire les valeurs
00 = — 7. o) = hd. + I de
- )
pour obtenir Pexpression

dmdv = i|sinzcosat. 72+ (1.ds — sina cosa. A dla?],
. . ., 1 ’
qui, multiplice par ——==: donne la formule cherchde
k2\/dm?

stnaxcosat, 4 4+ (4. do — sina cos x. A2 do?

ndw—=0ds =
k212 + P do?

)

ou k*, 7, l sont définis par les formules (85) et (g6); et dont le
numérateur esl bien, au signe prés, le premier membre de 1'équa-
tion (101).



