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SUR UN ENSEMBLE NON MESURABLE B. 53

Sur un ensemble non mesurable B;

Par Nicoras LUSIN er Wactaw SIERPINSKEI.

INTRODUCTION.

D’aprés un théoréme connu de M. Baire (') toute fonction repré-
sentable analytiquement est ponctuellement discontinue sur tout
ensemble parfait quand on néglige les ensembles de premiére caté-
gorie par rapport a cet ensemble parfait. « Maintenant une question
trés importante se pose (écrit M. H. Lebesgue dans son Mémoire
Sur les fonctions représentables analytiquement), la condition
nécessaire fournie par le théoréme XVI est-elle suffisante? Et, si elle
ne Dest pas, existe-t-il des fonclions qui n’y satisfont pas? Je n’essaierai
pas de répondre & ces difficiles questions. »

En 1914, M. Lusin a démontré que la condition de Baire n’cst pas
suffisante si la puissance du continu cst alepli-un (*). 1l a démontré
le méme fait en 1917, 4 'aide de I'axiome du choix, sans admettre
’hypothésc sur la puissance du continu (*). Le but du présent
Mémoire est de définar effectivement une fonction non représeniable
analytiguement satisfaisant a la condition de Baire.

Nous prouverons qu'une telle fonction est fournic par la fonction
caractéristique de 'ensemble E défini comme il suit : -

Soit

(l) Ty Ty, Ty

(') H. Lesescue, Journal de Mathématiques, 6° série, t. I, 1go5, p. 188
(théoréme XV1),

(*) Comptes rendus, t. 158, p. 1259 (Note du § mai 1914).

(®) Fundamenta Mathem., t. 11, 1921, p. 157,
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unc suite infinie forméc de tous les nombres rationnels (diftérents)
‘intérieurs a I'intervalle (o, 1).
Soient # un nombre réel de 'intervalle (o, 1),

(2) ax == (cy, c,c._,c;‘...)gr:cn-&—?—:—i-%—}—%+..

son développement dyadique fini ou infini. Nous désignerons par E( )
I’ensemble form¢ de tous les nombres 7, de la suite (1), tels qu'on a
dans le développement (1) (ou dans un au moins de deux développe-
ments dyadiques du nombre x, s'il y ena) ¢, =1. E sera 'ensemble
de tous les nombres . deI'intervalle (o, 1) pour lesquels Penscemble E(x)
n’est pas bicn ordonné (si I'on ordonne d’aprés la grandeur croissante
de nombres rationnels qu'il contient).

Il importe de remarquer que I'ensemble E (dont nous prouverons
qu’il est non mesurable B) cst défini sans wtiliser les opérations
d’addition et de multiplication @ partir d’une infinité non dénom-
brable d’ensembles, ce qui distingue essenticllement notre exemple
du premier cxemple d’unc fonction non veprésentable analytique-
ment, trouvé par M. Lebesgue (loc. cit.) (*).

On pourrait encore prouver (ce que nous ne ferons pas dans ce
Mémoire) que l'ensembie Ii est une projection orthogonale d’un
ensemble plan mcsurable B (I de classe 1) qu'on pourrait méme
définir eflectivement. I’existence des enscmbles mesurables B dont
les projections mne sont pas mesurables B a été démontré par
M. Souslin (*). Ce n’est que par unc analyse approfondie de la théorie
des ensembles (A) créée par M. Souslin que nous avous obtenu les
résultats exposés dans ce Mémoire.

1. Désignens par R Pensemble de tous les nombres rationnels
1 satisfaisant & l'inégalité o <<, <1. Si & tout nombre r de R corres-
pond un ensemble fermé (ou vide) I, d'un espace i m: dimensions,
nous dirons qu’on a un systéme déterminant S =} I¥,|. Nous appelle-

(") Cf. Notice sur les travaux scientifiques de M. Henri Lebesgue, Toulouse,
1922, p. 61.
(*) Comptes rendus, Note du 8 janvier 1917,



y
SUR UN ENSEMBLE NON MESURARLE DB. 55

rons noyau du systeme S ’enscmble de tous les points p de I'espace
considér¢ pour lesquels il cxiste au moins unc suite infinie décrois-
sante de nombres de R

N>re>r>.00.,
telle que p appartient & chacun des ensembles

B, F.. F

rqy sev e

Nous appellerons ensemble (A) tout ensemble qui est noyau d'un
systéme déterminant (').

Soit E le noyau d'un systéme déterminant S = | I5,.|, Posons (pour
tout nombre r de R)
(1) Fr=F,

N N |\ —_
(2) l'f‘.-:bff—‘Z‘Fg n
p<r

. . . . O R
st z est un nombre ordinal de premiére espéce, la somme L s’étendant

/.
g<r

a lous les nombres o de R qui sont < r, et

(3) Ff.‘:[ll‘;’».,
f<a
st 2 est un nombre ordinal de secondc espéce, le produit l[ s’¢lendant

Bl

4 tous les nombres ordinaux £ < «.

Les ensembles I, définis ainsi par I'induction transfinie, sont
¢videmment mesurables B pour tout nombre 7+ de R et tout nombre
ordinal 2 << Q (Q désignant le plus petit nombre ordinal de la troi-
siéme classe).

D’aprés (2) ¢t (3), on trouve

) F2 > 1 pour a < 8.
Posons
(3) S = W F,

r

(') Cette définition ne coincide pas avec celle de M. Souslin (Comptes rendus,
Note du 8 janvier 1917); or, on pourrait démontrer qu’elle lui est équivalente;
ce ne sera pas d'ailleurs nécessaire pour notre but,
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Ja sommation 2 s’étendant a tous les nombres r de R. Les cnsem-

bles S* scront tous mesurables B pour « < Q. D’aprés (4) on a

(6) S22 > Sk pour o < f8.

2. Nous prouverons que

(7) E= 1’[5@

Soit p un point de E. L'ensemblc E étant noyau du systéme | I, |,
il existe une suite infinie décroissante dc nombres dc R,

(8) M>r>ry>...,
telle que
(9) pelF, pourn=1,2,3,.... (Y

D’aprés (1) nous avons donc

(10) pe¢F.

>

pour 2 =1, 2, 0

tn
Supposons qu’on a
(r1) pe by (n=1,2,3,...),
pour tous les nombres ordinaux £< e, ol « est un nombre ordinal
donné >1.
Soit n un indicc donné. Si « est de premiére espéce, on a,

d’apres (2),

(12) l::l ,__[‘al-—l? ra—l

"n

P<’n
D’aprés Phypothése, (11) est vrai pour£ =a —1, doncpe 27" el
peFi='. Or, d’aprés (8), on a r,,, <r, ct par suite I'?7! est un
terme de la somme ZF;“" qui contient ainsi le point p. Donc p est

p<rn
un point de 'ensemble (12).

(") x ¢ X signifie que « est un élément de I'ensemble X.
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Si & est un nombre de seconde espéce, nous avons, d'aprés (3),

e =] ] v
- i
done, d’apris (11),
pell.
La formule (11) est ainsi établic par I'induction transfinie pour
tout 5 < Q. Il en résulte, d’apres (5), que

pes* pour o << Q;
donc z ¢ P, on

(13) P::HS“.

<l

Or, soit = un point de I'ensemble (13). Nous avons donc

peS* pour ot << £2;
done, d’apres (5),
pezl“,‘. pour o << Q.

’»

La sommeE contenant uncinfinité¢ dénombrable de termes I'%, nous

.
en concluons qu'il existe au moins un nombre 7, de R tel que la
formule

pely,

subsiste pour uneinfinité nondénombrablede nombresordinaux « << Q;
donc, d'apreés (4), pour tout & < Q. On a donc aussi, pour tout x << Q,
) I b

! b \ p € l?'a'|+’;
donc, d’aprés (2),
pez F% pour o << Q.
p<ry

2l . N ey A
La sommc z contenant une infinité dénombrable de termes
plry R
F§ (¢ < r,),0n entire, comme plus haut, qu'il existe un nombre 7, < r,
de R, tel que
pe T
Journ. de Math., tome 1I. — Fasc. I, 1423. 8
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pour une infinité non dénombrable de nombres & < Q, donc pour tous
les o < Q. ‘

En raisonnant ainsi de suite, on arrive & une suite infinie décrois-
sante de nombresde R, r, >r,> 1,> ..., telle que

p ey pour 2 << Q; n==1,12,3, .
En particulier, pour « = o, on trouve, d’apreés (1),
pekr

2
a (n=1,2,3,...),

ce qui prouve que p est un point de I'ensemble E.
Nous avons ainsi démontré que I2 = P et la formule (7) est établie.

* .
3. Soient maintenant I et K les noyaux respectifs des systémes | I, |
oy ) )
et |1, | et supposons qu'on a
ca
(134) NEN D) pour o < €.
Nous prouverons qu'il en résulte que

1 E = o.
De (14) et de la formule

* S
K== l S8,
<O

analogue & la formule (7), résulte
(13) S.88 o poura<<Q, B<Q.

Soit 3 un nombre ordinal << Q. D’aprés (5), la formule (15) donne

x
21535.83;40 pour o < L.

»
N\ . oo v
La somme z contenant une infinité dénombrable de termes, on en
"
tire qu'il existe un nombre r(B) de R tel que I'inégalité

®
(16) Fig. S8 o
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subsiste pour une infinité non dénombrable de nombres ordinaux a;
donc, d’aprés (4), pour tout x < Q.

L’ensemble R étanlL dénombrable, 'ensemble de tous les nombres
r(3) correspondant aux nombres ordinaux 3 < Q est au plus dénom-
brable. Or, la formule (16) subsistant pour tout & < Q et tout 3 < L,
on en déduit l'existence d'un nombre 7, de R (indépendant de 3), tel
qu’on a

() 2 USE L To pour 2 < Q, B

En se servant de la formule pour S¥ analogue 4 la lormule (7) et en

raisonnant comme plus haut, on déduit de (17) l'existence d’un
nombre 7' de R tel que

* i
(18) I",’?\.I"‘,a..:"o pour & << 82, 5<<Q.
D’aprés (18). nous avons donc aussi

P >
l',‘.‘l‘".l"f." %0 pour o < &2, B << 2

donc, d’aprés (2),

RN I
FE, Y R0 20 poura<@ pi
alry

La somme 2 contenant une infinit¢ dénombrable de termes, on en
?</'|
déduit, comme plus haut, l'existence d’'un nombre r, < r, de R tel
que

*
QP D 18 20 pour & << . B <<,

! T =i

‘n remplacant, dans cetle formule, 3 par 3 +1 et en raisonnant
comme plus haut, on prouve I'existence d’un nombie 7, < 7 de R, tel
que

Bk .
FALFAFL I 20 powra< @, 3<Q.

En raisonnant ainsi de suite, on arrive & deux suites infinies de
nombres de R,

PS>0 > el Mi>r>ai>,
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telles qu'on a

- PR e 8 R .
F,’.‘|.l<,°.‘,...l*f.‘".F‘(,s.;.l",‘.é...l“,,:':-,-(;o pour a << &, <2y n=1,2,...;

donc, en particulier, pour a = § = o, d’aprés (1),

* 3 x
A < ) p] — 0
(19) Fo Fop B Ko B B 520 pour n=t, 2,3, ....

l'.‘ L » g 4 T
Les enscmbles F,-et I¥,,, étant fermés, la formule (19) prouve (d’aprés
un théoréme connu de Cantor) I’existence d’'un point p commun &
*
tous les ensembles F, et I, (n =1, 2, 3, ...), donc aux enscinbles E
*
et I, C.Q.F.D.

Nous avons donc démontré que si KX =o, la formule (14) ne
subsiste pas pour tout « <C Q. Il existe donc alors un indice a << Q, tel

que S*. K = o, c’est-a-dire : £ CS®.
En particulier, si le complémentaire de I, CE, est un ensemble (A),

nous pouvons poser K= CE et nous obtenons, pour un a < Q:
ClE C C8?, donc I D S, par conséquent, d'aprés (7), L= S* Donc:
St E et CE sont des ensembles (A), I est mesurable B ().

4. E étaunt le noyau du systéme | F, ! et p un point donné (apparte-
nant a I£ ou non), désignons (pour & << Q) par R*(p) 'ensemble de
tous les nombres r de R, tels que

p e I
D’aprés (4), nous aurons évidemment
(20) Re(p) DRE(p)  pour 2 < 3.

Or, les ensembles R*(p) sont au plus dénombrables (comme sous-
ensembles de R) : il résulte donc de (20) I'existence (pour tout point p
donné) d’un plus petit indice & = w(p) < Q, tel que

(21) RE(p) =R¥*1(p).

(') M. Sousui, loc. cit. — N. Lusix et W. Siereinski, Sur quelques propriétés
des ensembles (A) (Bulletin de U’ Académie des Sciences de Cracovie, 1918,
p. 42 ; théoréme de Souslin).
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Soit 7 un nombre de R**'(p) : on a donc p ¢ F¥*'; donc, d’aprés (2)
(pour & = u. + 1), il existe un nombre r, < r de R, tel que p < F¥;
donc, d’aprés (21) aussi, p ¢ F¥*', ce qui donne, d’aprés (2) (pour
a=u+ 2), p<l’¥** Donc R appartient & R**(p). On a ainsi
Re+'(p) CR¥+*(p); donc, d’aprés (20), R¥*'(p) = R***(p). D’aprés

(3) et (20), on en déduit sans peine par 'induction transfinie que
(22) R*(p) = R¥(p) pour &l = p(p).

Posons, pour « < Q,
(23) ST (FE—F);

ce seront évidemment des ensembles mesurables B.

Si p ¢ T, on a, pour un nombre » de R, p ¢ F}et pnon ¢ F2*'; donc
R*(p) £ R*+'(p), ce qui donne, d’aprés (22), « < (p).

Or, soit p un point tel que w(p) >« : on a donc, d’aprés la défini-
tion de l'indice u.(p), R*(p) # R*'(p) ct il existe, d’aprés (20), un
nombre r de R, tel que p ¢ F} et pnon < I'}*'; done, d’aprés (23),
p T

Nous avons donc démontré que

(24) '|‘2_—:E[p(1))>a] pour tout ot < 2
II

{E [W (p)] désignant I'ensemble de tous les points p de espace con-
4

sidécé satisfaisant a la condition W (p) :

Soit p un point de IS tel que w(p)Sa. D'apres (7), nous avons
¥ C 8%, donc p ¢ S*; or, d’aprés (24), p non ¢ T%; done p ¢ S*— T=.

Or, soit p ¢ S* — T*: nous avons douc p non ¢ T*; donce, d’aprés (24),
w(p)Sa; d'aprés (22), nous avons done

(23) RB(p) =R*(p) pour 3~ a.

Or, puisque p ¢ S%, il existe, d'aprés (5), un nombre » de R, tel que
p < F#; donc, d’aprés (25), nous avons p ¢ F? pour BZa; donc p e S%
pour BZa; donc [d'aprés (6)] pour tout §<<Q, ce qui donne,
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d’aprés (7), p ¢ E. Nous avons ainsi

(26) st— =B F[p(p)ia]  (poura<).
]l

Puisque pour toul point p on a u(p) < Q, on déduit, de (26), tout
de suite la formmule

(27) 2= (8% 1),
x< )

Les formules () et (27) prouvent que fout ensemble (A) est un.
produil ct ausst une somme de R, ensembles mesurables B.

#. De la définition du noyaun E du systéme | I¥, | résulte immédiate-
ment (jue pour qu'un point p apparlienne a E, il faut et il suffit que
'cnsemble R°(p) ne soit pas bien ordonn¢ (si on I'ordonne d’aprés la
grandeur croissanle des nombres rationuels qui le constituent).

Soil p un point de CE. L'ensemble R°(p) est donc bien ordonné ou
vide : soit a son type ordinal. (Nous considérons l'ensemble vide
comme un ensemble bien ordonné du type o0.) Si R"(p) esl vide, nous
avons ¢videmment p(p) = o. Or, supposons que & > o et soient

(28) Pa< <y << <l (<o)

les nombres de R constituant R°(p), rangés d’aprés leurs grandeurs.
Soit A un nombre ordinal donné quelconque : nous prouverons que
I’ensemble R*(p) coincide avec 'ensemble H* de tous les nombres

re, ou Aif<a.
Légalité

(29) RM(p) = H?

est vraie pour A = o : supposons qu’elle est vraie pour tous les nombres
ordinaux A < .

Soient 8 un nombre de premiére espéce, r un nombre de R¥{p).
D’apris (20), r est donc un nombre de R*(p), donc un terme de la
suite {28), soit =17y, ol 0S¥ <« Nous avons donc peF?¥ et,
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d’aprés (2): pe 2 F#-'4 il existe donc dans R un nombre § < 1%, tel
p<ry

que p ¢ ¥4, donc p ¢ R*-'(p), ce qui prouve que r; n’est pas lc pre-

mier ¢lément de R*~'(p) qui est, par hypothése, 75_, [puisque (29)

est vrai pour A=0—1|. Or, d’aprés (20), 7; est un nombre

de RP-'(p) : nous avons donc 2> 8 — 1, c'est-a-dire £2 3. Donc

(30) Ré(p) < 1B,

Or, soit 7; un nombre de HP : nous avons donc r:>r4_,. De
I'hypothése que (29) est vrai pour A =3 — 1 résulte donc que /g,
et 7> ry_, appartiennent & R*-*(p), donc p ¢ F"' etpe F? ', ce qui

donne, d’aprés (2), pe F2, c’est-a-dire r; ¢ RP(p). On a donc HP- RE(p);
donc, d’aprés (30), Rf‘(p) = H8.

"Soicnt maintenant 3 un nombre de seconde espéce, - un nombre
de Re(p) Comme plus haut, nous trouvons r =r¢, olt 054 < 2. S'il
était £ < 8, on aurait (3 étant de seconde espéce) £ + 1 < 8. La fox-
mule (29) étant, par hypothése, vraie pour A<§, donc pour A =%~+1,
on en déduit que 7 n'appartient pas & H*' = R*'(p); donc, d’aprés
(20), non plus & R¥(p), contrairement a I’hypothése. Nous avons
donc £2 f, donc (d’aprés £ < «) r; appartient & HE. On a donc Uinclu-
sion (30).

Or, soit r; un nombre de H* : on a donc BSZ <<« et, par suite, la
formule (29) étant, par hypothése, vraie pour A < 3, r; appartient &
tous les ensembles R?(p) pour A < 8; donc p<F’; pour A < B, ce qui
donne, d’aprés (3), p¢ F?, done 7;¢ RB(p). On a donc HP< RE(p);
donc, d’aprés (30), RB([)) = HP.

L’égalité (29) est ainsi démontrée par Pinduction transfinie pour
tout nomble ordinal 4. Il ¢n résulte que les ensembles R*(p) (0 SASa)
sont distincts (formant une suite décroissante d’ensembles) et que les
ensembles R*(p) sont vides pour AZ«. On a donc p.(p) = a.

Nous avons ainsi démontré que st p ¢ CE, R*(p) est un cnsemble
bien ordonné du type u.(p).

Soit maintenant IZ un ensemble (A) dont le complémentaire CIE est
aussi un ensemble (A). Nous avons démontré plus haut qu’il existe
dans ce cas un nombre ordinal « << Q, tel que E = S°.
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. Or, soit p un point de CE. 5'il était w(p) > «, on aurait, d’aprés
(24), pe T*, donc, a plus forte raison p ¢ S*, puisque, d’aprés (23)
et (3), ona T*< S Or, c’est impossible, puisque S*=L et p est un
point de CE.

Nous avons donc démontré que si I et CE sont des ensembles (:\),
il existe un nombre ordinal « < Q, tel qu’on a u(p)sa pour tout
point p de CE.

Ce résultat nous permettra de construire un ensemble (A) dontle
complémentaire n’est pas un ensemble (A).

6. Soit
(3|) 'y Ty Iy

une suite infinie, formée de tous les nombres (différents) de l'en-
semble R. Soient 2 un nombre réel de I'intervalle (o, 1),

(32) 2 = (Cyy €1 CaC3...)

son développement dyadique fini ou infini.

Soit 7 un nombre donné de R : c’est donc un nombre de la suite (31)
et nous avons 7= r,, ol n est un nombre naturel donné. Désignons
par I, I'ensemble de tous les nombres réels « de l'intervalle (o, 1),
tels qu’on a dans le développement (32) (ou dans un au moins de deux
développements dyadiques du nombre x s'il y en a) : ¢,=1. Les
ensembles F, sont ainsi définis pour tout nombre 7 de R et I'on voit
sans peine qu'ils sont tous fermés (puisque F, est une somme de
2" intervalles fermés). Soit E le noyau du systéme { I,/ (*).

Soit o un nombre transfini << Q. Les sous-ensembles de R,
ordonnés d’aprés la grandeur des nombres qu’ils contiennent, pouvant,
comme l’on sait, représenter tous les types ordinaux dénombrables, il
existe un sous-ensemble de R du type «, soit

(33) Fmy Ty Tmy

(*) On voit sans peine que E est le méme ensemble qui a été défini dans
Pintroduction.
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Posons

1 1 i
\L‘:;"T‘-I—F;-F;E-i—.,
ce sera, comme on le voit sans peine, un nombre de 'intervalle (o, 1)
ayant un développement dyadique unique [puisque 1'ensemble (33),
ordonné d’aprés la grandeur de nombres qu'il contient, est bien
ordonné du type aZw]. Il résulte de la définition des ensembles F,
qu’on a x ¢ F, pour tout nombre 1 de la suite (33) et réciproquement.
Donc I'ensemble (33) coincide avec I'ensemble R(x), et 'on a

p(x) = o

o pouvant étre un nombre transfini quelconque < Q, nous en
concluons qu'il n’existe aucun nombre ordinal a<<Q, tel qu'on
ait u.(x)Sa« pour tout point x de CE, ce qui entraine, comme nous
I'avons démontré plus haut, que CE n’est pas un ensemble (A).

Nous avons ainsi un cxemple effectif d’un ensemble (A) dont le
complémentaire n’est pas un ensemble (A).

7. Nous prouverons maintenant que loul ensemble (A)de M. Souslin
est un ensemble (A) dans notre sens.

Soit donc L, un ensemble (A) de M. Souslin, noyau du systéme
déterminant S{3, , !, oud, . sontdesensembles fermés (cor-
respondant aux systémes linis de nombres naturels n,, n,, ..., n,) et
ou I'on a toujours

o N o
(‘)A) On,.n:.....n;.nk“C Ongyngy..iings

Donc p est un point de ’ensemble E, dans ce cas, et seulement dans ce
cas, s'll existe une suile infinie de nombres naturels

(35) _ Ry, RNy, Ny,
telle que
(36) pE 6::‘,11,....,::,. pour k=1,2,3, ...,

Soit N I'ensemble de tous les systémes finis de nombres natu-
Journ. de Math., tome I1. — Fasc. 1, 1923. 9
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‘rels (n, n,, ..., n,), ordonné de sorte qu’on ait

(B7) (myy ey ooy Mgy p) R (g Ry oo ) <

(Mg Ray ooy Mgy W13 gy oo oy RELY)

(pour tous les nombres naturels &, Let n,, ny, ... 1),
On voit sans peine que le type d’ordre de 'ensemble N esL le méme
) 1] ’ ) .
que de l'ensemble R (ordonné d’aprés la grandeur croissante des
nombres 7:); il existe donc une application de I'ensemble N sur R qui
conserve I’ordre relatif des éléments homologues (*). Soit 5, ,. ., le
- nombre de R qui correspond dans cette application au systéme

(g Rgy ooy ).

Nous déterminerons maintenant un systéme | I,.| comme il suit.
Soit 7 un nomhre donné de R : le nombre r détermine donc un
systéme (n,, nq, ..., n;)de N, tel que » =3, , . Nous poserons

2 PR _a
(08) l‘"’— Fpn,,n.:.‘...nk = Ouyinyy e

Soit [ le noyau du systéme | F,.| : nous prouverons que E = E,.
Soit p un point de E, et soit (35) une suite infinic de nombres
naturels pour laquelle subsiste la formule (36). D’aprés (37) nous
avons
(nyy Ray vovy Mgy ) XNy, Ray coey 1) pourk=1,2,3, ...;
donc
Pyt eeey ey < Phig .ot (A=1,2,3,...).

D’aprés (36) et (38), nous voyons donc que
Ty = Qny.n,.... ng (k=la 2y ...)
est une suite inlinie décroissante de nombres de R, tellc que

PeFr,, (k=1,3,3,...),

ce qui prouve que p est un point du noyau E du systéme | F,|. Il est
donc démontré que E, < E.

(') Une telle application pourrait étre sans peine définie effectivement.
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Or, soit p un point de F, et soit
(39) n>r>ry>...
une suite infinie décroissante de nombres de R, telle que

(40) _ pel,, (f=1,2,3,...).

D’aprés (37), on a
(<R (2)<3)<...,
donc
Pi'(Pg*Ps*-- .

or, (1, Ny ..., 1) étant un systéme donné quelconque de N, on a

(Ryy gy vouy )< (0 4+ 1),
donc
\on,,n, ..... ny < Pu\+l )

il existe donc des indices m tels que g, >r,. Soit m, le plus petit
indice tel que p,, dépasse un terme de la suite (39) : on voit sans peine
qu’on aura, pour un indice u, :

(40) Pt < Pj << Om,  pouryZu,

(pm - devant étre remplacé par o, si m, =1).
D’aprés (37), nous avons

(my— 1) < (g, 1) = (1, 2) <o < (1),
donc
lom,—l< Pm.,l< Pln,.2< Cee < Pm"

Il résulte sans peine de (37) que pour tout nombre r=o, , . .
de R, situé entre p,, _, et 3, ,onan, =m,, doncr<g, ,.-

Donc, d'aprés (41), il existe un plus petit indice m, tel que S,
dépasse un terme de la suite (39). Nous aurons donc, pour un
indice w, :

k

By, my—t < r; < Pmy,my pour I _> e
En considérant la suile

Oy, pamt < Pyt < Ot yomg, 2 < o v o << Oy, sy
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on arrive de méme aux indices m, et ., tels que
B g, 1riy—1 < ry << Pmymym. pour / z 3y

et ainsi de suile. On obtient ainsi une suite infinie de nombres natu-
rels m,, m,, m,, ..., telle que

Pm.. e Mg, p—1 < "j < Pnl, ,,,,, "y pour ; _>; Hln

en particulier,
: (42) Py, oon, mp_y, m—1 < "pk< Pm,....,nu y
7., comme un nombre de R, peut é&tre écrit sous la forme

roy == lOn{f‘n{}',...,n‘f."k

et, d’aprés (42) et (37), nous trouvons

nh = my, nk =m,, . nf = my;

d’apres (40), (38) et (34), nous trouvons donc

p¢ FPm.,m.‘....mk: 6“’1.1::-.--.-""lk (/" =1, 2. 3, .. °):

ce qui prouve que p appartient & E,. Nous avons ainsi EC E,.
Lesrelations E, c Eet K< E,nousdonnentE,=E.  ¢.q.r.p.
Tout ensemble mesurable B est un ensemble (A) de M. Souslin :

donc tout ensemble mesurable B est .un ensemble (A) dans notre

sens. Il en résulte que si E est un ensemble mesurable B, E et CI
sont des ensembles (A). Clest la réciproque du théoréme que nous
avans démontré plus haut.

Par conséquent, 'ensemble I que nous avons construit plus haut
et dont le complémentaire CE n’est pas un ensemble (A), n’est
pas mesurable B. On a ainsi un exemple effectif d’un ensemble non
mesurable B.

8. Nous allons maintenant démontrer que tout ensemble (A) jourt
de la propriété de Baire.
Soit I’ un ensemble parfait donné. Nous dirons qu'un ensemble M
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estsur P de premiére catégorie au point p (appartenanta P ounon),
s'il existe une sphére S entourant p et telle que I'ensemble PMS est de
premiére catégorie sur P; s’il n’exisle pas une telle sphére, nous dirons
que M est sur P de deuxiéme calégorie aa point p.

Soit M,=M,+ M,+ M, +... I'enscmble-somme d’une infinité
dénombrable d’ensembles M, et désignons par N, (h=o0,1,2,...)
'ensemble de tous les points p de P en lesquels M, est de premiére
calégorie sur P. On prouve sans peine que I’ensemble

K =(P—N,)N,\,N;. ..
est non dense sur P.

Soient maintenant E un ensemble (A) donné, noyau du systéme
S=F,!, P un ensemble parfait donné, tel que E est de deuxiéme
catégorie sur P en tout point de 1.

¢ étant un nombre donné de R, désignons par S, le systéme qu'on
obtient de S en remplacant tout ensemble I, ol 72 g, par un ensemble
vide. Désignons par E, le noyau du systéme S, : on vérifie sans peine
la formule :

(43) E :Z FE,

ainsi que la formule

(4%) E,:EFP Fo  (pour re¢R).
p<r

Iy Pyy .., Ty étant une saite inie décroissante quelconque de nombres
de R, désignons par N, , ,, I'ensemble de tous les points de P en
lesquels I'ensemble I¥, I, I, E, estsur P de premiére catégorie et
posons

*

@) =%+ X [(P—N,.P o) L] Moo p],

_ e< e

le produit ]] s'étendant & tous les nombres r de R, le produit I[ a
” plr

»

tous les nombres o < r; de R, et la sommation E a toutes les suites

finies décroissantes r,, 7,, ..., rx (£ variable) de nombres de R.
N
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L'ensemble E étant, par I'hypothése, de deuxiéme calégorie sur P
‘en tout point de P, "ensemble N de points de P en lesquels E est sur I’
de premiére catégorie, est vide, donc P — N = P. Il résulte donc,
comme nous savons, de (43) et de la définition des ensembles N,, que

I’ensemble II N, est non dense sur P.

Soit r,, r,, ..., ry une suite finie décroissante donnée de nombres

de R. D’aprés (44) nous avons

> N 1~
= 2. F, B,

p<r

donc
B oy B B=
p<rk

F.F., F.FE,,

d’oliil résulte, comme nous savons (d’apres la définitionde N, .
que ’ensemble

...I'L..l’l)?

(I) - N)',. Pay ooy 1'1) ] I Nl',, Pay e PR G
p<lr
*

est non dense sur P. L.a somme 2 contenant une infinité dénombrable

de termes, il résulte de (45) que I'ensemble H est de premiére caté-
gorie sur P,
Or, nous prouverons que

(46) P_TCE.
Soit p un point de I" — H. Nous avons donc
(47) pnon ¢ H;
donc, d'aprés (45), pnon ¢ II N,; il existe donc un nombre r, de Ik

1]

tel que

(48) pnon ¢ N,..

Or, il résulte de (47) et (45), d'aprésla définition de la somme ¥«
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que

puon € (P—N, ) ll N
. f;<."|
ce qui donne, d’apres (48),

pooon e ll N

<l
Il existe donc un nombre r, < r, de R, tel que
(49) pnon € N, .

De méme, il résulte de (47) el (45) que

pnoue (P—N, ,.) ll ) PR

o

r.

’ott 'on déduit, d’aprés (49), Uexislence d'un nombre r, < r, de R,
tel que
pnon € N, .,

Ao

n raisonnant ainsi de suite, on arrive a une suite infinie décrois-

sanle de nombresdec R, r, >r, >, > ..., lelle que

(50) pnon e N, .. pour A=1,2,3, ....

Il s’ensuit de la définition de U'ensemble N, , . et de (50) que
Pensemble I, ', F, 15, n'est pas de premicve catégorie sur P au
point p. Ll en résulle que p est un point d’accumulation de l'en-
semble ', ¥, I, E_, donc, & plus forte raison, de I'ensemble IF,, :
ce dernier élant fermé, il en résulte que p ¢ I¥,,. Nous avens donc
prouvé lexistence d’une suite infinie décroissante r,>r,> ... de
nombres de R, telle que

pel, (h=1, 2,3, ...).

Il en résulte que p appartient au noyan E du systéme |F,!. La for-
mule (46) est ainsi établie. Il en résulte que P — E < H; donc, H étant

de premiére catégorie sur P, que P-—FK est de premiére catégorie
sur P.
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Nous avons donc démontré que si E est un ensemble (A)et P un
ensemble parfait en tout point duquel E estde deuxiéme catégoriesur P,
P —E est de premiére catégorie sur P. Cela prouve que tout
ensemble (A) satisfait 4 la condition de Baire. Par conséquent, la
Sfonction caractéristique d’un ensemble (A) est continue sur loul
ensemble parfait quand on néglige les ensembles de premiére cate-
gorie par rapport & cel ensemble parfait, donc satisfait a la condi-
tion de Baire, fournie par le théoréme XVI du Mémoire de
M. Lebesgue : Sur les fonctions représentables analytiguement.

La fonction caractéristique de I'’ensemble (A) non mesurable B,
défini plus haut, nous fournit donc un cxemple effectif d’unc fonc-
tion non représentable analytiguement et cependant satisfaisant &
la condition de Baire.



