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JOURNAL 
DE 

MATHEMATIQUES 
PUltES ET APPLIQUÉES. 

Suglt ideali priniavu as soin ti tn un corpo algcbrico ; 

Ρκκ Luigi MAKCH1. 
(Fisc.) 

I. Sia defmito un corpo algebrico /i(0) di grado mediante un 
sao numéro interô generatore 0, radice di un' equazione irriducibile 

(Λ) ,ί\Λ') — ·<·'" ~+~ -+- Gî-Ï" 2-+·...-f-a„—o
y 

con primo eoefliciente a
0

— i, e gli altri razionali interi. 
Un qualunque ideale A del corpo conliene iniiniti nuineri razionali 

(interi), tutti mullipli del più piccolo di essi, e fra quesli numeri vi è 
sempre la norma ΝΑ dell' idéale. Diremo che Tideale A è primario 
assolulo (' ), quando Ν A coïncide col più piccolo numéro raziônale 

(') lu générale si dice primario un ideale fpiaudo nessun numéro naturale 
divide tulti i suoi numeri. Se NA è il più piceolo ra/.ionale in A, l'ideale è cer-
tamente primario; ma non sussiste la propriété inversa, salvo nel caso dei corpi 
quadratic!, ove qualunque ideale primario è anche assoluto. 

Journ. de Math. (S* série), loine V. — Faso. 1, 19.··.·. I 



2 LUIGI BIAKGHI. 

in A. Osserviamo subilo che, f« a gli ideali primarii assoluti, si trovano 
tulti gli ideali primi'P di primo grado, perché allora ÎSP = ρ dove ρ 
è il numéro primo naturale coordinato a P, ed è al tempo sles?o il più 
piccolo numéro razionale in P. Si vedrà poi (n° 5) che ogni ideale 
primario assoluto, decoinposlo in ideali primi, dà luogo a soli ideali 
primi di primo g» ado. 

In questa nota vogliamo ricercare gli ideali primarii assoluti A 
di k(0), la cui norma eguagliu un inlero positivo lissalo m 

NA = MÎ. 

Per questa, come per tutte le ricerche che concernono la costru-
zione di idc ili in £(Q ), è essenziale ricorrere aile cosianfi di compost-
zione di una base intern minima del corpo 

( i) [ (ύι, COj, . . . , CO,ι 

siccliè ogni altro intcro ω di A*(0) si oltiene, in modo univoco, dalla 
form ο la 

( 3) (o fly coj -t- Λ3Co» Λ„ω„. 

dove i coeflicienti Λ, sono raz'onali inlcri. In particolare si pongono 

sotto la forma (2) gli n ^n^~ ^ prodolli ω
ι
·ω

Α
 di due elementi qua-

lunque (diversi od eguali) délia base (i),'e noi scriveremo le eorris-
pondenli formole cosl 

(1) CO/CO*. — V · 

Quesli n■ 'n + ^ numeri razionali interi γ1/^ si diranno appunto le 

costanli di composizione della base (i)('). 
In generale, assegnala la base (0, per trovare un qualunque 

, (l) Osservo qui inci'lentalinente clie le costanli y** si possono oppprtuna-

menle indicare coi simboli a tre indici j | di GhristoflVI nella leoria delle 

forme diiferenziali quadiatiche, per la ragione seguente. Esisle, nel'o spazio 
Eue tide ο S„ a n dimension*!, un conveniente siatema di coordinate curvilinee 
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ideale Λ di norma data 
NA = m, 

se ne cercherà una base 
[α,, α„ . . .. α„], 

che si potrà esprimere sotto la fcirma ridolla 

l <xx — ax ω„ 
1 α2 — ffj, ω! -t- ω». 

(3) · ÎCj ̂  f/3t Ci)· -+- flfg» Wj 4- (73 (O3· 

α« — a
Λ

ι ω, -4- a,>»<*)■> -h ... -1- o
nj

,_i w
w

_
t
 ·+· o

n
(û„. 

1 coefiicienti ah aik dclla soslituzione lincare a destra sono tutti 
intcii razionali; quelli a

n
 a

a
, a

n
 délia diagonale principale posi-

livi, con prodolto eguale alla norma assegnata 

(4) o
x
 a*. . 

mentre i secondarii in ciascuna colonna nella im& per csempio 

(5) «i+ut <*i+2,ή · ... a
nJ

 — λ—1), 

(M,, «j, .... w,
t
), per le quali il dsi dello spazio S„ 

f/52 = 2 f),k ( u ) du( duk 

ha una tale forma che i simboli a Ire iudici |
 1

^ j risultano cos tan ti, precisa-

mente = y$.. Se cou .r,. a\
M
 x

n
 indichiamo coor.linate Carles'ane in S„, 

ciascuna di queste soddisfa al aisteuia, completumeiile inlegrabile, di equuzioni 
aile derivaie parziuli 

d*x ^ ( ik ) dx âx 

Oltre la χ — cost, se ne hanno subito le allre η soluzioni indipendenti 

x
r = "1+ ω3Γ1 «*+· · ·-+-ωηη "η ( r = ι, 2, ..., η ) 

dove [ω'^, ωί/'1, ..., ω),'1] sono le η basi degli η corpi coniugati. P«.l Jacobiano 
Ι(Λ?Ι, .r2, .... x

lt
) si lia subito 

I (J?,, x*, .. ., x
n

) = x{ xt .. . x
n Λ»). 

dove D è il numéro fondamentale del corpo, e questo Jacobiano è in effetto ^£0. 
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possono surrogarsi ciascuno con un qualunque numéro congruo 
(rnoda,). Se questi coefficienli soddisfeianno aile condizioni peiché 
[a

n
a

a
, ..., χ,,] sia TeiTettiva base di un ideale, questo sarà perfetla-

mente delerminato dai valori scelti per a,, a3 a
in

 e dai minimi resti 
positivi (moda

t
) dei numeri (5). 

La base (i) del corpo puo variarsi in infinili modi, assoggettandola 
ad una arbilraria sostituzione aritmclica unimodularc. Per lo scopo 
nostro conviene sceglieila (come sempre è possibile) in guisa cbe fra 
in numeri deila base (i) figuri il n° 1, e sia per esempiç ω, = ι. In tal 
caso, nelle fonnole (I) quelle costanli di composizione γ'^ΐ ebe hanno 
k = ι (o,i = i) presentano i valori 

ι -/!■ ■ —ο 1)0r / ζή /, (6) 
( y'/! =1 i>er * = '· 

Con questa scella [ι, to
2

, ω
;1

, ..., ω„| della base, nello schema dei 
coefficienti della (3) 

(7, Ο Ο ... Ο 
. . , (7η (t., Ο ... Ο 

.... 
"«Ι "η2 · · * · "Η 

il primo elenienlo «, in diagonale dà il minimo numéro razionale con-
tenuto nelP ideale e gli al tri a.,, a

3
, ..., a

n
 sono tutti divisoii di 

2. Scelta la base in quest1 ultimo modo più semplice (co, = i), 
vogliasi costruire un ideale primario assoluto A, con ΝΑ — m. Per 
quanlo ora si è detto, dovremo avere nello schema (7) α

Ί
 = m, indi 

per.la (4) 
a* =r a-i —.. . = a„ — 1, 

e tutti gli elemenli secondarii nella 2% 3% (n — i)ma colonna, 
ridotti modi, potranno rendersi = o. Sciiveremo lo schema sollo la 
forma 

m ο ο ... ο 
— ξ2 ι ο ... ο 
— ij 11 ι ... ο > 
.... 
— ο ο ... ι 
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dove ξ
2>

 ξ3, ..., ξ
η
 saranno numeri razionali interi presi (modm). La 

base dell' ideale A avrà pertanto la forma 

(8) Α— [//ι, ω
2

— ω
3
 — ω„ — |, 

e saranno ora da ricercare le condizioni necessarie e sufficienti, a cui 
debbono soddisfare gli η — ι numeri incogniti 

^î« 4 3» · · · « 

affinchè il modulo (8) sia un elTettivo ideale. Per questo occorre e 
basta che ciascuno degli η elementi della base (8), moltiplicato per 
un qualunque co

/M dia un numéro del modulo (8), cioè si ponga sotto 
la forma 

l: = n l = n 

essendo x
n

convenient! numeri razionali interi, che scri-
viamo anclie 

(9) ^ t, .C/ -4-^ .r/f.y. 

Pel moltiplieatore ω, = ι questo non implica condizione alcuna, e 
mèdesimamente pei prodolli 

m ω/, = m lk+ m ( ω*. — £*■), 

onde bastera esprimere che ogni prodotlo 

(ω,·—'£,·) αΓ/. per /,£ = ·.?, 3 // 

deve porsi sotto la forma (9). 
Ma, per le formole (I) di composizione, abbiamo 

(y)f V,— 

e nel confronto colla espressione (9), essendo ω, = 1, ω
2

, ..., ω„ indi-
pendenti, dobbiamo eguagliare i coefficient! correspondent! di cia-



6 LUIGI ΒΙΑΝC111. 

spuna Ω, dalle due parti (/ = i, 2, ..., Λ); questo ci dà le relazioni 

iizioni per 

^'"viî * '>er (/>a). 
·**=$*· — Hi ( I =:k) 

Se nella prima di queste sostituiamo per a?
a

, &·
3
, .Λ;„ i valori dati 

dalle ultime, rimangono, quali condizioni per le incognite ξ
2>

 ξ
3
, , ξ„, 

le seguenli congruenze quadraliche rispetlo al modulo m 

(10) ç/ÇA- s -+-2 Ϋα· ;*· (,n0(1 ) 

{ί, />· = 5, ;i w). 

5. Da questa semplice analisi è già lecito inlanlo concludere : 

Affinchè esistano ideàli primant assoluli A con ΝΑ = m, è neces-
sario e sufficiente che, nella η— ι incognite 

i») £;ii · · · > irf» 

ammetla soluzioni il sislema delle (n ' ̂ n congruenze quadra-

liche (10). Esisteranno land di. questi ideali A q uante soluzioni 
incongrue avrà il sislema (10), c per ogni soluzione si avrà 
dalla (8) il cor ris pondent e idéale A espresso per la sua base. 

Di qui, senza ancora entrare nella discussione del sislema (10) vedi 
numeri segmenti), pos.damo subilo dedurre alcune conseguenze note-
voli. 

Sia A un ideale primario assoluto con NA = m, e siano ξ2, ξ3,..., ξ
η 

i correspond en ti valori delle ξ, che soddbferanno aile (n>). Prendiamo 
un qualunque divisore puro m, di /«, sia 1 </>? ,< m. I medesimi 
valori per ξ2> ···> ?» soddisferanno, a fortiori, le (10) scritte ris-
pelto al modulo m\, e quindi sarà 

Λ1 = [ m ι, ω
2
— ξ„ ω

3
—ξ

3
 ω

/#
 — | 
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un altro ideale primario assoluto, che avrà 

NAt = m,. 

I numeri délia base (8) di A sono tutti contenuli in A,, gli ullimi 
η — ι come comuni, il primo m. come multîplo di /»,; dunque A è 
contenulo in A

t
, ossia divisibile per A,. Ma ora se 

m — mx 

per la ragione stessa anche l'ideale 

Aâ=[m2, —ξ2. . . ., ω„—ξ,,.] 

è primario assoluto ed è divisore di A. Precisamente dimostriamo che 
si ha 

A = A1A„ 

osservando in primo luogo che i due ideali a sinistra e a destra hanno 
egual norma 

ΝΑ — m, Ν ( A [ A 2
 ) — Ν A ( ISA., = m j . 

In secondo luogo poi il prodotto A, Aa
 è genera to dagli η* numeri 

/n,M4j:=:/n, W|(tO,-·/), 2
 (to; — >,·), (ω/— ξ/)(ωΑ· ξ*)» 

che sono tutti contenuli in A, ed è per ciô A, A2 di visibile per A ; ma, 
avendo la stessa norma, coincide con Α. 

Applicaudo ripctulamente queslo risultato, si vede che in gé-
nérale : 

S.e la norma m de If ideale primario assoluto 

A — [ in, to2 — û2, . . ·, to/i — i„ ) 

si. scinde, in un qualunque niodo) nelprodotlo di r fatlori ^ 

m = m ι/ii .^. . . in,., 

corris ponde nleme nie Γ ideale A si puô scindere nel prodotto de gli 
r ideali primarii assoluti. A,, Aa, A,., di rispellive norme m,, 
/w2, m,. 

A — A, A»... A,·, 
dove 

A,·— to2 — £2t . . . , to/i ■ tu]. 
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ïn parlicolare, se si scinde m nei suoi fattori pritui diversi p
n 

/>
2
, . ·., p„ colla formol» 

m=pf' p$¡.../) 

si ha immedialamente l'ideale À decomposto in ideali prinii di primo 
grado 

Ι'( — [ pfi Ws — ta t .... COfl ç
M

 J ( i — I 1 3 > r · > ι A' ) 

colla formola corrispondente 

A =P*t|«·.... .ρ*.. 

Gosi è confermata Tasserzione al n° 1. 

-4. i risultati ora ottenuti, rispetto alla decomposizione di un ideale 
primario assoluto nelprodotlo di al tri délia stessa specie, possono in 
certo modo invertirsi, sotto la condiziorie che appare dall1 enuncialo 
seguente : 

Se più ideali primarii assoluti hattno le norme prime fra loro 
due a due, anche il loro prodotlo è un ideale primario assoluto. 

Basterà dimostrare la proprietà per due tali ideali 

A,= [m,, ω« — ta
l , ο>3 — ···« — 4« ], 

Α 2 — £ U1 ■», Μ* «2 1 CiV| - - i ·( , .... MII 4// J ' 

le cui norme m,, μ
λ
 si suppongano prime Ira loro. Qui ($

s
l , ξ:,11,ξ;") 

indica una soluzione delle congruenze (io), scrille rispello al mo-
dulo m

n
 e similmente (ξ/ , ..., ξ),*1) una soluzione delle medesimc 

congruenze (ίο) rispetto al modulo //#
a

. Ma allora, esscndo /??,, m., 
primi fra loro, possiamo determinare η — ι allri numeri ξ*, ξ

;η
 ..., 

che soddislîno aile congruenze simultanée 

ΞΞΞ 1 ( mod m , ), 41·2> ( mod ///â ) 

(ί = a, 3, .... n); 

e allora quesli numeri soddisferanno aile medesime congruenze (ίο) 
rispetto a ciascuno dei moduli ηιη «i

a e per ciô anche rispetto al loro 
minimo multiplo comune m = /M, M*. Per quanto si è visto sopra, il 
prodotto A, A

a
 è Tideale primario assoluto 

A = [»J,M
S
-Ξ„

 MJT
—T

W
]. e.. D. «. 
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Del resto la proprietà era segnalata discende da questa piu géné-

rale : 

Se A,, A
s
 sono due ideali qualunque, contenenti rispetlimmenle 

come minimi numeri razionali i numeri mi9
 m.

i} primi fra loro, ncIT 
ideale prodotto A,Aa il minimo numéro razionale contenuto è il 
prodollo m

{
m«. 

Intanto M
(
M

2
 è certamente contenuto in A,A

2
; d'altra parle, il 

minimo numéro razionale m contenuto in A è contenuto tanto in A, 
clie in A

2
, indi multiplo di m, e di ///

2
, per cio anche .del loro pro-

dotto. 

!>. Si è visto che l'esistenza di ideali primariiassoluti nel corpo /ï(0), 
con norma assegnata = m, è subordinata alla risolubilitù del sistema 
di congruenze (10) (modm) nelle η — ι incognite ξ

2
, ξ

:η
 ..., ξ„. Si 

vedrà ora che, sottouna condizione la quale verrà subito spccificala, il 
sistema (10) pud sostituirsi con una sola congruenza di grado η in una 
sola incognita ξ, e quesla c semplicemente la /(ζ) = ο (mod m), che 
risulta dall'equazione fondamentale (A) cangiandola in congruenza 
(mod//#). * 

Prima pero ci conviene scrivere le (10) sotto una forma più simme-
trica, che viene suggerita del confronto colle formole (I) di composi-
zione. Oltre ai numeri ξ

2
, ξ

;
,, .ξ

η
s'introduca un //,uo numéro ξ,, e 

in corrispondenza ad ω,~ι, facciamo 

ς, rr: ι (mod ///). 

Gosi le (10) potranno scriversi per tutti i valori 1,2, ..., η degli 
indici /, k sotlo la forma 

(Ρ) (mod m) 

(i, />· = !, ..., n), 

e queste risultano dalle (I) riducendole a congruenze (mod///), col 
sostituire agli interi algebrici o)f i numeri interi razionali ξ,·. 

Siccome ξ,ΞΙ (mod///), le congruenze (1*) aggiunte aile (10) 
(quelle con iok = 1) sono identité, a causa delle formole (6). 

Journ. de Math. (8° série), tome V. — Fasc. T, igaa. 2 
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Si osservi ancora chc pure avendo fatlo uso, nella deduzione 
delle (Γ) dalle (I), délia base speciahcon^o, = i, la relazione indicata 
vale comunque eangiando la base [ω,, ω

Η
] con una sostitu-

zione nrilmelic-a unimodularc, quando la stessa soslituzione si operi 
sopra ξ,, ξ

5
, ..., ξ

η
. 

Per una qualunque base [ω,, ω
3

, ..., ω„], affinchè esislano ideali 
priniarii assoluti di norma = />?,,.è necessario ehe il sisleiua di eon-
gruenze quadratiche (1*) annnella soluzioni (ξ,, ξ

2
, ..., ξ

Μ
) non tu!te 

nulle (mod m). 
Ed ora, per ridurre il sistema (P ) ad una sola congruenza, ricorre-

remo alla nozione di indice C del numéro generatore 0 (Dcdekind). 
Queslo indice C è il numéro razionalc inlero 

\(i)ìy to«, 

dover/('0) indica il discriminante del numéro 0 e D il numéro fonda-
mentale del eorpo. 

Ciô premesso, noi faremo l'ipolesi che : 

La norma m dcll* ideale primario assofuto A da coslrnirsi sia un 
numéro primo colC indice Ç di 0. 

Il, numéro slcsso C si présenta anche, sollo altra forma, corne 
modulo délia sosliluzione lineare che esprime i numeri 

ι, 0, 0-\ 0"-', 

formant! la base dell1 ordine ο auello di numei i 11(0) per la base 
[ω,, to

a
, ..., ω„|. Scriviaiuo questa sosliluzione 

' ι =C|| Wj + Cu (Û,+ ...+ C|„ w,n 

\0 — Cji co ι -f~ Cja H- CjW &)w, 
(ιι) \ 0i — ω, -+- cS2 (t).>-4-...c:tw (i)n, 

. . . . . 
\ 0" 1 — -I- . .. h c„ 

dove i coefiicienli cik
 sono razionali inlei i. 

Il déterminante |C
<A

|, che c diverso da zero per l'irriducihiliiù 
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délia (A), si puo supporre positivo ('), ed eguaglia appunto l'indice G 
(M numéro 0 

1 λ· i, /,, / 

β. Per semplidcare le deduzioni seguenli, supponiamo, corne 
al n° 1, che la base sia scella con ω, = ι, onde inlanto pei coefficient! 
délia prima orizzontalc nelle (it) avremo 

(is) t'u —i, t-'ι·»= .. · — Cui — o. 

Osserviamo clie, conosciuti i coefficienti 

^*SÎ» · · ' ) CJH 

délia seconda orizzontale, quelli delle rimanenti si esprimeran.no per 
quesli e per le costanti di composizione in modo perfetlamentc 
determinato. Cosi per quelli délia terza orizzontale, avendosi 

= 2 cîku),,. = ^ y\'l c3ici/t M/, 

risulta 

C3/=2 CîÎ Cik ' 
si m il m en te 

«*/=2 y® ···· 

Conviene poi osservare clie al quadro (u) possiauio aggiungere 
una (η -+■ i)mn orizzontale 

Ο" z=z ι, 4- ο
/ί4

.1)2ω2 4-· · · + <-'/<+!,/< ω/<> 

ed a causa délia idenlilà/(0) = o, avremo
 t

 , 

03) a,· 4-... + a
a
C\j— o 

(t = i, a, ..a). 

Ora al posto delle η — ι incognite ξ3, ξ
;1

, ...·, coll' aggjunta al 
solito di ξ,ΞΞπ (mod/w), introduciamo la nuova incognita 

ξ = c.,, ξι4- ξο4-.. .4- c.vi 'in (mod m), 

(l) Basla, in caso contrario, cangiare di segno una del Ιο ω,·. 
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e di questa formiamo le successive potenze, tenendo conto delle for-
mole (I*) e delle osservazioni precedenti. Ne dedurremo le con-
gruenze corrîspondenti aile formole (ι ι) : -

I 1 ^ c
ll4t

 C
I2 £2 + · · · "+■ c\n til 

J Ξ ΞΞ C
2L

 -+- C
22

 ΞΑ + . ■ · ■+■ Kn 
(Ό ( ï = ca, c8âïâ4-...M-f5„;„ (mod m), 

. . . . 
I ζ" 1 = ^nl ζΐ S ~t~ · · · ^nn\n 

le quali si ottengono dalle (ι i) come le (1*) dalle (I) e cioè conver-
tendole iu congruenze (modm) col sostituire allé le ξ, ('). 

Costruendo ancora ξ", avremo 

c«-n,i|i + c«+i,2^2-t-· · · +(mod οι), 

dopo di clie dalle identità (i3) risulla : 

L'incognito, ξ deve essere rcidice délia congrucnza 

(ΑΊ /(ξ) = ξΛΗ-βιξΛ~Ι-+-αίξ*~8 + .· .-Η<ϊ
Λ
Ιιξ + α„Ξ:ο (mod m), 

che si forma dali' equazione fondamentale (A) cangiando questa 
in congrucnza (mod m). 

Non puo dunque esistere alcun ideale primario assolulo di 
norma = m, se non ha radici la congruenza (A*) ; e questo vale anche 
se m non è primo con C, poichè dell' ulteriore ipotesi non si è fin qui 
fatto uso. Ma supponendola ora soddisfatta, mostriamo corne si 
inverte il risultato precedente, e la condizione trovata necessaria 
risulta anche sufficiente. 

7. Risolvendo il sistema delle η equazioni lineari (n), rispetto ad 
ωη o>a, ω

Λ
, otteniamo 

(B) C(0A-=CIK-F- C-ILC® "4-· · · 4-
 1 (/,· —1,2, 

avendo indicato con C,* il complemento algebrico dell' elemento cik 
nel déterminante C. 

(!) La prima delle (ii*) è identica, a causa delle (12) e di ξι ξι (mod m). 
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Ε similmente dalle corrispondenti congruenze (n*) avremo risol-

vendo 

(B*)
 r

:= -+-. ·. + 0Λ)4·ξ"—1 (mod//<) (A = I,2, 

Siccome C è primo col modulo m, queste fissano i valori di 
ξ,, ξ

2
, ..., ξ,j appena fissato quello di ξ. Di piu, in riguardo alia ξη 

siccome dalle (12) [ô anche dalle (B)] segue 

Cn=rC, CJU = C3i =.. . — (i„i = O, 

e la (B*) per/1 = ι dà 

C(£i—Ι)ΞΟ (mod//*)» 

da cui ξ, = ι (mod m). 
Ora è facile dimostrare che, se ξ è una radice della congruenza 

/(ξ)~ο (mod m), 

le cosi calcolate univocamente dalle (B*), verranno a soddisfare 
aile congruenze quadratiche (I*). ' 

Difatti, siccome le formole di composizione (I) sono conseguenze 
delle (B) e dell' essere 0 radice di/(0) = o, cosi pure dalle (B*) e dal 
fatto che ξ soddisfa alla /($)p==o(modm) discendono ora le con-
gruenze quadratiche (I*). 

Abbiaino dunque : 

Se il numéro m è primo colV indice G del numéro 0, esistono nel 
corpo /τ(0) lanli ideali primarii assoluli colla norma = m, quanle 
radici diverse (incongrue) possiede la congruenza 

/(ξ)Ξ=·ο (mod m); 

e per ciascuna laie radice ξ, si ha Videale A corrispondente espresso 
per la sua base colla formola 

('4) A :=[///·, wa-— 

dove i numeri ξ
3
,...,ξ

η
 si calcolano univocamente (mod m) dalle 

congruenze (B*). 

Si puô anche individuare l'ideale A, invece che per la base, per due 
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suoi numeri di cuî sia il massimo comun divisorc. Dalle formole 

θ = c\it 4- C.i3 ω2 4-.. · 4- Cj„ o>„ 
(mod m), 

ξ :_ξ c'jj 4- c'jaws 4-. . · 4- C 

sollraendo ri su lia 

0 — ξ ~ <///f· 4- Cj2( coj — ξ2) 4- ciH (ω
/{
 ξ

/4
) 

con q intero razionale,e per la (i4) queslo è un numéro dell' idoale A. 
Ora dimostriamo : 

Uidéale A è il massimo comun divisore dot duc numeri m, 0— £, 
ο esprimendo in simboli, 

Λ = (/w, θ — ξ). 

Per questo dovremo provare che i due ideali A e (m, 0 — ξ) si cou-
tengono l'un l'allro. Che il secondo sia contenuto nel primo è évi-
dente, perché vi sono conienuti i due numeri generatori m, 0— ξ. In 
secondo luogo dalle (Β), (B*), sollraendo, abbiamo 

[Qi Ci Q'i l -» l Ί 

dove η è un numéro razionale inlero, e a désira il moltiplicalore 
di 0 — ξ è un intero p. di λ(0), onde dalla l'ortnola 

— 4-ρ(0 —ξ) 

risulla che 0(ω* — ξΑ) è un numéro dell' ideale (w?., 0 — ξ). Siccome 
poi C è primo con m

t
 possiamo pivndere due interi razionali /, u lali 

che sia 
C t = ι 4- m a, 

e nell' ideale {m, G — ξ) sarà pure contenuto il numéro 

C t ( ω a- — £k) = ω a — |/,· 4- // ( ω A· — 4/.· ) > 
quindianche 

ω* — ξλ· = C t ( ω A· — ξ* ) — « ( ω A·— ξ* ) w* 

come differenza di due numeri dell' ideale. 
Dunque tutti gli n numeri délia base (i/j) di A si trovano nell1 

ideale (m, 0 — ξ) ed A stesso è contenuto in (w«, 0 — ξ), e si conclude 
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appunto 
A = (m, 0 — ξ). 

8. Secondo i risultati al n° 3, gli elementi coi quali si compongono 
gli ideaK primarii assoluti sono esclusivamente gli ideali primi di 
primo grado. Si sa che : 

In ogni corpo algebrico esislono infinili ideali primi di primo 
grado. 

La proposizîone si stabilisée in générale col sussidio dell* aritmetica 
analitica ('). Qui vogliano dimoslrarla, almeno in un caso particolare 
ma assai esteso, corne si vedrà, con mezzi puramente aritmetici. Il 
caso che vogliamo trattarc è il seguente : supponiamo che a numéro 
generatore del corpo A (0) possa scegliersi uri unilà. Tale circos-
tanza si veriiica sempre, in particolare, quando fra gli η corpi coniu-
gati 

/,·('), /-(S), /,·<"> 

uno almeno è reale. Questo dériva dal teorema fondamentale di 
Dirichlet per l'esistenza delle unità, come segue. Attribuiamo il corpo 
reale k al primo gruppo A del teorema di Dirichlet, e tutti i rimanenti 
al secondo gruppo B. Ksiste in /r(0), pel teorema ricordato, un' 
unità i il cni modulo è>i, mentre tutti i moduli deiconiugati (appar-
tenenli al gruppo B) sono invece < ι. In quesle condizioni, il numéro ε 
non pun eguagliare aleuno dei suoi coniugati, ed è quindi di grado η 
(primitivo), ossia un numéro generatore del corpo come si voleva. 

Scelto dunque a numéro generatore 0 del corpo un' unilà, avendosi 
Λ0=±:ι, il valore assoluto dell' ultimo codliciente a

u
, nelK equa-

zione fondamentale (A), sarà = i, scriviamo 

( 15) f{x) = -r" + rtj.-r'1-1 + Î?OÎÏ:"~!+ ... 4- α„_,.r ± ι. 

Ora din ostriamo : 

Scelto un qualunque numéro razionale inlero (positivo) p., si puo 
trovare un numéro primo p, che non divida p., e pel quale la con-
grue nza /(ξ) == ο (tnodρ) sia solubile. 

(') V' WHUIÎK, Lehrbuch iter Algebra, 11E AuU.ige, II·'' Bd. § ΙΊ)7, S° 727. 
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Pongasi nella (i5) per χ un intero arbitrario multiplo di p. 

χ — ημ (q inlero arbitrario). 

11 numéro intero che ne risulta 

( 16) Ν = f(qp)z=qnpn-{-a{ qn"ιμ"-1 + ... + α„_ ι q ;ι ± ι 

sarà diverso da zero [per la irriducibilità délia /(a?)], e diverso anche 
da ± i, se pure escludiamo per q quegli eventuali valori (in numéro 
ii ni to) che rendessero /(^p) = ± ι. Cosi il numéro Ν avrà almeno 
un divisore primo p1 che non dividerà p, risultando dalla (16) 

Ν =ξ± t (modμ), 

e per questo numéro primo ρ la congruenza 

(17) /(ξ) ξ o (mod/)) 

avrà almeno la radiee ξ = qa. e. η. a. 
In questo risultato poniamo ρ = C, cssendo G l'indice di 0, e la (17) 

avrà una radice ξ, mentre il modulo ρ è primo con C. A questa 
radice ξ corrisponderà (n° 7) un ideale Ρ primo e di primo grado, 
divisore di ρ (NP =/>). Ma ora si vede subito che di quesli numeri 
primi ρ, che non dividono G e pei quali è solubile la congruenza (17), 
se ne dànno inliniti. E difatti, per quanti di tali numeri primi si sicno-
già trovati, diciamo 

Pli Pil Pn 

se nel teorema dimostralo poniamo 

μ=:Cp^p,.. 

ne troveremo uno nuovo ρ, che non divide G ed è diverso da 
Pu Pn <")P>' L'infinità degli ideali primi di primo grado in /c(Q) 
risulta cosi manifesta. 

9. Terminiamo la présente Nota colla ricerca del caratlere qua-
dratico di un qualunque intero ω del corpo Α (θ) rispettQ ad un ideale 
primo Ρ di primo grado che non entra in ω, e nemmeno nel numéro 
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primo 2 ('). Col simbolo di Dirichlet indichiamo l'unita positiva 

0 negativa, secondo die ω è residuo quadratico 0 non residuo (modP), 
cioè secondo che è solubile, ovvero insolubile la congruenza 

(18) · χ"1 ω (modΡ). 

Dimostriamo che il calcolo del simbolo si riduce a quellodiun 

simbolo di Legendre dove ρ e il numéro primo (dispari) norma 
di P. P 

INel caso attualc NP = ρ formano già un sistema completo di resti 
(mod P)iy; numeri razionali 

ο, I, 2,' ..., ρ — r, 

poichè un numéro razionale r che sia εξ ο (mod Ρ) è necessariamente 
multiple del più piccolo ρ, cioè è anche r εξ ο (mod ρ). Per esaminare 
se la congruenza(i8) è solubile, si puo già supporre ω sostituito col 
numéro razionale ο (mod/?), a cui ω è congruo (modΡ), ed anche 
pel valore dell' incognita χ si pud assumeré un numéro razionale ξ. 

Secondo le osservazioni superiori, la congruenza (18) équivale cosi 
perfettamente all' altra di aritmetica razionale 

£*==/· ( mod/>) ; 

ne segue : Se r è un numéro razionale (non dwisibile per ρ) si ha 

» * « > <d 

Cid premesso, sia dato un qualunque intero ω in A(0) 

0) = Λ | +«/'a c«)o + .. · + It η 

e prendiamo la base di Ρ sotlo la forma del n° 5 

Ρ — ω2 — ί2, ..., ζ»]· 

Per calcolare basterà determinare il numéro razionale 

(') Se Ρ divide 2, qualunque intero ω è suo residuo quadralico. 

Journ. de Math. (S« série), tome \\ ^- Fasc. I, 192a. 3 
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/•Ξω (ιιιοιΙ Ρ), cd applicare quindi la (19). Ora, dovendosi avere 

h\ -+- Λΐωΐ +...+ Λ/40ι>η — r H- P<*'\ "+■ (r,)i— · · · -+- (ωη
— ζη)χηι 

dove λ·,, A'
a>
 ..., χ

η
 sono inleri razionali, ne deduciamo 

/#g, it'3 — Ajj . . Wn— Λ„, 
indi 

/' = /f 1 + Agis + -+■···+ hn-.u· 

Cosi resta stabilità la forniola 

(■>0) ι ρ j = ( ■— -y 

che effettua la riduzione del simbolo ad un simbolo di Legendrc. 

Nel easo del oorpo quadratico di Gauss A'{\J— 1), quando per Ρ si 
assuma un fatlore primo complesso - del numéro primo (mod4), 
la (20) divenla una ben nota Ibrmola di Diricblet. 


