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Sugli idealt primarii assolutt (n un corpo algebrico ;

Per I,ium BIANCHI.

(Lisey)

.

L. Siadefinito un corpo algebrico A(0) di grado n, mediante un
s10 numero intero generatore 0, vadice di un’ equazione irriducibile

() f@y= a4+ a e et T4 ay=,

con prime coefficiente @, = 1, e gli altri razionali interi.

Un qualunque ideale A del corpo contiene infiniti numeri razionali
(1uteri), tutti multipli del pit piccolo di essi, e fra questi numeri vi &
sempre la norma NA dell’ ideale. Diremo che lideale A & primario
assoluto (), quando NA coincide col pil piccolo numero rvazionale

(") 1n generale si dice primario un ideale quando nessun numeto naturale >1
divide tulli i suoi numeri. Se NA ¢ il pit piccolo razionale in A, Videale & cer-
tamenle primario; ma non sussiste la proprietd inversa, salvo nel caso dei corpi
quadratici, ove qualunque ideale primario & anche assoluto.

Journ. de Math. (8¢ sévic). tome V. — Fasc. 1, 1gaa,



2 LUIGI BIANCHI.

in A. Osserviamo subito che. fra gli ideali primarii assoluti, si trovano
tutti gli ideali primi’P di primo grado, perché allora NP = p dove p
& il numero primo naturale coordinato a P, ed ¢é al tempo stesto il pi
piccolo numero razionale in I’. Si vedra poi (n° 3) che ogni ideale
prunano assoluto, decomposto in ideali primi, dd luogo a eoll ideali
primu di primo grado.

In questa nota vogliamo ricercare gli ideali primarii assoluti A
di k(0), la cui norma eguaglia un intero positivo lissato m

NA = m.

~

Per questa, come per tutte le ricerche che concernono la costru-
zione di ideali in £(0), & essenziale ricorrere alle costanti di composi-
sione di una base'intera minima del corpo

‘ (l) [wl)‘wiv sy wn]\

sicché ogni altro mtcro o di A(0)si ollnene in modo univoco, dalla
tox‘mola

(2) . W= 0w+ Aaws ...+ lywy,.

dove i coeflicienti 4; sono razonali interi. In particolare si pongono

cn(n—+1)

sotto la forma (2) gli prodotti w;m, di due elementi qua-

lun ue (diversi od eguali) della base (1), e not scriveremo le corris-
o] ’
pondenu formole cosi

l=n
() S,

I:l

Yn+4)
Questi =" numeri razionali interi v} si diranno appunto le

costanti di composrznone della base (1) ().
In generale, assegnata la base (1), per trovare un gqualungue

. (') Osservo quiincidentalinente che le costanti y7p si possono opportuna-
menle indicare col simboli a tre mdtc:z ! % di Ghristoffel nella teoria delle

forme differenziali quadratiche, per la ragione seguente. Esiste, nel'o spazio
Euclideo S a 2 dimensioni, un conveniente sistema di coordinate curvilinee

~
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ideale A di norma data
NA=m,
se ne cercherd una base

[“h .17 AR xn]x v

~

che si potra esprimere sotto la forma ridotta

% =a; W,
Oy = @ay W 4 Ay Wy,

(3) © &y TT g W = @y Wy A3 W3e

........................

Ay = Q)+ Apay .o Qpp—y W -1+ Ay

1 coeflicienti @;, a; della sostituzione lincare a destra sono tutti
interl razionali; quelli @,, a,, ..., a, della diagonale principale posi-
tict, con prodotto eguale alla norma assegnata

(4 ' A Q. A== m,
mentre i secondarii in ciascuna colonna nella /™ per csempio

(5) Ay Qiaagis e Qg (i:‘—‘" 20 "'—I))

(1, g, ... w,), per le quali il dst dello spazio S,

Cdst= 3 bl w)du; duy

_ . TSN I J N . .
ha una tale forma che i simboli a tre indici ; ! z visullano costanti, precisa-

mente =7(4/A) Se con @y, &4y +.., Tpinlichinmo coorldinate Cartes'ane in S,,
ciascuna di queste soddisfa al sistema, completamente integrabile, di equazioni
alle devivate parziali '

) dire

Qu; Quy ~ sl
t

itk dx dx
— —
) Jdu; ()ll[.»
Oltre la 2 = cost. se ne hanno subito le altre a soluzioni indipendenti

&= {1+ O k0l ey (r=1,2, ..., n)

dove [w{”, @i, ..., @] sono le n basi degli » corpi coniugati. P Jacobiano
I(@y. @4, ....a,) si ha subito

I(2y, &ay ..., Tp) =21 %y ... 2, \/(T)-j-,

dove D ¢ il numero fondamentale del corpo, e questo Jucobiano & in effetto Zo.
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possono surrogarsi ciascuno con un qualunque numero congruo
(moda;). Se questi coeflicienti soddisferanno alle condizioni perché
{2y, 25, .y %,] sia Pelfettiva base di un ideale, questo sard perfetla-
mente determinato dai valori scelti per a,, a,. ..., a,, ¢ dai minimi resti
positivi (moda;) dei numeri (5). ‘

La basc (1) del corpo puo variarsi in infiniti modi, assoggettandola
ad una arbitraria sostituzione aritmetica unimodulare. er lo scopo
nostro conviene sceglierla (come sempre ¢ possibile) in guisa che fra
in numeri della base (1) figuri il n° 1, e sia per esempig v, =1. In tal
caso, nelle formole (I) quelle costanti di composizione ¥} che hanno
k=1 (0, =1) presentano i valori

; j yii=o per i

) = per (=1

Con questa scelta 1, ©,, v, ..., w,] della base, nello schema dei
coefficienti della (3)

a, (V] (4] 3]
. A,y da 1] [§]
(7)

My e« oo @y

il primo elemento «, in diagonale da il minimo numero razionale con-
tenuto nell’ ideale ¢ gli altei a,, ay, ..., @, sono tutli divisori di a,.

2. Scelta la base in quest’ ultimo modo pin semplice (w,=1),
vogliast costruire un ideale primario assoluto A, con NA = m. Per
quanto ora si ¢ detto, dovremo avere nello schema (7) @, = m, indi

perla (4)

' = 0y==...=q,=1,

e tutti gl elementi secondarii nella 2, 3%, ..., (n —1)™ colonna,
vidotti mod 1, potranno rendersi = o. Sctiveremo lo schema solto la
forma

m o 0
% ! o
—E o0 o |
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dove &,, &;, ..., &, saranno numeri razionali interi presi (modm). La

base dell’ ideale A avra pertanto la forma
(8) A=[m, 03—, 03—, ..., 0,— 5],

e saranno ora da ricercare le condizioni necessarie e sufficienti, a cul
debbono soddisfare gli » — 1 numeri incogniti

S2s &3y s Iy

affinché il modulo (8) sia un elfettivo ideale. Per questo occorre e
basta che ciascuno degli » elementi della base (8), moltiplicato per
un qualunque ®,, dia un numero del modulo (8), cioé si-ponga sotto
la forma

{=n
) Wl -
may 4+ }d (y— ) 2,

=2

essendo .t,, &y, ..., £, cOnvenienti numeri razionali interi, che scri-
viamo anche

l:=n l=n

. NS -

(0) . m., —~> &ty A= E &€y,
=] 12

Pel moltiplicatore w, = 1 questo non implica condizione alcuna, ¢
médesimamente pei prodolti

moy=ms;+ m(wr— ),
onde bastera esprimere che ogni prodotto
(wp—32) 65 per f,h=2,3. ..., 0

deve porsi sotto la forma (9g).
Ma, per le formole (1) di composizione, abbiamo

l=n
: . W\ \ ™
(;— ;,‘)&)kzz y‘,i 0y — ity
=1

e nel confronto colla espressione (g), essendo v, =1, w,, ..., v, indi-
pendenti, dobbiamo eguagliare i coefficienti corrispondenti di cia-
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scuna w, dalle due parti ({ =1, 2, .... n); questo ci da le relazioni

I=n
%l
ma =¥ Ex+ ik
=2 :
* per 1=k
) Tz,
—& (I=k)
Se nella prima di queste sostituiamo per 2, &;, ..., &, 1 valori dati
dalle ultime, rimangono, quali condizioni per le incognite £,,%,, ..., k,,
le seguenti congruenze quadratiche rispetto al modulo m

l=n

(10) k= Yok +2 v Sk {mod m)
=2

A

(6, h=12,3.....n0).

3. Da questa semplice analisi & gia lecito intanto concludere :

Affinché esistano ideali primarii assoluti A con NA = m, é neces-
sario e sufficiente che, nelle n— « incognite

S

2 E.:h cenn Qi

. . . R~—1)Nn .
ammella solusiont il sistema delle -(-———)—l— congruense quadra-

tiche (10). Esisteranno tanti di questi ideali A quante soluzioni
incongrue aera il sistema (10), ¢ per ogni solusione st acra
dalla (8) tl corrispondente ideale A espresso per la sua base.

Di qui, senza ancora entrare nella discussione del sistema (10) vedi
numeri segmenti), possiamo subito dedurre alcune conseguenze note-
voli.

Sia A un ideale primario assoluto con NA = m, e siano £,,&,, ..., &,
i corrispondenti valori delle &, che soddisferanno alle (10). Prendiamo
un qualunque divisore puro m, di m, sia 1< m,<m. | medesimi
valori per &, &, ..., &, soddisferanno, @ fortiori, le (10) scritte ris-
petto al modulo m,, e quindi sara

- - -
"\l = [’nl\ Wy &9y W3 — Eav v v W, — &y |
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~

un altro ideale primario assoluto, che avra
NA = m,.

I nameri della base (8) di A sono tutti contenuti in A, gli ultimi
n—1 come comuni, il primo m. come multiplo di m,; dunque A é
conlenulo in A,, ossia divisibile per A,. Ma ora se

m == Ny m,,

per la ragione stessa anche l'ideale

Ay=[my, 02—8& oy w,—E,]

& primario assoluto ed ¢ divisore di A, Precisamente dimostriamo che

st ha
A= A A,

osservando in primo luogo che i-due ideali a sinistra e a destra hanno

egual norma
NA = m, N(A A = NA| NA, = m m,.

In secondo luogo poi il prodotto A, A., ¢ generato dagli #* numeri
mpngz=m, o= 340, oma(ep—5), (0= §) (wr—Ek),

che sono tutti contenuli in A, ed & per cio A, A, divisibile per A ; ma,
avendo la stessa norma, coincide con A.

Applicando ripetutamente questo risultato, si vede che in ge-
nerale :

Se la norma m dell’ ideale primario assoluto

A={m, w3y ..oy wy—E,)

st scinde, in un qualunque modo, nel prodotto di r fattori ~

M= M.,

corrispondentemente U'ideale A si pud scindere nel prodotto degli
rideali primarit assoluti A, A,, ..., A,, di rispettive norme m,,
my, ..., m,
A=AA,.. A,
dove
A=y, we—Eay .oy ) — &,
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In particolare, se si scinde m nei suoi fattori primi diversi p,,
Pas -++s Py, colla formola
' m=p{ps. .. P

si ha immediatamente I'ideale A decomposto in ideali primi di primo
grado .
Pi=[pnws—Es o ovioy—234] (E=1,2 ..y 8)

colla formola corrispondente
A =P3 Py, P,
Cosi & confermata 'asserzione al n° 1.
4. Lrisultali ora ottenuti, vispetio alla decomposizione di un ideale
primario assoluto nel prodotto di altri della stessa specie, possono in

certo modo invertirsi, sotto la condizione che appare dall’ enunciato
seguente :

Se pie ideali primarit assoluti hanno le norme prime fra loro
dué a due, anche il loro prodotto ¢ un ideale primario assoluto.

Basterd dimostrare la proprieta per due tali ideali

"\I: ['"Ia mE_E.\ul“) Oyy — S:ll‘) ARR wll_zul“i\
Az [y, g — 23, ag- - 250 Lo ey — 52,
- . . . . r
le cui norme m , e, si suppongano prime fraloro. Qui (3, , 5", ..., E)

indica una soluzione delle congruenze (10), scritle rispeito al mo-
dulo m,, e similmente (5!, ..., &) una soluzione delle medesime
congruenze (10) rispetto al modulo me,. Ma allora, essendo m, m,
primi fra loro, possiamo determinare n—1 altri numeri L3N0 S
che soddisfino alle congruenze simultance

==Y (modmy), o I (mod my)

(f=2,3, ....0n)
e allora questi numeri soddisferanno alle medesime congruenze (10)
rispetto a ciascuno dei moduli m,, m, e per cié anche risprtto al loro
minimo multiplo comune m = m, m,. Per quanto si & visto sopra, il
prodotto A A, & l'ideale primario assoluto

A=[m, wg—E& .o y—Eg ] ¢, D. 0.
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Del resto la proprietd ora segnalata discende da questa pi gene-
rale :

Se Ay, A, sono due ideali qualunque, contenenti rispettivamente
come minimi numeri razionali { numers m,, m,, primi fra loro, nell’
ideale prodotto A A, il minimo numero rasionale contenuto ¢ il
prodotto m m,.

Intanto 72, m, & certamente contenuto in A, A,; d’altra parte, il
minimo numero razionale 7 contenuto in A é contenuto tanto in A,
che in A,, indi multiplo di m, e di m,, per cié anche del loro pro-
dotto.

8. Si évisto che U'esistenza diideali primarii assoluti nel corpo £(0),
coh norma assegnata = m, & subordinata alla risolubilita del sistema
di congruenze (10) (modm) nelle n — 1 incognite &, &, ..., &, Si
vedra ora che, sotto una condizione la quale verra subito specificata, il
sistema (10) pud sostituirsi con una sola congruenza di grado » in una
sola incognita &, e questa ¢ semplicemente la f(¥)=o0(mod m), che
risulta dall’ equazione fondamentale (A) cangiandola in congruenza
(mod m). -

Prima pero ci conviene scrivere le (10) sotto una forma piti simme-
trica, che viene suggerita del confronto colle formole (I) di composi-
zione. Oltre ai numeri &,, &,, ..., &, s'introduca un »™° numero §%,, e
in corrispondenza ad w,==1, facciamo

g (mod m).

Cosi le (10) potranno scriversi per tutti i valori 1, 2, ..., n degli
indici 7, & sotto la forma

I=n
() : 2‘ yA E,  (modm)
Ca=
(, h=1,2, ..., n),
e queste risultano dalle (I) riducendole a congruenze (mod m), col
sostituire agli interi algebrici w; i numeri interi razionali ;.
Siccome & ,==1 (mod m), le congruenze (I*) aggiunte alle (10)
(quelle con 7ok = 1) sono identitd, a causa delle formole (6).

Journ. de Math. (8° série), tome V. — Fasc. T, 1g922. 2
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Si osservi ancora chc pure avendo [atto uso, nella deduzione

delle (1') dalle (I), della base specialz con @, = 1, la relazione indicata
vale comunque cangiando la base [w,, ®,, ..., »,] con una sostitu-

zione arnmellca ummodulare, qu'mdo la stessa soslituzione si open
sopra £y, By .y Eue |

Per una qualunque base [w,, w,, ..., w,], affinché esistano ideali
primarii assoluti di norma = m, & necessario che il sistema di con-
gruenze quadratiche (1') ammmelta soluzioni (.,, 4y «+ey Ey) DOD tulie
nulle (mod m).

Ed ora, per ridurre il sistema (1*) ad una sola congruenza, ricorre-
remo alla nozione di indice C del numero generatore 0 (Dedekind).
Questo indice C ¢ il numero razionale intero

o /T
C—\/T)—')

dove d(0) indica il discriminante del numero 0 e D il numero fonda-
mentale del corpo.
Cio premesso, noi faremo l'ipolesi che :

La norma m dell ideale primario assoluto A da costruirsi sia un
numero primo coll’ indice G di 0.

Il numero stesso C si presenta anche, sotlo altra form.l, come
modulo della'sostiluzione lineare che esprime i numeri

i, 6, 6, ..., 0""‘,

formanti la base dell’ ordine o anello di numeri H(O) per la basc
[(o,, Wy ovey Lo,,| Scriviano questa soslituzione

Iy ==C) &) + Cjy Wy-+... 0y, 0,
\ ] == Cy Wyt Cag Wyt ... Cyy Wy,
(11) V0 =gy Wy Cya Wat A Cap OV

( O V== ey o0y -1 Cpatig= o €y Oy,
dove i coefficienli ¢, sono razionali interi.
Il determinante |Cyl, che ¢ diverso da zero per lirriducibilitd
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della (A), si puo supporre positivo ('), ed eguaglia appunto l'indice G
deél numero 0 )
C=]eul

6. Per semplificave le deduzioni seguenli, supponiamo, come
al n® 4, che la base sia scelta con w, =1, onde intanto pei coeflicienti
della prima orizzontale nelle (11) avremo

(13) Cy=1, Cla=C3==. .. = €y, = 0.
Osserviamo che, conosciuti 1 coefficienti
Cay Cipy +vvy Can

della seconda orizzontale, quelli delle rimanenti si esprimeranno per
questi e per le costanti di composizione ¥}, in modo perfetlamente
determinato. Cosi per quelli della terza orizzontale, avendosi

N\ N\ BN
9‘=‘\/_‘ c‘.’iwi> Caj w/.-:z 7 Cai Cax 011y

. i k N .
visulta

'
Ca/:z ViR Car Cars
. . ‘k
similmente

o
c‘,:z 7 egican,
ik

Conviene poi osservare che al quadro (11) possiamo aggiungere
una (n + 1)™ orizzontale .

on = Cpag 1O+ CpgaWy o o v 3= Cpgg,n Wy
v

ed a causa della identith £(0) = o, avremo

(‘3) Cavl i+ Qi Cp i+ QCpy it o+ Al ;=0

(i=1,2, .., n)

Ora al posto delle » — 1 incognite &, &,, ..., §,, coll' aggiunta al
solito di &,==1(mod m), introduciamo la nuova incognita

E=cyéitenbt. ey (mod m),

(') Basla, in caso contrario, cangiare di segno una delle o).
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e di questa formiamo le successive potenze tenendo conto delle for-
mole (I*) e delle osservazioni precedenti. Ne dedurremo le con-
gruenze corrispondenti alle formole (11) :

1 .__—Ec“‘gl-k bt otk
E =mepbitcpbat. s
(11%) B omeniitenht.otoyd,  (modm),

. R R R R I R R R S SR AT ST B IS A

En l_ CmEr*' cn”E!"’" cee cnn&..n

le quali si ottengono dalle (11) come le (1*) dalle (1) e cioé conver-
tendole in congruenze (mod 1) col sostituire alle w; le & (').
Costruendo ancora £*, avremo

E"=cpar, b1+ c,&,‘gig H oot Cowrynbn (mod m),
dopo di che dalle identitd (13) risulta :
L'incogrita § deve essere radice della congruensa
(A") fE)=&"+afr '+ a2+, .+ a, E+a,=0  (modm),

che si forma dall’ equazione fondameniale (A) cangiando questa
tn congruensa (mod m).

Non pué dunque esistere alcun ideale primario assoluto di
norma = m, se non ha radici la congruenza (A*); e questo vale anche
se m non & primo con C, poiché dell’ ulteriore ipotesi non si & fin qul
fatto uso. Ma supponendola ora soddisfatta, mostriamo come si
inverte il risultato precedente, e la condizione trovata necessaria
risulta anche sufficiente.

7. Risolvendo il sistema delle n equazioni lineari (11), rispetto ad
©,, O,y .0ty ©,, olteniamo

(B) Cup=Crg+ Copf 4. .- Cprs0m=1  (h=1,2, ..., n),

avendo indicato con Cy il complemento algebrico dell’ elemento ¢;
nel determinante C.

(') La prima delle (11*) é 1dentica, a causa delle (12) e di &, =1 (mod m).
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E similmente dalle corrispondenti congruenze (11*) avremo risol-
vendo

(BY) Cé=Cu+Cué+...4+Cp 8t (mod m) (h=1,2, ..., n).

. Siccome C & primo col modulo m, queste fissano i valori di
g, &4 ..., &, appena fissato quello di §. Di piy, in riguardo alla &,, -
siccome dalle (12) [0 anche dalle (B)] segue

Cu=C, Cy=Cy=...=Cn=o0,
ela(B*) per kh=1da
CE—1)=o0  (modm),
da cui §,=1 (mod m).
Ora ¢ facile dimostrare che, se § ¢ una radice della congruenza
C f®=0  (modm),

le &, cosi calcolate univocamente dalle (B*), verranno a soddisfare
alle congruenze quadratiche (I*). ‘
Difatti, siccome le formole di composizione (I) sono conseguenze
delle (B) e dell’ essere 0 radice di £(8) = o, cosi pure dalle (B*) e dal
fatto che § soddisfa alla f(£)==0(modm) discendono ora le con-
gruenze quadratiche (1*).
Abbiamo dunque :

Se il numero m & primo coll’ indice C del numero 0, esistono nel
corpo k(9) tanti ideali primarii assoluti colla norma = m, quante
radici diverse (incongrue) possiede la congruensa

JE) =0  (modm);

e per ciascuna tale radice §, si ha l'ideale A corrispondente espresso
per la sua base colla formola

(I‘,') f\=[""‘ﬂ2°—5n ey (‘)n_iu])

dove i numeri %,,8,, ..., &, si calcolano univocamentc (mod n) dalle
congruense (B*).

Si puo anche individuare l'ideale A, invece che per la baée, per due
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.

suoi numeri di cui sia il massimo comun divisore. Dalle formole

N\
B =cy + Cagtig= ...~ Cqptiy

. . (mod m),
Er=cy ok enby +. o caba

sollraendo risulta
O0—E==gm—+cp(wy— &) + ...+ Can(wn—&n)

~ con g intero razionale, e per la (14) questo ¢ un numero dell’ideale A.
Ora dimostriamo :

L’ideale A ¢é il massimo comun dmso; e ded due numert m, 0—5,
o esprimendo in Slm/)()/l,

A=(m, 0--8).

Per questo dovremo provare che i due idcali A e (e, 0 — %) si con-
tengono .I'un l'altro. Che il secondo sia contenuto nel primo ¢ evi-
dente, perché vi sono contenuti i due numeri generatori m, 0 —%. In
secondo luogo dalle (B), (B*), sottraendo, abbiamo

, 0% — ;‘2 gV zn 3
Clop—E&) =qgm + [021.-4- Ca g—z "t G -——0-_—_——] (0 —23).

dove ¢ & un numero razionale intero, e a destra il moltiplicatore
di 0—& & un intero u di £(0), onde dalla formola

Clwr—is)=gm+p(0—E)

risulta che C(w; —&,) ¢ un numero dell’ ideale (m, 0 — £). Siccome
poi C & primo con m, possiamo prendere due interi razionali ¢, u tali
che sia '

Gt=1+mu,

.

e nell’ ideale (s, 0 — &) sard pure contenuto il numero

Ct(mp—Er) = wr—Er+ u(p— ) m,
quindi anche
wp— Ep=Ce(wg— &) — (04— Ex) m

come differenza di due numeri dell’ ideale.

Dunque tutti gli » numeri della base (1/|) di A si trovano nell’
ideale (m, 0 — &) ed A stesso & contenuto in (m, 0 — &), e si conclude
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appunto
A=(m, H—=0).
8. Secondo i risultati al n° 3, gli elementi coi quali si compongono
gli ideali primarii assoluti sono esclusivamente- gli ideali primi di
primo grado. Si sa che :

In ogni corpo algebrico esistono infiniti ideali primi di primo
grado.

La proposizione si stabilisce in gencrale col sussidio dell’ aritmetica
analitica (*). Qui vogliano dimostrarla, almeno in un caso particolare
ma assai csteso, come si vedrd, con mezzi puramente aritmetici. 1l
caso che vogliamo trattare & il seguente : supponiamo che a numero
generatore del corpo L(0) possa sceglierst un’ unita. Tale circos-
tanza si verifica sempre, in particolare, quando fra gli » corpi coniu-
gati _ :

AL I G I O3]

uno almeno & reale. Questo deriva dal teorema fondamentale di
Dirichlet per I'esistenza delle unita, come segue. Attribuiamo il corpo
reale / al primo gruppo A del teorema di Dirichlet, e tutti i rimanenti
al secondo gruppo B. Hsiste in k(0), pel teorema ricordato, un’
unité ¢ il cyi modulo & >1, mentre tutti i moduli dei coniugati (appar-
tenenti al gruppo B) sonoinvece < 1. In queste condizioni, il numero ¢
non puo eguagliare alcuno dei suoi coniugati, ed & quindi di grado »
(primitivo), ossia un numero generatore del corpo come si voleva.
Scelto dunque a numero gencratore 0 del corpo un’ unita, avendosi
N0 ===1, il valore assoluto dell’ ultimo coclficiente a,, nelt’ equa-
zione fondamentale (A), sarid = 1, scriviamo '

(15) Jlry=a"+a 2" '+ qy2" . a1,
Ora dir ostriamo :

Scelto un qualungue numero razionale intero (positivo) w., si puo
lrovare un numero primo p, che non divida p., e pel quale la con-
gruensa f(&)==o0 (mod p) sia solubile.

(") VU Weser, Lehrbuch der Algebra, e Auilage, Hee Bd, § 197, Se a5,
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Pongasi nella (15) per  un intero arbitrario multiplo di u.
#=qu (g intero arbitrario).
Il numero intero che ne risulta
(16) N=flgp)=q"®"+ag" gt angp

sara diverso da zero [per la irriducibilita della f(x)], e diverso anche
da =1, se pure escludiamo per ¢ quegli eventuali valori (in numero
finito) che rendessero f(qu)==1. Cosi il numero N avra almeno
un divisore primo p, che non dividera p., risultando dalla (16)

N== (mod w),
e per questo numero primo p la congruenza
(17) f(B)=o0  (modp)

avra almeno la radice & = qu. ©Cob. D

In questo risultato poniamo p. = G, essendo C l'indicedi 0, e la (17)
avra una radice £, mentre il modulo p & primo con C. A questa
radice £ corrisponderd (n° 7) un ideale P primo e di primo grado,
divisore di p (NP =p). Ma ora si vede subito che di quesli numeri
primi p, che non dividono C e pei quali & solubile la congruenza (17),
se ne danno infiniti. E difatti, per quanti di tali numeri primi si sicno-
gia trovati, diciamo

P Py e P

se nel teorema dimostrato poniamo
p=Cpip2e..pr

ne troveremo uno nuovo p, che non divide (G ed & diverso da
Pis Pay +ey pre L'infinita degli ideali pr1m1 di primo grado in k(0)
risulta cosi manifesta.

9. Terminiamo la presente Nota colla ricerca del carattere qua-
dratico di un qualunque intero « del corpo () rispetto ad un ideale
primo P di primo grado che non entra in v, ¢ nemmeno nel numero
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. . . . . [A) . . . .o . . ’
primo 2 (*). Col simbolo di Dirichlet l-r,-] indichiamo I'unita positiva
0 negativa, secondo che w ¢ residuo quadratico o non residuo (mod P’),
cioé secondo che & solubile, ovvero insolubile la congruenza

(18) . atziw (modP).

. . . . w] o .
Dimostriamo che il calcolo del simbolo [I—,’J siriduce a quello diun

simbolo di Legendre ('F), dove p ¢ il numero primo (dispari) norma
di P. .

Nel caso attuale NP = p formano gia un sistema completo di resti
(modP) 1 p numeri razionali

0, 1, 2y ..y, p—I,

poiché un numero razionale r che sia == o (mod P) & necessariaente
multiplo del pitt piccolo p, cioé & anche r-::0 (mod p). Per esaminare
se la congruenza(18) é solubile, si pud gia supporre © sostituito col
numero razionale 7= o (modp), a cui ® & congruo (modP), ed anche
pel valore dell’ incognita . si pué assumeré un numero razionale &.

Secondo le vsservazioni superiori, la congruenza (18) equivale cosi
perfettamente all’ altra di aritmetica razionale

§i==r (mod p);
ne segue: Se r ¢ un numero rasionale (non divisibile per p) si ha
’ r r
) [p]=()
Cio premesso, sia d_ato‘un qualunque intero ® in A(0)
=Ny gyt ... N0y,
e prendianio la base di P sotto la forma del w3

P=[p,wy—E. ...y wp— & ]

(] . . o
Per calcolare [13] basterd determinare il numero razionale

. (1) Se P divide 2, qualunque intero o € suo residuo quadratico,
. q q q
Journ. de Math. (8 série), tome V. == Fasc. I, 1922, 3

\

Y
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r=w(mod P), cd applicare quindi la (19). Ova, dovendosi avere
by hewy+ oo Doy =1+ pp 4 (09— Z) @y 4 (0 — E0) Zy
dove &y, &y, ...y &, SONO interi razionali, ne deduciamo
&y = lig, 3= hy, RN &p= hy,,
indi
r=hy i Myl oA Ny, 2.

Closi resta stabilita la formola

(30) '/4,+hgws-¥l—’...+/:,.mn:] — (/1.+ /ag'g.z-;. , ,_{_/,”E">,

n

) . .
F1 ad un simbolo di Legendre.

Nel caso del corpo quadratico di Gauss k(Y — 1), quando per P si
assuma un fattore primo complesso = del numero primo p==1(mod4),
la (20) diventa una ben nota formola di Dirichlet.

che effettua la riduzione del simbolo [



