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EQUATIONS DE LA GRAVITATION D EINSTEIN. 141

Sur les équations de la gravitation d’Finstein ;

Par E. CARTAN.

Les équations de la gravitation d’Einstein expriment les com-
posantes T, du tenseur-matiére au moyen des coordonnées z;
de Punivers (espace-temps), des coefficients g, de la forme diffé-
- rentielle quadratique fondamentale g, dz; dz, et de leurs dérivées
partielles des deux premiers ordres. Ces équations, d’aprés le prin-
cipe méme de relativité, doivent avoir une signification indépen-
dante du choix des coordonnées. Cela revient a dire que si les
équations de la gravitation sont

Ty =G,

la forme différentielle quadratique G, dx;dz, est covariante de la
forme fondamentale vis-a-vis d’un changement de coordonnées arbi-
travre.

La recherche des équations de la gravitation revient donc a la
recherche de toutes les formes différentielles quadratiques cova-
riantes G, dz;dz;. Einstein ajoute deux conditions supplémen-
taires : la premiére que les Gy soient linéaires par rapport aux
dérivées partielles du second ordre des fonctions gy, la seconde
que la loi de conservation soit respectée.

Je me propose, dans les pages qui suivent, de démontrer rigou-
reusement que la seule solution mathématiquement possible du
probléme ainsi formulé est celle qui a été indiquée par Einstein.
D’une maniére plus précise, toutes les formes différentielles cova-
riantes XGy dz;dz; dont les coefficients G, dépendent linéaire-
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ment des dérivées partielles du second ordre des g; se déduisent
d’une d’entre elles Gy dw; dz; par la formule générale

3Gy drider=a3Gy dr;dzi+ (BA + y) Sgu dziduy,

ou a, B, y sont trois constantes arbitraires, A étant la courbure
scalaire de Riemann. La condition que la loi de conservation soit
respectée ne laisse que deux paramétres arbitrairves (homogénes)
au lieu de trois.

Etant donnée la difficulté qu’on rencontre & avoir connaissance
des Mémoires parus 4 P’étranger pendant la guerre et depuis la
guerre, je ne suis pas absolument siw qu’aucune démonstration
de ce théoréme n’ait été donnée. Celle que je vais exposer repose
naturellement sur la détermination préalable des invariants d’une
forme différentielle quadratique vis-a-vis du groupe -général a
n variables (quatre dans le cas de la relativité) : ¢’est le probléme
méme étudié par Christoffel (Journ. de Crelle, t. 1.XX), et en vue
duquel a été fondé le caleul différenticl absolu. La méthode que
)’emploie n’est que la simple application dans un cas particulier
d’une méthode générale que j’ai développée en 1908 (). Si I'on
imagine la forme différentielle donnée décomposée en carrés

Y I SR S
dst=— w} — 0l — o] + o},

ol ©y, Wy, g, w, sont des expressions différentielles linéaires (non
différentielles exactes), le probléme revient a trouver les invarants
du systéme de ces quatre formes vis-a-vis des transformations que
fait subir & ces formes une substitution linéaire appartenant & un
certain groupe (celul qui conserve ©}—w!—uw!—uw?). Toute
décomposition du ds? en carrés revient au fond au choix d’un
systéme de référence euclidien associé a chaque événement. La for-

(1) Ann. Ee. norme, 3¢ série, 1. XXV, p. 57 et suiv. (Chapitee [ du Mémoire),
D’une maniére générale je renverrai, pour les notations et les éléments essentiels
des théories ulilisées, & un Mémoire récent du Bulletin de le Société mathématique
de France, t. XLVII, 1919, p. 125-1060, et 1. XLVIII, 1920, p. 132-208, spécialement

les Chapitres I, I et I1L
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mation des covariants bilinéaives des o; fait intervenir les compo-
santes «;; de la rotation instantanée du systéme de référence
mobile (ce qui entraine la définition du parallélisme due & Levi-
Civita), les covariants bilinéaives des w,; introduisant & leur tour
les symboles de Riemann et ainsi de suite.

Je n’utilise pas du tout le caleul différenticl absolu de Ricel; ce
n’est pas que j’en méconnaisse Pimportance; mais il n’est pas
mauvais, je crois, de montrer que des méthodes absolument géné-
rales sont applicables & la théorie des invariants d’une forme
différentielle quadratique. Les mémes méthodes s’appliqueraient
a la théorie des variétés généralisées de I1. Weyl, délinies par un ds?
et une forme différentielle linéaire, et aussi a la théorie des inva-
riants d’une équation difféventielle quadratiqué Yg;dx;dz, = o,
ou méme d’une équation de Monge quelconque

V(e dey)=o.

Il cst trés remarquable que les équations de la gravitation
d’Einstein ne font intervenir que dix combinaisons linéaires des
vingt symboles de Riemann; il existe dix autres combinaisons
linéaires qui se conservent (ou plutdt dont les rapports mutuels
se conservent) lorsqu’on multiplie le ds? par une fonction arbi-
traive des x; et qui constituent les seuls invariants relatifs du
second ordre de Péquation ds* = o; ces dix combinaisons linéaires
intéressent donc uniquement les lois de propagation de la lumiére,
tandis que les dix combinaisons qui entrent dans les équations de.
la gravitation ne les intéressent pas. 11 est assez déconcertant que
ces dix derniéres quantités seules aient été considérées par les
physiciens. Je montre qu’elles entrent comme parties réelles et
imaginaires des coefficients d’une forme quadratique ternaire
covariante.

Je signalerai enfin (n® 33 et suiv.) la forme donnée au tenseur
de la gravitation congu comme un vecteur appliqué & un élément
a trois dimensions de 'univers, les composantes de ce vecteur
étant des formes différentielles symboliques du troisiéme degré.
La loi de conservation s’exprime d’une maniére simple au moyen
de l'opération de dérivation extérieure qui fait passer d’une inté-

Journ. de Math., tome I, — Fasc. I, 1gao. 19
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grale multiple étendue & une variété fermée & lintégrale égale
étendue au volume limité par la variété.

Ce Mémoire a été rédigé il y a plus d’un an. Depuis j’ai publié,
en [évrier et mars derniers, dans les Comptes rendus de I’ Académie
des Sctences (t. 174, p. 437, 593, 734, 857, 1104), des Notes relatives
a unc conception géométrique nouvelle des espaces non euclidiens.
L’idée fondamentale de ces Notes est en germe, sous une forme
mi-abstraite, mi-géométrique, dans les premiers et les derniers
numeéros de ce Mémoire (1-6, 35-40).

Jajoute que ce Mémoire résout aussi implicitement, d’une
maniére rigoureuse, le probléme de la détermination de tous les
systémes covariants de relations entre les z;, les g et leurs dérivées
partielles des deux premiers ordres, ces relations étant linéaires
par rapport aux dérivées partielles du second ordre. Ce probléme
est 1é a celul de la décomposition du tenseur de Riemann-Chris-
toffel en tenseurs irréductibles; dans le cas n =4, cette décompo-
sition, possible d’une maniére et d’une seule, fournit trois tenseurs
irréductibles

10 Le tenseur scalaire A (courbure totale de Riemann);

20 Un tenseur (G) & neuf composantes G;;, G;—G;;;

30 Un tenseur (H) & dix composantes, celles dont il est ques-
tion plus haut.

Cela posé, si I'on fait abstraction des relations obtenues cn
annulant toutes les composantes A} du tenseur de Riemann-
Christoffel, relations qui expriment que l'espace est euclidien,
les sculs systémes covariants possibles s’obtiennent, soit en
annulant 'un des trois tenseurs irréductibles, soit en annulant
simultanément deux de ces trois tenscurs. En particulier, les
lois de la gravitation d’Einstein, dans une région vide de matiére,
s’obtiennent en annulant les deux tenseurs A et (G); au contraire,
les lois de la gravitation (4 potentiel scalaive) de Mie s’obtiennent
en annulant (H).

Ces propriétés se généralisent pour un nombre quelconque
de dimensions. Elles se rattachent a la théorie générale des groupes
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linéaires qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane, et
au sujet de laquelle je me permets de renvoyer le lecteur a deux
de mes Mémoires [Bull. Soc. math., t. XLI, p. 53-g6 (1913), et
Jowrn. Math. pures et appliquées, 62 série, t. X, p. 149-186 (1914)].

Préliminaires.

1. Considérons dans l’espace euclidien un systéme de coor-
données curvilignes quelconques et supposons le ds® décomposé
en une somme de trois carrés

A = wi 4+ wi + 0],

en désignant par w, w,, wy trois expressions linéaires par rapport
aux différentielles des coordonnées, avec des coefficients fonctions
de ces coordonnées. Effectuer une telle décomposition revient a
choisir en chaque point M de I'espace un triédre trirectangle ayant
ce point pour origine; les expressions w;, w,, wg désignent alors
les composantes, suivant les axes de ce triédre mobile, du vecteur
infiniment petit joignant le point M au point infiniment voisin
M + dM, ou encore les composantes de la ¢ranslation infiniment
petite qui, jointe & une rvotation infiniment petite autour d’un axe
passant par M, fait passer du triédre associé au point M au triédre
associé au point M + dM.

Désignons maintenant par wyg =— wgy, gy = —- 3, Wyp=— Wg;
les composantes de cette rotation. Il est facile de voir, et c’est du
reste un résultat classique, qu’il y a entre les six composantes w;,
w;; du déplacement instantané du triédre mobile de référence
des relations nécessaires. Remarquons d’abord, et ceci aura une
grande importance plus loin, que si z, y, z désignent les coor-
données d’un point fixe par rapport aux axes mobiles, on a les
velations

de + ywa 4+ 5wy + 0w, = ¢,
(1) 1 dy 4+ 3wk Lwn -t wy=o0,

L ds e Yo+ oy=0.

.

En exprimant les conditions d’intégrabilité des équations (1),

s
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¢’est-a-dirve en écrivant que les covariants bilinéaires des premiers
membres des équations (1) sont nuls en tenant compte de ces
¢équations elles-mémes, nous obtenons

0y — [(l)g(‘]gl] —mgay ] 40} oy — [ongoy ] {4 3 | oy — [oga00 ] '=o,
0y = [ogan]—omon]+ 5o, — [ogen] {4 v e, —[o0,] { =0,
Wy = [0y ] — [Mameg] 2} @y~ [011200] Vb 0y — (o mya] | = 0.

Ces relations ayant lieu quels que soient @, y, z, on en déduit les
relations cherchées

o) =0y wa [+ [egon ], .
Wy =]y g | -+ | 0004 ],
(2) oy =] o) ony| -+ | mama
2 . .
Wy = | g w3 ]s w

oy, = | o001,

o), = [0,

‘Ces relations peuvent &tre interprétées, en introduisant deux
symboles de différentiation arbitraives d et ¢, comme étant équi-
valentes aux relations

B A
— o =1 3 S N N
oy ") " o o b
s [0 3 oy (1)3 1
o! ! ! !
: 3 32 1 12
' do$ — owd = 2 sl Tl s 5 I’
wd g, o o,
wtl 00" . 0)" &)‘I
> o 1 13 2 23
dwi — 0w = P PR e ol IS :
Wy Wiy 0y Wy
! )
w45 W,
z 21 13
dwl, —dod, =} a
My Wiy
{ o
o o,
8 Sl — | U W
dof,—dwy, = | 2 P
Olge  yy |,
wd, i,
(/ ° ~6 d 13 32 .
Wiy Wie==1 3 3
Wiy Wy,

2. Les trois premiéres formules (2) montrent que, si I'on connait
seulement ©;, ©y, wg, c’est-a-dire les composantes de la transla-
tion instantanée du triédre mobile, on peut en déduire par de
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simples différentiations wyg, wg, wy,, c’est-a-dire les composantes
de la rotation instantanée. Imaginons en effet exprimées les
dérivées o', v, v en fonctions de w,;, wy, wg, ce qui est toujours

possible, soit
0y =@ [wewg] + by[wgw ] + e [ww,],

02 = s [ wa0y| + byl W] -+ e[ 0 0,],
W'y = @y waw3] + by wzw, | + c3[ wy w,]
Posons de plus
Mgy == oty oy -+ By g+ Y 03,
Wy = 0ty 0 -+ By s = Ya 0y,

W12== A3 W) + 630)2 -+ Y303

Un calcul facile donne, sans ambiguité,

= —(a,——b, “), Bi = a., /1= a,
’ 1
oy = b, @2:;(02“ C3— ay), Y2 = by
!
oy = Cy, Bo= ¢ '/:;:,‘)(ce—‘al—b-)*

Les composantes de la rotation étant ainsi déterminées, les
équations (1) donnent les conditions pour que le point de coor-
données relatives (z, y, z) soit fixe. En particulier, les conditions
pour que la direction u, ¢, w soit invariable sont

du + ¢ wy + ww,, = o0,
(3) dv - Wy + W= o0,

div 4t wyy -+ ¢ Wy3= 0}

elles indiquent comment doivent varier les paramétres directeurs
mobiles u, v, w d’une droile issue de M pour que celte droue reste cons-
tamment paralléle a elle-méme.

3. Les considérations précédentes s’étendraient & un espace
euclidien & un nombre quelconque de dimensions, et méme a des
espaces euclidiens généralisés, tel que celui de Minkowski, pour
lequel le carré de la distance de deux points (z) et (z') serait de
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la forme

i=n

PIICEERR
i=1
ou les coellicients ¢; sont égaux les uns & + 1, les autres 4 — 1.
Appelons produit géométrique V|V’ de deux vecteurs Vet V' de
projections
Uyy oeey Uy,
) Wy ol Uy,
Pexpression
VIVi=gu,t + gty 4.0+ i, 1.
Choisissons d’une maniére arbitraire en tout point de 'espace
un systéme de vecteurs de référence Vy, ..., V, satisfaisant aux
relations '

(1) VilVi=en Vil V=0 (i)

En se déplacant d’un point M a un point infiniment voisin M/,
on aura des relations de la forme

dM = w, V,4+ o, Vo+... 4w, V.3

AVi= ¢ 0y Vi + 630 Vot o 4-5,0, V, (E=1, ..., n),

(3)

ou les v, et les ©;; sont des expressions linéaires par rapport aux
différentielles des coordonnées et satisfaisant aux équations

;= 0, W+ ®;;=0 (6, /=1y ..., n)
obtenues en différentiant les équations (4). On en déduit, d’abord
(6) dst= g0} + a0l +. .. +e,0l),

puis, en écrivant que les premiers membres de (5) sont des différen-
tielles exactes,

he=n

o =&y Luk owl,
k=1

(7) =
0)',-j = Esk [&),'/, m“].

k=t

~

Les équations qui expriment qu’un point de coordonnées rela-
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tives (zy, ..., &,) est fize sont enfin

h=n
Y

(S) dd','+ )+ 5,‘2 L 7= 0,
k=t

Les expressions o, sont les composantes de la translation instan-
tanée, les expressions o, celles de la rotation instantanée du sys-
téme de référence moubile.

A. Supposons inversement que nous ayons décomposé le ds®
de 'espace euclidien précédent par une formule telle que (6). Cela
revient a associer a chaque point de espace un systéme de rété-
rence mobile; les expressions w; désignent les composantes de la
translation instantanée de ce systéme; quant aux composantes: de
la rotation instantanée, elles sont données sans ambiguité par les
n premiéres formules (7). Si, en effet, on pose

1, .00
w; = 2 cjnil wj ol

(k)
k=n

—
w;; = 2‘ QXiji Bk (Qje=— i),
k=1

les coeflicients inconnus a,;, sont donnés par les équations

Xpit— Xk = EiChis
qui conduisent &

Xiji =€ Cijis

1
Uijk== ~(kCijk — & Cjni— & Chij)

8. Arrivons maintenant & une forme différentielle quadratique
* & n variables donnée a priori et supposons-la décomposable en une
somme de carrés de n formes différentielles linéaires indépen-
dantes. Imaginons méme que cette décomposition soit effectuée de
la maniére la plus générale possible, ce qui introduit, comme on

o, nN(n—1 . . . 2.2
sait, —(-—_)——) parameétres arbitraives. Nous désignerons par 5, ..., %,
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les variables données et uy, ..., u,,., les paramétres arbitraires.

Soit alors
(9) ds*= g w} + o +...+ 0] (e,=1).

Les n formes w; sont linéaives en du,, ..., dz,, avec des coefli-
cients fonctions des z et des u. Calculons leurs covariants bili-
néaires : chaque terme d’un de ces covariants contiendra en fac-
teur 'une des différentielles dz,, ..., dw,, et par suite on pourra
les mettre (d’une infinité de maniéres) sous la forme

(10) =g lwimy ] g omm | - g ey, 0,0

les w;; étant des {ormes linéaires par rapport aux da et aux du.
Exprimons maintenant que le ds? donné ne dépend pas des para-
métres u. Pour cela employons deux symboles de différentiation d
N \ 3 ’ . . \
et ¢, le second se rapportant a une différentiation par rapport &
'un quelconque des parameétres u. On aura alors évidemment

wi==o.
’ e ™ .
D’autre part, en écrivant que ¢(ds?) est nul, on obtient

o

g0 0w! + 0% 6wl -+ .. .42, 0 dwl = o.

Or on a
h=n A=u
e Sl 3 e s, o o, 8y 2~ NYA
Swf == 6w — dw? == c,z (m} i — i) = -— c,}-‘ B3y
k-1 Ao

par suite, la relation précédente devient
‘ Sl w!a]=o,
d’out enfin . N
% = =2 0.
Les relations auxquelles nous venons d’arriver prouvent que les
expressions ©;; -+ ©,; (ainsi que ;) sont linéaires en ©y, ..., w,.
Tenons compte maintenant de l'indétermination des ®;; : on
peut, sans changer les formules (10), remplacer ©,; par

h=n

— N
wy= e+ Y Bures  avee  Bur= P
k=1
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I'expression w,; 4+ v, est alors remplacée par
expression o, ii I pa

k=n
tj = 0= 0+ ij*E (Biji+ Bjir )3
: k=

on pourra disposer des indéterminées 3, pour annuler tous les
seconds membres, et cela est possible d’'une maniére et d’une seule,
comme il est facile de s’en rendre compte.

Par suite, a toute décomposition du ds® en n carrés de la forme (g)

.y nin—I1 .
correspondent, d'une maniére et d'une seule n(n—1) erpressions
? 3 ¢

de Pfaff v, =—w,, linéairesends,, ..., dz,, du,, ..., du,,_, , satis-

nin—
—

faisant auz relations (10)
h=n

(10) == 3[2 { wrwyg]. ‘
ko1

6. Rien ne nous empéche de dirc que la décomposition (g) en
carrés du ds? définit en chaque point de la variété 4 n dimensions
considérée un systéme de référence euclidien et d’appeler respec-
tivement composantes de la translation instantanée et compo-
santes de la rotation instantanée de ce systéme de référence les
expressions de Pfaff

W, Wy ey O,

W2, ey Wpqn.

Nous conviendrons également de dire qu’un point ayant pour
voordonnées (euclidiennes) @y, ..., #, par rapport au systéme de
référence mobile a une vitesse absolue nulle pour un déplacement
infiniment petit du systéme de référence si ’'on a les relations

h=n
S

(8) dz;+ w; + 5:'2‘ TpWpi= 0}
k=1

nous conviendrons de méme de dire qu'une direction issue de M
et ayant pour paramétres directeurs %y, ..., £, reste paralléle &
Journ. de Math., tome 1. — Fasc. 11, 1922, 20
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elle-méme quand on a les relations

k=n

(8" . dt; + 51’2 Erwpi=0;

k=t

nous retrouvons ainsi la notion du parallélisme de lLevi-Civita (1).

Dans une variété euclidienne une demi-droite issuc de M et se
déplacant parvallélement & elle-méme revient coincider avec sa
position initiale quand le point M décrit un contour fermé quel-
conque. Analytiquement, cette propriété tient i ce que le systéme
de Pfaff (8) est complétement intégrable : si, en effet, on exprime
les conditions d’intégrabilité compléte de ce systéme, on trouve les
équations (7). ' :

Il est facile de voir que, réciproquement, les équations (7) nc
conviennent qu’aux variétés euclidiennes. Il suffit pour s’en con-
vaincre de montrer qu’il est possible de réduire le ds® a la forme

i=n

| ds"—_—z & dX2, ;

i=1

en choisissant pour les z et les u des fonctions convenablement
choisies des n variables X;, ..., X,. On y arrive en intégrant le
systéme

w,—dX,=o
(]l) s 4 ¢ )

} [ary] == 0.

Ce systéme cst complétement intégrable, car les covarlants
bilinéaires des premiers membres, qui sont respectivement o

k=n

2 5/([(0/: ‘”Iu‘])

k=1
Wl .
2‘ erlwawrils

sont nuls en tenant compte des équations du systéme. La déter-

() T. Levi-Civita, Rendic. del Circ. mat. de Palermo, t. XLII, p. 173-205.
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mination demandée des @ et des u en fonction des X est donc
possible d’une infinité de maniéres.

Les variétés euclidiennes sont donc les seules pour lesquelles
la notion de parallélisme de deux directions issues de deux points
quelconques M et M’ a une signification absolue, c¢’est-a-dire indé-
pendante du chemin suivi pour aller de M en M'.

7. Revenons au cas général et partons des équations

k=n

(r0) mj~=ef2 [ wk:]
k=1

qui introduisent d’unc maniére univoque les composantes w;; de
la rotation instantanée de I'espace. Dérivons ces équations, c’est-
a-dire égalons les covariants trilinéaires des deux membres; nous
obtenons

hk=n
. ,
o :}-‘ [0 wai] — [00n @i
k=1

ou, en remplacgant les w; par leurs valeurs,

(12) E[C‘)A'Qki]:o’

en posant
k=n

(13) Q= wy; —E ep[ @i 0]
k=1

On voit que les expressions Q;;, qui sont nulles dans le cas eucli-
dien, satisfont simplement aux relations (12) dans le cas général.
Ces expressions sont des formes en day, ..., dz,, duy, ..., du, ,_,,

E)

ou, ce qui revient au méme, en wy, ..., ©,, ®,. Posons donc

. ~N N L
Qii: A{!j['[mkml] -+ Z B?jlm [wlr o’lm] =+ z CfSJ("‘" I_C'Jkl‘l’mn]-

hh o Kb,

En portant dans les relations (12), on voit immédiatement que
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tous les coefficients C sont nuls. La considération des termes en

. WAWE W
donne ensuite
Bﬁf_m — ];2;[!),

ce qui montre qu’on peut échanger les premiers indices inférieur et
supérieur, sans changer la valeur du coeflicient B; d’autre part,
’échange des deux indices inférieurs change manifestement le
signe de B. On peut donc écrire les six équations

B%m - |,;i!l{/ll, B};.l,,'" — “fllzm) “%m — B}#",

B};’II‘” + B;.l/:" =o, Ri'y{/" -+ B%m —=o, “%m + B;,f"' =o,

qui entrainént avec elles la nullité de tous les coefficients B.
Enfin, si’on annule dans (12) lecoefficient du terme en [w,w,w/],
on obtient entre les A}/ la relation

Aft+ Al + Al =o.

1l est presque mutile de faire observer d’autre part que I’échange
des deux indices inférieurs ¢, j, ou I’échange des deux indices supé-
rieurs k, [, change le signe de A}/

Finalement, dans le cas d’une variété non euclidienne, les for-
mules (10) sont & compléter par les formules

k=n 1,00,
Y 3
(l(|) (A);‘J‘ZE 81,[&),‘& m,,j] -+ Z Af{f-[mkm,],
k=1 kil
ot les quantités A} = — A" = — A’ satisfont auz relations
(15) AL Af - Al =0 &y hyl=n,2,...,n).

Les quantités A" sont les coefficients de courbure de Riemann.
t/

8. Pour n’étre pas arrétés plus loin dans nos raisonnements,
poursuivons nos calculs. La dérivée (covariant trilinéaire) de Q;,,
calculée d’aprés la formule (13), est

k=n k=n

' Wl
Q; :—2‘ ex [wis o4, ] +2 &x [ 0in g 1
k=1 k=)
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ou, en remplagant w;, et w,; par leurs valeurs tirées de (13),

k=n k=n
(16) --4,:—'2 st[pﬂ.wu]’*‘z skl wa Q4]
’ k=1 k=1

Cette équation développée & son tour, en remplagant Q;; par la
valeur X A{{[w;w,], donne les équations

N [AAHfow] = 2.. \ sp[(A b+ Ao+ AL wig+ AlPwyg) g o).

(I3 p=1t ukl\

On peut done écrire

a=n h=n
(18)  dAH =N ¢ (Ablwip+ Ao+ Ao+ Alfarg) + 3 (A )i,
p=1 h=1

avee de nouveaux coeflicients (A})), satisfaisant aux velations

(19) (AR 0+ (A + (AfF) = o,
(10) (A 0+ (A + (AR = o,

dont les premiéres proviennent de la dérivation des relations (15)
et les derniéres de 1'égalité des termes en [w,w,w,] dans les deux
membres des relations (17).

9. Les équations (18) dérivées donnent & leur tour naissance a
des formules qu’on peut écrire

(‘.ll)‘ d( ‘\“)h—z ~p[(A l)hmlp"*‘(A )Io(l)/p'*‘(A )l» m&'p‘*"(Aﬁg)llﬁ)lp'{"(Aﬁf)pml:p]
p=n G=n
+ ll E E S?( ‘\‘27 A,/za‘ A“Alm A\pll\/'°+ Alg Ahc) we

=1 =1

m=n

O Y
+ z (A?f)hm Wy

m=1

avec de nouveaux coefficients (A}, ne dépendant pas de Pordre
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des indices inférieurs h, m et satisfaisant aux relations

(2'*) (Aff)lzrn+(Af;{)lnn'F(A#)lmt:o;
(23) (Aﬁ,‘)hm (A P iem (A?jk)lm =0,

conséquences des relations analogues (19) et (20).
Enfin, une nouvelle dérivation des équations (21) permet d’écrire

p=n
(2L1 ) d(l‘\ﬁ/{)hm = E € [( Aéf)hm Wip—+ ( Afp{)hm wjp+ (A?‘;)hm wrp
‘D:.-I ] . N
+ (Af‘? )I:m wlp + ( Aﬁ.f')P'” w"? -+ (A{‘JZ )IIP mm?]
p=n O=n
! m A
13 e (A (AR + Al o
p=-1 6=t .
p=n o=
L N e (AR ART -+ (AR AT+ (A AL
= & no 4 (AM), AL
+(Al[p)/l ( l)mA
p=n o= + (A“)'" A’] + (A?Il)m Aho. A‘p )lu A/'c] W
+ % Z 89 : A [(A: )m + (“ '"O‘)/’]+ 4‘\ [(A; )Ill + (}\Ind)h‘[
p=1 o=\ ,
+ A L(AR -+ (AR
+ AR (AR )+ (AF)u] L 05
-+ 2 ( Af_l!)hmrmr»
r=1

ou les nouveaux coefficients (A amy N dépendent pas de I'ordre
des indices extérieurs h, m, r et satlsfont aux relations

(35) (A%)hml -+ ( “i{)hm: -+ (Aﬁ')lmn =0,
(26) (Al/ )/unl + (Au‘)l\ml -+ (Au )’lm == 0.

Nous pourrions continuer indéfiniment ces opérations qui nous
conduiraient chaque fois 4 de nouvelles quantltes avec un nombre
croissant d’indices.

10. I ne sera pas mauvais, avant d’aller plus loin, de savoir
combien, parmi les quantités A}/, (A})),, ete., regardées comme des
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indéterminées liées par les relations (15), (19), (20), (22), (23), (25),
(26), sont indépendantes.

Occupons-nous d’abord des quantités A}\. Convenons de dési-
gner par la notation ¢ | hkl le premier membre, changé de signe, de
la relation (15):

(VA k= AM - AU AR,
La relation
Wkl —h |kl — k| ihl 4 ihk = o

donne, aprés simplifications,
A =A%,

ce qul montre qu’on peut échanger les indices inférieurs avec les
indices supérieurs.

Cela posé, on pourra toujours supposer que les indices inférieurs,
aussi bien que les indices supérieurs, sont rangés par ordre de gran-
deur décroissante, et que le plus grand indice inférieur est au moins
égal au plus grand indice supérieur; autrement dit, toute quan-
tité A{/ se raméne A celles pour lesquelles on a

(>7, k>l >k

Les quantités pour lesquelles ces inégalités sont vérifiées ne
sont pas elles-mémes indépendantes, et I'on peut se ramener a celles
pour lesquelles on a en méme temps

JoL
En effet, supposons qu’on ait
>y k> 2k jJ<ld,
c’est-a-dire
LA > >,
la relation
Hjki=A A — A =0

raméne A/ aux deux quantités A/ et A}/ pour lesquelles les iné-
galités exigées sont vérifiées.
: : ’ : kit
Nous conviendrons de dire qu’une expression A}/ est normale
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lorsque ses indices satisfont aux inégalités précédentes
(27) i>j, k>4 itk gL

Toute expression Aj] se rameéne ¢ des expressions normales.
1l est maintenant facile de voir quec les expressions normales sont
indépendantes. Passons pour cela en revue les différents cas qui
peuvent se présenter suivant le nombre des indices i, j, k, ! distincts.
~ Si deux seulement des quatre indices sont distincts, on aura une
seule quantité normale

Si tl‘OiS indices sont diStillCtS ) > ] > k, on aura trois uan-
3 2
tités normales

!\;j, \1/5‘,

Ade,
Si enfin les quatre indices sont distiucts, & > >k > 1, on aura
deux quantités normales

Al
r\”. }\‘A.

Remarquons maintenant que toute relation ¢ |hkl =o0 se
réduit & une identité si les indices , k, I ne sont pas tous distincts;
par conséquent les quantités & deux indices distincts n’entrent dans
aucune relation. Les quantités & trois indices distinets ¢ > > k
figureront dans les relations

Hyk=o, Jlik=o, Mgk =,

~ dont chacune exprime la loi d’échange des indices inférieurs avec
les indices supérieurs et qui par suite n’entrainent aucune relation
entre les quantités normales.

Enfin les relations i |jkl =o0 ou figurent quatre indices dis-
tincts donnés n’entrainent, il est facile de le vérifier, aucune rela-
tion entre les quantités normales.

Les quantités A!' normales sont donc indépendantes, et leur
nombre total est

nin—i) +3n(n—|)(n—-'3) + mll(llv——l)(ll.—tl)(n——-s)

(;,, + 3G 4- 2C} = 5 v

ni(n*—1)
12
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L1. Passons aux quantités (A}), que nous conviendrons
d’appeler les quantités A du premier ordre (les quantités A} étant
d’ordre zéro). Convenons encore de dire que (A}); est déripée
de A% Les relations (19) nous permettent de ramener les expres-
stons du premier ordre & celles qui sont dérivées d’une expression
normale d’ordre zéro.

Nous dirons qu’une expression (A}), du premier ordre est nor-
male si ses indices, en outre des inégalités (27) qui expriment qu’elle
est dérivée d’une quantité normale d’ordre zéro, satisfont a I'iné-
galité supplémentaire

(28) kzZh.

Toute expression du premier ordre non normale se raméne a des
expressions normales avec diminution de indice extérieur h. Sup-
posons en effet

(>4, k>0 ik jlL k<
la relation
i | kbl == (A i+ (A 4+ (AM), =0

raméne DPexpression considérée a d’autres expressions pour
lesquelles indice extérieur est diminué; chacune d’elles peut étre
ramenée, sans changement de 'indice extérieur, & d’autres dérivées
d’expressions normales d’ordre zéro. On raisonnera sur chacune
de ces expressions comme sur la premiére jusqu’a ce qu’on ne
puisse plus diminuer I'indice extérieur; on aura donc finalement
des expressions toutes normales.
Considérons maintenant une quelconque des relations (20)

gy hth = (i\ff)/, + (AZ-‘);;-%— (‘\f’,"),: o,
ol nous pouvons toujours supposer qu’on a
{(>7, kA>{>h
Cette relation sera dite normale si’on a en méme temps

21, jzh.

Journ. de Math., tome I. — Fasc. II, 1g22. 21
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On voit qu’a une relation normale correspond une expression A%
normale, mais une expression dérivée (A}); non normale. Il y a
exactement autant d’expressions non normales du premier ordre
dérivées d'une expression normale d’ordre zéro qu'il y a de relations
normales.

Remarquons en troisitme lieu que toute relation (20) non nor-
male est une conséquence des relations normales. Prenons en effet
une relation non normale

iy klh=0o >/, h>l>h)

et supposons d’abord j 2k, mais ¢ < I; on a donc les inégalités

1

k>U>i>/h
L’identité facile & vérifier
| kth— i\ Gk 0] hjh < kU] ifh — | kit -+ kf | ik = o

rameéne la relation donnée A des relations normales.
Supposons maintenant j < h, ¢’est-a-dire supposons

k>U>h>jy 0>
I'identité facile & vérifier
§ | klth— ik | &hj — it| khj + b | Mlj == o

raméne la relation donnée a d’autres qui rentrent dans le premier
cas examing.

De tout ce qui précéde il résulte que, les relations (20) se ramenant
uniguement aux relations normales, ces relations normales sont
indépendantes; sinon, en effet, il serait impossible, au moyen des
relations (20), de tirer les expressions non normales, qui sont en
nombre égal aux relations normales, en fonction des expressions
normales. On voit de plus qu'il r'y a aucune relation entre les
expressions normales.

Le dénombrement des expressions normales du premier ordre

\
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ne présente aucune difliculté. On calcule facilement le nombre des
expressions normales formées avee 2, ou 3, ou 4, ou 5 indices dis-
tincts : on trouve respectivement les nombres

par suite le nombre des expressions normales du premier ordre est

n’(n’—l)(n+a).

20 +9Gi +12C)+5C = Y

12. Les mémes raisonnements et les mémes conclusions
s’étendent aux expressions du second ordre de la forme (A})4,.
On peut, en vertu des relations (22), ramener ces expressions a celles
qui sont dérivées d’expressions normales d’ordre zéro, et 'on peut
aussi les ramener au cas kb S m. Nous conviendrons de dire qu’une
telle expression est normale si, en outre des conditions précédentes,
elle satislait & I'inégalité

(29) k> h.

19 Toute expression non normale du second ordre se raméne a des
expressions normales avec diminution de Uun au motns des indices
extérieurs. On peut d’abord, eu effet, ramener I'expression (A}), &
étre normale avee diminution de P'indice h. Les nouvelles expres-
sions qui s’en déduisent par addition du second indice extérieur m
seront traitées comme P'expression primitive aprés échange, s'il y
a lieu, de Pordre des deux indices extérieurs. On continuera ainsi
tant que cela seva possible et Pon sera finalement ramené & des
expressions toutes normales.

20 Désignons par le symbole ¢ |klh|m, le premier membre de
la relation

el mo== (A8 + (A w4 (A )1 =0,

ou 'on peut toujours supposer

>/, k>10>h
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Cette relation sera dite normale si I'on a
>/, k>1>h, TR R L m,

c’est-a-dire si Pexpression (Al),, est dérivée d’une expression
normale d’ordre zéro, mais sans étre normale elle-méme. Il y a
évidemment autant d’expressions non normales dérivées d’expres-
sions normales d’ordre zéro qu'il y a de relations normales.

39 Toute relation non normale est une conséquence des relations
normales. On peut en effet, d’aprés ce qui a été dit au numéro pré-
cédent, ramener la relation donnée, sans altération du dernier
indice m, a des relations pour lesquelles

i>j, k>U>h il jTh

Si maintenant k < m, on tiendra compte de I'identité, (acile
a vénfier,

Jlhhym — i\ mhl b+ i | mkh |l — if | mlh| k=0,

pour se ramener a de nouvelles relations a dernier indice moindre.
On raisonnera sur ces nouvelles relations comme sur la premiére
jusqu’a ce qu’on soit ramené a des relations normales.

La conclusion est la méme que précédemment. Les relations
normales, les seules qu’on peut se borner & considérer, sont indé-
pendantes, et les expressions normales ne sont liées par aucune relation.

Ces conclusions s’étendraient aux expressions du troisiéme ovdre
(A¥)pmr; une telle expression est normale si on a

(30) i>j k>4 ik L R hmor

Les invariants d’une forme différentielle quadratique.

13. Abordons maintenant le probléme des invariants d’un ds?
vis-a-vis d'un changement de variables arbitraire. '
1l s’agit en somme de trouver les conditions nécessairves et sufli-
santes pour que deux formes différentielles quadratiques & n va-
riables puissent étre transformées 'une dans I'autre par un chan-
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gement de variables. Décomposons la premiére de la maniére la
plus générale possible en une somme I¢;0; de n carrés, les w; étant
linéaires par rapport aux différentielles des n variables données
Ty, «0ey By, avee des cocllicients fonctions de ces variables et

nin—1 . oye s

de nn—1 variables auxiliaives nouvelles u;, ..., urt-u. Toute
b §) ) nin—
2

v D

forme équivalente & n variables @y, ..., 2, admettra une décom-

o . -2 o . nin—1 .
position correspondante X¢;,, ol interviendront nin—1) variables
I i, 2

auxiliaives nouvelles g, ..., wrw-n, On aura
b
W= Wi ({==1,2, ..., )

en choisissant pour les a; les valeurs en fonction des @; qui réalisent
le passage de la premicre forme différentielle 4 la seconde et en

prenant pour les u; des fonctions convenablement choisies des @
et des u. Autrement dit, il evistera un changement de variables

n(n-1)
a

portant sur les pariables & et w transformant chacune a

chacune les n formes linéaires w; correspondant au premier ds?
donné dans les n formes linéaires w; correspondant aw second ds®
donné.

Réciproquement, supposons qu’en décomposant les deux lormes
quadratiques données, chacune de la maniére la plus générale
possible, en deux somines de n carrés

—2

Sew} et Sgim;,
il existe un changement de Huiables portant sur les @ et les u
et transformant chacune & chacune les formes w; dans les formes ,.

On voit d’abord que dans ce changement de variables les x ne
dépendent que des x et non des u. En effet, les égalités

;== W,

ou n’'interviennent que les différentielles des variables x et x,
peuvent étre résolues par rapport a day, ..., dz,, qui sont ainsi
exprimées linéairement au moyen de dzy, ..., dz,; par suite,



164 E. CARTAN.

chacune des variables z est bien une fonction des x indépendante
des u. Cela étant, le changement des variables x ainsi défim
transforme effectivement l'une dans Pautre les deux formes
données. "

14. La recherche des invariants d’une forme différentielle qua-

dratique va alors étre obtenue en deux temps. Considérons d’abord
les 1(—'?—-'—) variables & et u; nous chercherons les invariants du
systéme des expressions de Pflafl oy, ..., w,, vis-a-vis d’un chan-
gement de variables quelconque; nous donnerons & ces invariants
le nom d’invariants relatifs. Les tnvariants absolus, c’est-a-dire
ceux qui intéressent le probléme primitif, s'obtiendront en cherchant
tous les tnvariants relatifs indépendants des variables u.

Les expressions w; sont elles-mémes des invariants (ou plutit,
comme on dit d’habitude, des covartants) relatifs, tandis que la
forme XY¢;w! est évidemment un covariant absolu. Les expres-
sions ;; sont aussi des covariants relatifs, puisqu’elles sont déter-
minées d’une maniére unique par les dérivées w; qui sont cova-
riantes au méme titre que les v, Enfin les dérivées wj; étant aussi
covariantes, les formules (14) conduisent a un premier systéme
d’invariants relatifs finis, & savoir les coeflicients A} de Riemann;

(n—1)

. n . .
ils sont au nombre de . Ce sont les tnvariants fonda-

mentaux.

q nn -1 . \ . .
Les ——(—z———) expressions de Pla{l covarantes w;, v;; permettent

de déduire d’un invariant fini quelconque I une série d’invariants
dérivés donnés par la formule

-
At =Ly 4-..+ Loy, +}_‘ Lij s
)y

n(n—-1)
R}

ils sont au nombre de - Chacun de ceux-c1 peut a son

tour donner naissance & des invariants dérivés (invariants dérivés
du second ordre de I) et ainsi de suite. En employant ce proeédé
de dérivation aux invariants fondamentaux A}/, nous obtenons
une jnfinité d’invariants nouveaux qui sont les (A¥),, (A%)4,, ete.
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Nous allons montrer qu'ils constituent le systéme complet. des
invariants relatifs.

13. Admettons, ce qui est vrai en général, comme cela sera
, . . . ni(nt—1) . . .
démontré plus loin, que parmi les —-(—m———) invariants fonda-

’ nin—+1
mentaux, il y en a nlas 1)

indépendants (c’est-a-dire qui, pour
une forme différentielle arbitraire, ne solent liés par aucune rela-
tion); appelons-les invariants fondamentaux principauz. Les
autres invariants fondamentaux (secondaires) et les invariants
dérivés du premier ovdre des invariants principaux seront, pour
chaque forme dilférenticlle quadratique, des fonctions déter-
minées de ces invariants principaux.

Pour deux formes difféventielles équivalentes supposées décom-
posées de la maniére la plus générale possible en carrés, ces fonc-
tions sont manifestement les mémes. Mais réctproguement, sup-
posons que pour les deux formes les invariants secondaires et les
invariants dérivés du premier ordre des invariants principaux
soient les mémes fonctions des invariants principaux. Etablissons

alors entre les vaviables @ et w d’une part, et les variables z et u

n(n 41 . . .
d’autre part, les —(——)——-) relations indépendantes obtenues en

égalant chacun & chacun les invariants fondamentaux principaux
des deux formes. Le changement de variables ainsi d éfini entraine
par hypothése I’égalité chacun & chacun des invariants fondamen-
taux secondaires et des invariants dérivés du premier ordre des
invariants 'principaux.

Les formules

A==n ooo,n : .
N\ n(n —+1)
(“a:E Ik g + 2‘ | PYSTAYS: la =1y .0y ~2—_| ’
k=1 kt -

ou les I, sont les invariants principaux, montrent alors que le
changement de variables considéré entraine les égalités

W)= W Wk{T= Of(s

ce qu’il fallait démontrer.
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Les ‘quantités A}/ et leurs dérivées des différents ordres cons-
tituent donc bien le systéme complet des invariants (relatifs).

16. 11 reste, pour étre complet, & combler la lacune du raisonne-
ment précédent. Nous 'allons le [aire en recherchant en méme
temps le degré d’arbitraire des fonctions qui expriment dans le cas
général les invarianis non principaux au moyen des invariants
principau.

Partons pour cela des équations (18) et (21), ou plutdt des équa-
tions obtenues en éliminant les ; et les ®;; entre ces équations et
en y ‘regardant les A%, (AY),, (A})r., comme des indéterminées
lides par les relations (15), (19), (20), (22), (23); cela revient a dire
qu'on y exprime toutes ccs quantités au moyen des quantités
que nous avons appelées normales, et que ces quantités normales
sont regardées comme des indéterminées.

Une premiére remarque importante est qu’on peut trouver
y—”—_f—l) équations (18) permettant de tiver les w; et les w;;. 1l
suflit par exemple d’associer & chaque combinaison (ij) de deux
indices .1, 2, ..., n un indice k différent de 7, j et n et de consi-
dérer celles des équations (18) qui donnent dA,,, on adjoindra a

nin ——1 -
( ) & equatwns les n équations qui donnent les dA’; et dA7 7.

(l—{ 1)

ces ———

Les seconds membres de ces équations sont linéairement

indépendants en w; et w;; : il sullit pour s’en convainere de remarquer
qu’ils le sonten partl,culzer lorsqu on annule toutes les expressions A}/,
sauf les A, et toutes les expressions (A}),, sauf les (A}); et (A, 075).
Les seules quantités non nulles étant normales sont indépendantes.

Or, dans ces conditions, on obtient
dAi = (g Ak — e Alf) v,
dAjt = (AR)iwn
dAL T = (AR LTn wns
et les seconds membres sont manifestement indépendants.
Cette premiére remarque étant faite, le systéme obtenu en éli-
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minant les w; et les w;; entre les équations (18) et (21) pourra &tre

considéré comme un systéme de Pfaff ou les variables indépen-

n(n—+1) " : n(n—+1)
dantes seront les —(—T— quantités A}/ correspondant aux -—(—

équations quiontservia tirerles w; etles w;; (quantités principales), et
oules variables dépendantes seront les autres quantités A, les (A}),
et les (Al),m ces quantités étant loujours supposées exprimées au
moyen des quantités normales.

Il est facile de voir que si Pon calculait les covariants w; et wj;
des expressions ©; et w;;, on retrouverait les expressions (10)

-~ nin—=+1) ., '
¢t (14). En effet, prenons I'une quelconque des nint1) équa-
tions (18) principales et dérivons-la. D’aprés la maniére méme
dont on a obtenu les équations (21), nous aurons, en tenant compte

de ces équations (21),

p=n h=n

O o : . . N\ '

}_‘ ep (AR M-+ AR, -+ Af T+ /\',5‘/9][,9) +}_‘ (AM) M=o,
p=1 h=1

en posant

kzn

Y .
W, =), —)_‘ e | wg wgnls

k=1
k=n | R}

I = (..;j—z g o g;] — E 1\{{;[(.\5. o]
ko tkh

D’aprés les hypothéses mémes faites sur les équations princi-

pales, on en déduit
N,=0, N;j=o,
ce qu’il fallait démontrer.

Revenons maintenant & notre systéme de Plaft et dérivons ses
différentes équations. Les équations (18) dérivées sont identique-
ment vérifices s1 'on tient compte des équations (21). Quant a
ces derniéres, leur dévivation conduit manifestement [cf. for-
mule (24)] aux équations

m--n

o L

(31) z |Am,,,(mfj'),,,,,|:n (s sy ly =1, 2, ..., n),
mnl . s

Journ. de Math., tome 1. — Fasc, 11, 1922, 22
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en posant

(mf‘; )hm = (w{{/l )m h
P =n

3 ) 3 3 {
d(Af/‘ )hm —z p [( Aéf )hm ;0 -+ (A!‘p{)h mWjp+ ( Alp/ )/I"l Wip

p=1

-+ (A,, Yoem Wp + (A” )pm Wpp -+ ( A{/ )/lp (’)mp]

)

i
33
Q

I

b

6 (AB), (AL 4 AL%) 0

0ol -
il

a a
I
-

o

° o
1
>

n

sp [(A )h ma 'bl)h mo‘_‘_ (Af, )hAmc

SRR
o
1]
-
Q
1l
-

-+ (Alp)h mo‘+ (API)"' A{:o‘
+ (ABD) ) AJS + (AR ARG+ (D) AT ] g

sl
1
Q
1l

FABIT(AR Y+ (ABP)] + A TAR -+ (A1)

|
cl:l/:
M

B
1l
|

A+ A L(AL )+ (A7) ] AR AR o+ (A5%) 4] | g

17. Cest la forme méme des équations (31) qui va nous per-
mettre de démontrer que le systéme de Pfaff considéré est en invo-
“lution. Il importe d’abord de remarquer que les expressions (w@!),,
sont liées exactement par les mémes relations que les quantités
(A})ime D’autre part, la résolution des équations (31) donne
évidemment

r==n

3 \ Y 3
(m{"f)hm :z (af,l Yo r Ors

r=1

ou les (af})um- sont liés par les mémes relations que les (A7),
(ce sont du reste les mémes quantités).

Appliquons maintenant la théorie des systémes de Pfaff. Dési-
gnons par '

s, le nombre des expressions indépendantes de la forme (wj;),,,
S1+32 le nomhre des expressions 1ndependantes de la forme
(m )/,, et ( )/“,

DO R I R RN R R N S S S B SR SR Y L R R I R R S R I R N N R A A )



EQUATIONS DE LA GRAVITATION D'EINSTEIN. 169

s+ 8g+...+s; le nombre des expressions indépendantes de

la forme (/)i avec m<i,

D R R I R R I I L I I R R I R R I IR K )

sy + sg+ ...+ s, le nombre total des expressions indépendantes
kil
(r'j[j)lum
Comme toute expression (A?‘j),,,,, se raméne & des expressions
normales avec diminution soit de 'un des indices h, m, soit de

chacun de ces deux indices, on voit immédiatement que :

s, est le nombre des expressions normales (A%),,,
sy est le nombre des expressions normales (Af),,,

D R R N I R R R A ] RN . .. o D R R R R R R XL E

s, est le nombre des expressions normales (Af7),.

Pour que le systéme soit en involution, il faut et il suffit que le
nombre des coetlicients (afl’.) wmr tndépendants soit égal a

S 28 ..o+ NS,

Or ce nombre est celui des quantités (A[!),,, qui sont normales.
Celles de ces expressions normales pour lesquelles on a r =1
sont en nombre égal aux expressions (Af7);, normales, ¢’est-3-dire

/ ) .
81281+3g+...+s,”

celles des expressions (Af!),,, normales pour lesquelles r =2 pro-
viennent des o
SIS:S-;""“ 83+. oS,

expressions normales (Af?",'),,m pour lesquelles mZ2, et ainsi de
suite. La condition

S Syt ST S - 28y .+ RS,
est effectivement vérifiée et le systéme de Pfaff est en involution.
18. La valeur numérique de s, est importante parce qu’elle

indique le nombre des fonctions arbitraires de n arguments dont -
dépend la solution générale du systéme de Pfaff. Or s, est le nombre
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des expressions normales (A}/)yn; on a donc nécessairement
t=h=h—=n,

et s, est par suite le nombre des combinaisons avee répétition (jl)
de n—1 lettres deux & deux

(-t

Np iz
n o

La solution générale du systéme de Pfaff constdéré dépend donc
de "—<'—';—') fonctions arbitratres de n arguments.

A toute solution du systéme de Plaff correspondent, d’aprés ce
qui a été vu plus haut, M;:—) expressions de Plaff w;, w;; satis-
faisant aux relations (10) et (14). Convenons de dirve que deux
formes différentielles quadratiques décomposées en carrés appar-
tiennent a la méme classe lorsqu’il existe un changement de
variables transformant chacune & chacunc les expressions o; rela-
tives a la premiére forme dans les expressions m; relatives a la
seconde. Nous voyons qu’a toute classe de formes différentielles
quadratiques décomposées en carrés correspond une solution du sys-
téme de Pfaff et réciproquement. Les relations que lient les inpartants
relatifs d’une forme quadratique arbitraire décomposée en carrés
n(n—

2
naturellement d’autres fonctions arbitraires d’un moindre nombre
d’arguments).

La propriété du systéme de Plaff (18) et (21) d’étre .en involu-
tion conduit a4 unc autre conclusion intéressante. Ce systéme
admet en effet qu moins une solution correspondant a des valeurs
numériques arbitraires des variables, tant dépendantes qu’indé-
pendantes. 1l en est de méme pour les systémes de Plaff prolongés
par lintroduction des invariants relatifs des ordres supérieurs.
Par conséquent, il existe toujours au moins une forme quadratique
différentielle décomposée en carrés, telle que, pour des valeurs numé-
riques convenablement choisies des variables x et u, les invariants

N } . . .
contiennent donc ) fonctions arbitraires de n arguments (et
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relatifs normaux correspondants prennent des valeurs numériques
arbitratrement données.

Nous connaissons done, non seulement le systéme complet des
invariants relatifs, mais encore le systéme complet des invariants
relatifs indépendants.

19. Si nous nous donnons une forme différentielle quadratique
a n variables sous la forme

| YY)

ds? = E gii(@) da; dxj,

¥

avec des coefficients g;; fonctions indéterminées des z, sa décom-
position en carrés

i=n

(/s’:z g Wi

=1

nous donnera des expressions de Pfaff w; linéaives en dz,, ..., d,,

avec des coelficients qui dépendront d’une maniére déterminée
des g;; et de ﬁ—(—'—lg———_—l-) variables auxiliaives u. Les composantes w;
de la rotation instantanée de ’espace, provenant d’une dérivation,
contiendront comme coellicients les dérivées partielles du premier
ordre des g;;; quant aux invariants fondamentaux Af/, comme ils
proviennent de la dérivation des ;;, ils contiendront linéairement
les dérivées partielles du second ordre des g; (ainsi que leurs
dérivées du premier ordre et ces fonctions elles-mémes, mais non
plus linéairement).

De méme les (A}/), contiendront linéairement les dérivées par-
tielles du troisiéme ordre des g;; et ainsi de suite.

n(nt—i1)(n+2) . .
( 'lz( ) mvanrants

normaux (Af), sont des fonctions indépendantes des dérivées
partielles du troisiéme ordre des g;;, et plus généralement si
les invariants normaux, pris jusqu'a un certain ordre p, sont
des fonctions indépendantes des dérivées partielles des g; du

Il est important de savoir si les
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3w au (p + 2)*™ ordre inclus. Cela est vraisemblable, mais il faut
le démontrer rigoureusement.

Partons pour cela des expressions w; formées comme il a été
dit plus haut et o nous regarderons les g; comme des indéter-
minées. On peut évidemment écrive
. k.zn
(32) wf= siz [ wg]

Aol
avee n* expressions de Plaff w;; i qui dépendent linéairement des de,
des du et des dg;;. Ces expressions ne sont pas déterminées d'une
maniére univoque : nous les prendrons les plus générales possible,
en introduisant des indéterminées auxiliaires nouvelles qui seront

s ni(n -+ . .
évidemment en nombre -—(-;———)> car de tout choix possible des w;;

on déduit le choix le plus général en ajoutant & w;; I'expression
h=n
\'d‘ Qpij Wiy
k=1

ou les indéterminées a;; satisfont aux seules conditions
Qpij= &g j

Les équations (32) dérivées conduisent aux formules
k=n

(33) 0)},‘:2 Sk[(l)jkm“] +2 [(o,.‘mkj;]

k=1

avec de nouvelles expressions de Plaff w;;; =, linéaires par
rapport aux dw, du, dg;; et da,;;. Ces expressions, si on les choisit
de la maniére la plus générale possible, fout intervenir & leur tour
de nouvelles indéterminées a,;; dans lesquelles 'ordre des trois
premiers indices est indifférent.

Les équations (33) donnent, par dérivation, comme le montre
un calcul facile,

. p=n I=n

. . . iy
(34 w;..,,-=2 tp[mkp wpjt] - &p[0jp Wxpi | =+ €p [0 01p) +2‘ {wrweid,s
p=1 ' =1
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avec de nouvelles expressions de Pfaff w,;;, dans lesquelles 'ordre
des trois premiers indices I, k, j peut é&tre changé sans altérer
I’expression.

Une nouvelle dérivation donne

P:”
. N ] -
(33) wyyi= >_‘ &) [wingwpjil + [Wejpwepi] + [wiipworjel
=1

D

-+ [&)/p C"pkji] -+ [(l)kp (‘)Ipﬂ‘] + [wjp mmgr] -+ [wip &)zkjp] !

m=n
-+ 2 [ﬁ)m wm(kj«‘].

m:=1

avec de nouvelles expressious ®,,;;, ¢t ainsi de suite.

20. Ces [ormules générales étant établies, st l'on suppose main-
tenant que les g;; sont des fonctions des seules variables @, on pourra
(n° B), toujours supposer qu’on a

(36) m,~,~+ mji:O;

les formules (33), compavées aux formules (14), nous donneront
ensuite

A=n Looan

N - o ul .
Z [wx ] = 2‘ .l\j‘f[mkm,],
k=1 [

ce qui permettra d’écrire

. 1 : 3 ;
{3) i =5 2 (A% + A wy,

-1

formule dans le second membre de laquelle les indices k et j entrent
bien symétriquement. Ces équations dérivées donnent, en tenant
compte des équations (34) et (18),

d=n

E I_(‘)Ic‘)l.(jl] - z l \I‘m)l'*‘ ( L\Im A“)m— (AA, m] I @0, |9

i== ()
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ce qui permettra d’écrire
m=n

(38) wusi= — “l(z\*"*),+ A{,{.")/*I—(,\fjl')ﬁ~+(i\-£;")/,+(A""),-*—(\fl' )6

m._l

formule dans le second membre de laquelle les indices j, k et I
entrent symétriquement. Les formules (36), (37), (38) sont compa-
tibles avec des fonctions arbitraires g;; des a.

21. Revenons maintenant a notre point de vue primitif du n°419

n{n+1)
2

ou les g;;, oy, ete. sont des indéterminées. Les équations

(36) w4+ wi;=0  ({,j=1,2,...,n)

expriment que les indéterminées g;; ne dépendent que de xy, . . ., &3
elles sont donc équivalentes & des équations de la forme

k=n
(36’) d _Z n»l(.";') (]$I:.= 0o ([, ‘/‘:: [y 2y oy ,‘?.),
k=1

.ou les g%’ sont des fonctions des indéterminées qui ficurent dans
oy =]

les ©; et w,;, et nous savons d’avance que les quantités x, u, g;j, aj’}
sont indépendantes.

Les covariants bilinéaires des premiers membres des équa-
tions (36') sont

k=n

e e |

k=1

tandis que ceux des premiers membres des équations (36) sont,
en tenant compte de ces équations clles-mémes et utilisant les

formules (33),

b= n
Z [wp(o:+ o))

k=1

1l en résulte que les expressions w;;;+ w,;, & des combinaisons
linéaires prés des w, et des premiers membres des équations (36),
c’est-a-dire & des combinaisons linéaires prés des da et des dg;;,

doivent &tre linéaires par rapport aux dg) et, de plus, que par



EQUATIONS DE LA GRAVITATION n’EINSTEIN. 175

rapport aux dg,";, il doit y en avoir autant de linéairemeni \ndépen-

dantes qu’ily a de différentielles dg{j, c'est-a-dire ",(':—:L) - Or, a'aprés

I'égalité de w,;; et de w4, on voit lacilement que toutes les expres-

sions o ;; se déduisent linéairement des expressions wy;+ ©y;, et

(n -+ l) Par

leur nombre est précisément = suite, chaque expres-

(ky J (k)
8ijs dg,, et, par rapport ay:v»dg‘.j,

expressions wy;; sont lmeau'ement indépendantes.
n—
12

relations (15) et considérons les équations

ston w,;; est linéaire en dv, dg
nt(n -+
les (_?_)

Introduisons maintenant - =Y jndéterminées A} lies par les

!

1]

a

(.t\ff-{— Al

(57) Wi == lT
. l a

§¢

-~

-

D’aprés ce qui vient d’&tre dit, et d’aprés ce qui a été vu au
numéro précédent, le systéme formé des équations (36) et (37)
est équivalent au systéme formé des équations (36') et des nou-
velles équations

l=n
-l
(37" l/g‘,’}- ~—2 &0 day = o,
=1

ki) s . . ’ o .
ou les g/ =g sont des fonctions des indéterminées qui figurent

dans les w,, les w;; et les w,;;, ainsi que des indéterminées A‘,, et

nn—4
Wity quantités g\"

nous savons d’avance que les b,)

sont indépen-
dantes entre elles et indépendantes des x,u, g;et g
Les covariants bilinéaires des premiers membres des équations

du systéme (36') et (37) se réduisent, en tenant compte de ces
équations, & ’

i=n

Y [dadgiho).

=1
Si 'on effectue la méme opération sur le systéme (36) et (37),
on obtient, en utilisant les formules (34),
ZA [(.),(ﬁ)/kj,- 3 jll -w{f.)],
1=

Journ. de Math., tome 1. — Fasc. II, 1922. 23
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en posant [cf. formule (18)]
p"‘ll

whf = dA— "P(AP' wjp+ Affwig -+ Allwgg+ AlPay).
p—l

Il résulte de 14 qu’a des combinaisons linéaires prés des w; et
des premiers membres des équations (36) et (37), ¢’est-a-dire a des

combinaisons linéaires prés des dx, dg;j, dgi, les expressions

Al

. ) §
(39) Wekji— 5O — G’if

sont des combinaisons linéaives des dg" et, de plus, qu’il y en a

exactement autant de linéairement indépendantes qu’il y a de

n(n+1)?

w0 op
4

différentielles dgfi", c’est-a-dire si Pon effectue sur

Pexpression (3g) deux permutations circulaires successives sur
les indices j, k, I et qu'on ajoute les deux expressions obtenues
a Pexpression primitive, on obtient 3w, ;; on voit de méme que
tous les ta‘,':”, se déduisent linéairement des expressions (3g). Or
les expressions w,;; sont au nombre de

n(n+1)(n42)
6 b

les ©}] au nombre de
nt(nl—),

12 ?

les expressions (3g) indépendantes sont done en nombre total

a(n+)(n+2) a¥(nt—1) _ n*(n+1)?
6 - =T %
12 4

Par conséquent, les expressions w,;; et )i sont linéairement indé-
pendantes par rapport aux dg" (et dépendent en outre des dz,
dg;j, dgl). Si nous portons en particulier notre attention sur les
expressions taf,’ et si nous remarquons que ces e}\pressions sont
égales & dA}/, & des combinaisons linéaires prés des w;;, ¢’est-a-dire
a des combinaisons linéaires prés des dz, du et dg;;, nous voyons

qu’il ne peut exister entre les différentielles des invariants relatifs
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o 2ors

U, gij; %-:l'_: ’ (—;")x—;él—b'[’
aucune _relation indépendante des dérivées partielles du second
Peij
d;l"k ()J.‘,

Autrement dit, les invariants fondamentausz (normauz) sont des
fonctions indépendantes des dérivées partielles du second ordre des
coefficients g;,.

fondamentauz, considérés comme fonctions des x,

ordre

. . (=1 (n+9) . ,, <,
Introduisons maintenant ( 3,,:( ) indéterminées nou -
velles (Af]), assujetties uniquement a satisfaire aux relations (19)

et (20) et considérons le systéme formé des équations (36), (37) et

h=n
3 Wl 3
\ of = X Ao
. h=1
(38) ¢ b

O kji = ;lg E [CASD), 4 (AP + (AB) i+ (AR e+ (AR); + (A1 wae
h=1 '

D’aprés ce qui vient d’étre dit et d’aprés ce qui a été vu au
numeéro précédent, ce systéme est équivalent au systéme formé
des équations (36'), (37") et

h=n

. . 3 W 3
(38) daft'— ¥, &fhth dey=o,

h=1

ou les g%, dans lesquelles I'ordre des indices supérieurs est indiffé-
rent, sont des fonctions des indéterminées qui figurent dans les w,
les wj, les wy;, les wy;, ainsi que des A% et (A%),. Nous savons
nn+1)3(n+2

) e ik -
d’avance que les quantités g''* sont indépendantes
12 4
eutre clles et indépendantes des , u, g, g} et g’

Les -covariants bilinéaires des premiers membres des équa-
‘ \ q
tions (36'), (37") et (38') se réduisent, en tenant compte de ces
équations, A
h=n
D Ldwy dgihh).
h=1
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La méme opération, effectuée sur le systéme (36, (37) et (38),
donne

h=n
2 [“’h(mﬁ)h]
h= n k==
z | W) [mmue — — (!B""):
h=1
- —( wil), — A—(m )i —( )k"‘;la(mfz)j_é(mflh)f] }’
en posant
p:n
("’Jc Y= d(Ajf)lo“E 59[(Agf)h<ﬁjp
=1
_ B (Alp Jawip—+ (Af ,)h W+ (A $atyg + (Al;{)p wnp)
2 }_‘sp(A LALT 4 AB AL+ ABIAL + AR ALT) .
p=1 a=1

Il résulte de la que les expressions
Wpkji et (wfff)h

sont des combinaisons linéaires des dx, des dg;;, des dg!, des dg};"

et des dg'™ et que, considérées par rapport a ces derniéres quan-

O i
. . . n(n 413} n-+2
tités dg*/", il doit y en avoir exactement ( ;)a( )

indépen-

dantes.
Or le nombre des expressions w,,;;; est de

n}(n+1)(r+2)(n+3),
a4 o

les &’} sont de leur c6té (n® 11) au nombre de

n(nt—1)(n +3).

24

La somme de ces deux derniers nombres est

z’(n—i—l)(n-l-g)(n-{—3) n® (n’——-l)(n+2) 1‘(n+x)’(n+ r)
PYA al 12

Par conséquent, il n’existe entre les w,;; et les (@};), aucune
relation linéaire indépendante des dg*;". En particulier, il n’existe
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“aucune relation pareille entre les (@), Autrenient dit, il n’existe
aucune combinaison linéaire des d(Af)), qui puisse s’exprimer
linéairement au moyen des da, des du, des dg;,, des dg} et

des dg'?. Donc enfin les invariants normaux (Af]), ne sont liés par
aucune relation indépendante des dérivées partielles du trotsiéme

ordre des coefficients g;;.

22. Le raisonnement pourrait se poursuivre de proche en proche,
mais il exigerait des calculs trés fastidieux. Nous allons montrer
par un raisonnement a priori que tout invariant relatif formé avec
les variables x et u, les fonctions g;;(w) et leurs dérivées partielles
des trots premiers ordres est nécessairement une fonction des seuls
invartants Al et (Aff),. 1l en résultera en particulier, d’aprés ce qui
vient d’étre vu, que tout invariant relatif formé avec les variables x
et u, les fonctions g;;(x) et leurs dérivées partielles des deux premiers
ordres est nécessarrement une fonction des seuls invariants fondamen-
tauz A}

Revenons, pour la démonstiration de ce théoréme, au systéme
de Plaff (18) et (21). Nous savons qu’il admet toujours au moins
une solution correspondant a des valeurs numériques arbitrai-
rement données des variables, tant dépendantes qu’indépen-
dantes. Donnons-nous par conséquent des valeurs numériques arbi-
traires (a!}), et a;} pourlesinyariants fondamentaux et leurs dérivés
du premier ordre, et considérons une des solutions correspondantes
du systéme de Plaff. Nous pouvons définiv cette solution en pre-
nant pour les variables, indépendantes et dépendantes, certaines

nn—+1)

fonctions déterminées de paramétres £ Désignons par (A¥),

et A_ff les fonctions de % obtenues.

Cela posé, partons d’une forme quadratique indéterminée, décom-
posée en carrés. Désignons par g,; les coeflicients de cette forme et
par (Af, ” Afj’ les fonctions des @, w, g, :’;‘T';’ » ete., qui définissent
les invariants relatifs. Les équations qui définissent les formes
(décomposées en carrés) appartenant a la classe choisie plus haut
sont évidemment (n°® 13)

(40) Afjl :W’ (Afj')": (Af})h;
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ce sont des équations ou les variables indépendantes sont les % et
les fonctions inconnues les @, u, g;, g, g7, g*®. On peut évi-

demment les remplacer par le systéme de Pfaff

(‘)l’j + &)j‘.: 0’

=1

p=n ) =n
' dAR = e (ABwjo+ AN+ Al g, + XiFwy,) + 2 (A%), @y
1 -

p=1 b=

En effet, les équations (36), (37) et (38) montrent que les équa-
tions (41) entrainent les équations (40) et réciproquement.

Or le systéme (41) est en involution, car les équations quadra-
tiques extérieures qui en résultent par dérivation sont, d’apres les
calculs faits au n° 24,

{=n

(42) E[ﬁ)/mm,‘i] =o0,
=1

h=n

(43) 2 [wz(mﬂ)n] =o,
h=1

en posant

h=n

] - = 3
Wokji== Wikji— T2 Z [CAFR), + (AZF) + (AT + (AR + (AZR); + (AFR), ] e

h=1t

Or, d’aprés la discussion qui a été laite du systéme de Plaff (18)
et (21), les équations (41) écrites & la derniére ligne entrainent
pour les d(_AT’)-,, des expressions de la forme (21), ot les quantités
seraient surlignées et par suite, d’aprés la définition méme de (@}})s,
les équations (43) sont identiquement vérifiées. Il ne reste donc a
considérer que les équations (42) dont la forme met en évidence la

propriété du systéme de Pfaff (41) d’étre en inpolution.

23. Le systéme (41) étant en nvolution admet au moins une
solution correspondant & des valeurs numeériques arbitrairement
données des variables indépendantes & et des variables dépen-
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dantes @, u, g, g, &’ (gi;") sous la seule condition que ces

valeurs numériques satisfassent auz relations (40). Donnons en-
particulier aux £ les valeurs numériques £ pour lesquelles les inva-
riants A}/ et (Af/); prennent les valeurs numériques données aj;
et (af/)s, et considérons un invariant relatif quelconque de la
forme

08y '8 0 i) ) .

l X, U, & _L_—, Y
VS gy Oz dxy Oz, Oz, 0%,)°

cet invariant gardera sa valeur numérique si I'on change arbi-
trairement les valeurs numériques de ses arguments, sous la seule
condition que les nouvelles valeurs numériques donnent aux
invariants A}/ et (A}/), les mémes valeurs numériques. Autrement
dit, Pinvariant 1 est une fonction des seules quantités A, et (Afl),.
C’est ce qu’il fallait démontrer. En particulier, comme nous 'avons
déja fait remarquer, tout invariant relatif contenant les dérivées
partielles-des g,; jusqu’au second ordre aw plus est une fonction des
seuls ingariants fondamentaua Af.

D’une maniére plus particuliére encore, st U'invariant 1 est linéaire
par rapport aux dérivées partielles du second ordre des g;;, c’est une
fonction linéaire & coefficients constants des A/

Ce résultat, qu'on pouvait regarder a priort comme trés vrai-
semblable, et qui a une trés grande importance dans la théorie de la
relativité généralisée, est ainsi démontré rigoureusement.

Les invariants absolus d’une forme différentielle quadratique.

24. Arrivons maintenant a la détermination des invariants
absolus.
. Py ’ . . Y . nin—1
Un premier procédé théorique consiste a partir de nlr—1)
mvariants fondamentaux qui soient des fonctions indépendantes
des variables auxiliaires u et a particulariser la décomposition
en carrés de maniére que ces invariants prennent des valeurs numé-
riques fixes données..On obtient ainsi pour les u des fonctions
déterminées des z; en portant leurs valeurs dans les autres inva-
riants relatifs, on obtient évidemment le systéme complet des



182 E. GARTAN.

<Invariants absolus. Seulement ils se présentent en général sous
forme irrationnelle, = A
La méthode précédente met en tout cas en évidence ce fait qu’il
ya
ni(n—1) _n(pn—1) n(n—1)(n—2)(rn+3)
|2 2 12

invarants absolus fonctions des invariants relatifs fondamentaux.
Il nous suffit pour la suite de savoir déterminer ces

n(n—1(n—2a)(n-+3)

12

invariants absolus. Considérons pour cela la forme différentielle
B> [opu;] Q=3 A4 (00,1 [oxo],

ou le point indique une multiplication algébrique ordinaire. Cest

. . . nin—1
en somme une [orme quadratique ordinaire des —(—;——) va-

riables | w;w;].

Les varniables u n’entrent que dans les coeflicients de cette forme,
supposée développée suivant les quantités [dz;dz;]. Calculons
la variation de ® pour une variation arbitraire des u, les « restant
fixes. Désignons par ¢ le symbole de cette variation.

On a, en utilisant une notation déja employée,

wl=o,
k=n
dof = S — duf=— s,-E W} 0,

k=1

k=n k=n

3 3 S
[wiw;]==— > s;uf;[wio]— > soi[aww;],
k=1 k=1

puis, d’aprés (17), et en remarquant que Q; est nul,

k=n
6&‘2.-1—':2 e (@ Quj— of; Qu),
k=t
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d’ol enfin
60 == &; of, [owi] Ry — ) & of; [wrw,] 2

. o . .
J +}- £ mf?k [o3irn; ] Qs — 2 2 mij[ﬁ’i ;| Qs

En échangeant dans la premiére somme les indices de sommation
J et k et dans la seconde les indices ¢ et k, on voit immédiatement
que le second membre est nul.

Autrement dit, la forme ® est un covariant absolu ().

23. La recherche des invariants absolus, fonctions des invariants
relatifs fondamentaux, revient alors & la résolution d’un probléme
de Géométrie analytique.

Regardons provisoirement ®;, ®wg, ..., », comme les coor-
données homogénes d’un point dans un espace projectif & n — 1

. . n(n—r1)
dimensions; nous pouvons alors regarder les ———— expres-

sions |w;w;] comme les coordonnées pliickériennes d’une droite
dans cet espace. Il s’agit alors de trouver les tnvartants de la forme
quadratique pliickérienne

(43) O =3 A0, [0 o],

lorsqu’on effectue sur les coordonnées ponctuelles une substitution
linéaire conservant la forme 2 g ;.
D’une maniére moins précise et pas tout a lait exacte, il s’agit

de trouver les invariants d’un complexve quadratique de droites vis-
a-ots du groupe des transformations projectives qui laissent inva-

. . -
riante la quadrique }_‘s,-co} =o.

() C’est la forme quadrilinéaire classique introduite par E.-B. Christoffel dans
son Mémoire : Ueber die Transformation der homogenen Differentialausdriicke
sweiten Grades (Journal de Crelle, t. 70, 1869, p. 46-70). Les (A,/), sont de méme
les coefficients d’une forme covariante a cing séries de différentielles, et ainsi de
suite.

Journ. de Math., tome 1. — Fasc. II, 1g22, 24
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Analytiquement, on peut remarquer que, pour toute substitu-
. « o e : N a "
tion linéaire conservant la forme Ze;w;, les coefficients de @

subissent une substitution linéaire appartenant & un certain groupe.
Les transformations infinitésimales de ce groupe sont précisément
données par les formules (18), d’aprés lesquelles on a

p=n
3 W 3 o 3 Y y
6A{!}=Z ta(w, AL B, AR+ o, AR o] AlR).
p=!

nin—1 . L T .
Les —(—;—) transformations infinitésimales qui engendrent le

8
R

groupe sont caractérisées par les valeurs e; des constantes o
26. Il existe une combinaison linéaire & coefficients constants
des A}; qui est un invariant absolu, a savoir
N "
A= cis; Al
iy
et c’est la seule : c’est la courbure totale de Rremann.
Il existe en outre une forme quadratique en w; qui est aussi un
covariant absolu, c¢’est la forme

. l SL
0 :}‘ A B wjwg,
INNS

qui se déduit de ® par saturation des indices (Verkiirzung); il en est
de méme plus généralement de la forme quadratique

o+ (ad +8) o,

ol o et B désignent deux constantes arbitraives.

Dans le cas général n > 4, la théorie que j’ai développée des
groupes linéaires ne laissant invariante aucune variété plane per-
mettrait sans trop de difficulté de démontrer qu’on peut trouver

n’(-n’—'l) _n(n+1)  na(r41)(n +2)(n—3)
13 2 1
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combinaisons linéaires des A{; indépendantes emntre elles et indé-
pendantes des coefficients de la forme ¢, qui sont transformées
entre elles par le groupe considéré sans qu'tl soit possible d'en
trouver un moindre nombre jouissant des mémes propriétés.

27. Le cas n =4, qui intéresse la théorie de la relativité géné-
ralisée, méritc d’étre traité en détail. lei la forme quadrmque
fondamentale est, comme on sait,

— 0] — 0} — o) + .

Avec linterprétation géométrique indiquée plus haut, clle
définit, égalée a zéro, unc quadrique réelle non réglée (quadrique
fondamentale). Cette quadrique admet deux systémes de généra-
trices rectilignes imaginaires conjuguées; chacune des génératrices
du premier systéme, rencontrant trois génératrices fixes du second
systéme, appartient a trois complexes linéaires dont les équations
sont faciles & obtenir. Soit en effet

W= lwa + A0+ w,) = o,
Mo, — ) — w3+ wy =0
les équations d’une génératrice quelconque du premier systéme;
les coordonnées pliickériennes de cette droite sont, avec les nota-
tions indiquées plus haut,

losws] _ [osey] _ [owws] _ [oyoy] _ fesw]  [oge.]
1—A T+ M) T a2l T (M —1) T A1 —aid

Les trois complexes cherchés sont donc définis par les équations

E=[mw]—ilww]=0,
(44) E.z;-‘[mxﬁ)til—ll_'daws]:m

E;;.‘:'E [&)l ﬁjg) -— i[w., (L);] = 0.

Les génératrices rectilignes du second systéme appartiennent
alors aux trois complexes linéaires définis par les équations

C = [wsw;] + [0 w]=0,
(45) ‘ Ne=[w;m ]+ i[wyws] =0,
. ny=[wyw,] + i[wsw,]=o.
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Effectuons maintenant un changement de coordonnées pliické-
riennes de la droite en prenant pour nouvelles coordonnées les
six quantités &; et v;. La relation & laquelle satisfont les six |nou-
velles coordonnées d’une méme droite est maintenant

(46) £} -+ &+ & =i + 0l + i

Le complexe quadratique des droites tangentes & la quadrique
fondamentale est manifestement défini par I'équation

(47) B+8+Graf+ny+ny=o.

Cette équation est en effet vérifiée par chaque génératrice de cette
quadrique, puisque chaque génératrice, du premier systéme par
exemple, ayant ses coordonnées £ toutes nulles, la vérifie en vertu
de (46). Toute droite tangente a la quadrique en un point défini
par l'intersection des deux génératrices

(0, 0, 0, M4y My, 03), (&1, &y &4y 0, 0, 0)
a pour coordonnées
(}‘El’ )‘52).)‘53) By P H‘ﬂ:;)

et par suite satisfait aussi & ’équation (47).

28. Remarquons maintenant que toute substitution linéaire
conservant la forme fondamentale — w!—w}— w]+ w} se traduit
évidemment par une substitution linéaire orthogonale sur les % et
par une substitution linéaire orthogonale sur les v (& moins qu’elle
n’échange les coordonnées & avec les coordonnées v, mais nous ne
considérerons que les substitutions qui n’échangent pas entre elles
les deux systémes de génératrices de la quadrique fondamentale).
Ces deux substitutions linéaires sont naturellement & coefficients
complexes conjugués.

Avec les nouvelles coordonnées de la droite, la forme covariante @
se décomposera en une somme de trois formes respectivement
covariantes :

1° Une forme quadratique f (%, &, &3);
2° Une forme quadratique (complexe conjuguée) f' (1, N s); -
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3¢ Une forme d’Hermite $(&;, 83, &3; 3, Mg, M) bilinéaire par
rapport & chaque série de variables et prenant des valeurs numé.
riques réelles quand on donne aux variables des deux séries des
valeurs numériques complexes conjuguées (c’est cette propriété

qui définit une forme d’Hermite). o

En effectuant le calcul, qui n’offre aucune difficulté, on trouve

4f(E)= (AR —AL +20A0)E + (AR —A} "*""kn I

-+ (A“-—A“+21A?§)Eu—ﬁ(A{s AR+ AL — ARG

—a (AL 4+ AL 4+ TAY — AL,
—2(A$} +f\n (AL — AR &G
2y(Eim) = (AR 4+ AN+ (A — AR —dAl — @A )8,
+ (AR “Ax'§+‘A§§+‘A3§)E.|'n3
-+ (A” - Aiﬁ + AL+ A {])Eem,
4+ (A + AJD &M+ (AR} — AJL —FAR} — dAfD) &y
+(A“—-A:‘,.§—u\”—u\',)'e;m, ‘
+ (AZL— AL+ EAL HEAD Gany + (AR + AL Eyms.

Nous remarquwons que la somme des LOEHIClelltS de &2 4 &2
dans /(&) est réelle. On peut alors écrire

®= S A@E G Bal+nlbal) + F @+ F ) +dEim),

en désignant par A la courbure totale

| A=AR -+ AL+ AL — Al — AL — ALY,

et en posant '
SEY =S )——A< THE+ ),

la somme des coefficients des termes carrés dans f(;) est alors

nulle.

Quand on effectuera sur les & une substitution orthogonale,

les cing coefficients complexes de f(£) seront échangés linéaire-
ment entre eux sans qu'on puisse trouver h < 5 combinaisons
linéaires indépendantes de ces coefficients qui soient aussi échangées

entre elles.
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Les invariants fondamentaux relatils de la forme dlffercnucllc
donnée peuvent ainsi se distribuer en quatre groupes :
19 L'invariant absolu A;

20 Les cing coefficients complexes de f(%);
3° Les cinq coefficients complexes conjugués de f'();

4° Les neuf coefficients (réels ou deux & deux imaginaires con-
jugués) de ¥(%; 1)

Toute substitution linéaire sur les w; échange entre eux les inva-
riants relatifs de chaque groupe et il est facile de voir que ces
groupes sont indécomposables en d’autres dont les éléments svient
séparément échangés entre eux.

29. Nous avons introduit dans le cas général, au n® 26, la forme
quadratique covariante
cp:}: ,A 0} 6hgy
et plus généralement

~ ik »
o'= 3 sihffo et ah B ot

Si ’on détermine le coeflicient « par la condition que la somme
des coefficients des termes en ¢, ] soit nulle, ce qui donne

2

— { —— e -
nad =—¥ s,s,f\,}_QA, @ === =

n(n—+1)
les ————
2
qu’on puisse en trouver des combinaisons linéaires en moindre
nombre qui jouissent de la méme propriété.
(a4
Ici —(2—-)-

—1 coefficients restants sont échangés entre eux sans

—1 ==q; les coefficients qui restent sont donc néces-

sairement des combinaisons linéaires indépendantes de la forme
d’Hermite $(&; n). On a en effet

o'= %(A.}§+A}§—A§§—A{§+A +A)el+. ..

+ - (A + A+ AT+ AL i+ Af )mi

+ 2 (A} —ADwgey + .0+ 2a(AdHATD O 0
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et I’'on retrouve sans difficulté, mais avec d’autres combinaisons,
les coefficients de la forme d’ Hermite $(Z; 4). __

Il doit y avoir d’aprés cela une relation géométrique importante
entre la forme quadratique ¢' et la forme d’Hermite . Cette relation
peut étre mise en évidence sous différentes formes. D’abord 1’équa-
tion obtenue en annulant la forme d’Hermite § définit un complexe
quadratique de droites auquel appartiennent manifestement
toutes les génératrices de la quadrique fondamentale (puisque
s’annule en méme temps que les & et aussi en méme temps que
les ). Considérons une génératrice G du premier systéme de la
quadrique fondamentale (0; %°); I’équation linéaire en &, &, &g

$(&; ) =o,
jointe a ’équation o

g+&-+i=o,

définit deux génératrices du second systéme, qui coupent la géné-
ratrice donnée G en deux points; ces points jouissent évidemment
de la propriété que toute tangente en un de ces points a la qua-
drique fondamentale appartient au complexe quadratique. Quand
la génératrice G varie, ces points engendrent une biquadratique
gauche, a laquelle correspond un faisceau de quadriques : la qua-
drique ¢’ =o fait partie de ce faisceau.

Mais le complexe quadratique Y=o peut &trec défini par une
propriété géométrique simple le rattachant a la quadrique fonda-
mentale et & la quadrique ¢’ = o. Partons en effet a priort d’une
quadrique

Ay 07 - Bpa 0} 4+ Agywl + AL O] 20003+ - AW W, =0,
et cherchons I’équation du complexe des droites qui découpent sur
cette quadrique et sur la quadrique fondamentale deux segments
formant une division harmonique. Un calcul facile donne pour
I’équation de ce complexe :

ap [0y P foog |t —[wo B+ ..
+ an oo+ {oe ) + [ﬁ)a‘*)s]zg
+2ay) [0 [oe] —[wiw] [wyw] b+

2@y [wgm | [0204] + [wyon ] |00, ] ! Hee =0,
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ou, en introduisant les coordonnées £ et v,

1 .
7 (At an+ ay—ay) (8 + & + & -+ 0] + 0] +nj)
+ (y+ @+ aye— ayy) Eyny — 2 (@ — Easy) Eyny— 23 (ay + fay)Eny

— 3 (g ) gy + (@gy + @1y + Gy — @) Eane — 3 (Aas— Layy) gy
—a(ay — ias)Eyn — 3(@gy+ (@) 5Ny + (@) + Qo + Q4 — agy)Eyng=o.

En identifiant cette équation avec I'équation § = o, on retrouve
pour les a;; les coefficients de la forme 3'.

Par conséquent, la relation géométrique entre la forme quadra-
tique 3' et la forme d’Hermite { est la suivante : le complexe
quadratique de droites obtenu en annulant lo forme { est celut des
droites qui découpent sur la quadrique fondamentale et sur la qua-
drique ' = o deux segments formant une division harmonique.

- 30. On peut encore associcr les formes f et f/ a des formes
binaires et la forme { & une forme doublement binaire. On peut
en effet exprimer les coordonnées &, %5, &5 d’une génératrice du
second systéme de la quadrique absolue au moyen d’un parametre,
ou de deux paramétres homogénes u,, u,y, par exemple par les
formules

JgY¢

=0} — ul, L= i(u] + u}), b= auguy;

on aura de méme pour toute génératrice du premier systéme
ny=e§— v}, ny=— (v + el), Ny = 24 ta.

Toute substitution orthogonale sur les & se traduira par une
substitution linéaire & déterminant égal @ 1 effectuée sur les deux
variables u;, u,. Quant a la forme F(¥), elle devient une forme
biquadratique binaire en u, ¢; la forme f'(7) devient la forme
biquadratique binaire en ¢y, ¢, dont les coellicients sont com-
plexes conjugués de ceux de la premiére; enfin la forme d’Her-
mite § (&, 1) devient une forme quadratique en (u,, u,) et quadra-
tique en (¢y, 9y). '

Les vingt coellicients A!/ de Riemann se répartissent ainsi en .
quatre groupes dont chacun comprend un certain nombre de
combinaisons linéaires de ces coefficients :
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1° La courbure totale A;

2° Les cinq cocllicients complexes d’une [orme biquadratique
binaire I’ (ul, Ug);

30 Les cinq coellicients complexes conjugués de la forme biqua-
dratique binaire conjuguée I’ (01, ¢5);

4° Les neuf coellicients, réels ou deux a deux complexes conju-
gués, d’une forme W(u,, uy; ¢5, v5) quadratique par rapport a u,,
u, et quadratique par rapport a ¢y, v,.

La sicrni[ication géométrique des variables u,, u, est classique :
le 1‘apport — désigne le nombre complexe qui sert & définir la
position dun point réel sur la quadrique fondamentale. Toute
transformation projective de la quadrique fondamentale en elle-
méme se¢ traduit en eﬂ’et par unc transformation projective a
coellicients complexes sur —. L’équation W =0 délinit sur la qua-

drique fondamentale une courbo qui n’est autre que la biquadra-
tique considérée plus haut.

51. La recherche des invariants absolus, fonctions des A},
revient maintenant a un probléme classique de la théorie des
lormes. En particulier, la forme F donnera deux invariants ration-
nels, Pun du second degré, autre du troisiéme degré; la forme I’
donnera les deux invariants complexes gon]uaucs

Ces invariants s’obtiennent du reste aussi [acilement en partant
de la forme quadratique /(%) : il sullit, comme on sait, de considérer
la somme des mineurs principaux du discriminant de cette [orme,
ainsi que ce discriminant lui-méme. La [orme ¢, ou plutdt la
forme ¢’ qui luil est équivalente, donne de méme un invariant
quadratique, un invariant cubique et un invariant biquadratique
par la considération du discriminant et de ses mineurs principaux :
ce sont les coeflicients des différentes puissances de A dans I’équa-
tion obtenue en annulant le discriminant de la forme

9+ A —wi— 0 — o + ).

En dehors de ces sept invariants (ou plutét huit en tenant
compte de l'invariant A) fournis par la (,OllSldel‘ ation 1solée de

Journ. de Math., tome I. — Fasc. 1I, 1g2a. 25



192 E. CARTAN.

chacune des formes £, ', 4, il y en a six autres (mixtes) formés avee
les coeflicients de plusieurs de ces formes. Nous n’insisterons pas
davantage sur cette question.

32. Ce qui est plus intéressant pour les applications & la théoric
de la relativité généralisée, c’est la résolution du probléme sui-
vant :

Trouver, de la maniére la plus générale possible, diz combinaisons
linéaires a coefficients constants R ; des quantités A%} qui soient échan-
gées entre elles comme les coefficients d’une forme quadratique quand

on effectue sur les w; une substitution linéatre conservant la forme
fondamentale — w} — 0} —w} + w;.

Autrement dit, construire une forme quadratique covariante

2 H,’j W; W

dont les coeffictents soient des combinaisons linéaires & coeffictents
constants des A%,

Nous avons déja obtenu une solution de ce probléme, & savoir
la forme quadratique
Ao+ (2A + B) (—wi—- o} — o} -+ o),

ol A, a el B sont trois constantes arbitvaires.

Il est facile.de voir que le probléme ne comporte pas & aulre solu-
tion.

Soit en effet

~
b :T:z R,‘j W0,

une forme quadratique covariante; posons

¢

I{ = — l{“ —_ l‘?i -_ l{;;:l'*‘ l“;,

- 1 " v e

Ry=R;— Zs,-j}’\ (e =08l IzZ); ey =g =Ea=—1, &, = + 1)}
on peut alors écrire

::2:- R(—ol —wl — o) +of) +2 E,-jw;mj,
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et 'on a
Ri1+ Rey+ Ryy— Ry =o.

La quantité R est, comme on sait, un invariant absolu ; par suite,
S P A . . . s &
par sa propriété méme d’¢tre une combinaison linéaire des A%, on a

R=aA +f.

Quant aux quantités R, elles dépendent linéairement de neuf

d’entre elles que nous pourrons, sans préciser davantage, dési-
gner par . B
R, R, ..., Ry

Elles subissent entre elles une transformation linéaive quand
on clfectue une substitution linéaire quelconque conservant la
forme — wl—wi— ]+ w}, et il est impossible de trouver h <9
combinaisons linéaires indépendantes des R, jouissant de la méme
propriété,

Chacune des neufl quantités R; peut se mettre, d’une maniére et
d’unce seule, sous la forme

Ri== H;+ K;+ L+ ;A + Bis

ou I, est une combinaison linéaire et homogéne des cocfficients
de la forme f(%), K; une combinaison linéaire et homogéne des

coellicients de la forme f'(v), L; une combinaison linéaire et homo-
gtne des coellicients de la forme {(%; 1), «; et B; enfin des cons-
- tantes.

Quand on effectue sur les ©; une substitution linéaire conser-
vant la forme — ! —ow!—w® 4 !, les quantités R; subissent
entre elles une substitution linéaire; il en est de méme des coelli-
cients de la forme f(£), de ceux de la forme f'(7) et de ceux de la
forme §(%; n). Si les H; ne sont pas tous nuls, comme la forme f(&)
contient cing coeflicients indépendants, il y aura un certain
nombre h(4Sh < g) de combinaisons linéaires” indépendantes
des R; qui ne contiendront pas les coefficients de la forme f(%) :
nous pouvons toujours supposer que ces combinaisons sont pré-
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cisément Ry, ..., Ry Mais cela est impossible, car si par exemple,
par unc substitution linéaire arbitraive laissant invarviante la

forme — w] — w] — o] + o}, la forme hnéaire R, était changée en
MR+ LR+ R Ry,

les coellicients A,.\, ..., &, devraient étre tous nuls, puisque K,
est changée dans une combinaison huéairve des coeflicients de f'(n),
l,, dans une combinaison linéaire des coellicients de P (%5 7) et
que A est conservée. Il laudrait doue que les quantités R, R,, .., R,
fussent échaugées entre elles par une substitution linéaive quel-
conque du groupe considéré, ce que nous avons vu étre impos-
sible.

Lic raisonnement précédent montre que tous les termes T; sont
nuls; on verrait de méme que tous les K; sont nuls, amsi que tous
les coellicients «; et 8,. Par suite, les R; sont des combinaisons
linéairves des coellicients de $(5: ) ou, ce qui revient au méme,
des cocllicients de 3/ (w). . ’

Considérons alors la forme quadratique

2 ’ﬁ,‘j(ﬂ“fﬂj —29'(w)

qui est, par hypothése, covariante quelle que soit la constaunte A
ct dont les coellicients sont des combinaisous linéairves et homogeénes
des neuf coellicients de ¢’ (w). Déterminons la constante A par la
condition que les neul coeflicients de o}, ©], ®}, w0, soient
linéairement dépendants, ce qui est toujours possible. St ces nou-
veaux coeflicients n’étaient pas tous nuls, on aurait & < 9 combi-
naisons linéaires indépendantes des cocllicients de ¢’ qui seraient
transformés linéairement entre eux, ce que nous savons &tre impos-
sible. II faut done que la forme quadratique écerte ci-dessus
devienne identiquement nulle pour une valeur convenablement
choisie de la constante A. CCest précisément ce que nous voultons
démontrer.

En définitive, toutes les formes quadratiques covariantes absolues
dont les coefficients sont linéaires par rapport aux Al sont données
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par la formule «
(48) 12 giAfwjoi+ (“2 g5 A+ @)(“— o} — o} — i+ wi)
ik lijs

avec trois constantes arbitraires «, B, A.

33. Les équations de la gravitation d’Einstein sont en rapport
trés étroit avec le probléme qui vient d’étre résolu. Etant donné
un ds? a quatre variables

ds? :Z Girlx) da;dry
ik .

réductible a la forme — 0} — 0! — o©? + o}, les équations de la gra-

vitation d’Einstein sont de la forme
Gip==— T

ol les G sont les coeflicients d’une forme différentielle quadra-
lique covariante

® =Y Gydr; dey.

Kinstein admet que ces quantités Gy, sont des lonctions déter-
minées des variables @, des fonctions g (z) et de leurs dérivées
particlles du premier ¢t du second ordre, et qu’elles sont linéaires
par rapport aux dérivées particlles du second ordre. La forme

Z Gy da; dy,

doit &tre covariante : cela signifie que st Uon effectue sur les & une
transformation arbitraire

L =fl'(ay Z) J’—'—n -;—':)‘

et st par celte transformation on a

Z giw(2) do; dxy “—“2 T (&) dix; i,
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on a en méme temps .

N G (e wa(p) 9828 O8wB \ 4o o
ZG:A‘<‘L)\>G§("L)) m’ d—_—wpdelfc duv; dx,

_——— -— : E —_ —
=2 GI’A‘ (‘L.) 5’“[‘3(‘0), 0“_“6) —(_).—\lué) d&t‘,‘ d‘l‘k.
dry,  Oup 0xg

Pour obtenir toutes ces formes quadratiques covariantes, ima-
ginons que nous ayons décomposé, de la maniére la plus générale
possible, la forme donnée ds* en quatre carrés — w? — 0} —w] 4 w©};
les coeflicients des quatre expressions de Pfaff seront des fonctions
déterminées des g;; () et de six variables auxiliaives uy, .. ., u,. La
forme ® pourra alors s’exprimer comme forme quadratique en o,
Wg, g, W,, SOIL )

¢ :2 Rih‘ [ATIOYSS

ou les R, sont des fonctions déterminées des z, des u, des gy (),
de leurs dérivées partielles des deux premiers ovdres, les dérivées
du second ordre entrant linéairement. La forme ® étant par hypo-
thése un covariant absolu et les expressions w; étant des covariants
relatifs, chacun des coefficients R est un invariant relatif et par
suite, d’aprés ce qui a été démontré au n® 23, une combinaison
linéaire & coefficients constants des invariants fondamentaux A};.

La forme d Einstein SGudxdx, est donc nécessairement de la

forme (48)

Loaeeld Loy d
\ N (& T Y W w “
2‘ Gdedeg= A }‘ e A w0+ (oc 2 gig; A+ @) (—ol—oi —o +o}).
nik

wan: /

34. Avant de particulariser les coefficients constants «, 8, A par
la condition que la loi de conservation soit respectée, faisons
quelques remarques sur ceux des Invariants fondamentaux qui
n’entrent pas dans les équations de la gravitation. Ces équations
{ont intervenir seulement la courbure totale A et les coellicients de
la forme d’Hermite J(%; v), mais pas ceux des formes quadra-
tiques f(£) et f/(7). Les dix équations, linéaires par rapport aux
dérivées partielles du second ordre des g;;, qu’on: obtient en annu-
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lant les coellicients de ces formes, ont évidemment une signifi-
‘ation invariante absolue. Ces équations sont, en se reportant aux
expressions de f(%) données (n° 28)

AZ - AR =AN - AR =Al— AR
Al =All=o,

A+ AN = AL+ AR =AN + Al =0,
Al — AR = A — A=Al —AN =

On peut démontrer qu’elles expriment la réductibilité du ds?
a la forme
p(dXi—dX] —dX;—dX3);

autrement dit, elles expriment que la propagation de la lumiére se
fait suivant les mémes lots que dans la théorie de la relativité restreinte.

D’une maniére plus générale, les dix invariants fondamentaux
fournis par les coellicients de () et f/(%) sont des invariants
relatils, non seulement pour la forme g,;da,dx;, mais encore pour
Péquation obtenue en I’égalant & zéro.

La loi de conservation et les équations de la gravitation.

93, Le¢ tenseur gravitationnel G est considéré avbitrairement
comme lormé des coellicients d’une forme quadratique cova-
riante XGde;dr,. Cest ce que nous avons fait jusqu’a présent.
Mais il peut y avoir intérét & le considérer d’un autre point de vue.

Revenons & Porigine physique de la notion de tenseur. Etant
donné un milieu élastique dans 'espace euclidien, sur chaque élé-
ment de surface du milieu ayant pour composantes

ldyds), [dsdz], [dzdy)

suivant les plans de coordonnées, il agit une tension (un vectéur)
dont les composantes suivant les trois axes de coordonnées sont

Prxldy d3] + pay[ds de] + pp[dz dy],
Praldy ds] + py,[ds de] + pys[dedy],
Pea[dy ds] + pey[dsde] + pa: [ dz dy],
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Ce tenseur est symétrique si le tableau des coeflicients est symé-
trique. :

Au lieu de représenter le tenseur dont les composantes sont les
quantités p,,, etc., au moyen de la forme quadratique

Peodzt+apycdedy +. ..,

on peut le représenter, d’une maniére plus conforme a sa nature,
par la projection de la tension elle-méme sur un axe de cosinus
directeurs indéterminés &, v, . On aura alors la forme

-

Q= I paeldyds]+ podsdz] + pldedy]
+0 ) Praldy ds] + py,[ds dz] + py:ldedy]!
+ T pao [dy ds] =+ pey[dsda] + pss[dedy]!.

Au fond, Q est la quantité sous le signe f f dans Uintégrale qui

exprime la somme des projections sur Uave (%, 0, {) des tensions élé-
mentaires exercées sur une surface donnée.
Si I'on regarde la direction (%, v, {) comme fize, ¢t qu’on prennc

le covariant trilinéaire de I’expression Q, on obtient

< O0Pex . OPuy . OPas
" s QPex | IPay .
&= [ e T dy BT

Opys Py dl-‘r:) » Op:x OPzy 0"::) l
-4 LA ! g z [ I A AN T N3 . .l: R
7’( ox ay Jds ; ( dxw + oy ‘ Js Ldedyds]

¢’est-a-dire la projection sur Paxe considéré de la lorce de volume
élémentaire équivalente aux tensions du milieu élastique.

Le tenseur Q est dit satisfaire a la lot de conservation si sa
dérivée Q' est nulle, quelle que soit la direction fixe (&, v, ).

En particulier, si 'on a affaire & un fluide parfait a pression
constante,

Pae= Pyy= Psz= ) = const,, Py = Prr= Pay=0,
le tenseur Q se réduit, a un facteur constant prés, a

Q={|dyds]+aldsde] +g[dzxdy),

et 'on a
Q —o.
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Le tenscur précédent se déduit tres facilement de la forme qui
donne le volume élémentaire

I =[dxdyds);
c’est
Jll Jll i

e

=0T 0Ty T

sous cette forme sa signification invariante (¢’est-d-dire indépen-
dante du choix des axes) est mise en évidence.

36. Revenons au tenseur gravitationnel G Nous vegardevons
ses composantes comme des coellicients entrant dans Iexpression
de la projection sur une divection fixe d’une tension appliquée
un élément a trois dimensions de Punivers & quatve dimeunsious.
Soit un en point quelconque %, &5, %, %, les composantes d’une
direction,

Considérons d’abord le tenseur obtenu en partant de I’élément
de volume (& quatre dimensions) de univers

ll={ewagn,],
élément qui « une signification tnvariante, ct en formant

> "’.(il "2.1_!_}‘37 ﬁq_.’i)_ll
==h ()«\\+t'2dco, Bday | 7 dw,

=& [agey ] + S 0] -+ Lo mwy ] — 3 [ oy egny].

¢

Ce tenscur est analogue & la pression (constante) d’un fluide
parfait.
Plus généralement nous considérerons le tenseur

Q= W, + &+ &1+ &L,

ou 10, 1Ty, 15, 11, sont des éléments d’intégrales triples.

La dérivée covariante de ce tenseur s’obtiendra en prenant la
dérivée ordinaire de Q, mats en supposant que les différentielles d%;
satisfont aux relations (8') qui expriment que la direction (%) reste

paralléle & elle-méme :
A=$

(8) dgy=— & ¥, [Evoni -
k=1
Journ de Math., vome 1. — Fasc. Il, wy2a, 26
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Dans ces conditions, on a

i=3 ( k=3 '
- - N . .
Q’:Z t:i , lll—-z sl\"\l‘k("\kl?‘ i'
i=1 \ k=1 .

On powrrait dive que si 11, 1y, Mg, 1T, représentent les compo-
santes d’une tension élastique s’excrcant sur un élément & trois
dimensions de Punivers, les quantités

k=23
Wl . s

! Py
ll,'—‘z “'klll/\‘mki,l

k=1

sont les composantes de la fovee s’exergant sur un élément de
volume & quatre dimensions de Punivers.
Lie tenseur Q sera dit satisfaire @ lu loi de conservation st sa dérivée
covariante Q' est nulle, ¢’cst-a-dive si I'on a les relations
k=4
, O )
n,:_)i e[ My o4 e

h=1t
Il en est ainst par exemple du tenseur particuher
Q=2 [eswgay] 4+ s [mgow ] -+ S e aeey ]| — & [ @ man;]:
on a en cffet, par exemple,

W = ooy, ] = [oyogm | —[ oo, | + | mgwzn)]
=@ oatigy, ] — syl ety ey ] 4 s metam e,
=z gy W we |+ &3 [mi@ymy gy ] — & memytg ]

=& [lmy ] 4+ sa| Wy 05, ] + & oy ]
7. A chaque tenseur Q peut étre associée une lorme quadra-
tique en ;. 11 sullit pour cela de remarquer que la forme
adio 4+ o+ sliug a0
est un covariant absolu de S¢;of, que par suite les quatre expres-

slons :
[wamzey]. [azme,], [oyme,], — [oogeg)
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sont respectivement covariantes a

iy, €30y S3Wz, €y Wy

Le tenscur Q est donc associé a une forme bilinéaire cn % et o,
et par suite, st cette forme bilinéaire est symétrique, & une forme
quadratique en o,. Le tenseur :

=} w0, ]+ d[wswiw] + Glomn ] —Llooiw]

est ainsi associé & la forme bilinéaire X¢;%0,, ct aussi & la forme
fondamentale ¢, wi-

La coundition de symétrie d’un tenseur est d’aprés cela factle &
exprimer; le caleul facile donne tout simplement

silwilly] = ¢, [w; 1]

a8. D’aprés ce qui précéde et en nous aidant de linvaviant
absolu

il nous est bien facile de former un tenseur symétrique qui soit un
~ covariant absolu. Partons en effet de la forme covariante
Looeo ot
H=Alw 0w ]| = E s,~€/:\fj:[w,-wjm,..:-),]
i“r
N il Qpone]
= & [Quoie, ]+ e[ Qwew,] + 15[ Qe

-+ &, &y [sz“(dg(d;;] -+ 6285[93‘0)3(».] -+ 5385[3233(.\)1 0.)3].

Il

Nous obtenons un tenscur covariant absolu en remplagant
dans 1I les expressions [w;0;] par les valeurs &;w;— 50, Nous
obtenons ainsi

I[‘ 5365[&)25235] +3532[(039;2]‘*—8353[&);32§3],
I, 818 [03 R ]+ evs [0 Q5] + 238, [0,824, ],
"3_—: €38y [w,$2~_.;] -+ &8 [&)gsl“] + & & [(’)'-QI?,I‘

i= — s, Qpy] — a8y [0 825 ] — &8 [0:Q2]

I
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Ce tenseur est symétrique, car si 'on forme ¢, [0, 1I,] — ¢, [w,11,],
on obtient ‘ ’

alo ] —slw.])= 3] Wy (@ 15+ w3 R43)] — &3 [ 003 (0 Lis + ©2240)]

=e[0, 200,;Q] — &[0 2wi; ]

ct les deux termes du second membre sont nuls en vertu des rela-
tions (12).

Ce tenseur satisfait & la lot de conservation. La vérification par le
caleul est facile en se servant des formules (10) et (13).

On remarquera que les composantes du tenseur précédent sont
obtenues sans faire intervenir, au moins formellement, les quan-
tités Afl; la quantité A elle-méme pourrait étre laissée de cdté
dans la formation de Pinvariant II en remarquant que les quan-
tités ¢;¢;0;; se comportent comme les coordonnées pliickérienncs
d’une droite, au méme titre que les quantités [w;w;]; Pexpres-
sion II représente alors le moment mutuel de ces deux droites.

39. La forme quadratique associée au tenseur qui vient d’étre
considéré doit nécessairement rentrer dans la formule (48). Un
caleul [acile donne par exemple

= (68 A 4+ g5, AY + 6 AN [awyw,]
— (8283 AY} +ee8s ALY) [waw 4]
— (88 A]} +5&A%) [00,0,]
+ (68 A3 +ee Al ) [wyw o]

La forme quadratique cherchée est done
O =& (5,6 A% + o AN + e Al 0} - 2 (A e A D)oo 4.
Elle sc déduit de I'expression (48) en prenant
A=—1, a=1, QB=o
AQ). Si nous voulons maintenant déterminer toutes les formes
quadratiques rentrant dans la formule (48) et qui satisfont a la
loi de conservation, nous remarquons d’abord que le coefficient §

peut étre quelconque ; la loi d¢ conservation est vérifiée si o X
est nul. Elle ne peut Uétre dans aucun autre cas. Simon, en effet,
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elle serait vérifiée pour A =8 =o0, a =1, c’est-a-dire pour le
tenseur

EA[w050, ]+ EsAlwyw 0] + E Al w00, — E A w wywy].
On aurait donc
[Awrwzo ] = Alwyn, @, 0,] + &3 A [0 0w, 0] — &, Ao w0024 ].

Cette relation est vérifiée si A est constant; il en résulte done
gqu’on devrait avoir

[dA w30, = [dAwzwyo, | =[dA w930, ] = [dAw w,03] =o0.

L’inyariant A serait donc une constante, ce qui n’a pas lieu en
général. '

Les seuls tenseurs gravitationnels possibles qui satisfassent a la
lot de conservation sont donc donnés par les formules

= Reey [0y ] +Aere[0,2:] + heyeyf 0, Q03] + plwswy o, ],
M= deg[wQ;]+heyefoRs]+ Aeye {0,925 ] + ploswio ],
o= Rese[w Ryy] + Aeyey[ w0 ] + Aoy [0, 1]+ plwywamy ],
IL=—2ae]w Q] — Aese [wy Qs ] — Aerea [0, 215 ] — plowyw,m,],

ce qui correspond a la forme quadratique

i=4
Z Girdx,dx,=— A 2 s,'Af"; w4+ (AA + p)z & 0w},
NN i=1

avec deux constantes arbitraires A, . :

On peut remarquer que, dans la théorie d’Einstein, la forme II
. représente 1'élément de matiére, ou plutdt Pélément d’action (4
(quatre dimensions).



