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SUR LES SINGULARITÉS IRRÉGULIÈRES. ·<)() 

Sur les singularités ir régulier es des équations différentielles 
linéaires; 

PAU Ukxê UAUNIUR. 

INTRODUCTION. 

«... On peut souvent, passer d'une manière continue 
« d'une de ces fondions à une autre, d'un «le ces 
« individus mathémaliques à uii autre qui parait tout 
« différent, comme la théorie de l'évolution permet de 
« passer d'une espère à une espère voisine, et, de proche 
« en proche, a une espèce plus éloignée... » 

(.Il'i.ks Ί'λννι:hv, Science et Philosophie.) 

1. Dans la théorie analytique des équations différentielles, les 
équations linéaires occupent sans contredit une place privilégiée. 
Actuellement encore, la représentation analytique des intégrales 
d'une équation de forme quelconque présente les plus grandes 
dillicultés, même dans le cas des équations du premier ordre ; au 
contraire, qu'on l'envisage au point de vue local ou au point de 
vue général, la représentation des intégrales d'une équation 
linéaire obéit à deux propositions fondamentales qui en facilitent 
singulièrement l'étude : d'une part, en vertu des mémorables 
travaux de Cauchy, aucune intégrale d'une équation linéaire ne 
saurait posséder d'autres points singuliers que ceux-là mêmes du 
coefficient différentiel; et, d'autre part, il suffît de connaître un 
système fondamental d'intégrales, ainsi que les substitutions 
génératrices du groupe de monodromie, pour pouvoir prolonger, 
le long d'un chemin quelconque, une intégrale arbitraire de 
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l'équation, et pour faire ainsi d'une suite de discussions locales 
une description complète de l'intégrale. 

En fait, les premiers géomètres (Fuchs, Thomé, Frobcnius,...), 
qui cherchèrent à approfondir les propriétés analytiques des inté-
grales des équations linéaires à coefficients rationnels entre-
prirent d'abord l'étude locale des points singuliers; et, bientôt, ils 
se trouvèrent conduits à subdiviser ces points en deux classes. 
Dans la première, leurs nombreux Mémoires enregistrent des 
succès aussi décisifs que faciles; et, sans doute faut-il attribuer à 
cette circonstance la dénomination de régulières qu'ils attachent 
aux singularités de cette nature Par contre, dans la seconde 
catégorie, celle des points irréguliers, leurs efforts restent impuis-
sants à édifier aucune théorie générale; et, sauf dans des cas 
exceptionnels, ils ne peuvent réussir à représenter aucune inté-
grale irrégulière au moyen de développements en séries conver-
gentes. A vrai dire, le point de vue auquel se plaçaient ces géo-
mètres condamnait d'avance leurs tentatives à l'insuccès; c'est 
ce que nous verrons plus loin (n° i>), lorsque nous aurons fait con-
naître la méthode qui nous a permis d'approfondir la nature d'un 
point irrégulier. 

2. Une équation différentielle linéaire, d'ordre m, à coefficients 
rationnels peut toujours être écrite sous la forme 

('<) κμ·)]"1/'"0 

-+- I>o(aO]",~,«i(<r)y(/"'~,, + · · ·-+" a
m

(x)y — o, 

les a
v

(a?) étant des polynômes d'un certain degré μ, premiers 
entre eux dans leur ensemble. Si ces polynômes ont été pris au 
hasard, l'équation (e) ne possédera, à distance finie que des singu-
larités régulières (x); pour qu'elle puisse acquérir des points irré-

(J) A ce point de vue, Je cas d'une singularité irrégulière doit donc être regardé 
comme exceptionnel ; on peut observer que la conclusion serait opposée si l'on 
écrivait (e) sous la forme 

(e') y(/,t) -t- />1 . .. + Pm-i}' -+■ PmJ ~ °< 

les ρ-, étant des fonctions rationnelles d'ordre p., décomposées, par exemple, en 



SUR LES SINGULARITÉS IRRÉGULIÉRES. ΙΟΙ 

guliers, il faut quo a„ (x) soil pourvu do racines multiples. Une 
telle équation peut donc être envisagée comme la limite d'une équa-
tion pourvue de points réguliers infiniment voisins ; mais la con-
clusion peut-elle être étendue aux intégrales des deux équations Ρ 

Dans le cas le plus simple qu'on puisse envisager, la réponse à 
une telle question résulte de l'une dos propositions les plus ancien-
nement connues de l'Analyse. Considérons, en effet, l'équation 
du premier ordre 

(i -ytx)y' — y ~ o, 

qui possède deux points singuliers réguliers, .τ=·—ε-1 et x =x; 
pour ιφ ο, son intégrale générale est 

y = A(i -t- εχ)ζ. 

Faisons tendre ε vers o; l'équation tendra vers celle-ci, 

y'—y — o, 

qui admet χ — ce comme point irrégulier; et, d'autre part, en 
verlu de la proposition à laquelle on a fait allusion, y tendra vers 

la fonction y — kec qui, effectivement, est une intégrale de 
l'équation limite. 

Pouvait-on généraliser ce résultat ? 
La théorie, de'la série hypergéométrique permettait de prévoir 

une réponse ailirmative. Il est bien connu (*) que si l'on remplace χ 
par ix, β par ε-', l'équation de Gauss tend vers la suivante 

;vy« + ( y __ X)y> __ α y — o, 
qui admet 

11 m |< j et) - > y, tjc ι — ι + — χ η- - -4- · , . 

éléments simples. Un tel paradoxe se retrouve, on le sait, dans les questions les 
plus diverses de géométrie et d'analyse ; il s'explique ici par les mêmes raisons. 
Nous ferons d'ailleurs observer que, pour nous, la forme (e') est artificielle; nous 
n'aurons pas à nous en servir. 

(l) C/., par exemple, E. GOURSAT, Cours d'Analyse mathématique, 3e édition, 
t. 11, 1918, p. '172. 
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pour intégrale. De mémo, la transformation 

«[ε·1, f3 | ε ~1, ./·| ex-

change l'équation de Gauss en la suivante 

.·Vy y y' —y — 0, 

qui admet pour intégrale la fonction 

,'Λ· .X·2 

ι ·Η 1 -, -τ-. .. 
71 2 7 x 

du type de Bessel ; et, dans les deux cas, on a engendré une singu-
larité irrégulière par fusion de deux points singuliers infiniment 
voisins (1). 

Dès lors, il était tout indiqué d'étendre la conclusion précédente, 
et de rechercher si, plus généralement, on ne pourrait pas con-
cevoir·■■'•une intégrale irrégulière (de rang quelconque) (Tune équa-
tion linéaire (d'ordre quelconque), comme la limite d'une intégrale 
possédant un nombre convenable de points réguliers infiniment 
voisins, et appartenant, dans leurs domaines, à des exposants infi-
niment grands. Tel est, brièvement énoncé, le problème qu'on 
s'est proposé de traiter dans ce Travail, et qui, nous le verrons, se 
résout par l'aflirmative. 

Indiquons maintenant la méthode adoptée pour atteindre ce 
résultat, ainsi que les principales conséquences qui en découlent, 
et qui éclairent d'un jour nouveau la structure du point irrégulier. 

5. Soit donc 

( K) yUn) + A,y—1) + . . . + A,„_, y kmy ο 

l'équation à étudier dans le domaine de χ = oc, les quotients 
A

v
 : x'{r—étant holomorphes à l'extérieur d'un cercle Γ(|#| = r„), 

en sorte que χ = yz est pour (E) un point irrégulicr de rang n. 

f1) C'est ce que les Anglais appellent la οοηβιιβηοβ des singularités. (Cf. E.-T. 
WHITTAKER et G.-N. WATSON, Modem Analysis, 2e édition, Cambridge, 1915, 
p. 331.) 
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A (E) adjoignons l'équation (*·) 

(E) (l — £" .ι·")»'γ(>") 

+ ( ι — ε" χ" 1Λ, 1 » -I-. ι — ε" χ" ) A,„_, y + \,
n
 y =- o, 

qui, pour |ε| assez polit, possède;, hors du Γ, ri-\-1 points réguliers, 

Oui' 
Xj

t
 — ε 1 e " (h ι. . ., η ) el — co. 

Si l'on veut démontrer quo, pour ε inlinirnonl petit, une inté-
grale de (E) tend, dans un certain domaine, vers une intégrale 

de (E), il ne saurait être question de représenter ces intégrales au 
moyen de développements en séries de Taylor : aussi bien, un tel 
mode de représentation n'a pu réussir dans les exemples du n° 2 
qu'à la faveur de circonstances exceptionnelles qui permettaient 
le calcul explicite des termes généraux des séries. De plus, la forme 
immuablement circulaire du domaine do convergence d'une série 
de Taylor constituerait un cadre trop rigide; pour l'étude d'un 
point irrégulier. 

En fait, par la simplicité de son algorithme, par la souplesse 
de son emploi, par la fécondité des résultats dont la théorie 
des équations différentielles lui est déjà redevable, une méthode 
était tout naturellement désignée pour la solution du problème 
actuel ; nous voulons parler de la méLhode des approximations 
successives (2) de Λ1. Émile Picard. Ajoutons d'ailleurs aussitôt 
que c'est l'illustre géomètre lui-même qui a monLré, le premier, 
comment la méthode permet de calculer les intégrales d'une équa-
tion irrégulière (3) le long de l'axe réel (ou dans un argument 

(1) L'équation (E) os l du type (<;) ( n° 2) a vue a.,(x) — (—înxn. La méthode 
employée pour (L) s'appliquerait d'ailleurs à loule équation (e) dans laquelle a

0
(x) 

serait une fonction de ε, tendant vers ι pour ε infiniment petit. Au sujet des raisons 
qui ont fait adopter ce choix particulier de a

u
 (r), eoô'plus loin, n°4, p. 108. 

('*) Λ propos de la comparaison des méthodes fondées sur la série de Taylor et 
sur les développements en approximations successives, on pourra consulter un 
intéressant article de M. J. Pérès (Bull. Sc. math., 2e· série, I. XXXIXi, iqiê, 

P- *79)· 
(3) Traité d'Analyse, 2e édition, t. III. Paris, KJOS, p. .ji2; l'exemple traité 

par M. E. Picard se rapporte au cas m = 2, η ~ 1. Citons encore à ce sujet de 
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déterminé). Mais, pour notre but actuel, il s'agissait de définir, 
dans le plan complexe, le domaine le plus étendu possible où l'on fût 
certain do calculer la même intégrale de l'équation (E) (ou (E)|; 
l'emploi exclusif de chemins rectilignes devenait évidemment in-
suffisant. 

Pour aller plus loin, il fallait donc chercher à obtenir les con-
ditions de convergence des approximations successives sous une 
forme aussi large que possible; et, c'est ainsi que nous avons pu 
établir l'existence d'un ensemble continu, à deux dimensions, de 
chemins d'intégration, le long desquels la méthode fournit une 
MÊME intégrale de (E) ; par variation continue de ces chemins, on 
définit ensuite des domaines IN DÉI'KN DANTS de ε, à Γ intérieur desquels 
on peut calculer des intégrales y, canoniques pour (E), et des inté-
grales y satisfaisant à (E); enfin, on peut montrer que, dans ces 

domaines, les y tendent uniformément vers les y. 
Ce résultat fondamental une fois acquis, il était aisé de retrouver 

dans les propriétés du point irrégulier les traces des propriétés pri-
mitives des points réguliers de l'équation (E). 

Précisons et complétons ces généralités en résumant les prin-
cipaux résultats de ee Mémoire. 

4. Soit fl
v
 le coefficient de x'["~{) dans Λ

ν
 (n° 5); supposons 

d'abord que l'équation 

f(s ) = s"14- a{ A·'"-1 4-... 4- am
 s 4- am

 = ο 

possède m racines distinctes, s,, ..., s
m

. Nous montrons dans 

nombreux et, importants Mémoires de M. Horn (Cf. notamment Journ. far r. und 
angew. Math., t. 138, 1910, p, iSg; Math. Ann., I. 71, 191?., ρ, 010). L'auteur y 
applique la méthode des approximations successives et celle des développements 
en série de facultés (ainsi que l'intégrale de E. Borel) à la représentation des inté-
grales des équations différentielles, ou linéaires aux différences finies, dans le voi-
sinage de leurs singularités. Il n'étudie o'ailleurs que les intégrales des équations 
différentielles-limites (E), et le long de chemins rectilignes; s'il parvient à la 
notion de secteur (sans en indiquer l'origine), c'est dans un cas particulier 
(τη = a = η), à l'aide de la méthode des séries de facultés, ce qui nécessite de plus 
longs calculs. 
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la première Partie qu'on peut alors calculer m expressions 

G7/,(.r, ε) = a'*:, (ε) λ?"-'-H..«'^'(ε) H- Λα\(ε).ν~ι 

(les α
ν

Λ' étant holomorphes pour ε = ο), telles que si l'on pose 

/(1 —Sn.J 'l)· 1 Hn fix 

uk=z<?' 

l'équation (E) admette l'intégrale y= ukz(x), z(x) étant la fonc-
tion-limite vers laquelle tendent les approximations 

z(l(.c) = 1, 
/// 

Z
p

(x) — 1+y f Η/,.(ς,ε)Μ
;/ι

.(.ζ,·,ς,ε)/[^(:;, ε), ç, ε|^ (ρ ~ ι, ... ), 

/, = 1 

où l'on a posé 

(ι ) / /,· { 3L> « £ * £ ) —^ _ nk(u·, ε) tijÇc, ε) 

et où II désigne une fonction de ξ et ε, holomorphe jtour x~ 1 = ο = ε, 
f ayant une signification analogue. Ces approximations convergent 
d'ailleurs régulièrement lorsqu'on prend pour chemin d'intégra-
tion l'une, ^l, des m branches de la courbe 

( r ) /il [*><δ ε~" Log( · — ε" c" ) ] = C, 

οù ο et C ont été convenablement choisis. D'une façon plus pré-
cise, la notation jd'k employée plus haut désigne la branche suivie 
dans un sens bien déterminé (avec k), et pouvant, d'ailleurs, varier 
avec k [du moins lorsque l'ordre m de (E) dépasse i\. Soit r, un 
nombre positif arbitrairement grand, supérieur à r

()
 (n° 5); pre-

nons |ε| inférieur à i\Chacune des η branches de £ s'enroule 
autour de l'un des points xh et de χ

λ
 ; quant à l'arc intermédiaire 

entre ces deux spires (et situé dans la couronne s : r„ < |.t| < ), 
il tend uniformément, pour |ε| infiniment petit, vers un arc de 
l'hyperbole 

(r) cos(nO -c <3) — C. 

Cela étant, supposons que les racines sk de f(s) 
Journ. de Math. (8" série), Lome II. — Année 1919. 

= o forment un -

.
 x[

\ 
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polygone convexe II; nous monLrons (IÎIIIS lu deuxième Partie qu'on 
pout adopter le mémo sons do parcours sur 4^', pour chacun dos 
chemins , et les intégrales y définies par le procédé d'approxima-
tions successives ne sont autres que des intégrales canoniques pour 
xu (ou x

x
). La convergence do oos approximations roslo d'aillours 

assurée si, C croissant i ridé li ni mont à partir d'une certaine valeur C
tl

, 
ο varie dans un certain interval h; d'amplitude arbitrairement 
voisine de ( V/( -f- 2τ.) : η (où VA désigne l'angle extérieur à II en sf.). 
Dans la couronne S, les branches balaient alors un certain sec-
teur V, à l'intérieur duquel on sait calculer une inLégrale cano-

nique, ainsi que sa limite y qui satisfait à (K) (cf. n° 5, ad, fin). 
Or les secteurs V empiètent mutuellement, suivant mn autres sec-
teurs à l'intérieur de chacun desquels on sait calculer ///.-f- ι inté-

grales y (ou î/); dans chaque, secteur d'empiétement, ces m-p ι in-
tégrales y (par exemple) sont donc liées par une relation que 
nous écrirons ici (*) sous la forme 

yf} = £hy*x" + '-' + W.rHjl; 

il existera donc mn relations telles que la précédente ; nous les 
appellerons les RELATIONS DE STRUCT uni·: (2) du point irrégulier ; 
leur étude forme l'objet de la troisième Partie; de oc Mémoire. 

Dans la description de la singularité irrégulière, l'existence de 
ces relations a une importance capitale. A leur propos, obser-
vons d'abord, fait quasi évident, que parmi les m + ι intégrales 
qui figurent dans l'une quelconque de ces relations, il en est 
toujours deux qui ont la même représentation asymptotique (3 ) ; 
c'est dire que la méthode des séries asymptotiques ('') de II. Poin-
caré, si précieuse pour les calculs numériques, aurait été irnpuis-

(1) Pour plus de précisions dans les notations, voir n° 25. 
(2) Dans nos Notes antérieures (Comptes rendus, t. 10(i, p. io3, Goa) ces rela-

tions portaient le nom de relations caractéristiques. 
(3) Ce sont des traces d'intégrales canoni (ues provenant de deux points régu 

liers différents. 
( ') Et, a fortiori, celle des séries de puissances. 
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sarile à déceler ces relations ' elle m; saurait donc on revendiquer les 

conséquences. A vrai dire, l'application à l'équation limite (E) 
de la méthode des approximations successives (sous la forme 
développée iei) suffisait à démontrer l'existence de ces relations; 
mais leur signification ru; pouvait être révélée qu'à la faveur du 

passage, à la limite qui transforme (E) cri (E). 
Pour faire entrevoir cette signification, considérons le sous-

groupe de monodromie Cr, de (E), correspondant aux substitutions 
relatives aux xh cl à il dépend de (m2 ι) (η — i) inva-
riants au sens de. II. Poinearé (ces invariants étant définis à une 
transformation ponctuelle près). Or, dans la dégénérescence de (E) 

en (E), n(m—i) de ces invariants tendent vers des limites déter-
minées : ce sont, par exemple, les oc)* (k = i, ...,m-\,h — ι,..., n), 
combinaisons syrnéLriques des racines des équations fondamentales 
déterminantes; quant aux invariants restants, au nombre de 
Ν = (m—- ι ) --τ), ils peuvent être choisis de façon à avoir 
pour limites les quotients 

Bg'h Bgh' 
&'<■ β/7, 

formés au moyen des coefficients des relations de structure, et 
que nous appellerons les INVARIANTS du point irrégulier (1). 

La considération des relations de structure permet évidem-
ment de poursuivre le long d'un chemin quelconque (convergeant 
vers le point irrégulier) toute intégrale dont on aura obtenu préa-
lablement la représentation en fonction des intégrales normales, 
à l'intérieur d'un secteur déterminé; à ce titre, elle épuise donc 
l'étude locale d'une singularité irrégulière. Elle permet encore de 
définir d'une façon précise η lignes illimitées de zéros pour l'inté-
grale générale; c'est l'extension d'une proposition analogue 
établie pour l'équation de Bessel par M. Pierre Boulroux, à l'aide 
d'une méthode féconde, indépendante de la théorie des équations 
linéaires. 

(x) L'étude de ces invariants considérés connue fonctions des coelïicienLs de (E) 
n'entre pas dans le cadre de ce Mémoire. 
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Lorsque le polygone lî n'est plus convexe (1), les résultats pré-
cédents doivent être modifiés, ear les intégrales canoniques de (E), 
correspondant à ceux des Sj qui sont intérieurs au polygone de 
sustenLalion de tous ces points, ne peuvent plus être calculées 
par l'algorithme d'approximations successives que nous avons 
indiqué. Toutefois, on peut encore définir des relations de struc-
ture, et calculer les limites de Ν invariants de G, en introduisant 
comme on le verra (nos 13 et 26) la notion (Vintégrale paracano-
nique. 

Dans la quatrième Partie, nous exposons diverses généralisa-
tions ou applications des résultats précédents. Observons d'abord 
que le choix du binôme ι — i" x" pour le coefficient a„(x) du 
n° 2 n'a d'autre raison d'être que d'attribuer aux η racines de a„ (x), 
la même disposition régulière quaux η secteurs V, qui, à la limite, 
correspondent à un même point Sj-, la forme des chemins ι^Λ, leur 
construction et leur discussion deviennent dès lors particulière-
ment simples. Mais, bien entendu, la même théorie s'appliquerait, 
aux complications de calcul près, quelle que soit la forme du 
coefficient a„(x) (tendant vers ι pour ι infiniment petit). En par-
ticulier, on peut agréger successivement un point régulier à un point 
irrégulier de rang η — ι, de façon à engendrer un point de rang η : 
il suffit, pour cela, de prendre a„ = ι— ε.τ; c'est la voie que 
j'avais suivie au début de mes recherches. Les chemins à adopter 
pour les approximations sont alors des loxodromies du facteur pri-
maire de Weierstrass · leur construction fait l'objet du n° 30. 

L'hypothèse où Y équation f (s) = ο a des racines égales est 
abordée au n° 31; en, général, l'équation (E) correspondante, 
soit (E'), possède des intégrales d'ordre fractionnaire. Il est encore 
possible de définir pour le point irrégulier des relations de struc-
ture et des invariants; mais une remarque s'impose. On peut 
envisager l'équation (E') comme limite d'une équation régu-
lière (E'), pour laquelle la relation /(.<?) = ο aurait ses m racines 

f1) Il en est ainsi, notamment, lorsque les sj sont réels et que l'ordre m est 
supérieur à ?.. 
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distinctes. Or, parmi les mn secteurs V attachés à (E'), il en est 
qui, pour ε infiniment petit, sortent de la région -S et s'éloignent à 
l'infini. Λ la limite; les intégrales correspondantes ne peuvent plus 
être calculées, en un point χ indépendant de ε, par la méthode 
d'approximations successives résumée plus haut; il en résulte 
un abaissement dans le nombre des relations de structure et des 
invariants qu'on peuL définir par cotte méthode. 

Une fois étendue au cas où la relation j{s) = o possède des 
racines de multiplicités quelconques, la notion d'invariant permet 
de généraliser le problème de Niemann, pour une équation linéaire 
quelconque, sous la forme que voici : 

Déterminer une équation linéaire possédant des singularités 
régulières, ou irrégulières de rangs donnés, et telle que les invariants 
de son groupe de monodromie (au sens classique) et les invariants 
de ses points irréguliers aient des valeurs données. 

D'après ce qui précède, ce problème n'est qu'un cas limite du 
problème classique. 

Si l'on cherche à le résoudre pour une équation du second ordre, 
ne possédant qu'un point irrégulier (de rang 3), on retombe immé-
diatement sur les équations (1) et (II) de M. Painlevé. D'ailleurs, ceci 
s'accorde bien avec le fait connu que (I) et (il) sont des dégénéres-
cences de l'équation (V I) que l'on rencontre en cherchant à résoudre 
le problème de Uiemann pour une équation du second ordre à 
qualre points singuliers réguliers. Mais on peut ajouter que les 
considérations précédentes libèrent, en quelque sorte, les équa-
tions (I) et (II) de cette tutelle; elles leur assignent un caractère, 
une individualité propres et consacrent à nouveau leur droit de 
cité en Analyse. 

il. En définitive, les résultats établis dans ce Mémoire permettent 
donc de regarder tout point irrégulier d'une équation linéaire comme 
identique A UN ENSEMBLE DE POINTS RÉGULIERS INFINIMENT VOI-

SINS; c'est là un point de vue complètement analogue à celui des 
géomètres de l'École italienne qui, depuis longtemps, assimilent 
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une singularité quelconque d'une courbe algébrique à un ensemble 
de nœuds iniiniments voisins (1). 

Ceci nous permet d'expliquer, comme nous l'avons annoncé, les 
raisons de l'insuccès de l'uchs et de ses contemporains; tous leurs 
efforts se bornaient à obLenir pour une intégrale particulière un 
développement de la forme 

y — x? e^"'' LS ( ~ ) » 

où Q( x) est un polynome en x, étant une série de puissances 

en x, convergente dans le domaine de χ.
Λ
 par exemple. Or, consi-

dérons une équation linéaire admettant x
n
 ...,x

n et χ.
Λ
 comme 

points réguliers ; si le groupe cle Véquation η est pas de forme spéciale, 
il sera impossible d'exprimer aucune intégrale de l'équation par 
une formule telle que 

y ~ x? II (.v — x/t)
ri> LJt\ 5 

où (£
i
 est holomorphe lorsque x appartient à un.domaine extérieur 

à une certaine circonférence, et comprenant x
{
, . . x

n
. Dès lors, 

d'après les résultats que nous avons établis, /'existence d'une inté-
grale telle que y est impossible lorsque les invariants du point irré-
gulier ont des valeurs quelconques. 

Concluons donc que Vétude locale d'une intégrale autour d'une 
singularité irrégulière est aussi difficile que l'étude générale d'une 
intégrale d'une équation n'ayant que des points réguliers. L'étude 
d'un point irrégulier doit comporter deux phases bien distinctes: 
représentation d'intégrales particulières de l'équation dans des 
secteurs déterminés (problème local)·, calcul des coefficients des 
relations de structure (problème général). En fait, les perfec-
tionnements qu'on peut apporter à la description d'un point 
irrégulier sont donc subordonnés aux progrès qu'on peut effectuer 
dans le calcul du groupe de monodromie d'une équation régulière; 

(x) L'application d'une telle conception à l'étude des singularités fixes des équa-
tions différentielles nous paraît appelée à rendre de précieux services, même dans 
le cas où les équations ne sont pas linéaires. 
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c'est dire que les deux propriétés fondamentales que nous avons 
rappelées au début apparaissent ici comme plus solidaires que 
jamais. 

MIUMUI PARTI κ. 
I.KS CIIKMIXS o'iNTÊOlUHON . 

0. IJKS ÉQUATIONS (Ej Ι·:Τ (E). Considérons l'équation diffé-
rentielle linéaire 

(K) y'm)
 + . h S-, y"" -h. . . h A y : : <>. 

où les Av
 sont des fonctions analytiques de x, dévcloppables dans 

le domaine de x~~jz SOUS la forme 

A ■ //' ' ' -7"V ( tl I ) I // ' »·'/'// -Ί ; - I . I 

les séries précédentes étant convergentes à l'extérieur du cercle Γ, 

d'équation |.-r| = r
0

. Pour l'équation (E), le point à l'infini est 
donc une singularité irrégulière de rang n. A cette équalion, nous 
adjoindrons, comme nous l'avons dit plus haut (n°3), l'équation 
suivante 

(E) .. 

H ' y' m-·)) .. _L. . L" y fK ( , _ επ γ j ( I — )"' 

qui dépend d'un paramètre variable ε, cL tend vers (E; lorsque ε 

tend vers zéro (1). Pour |ε| assez petit, (E) possède, hors de Γ, 
«-fi [joints singuliers réguliers 

2 // T. i 

Xi
t
—zAe n (//-_= ι..... λ ) et x

x
 — oc ; 

nous allons montrer que la méthode; des approximations succes-

(J) En fait, rien ne serait changé aux raisonnements qui vont suivre, si l'on 
supposait que les coefficients Av

 de ( Ε) sont des fonctions de χ el de ζ, soit \·,(χ. ζ), 
holomorphes pour ε = ο, et satisfaisant à la condition Λ

ν
(α·,ο) Ξ Λ

ν
(.τ), Mais 

nous n'aurons pas besoin de cette généralisation facile. 
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sives permet de définir pour (E) des intégrales, régulières hors de Γ, 
et qui, dans des conditions que nous préciserons, tendent vers des 

intégrales de l'équation (E). 

7. TRANSFORMATION DE L'ÉQUATION (E). Nous commen-
cerons par mettre l'équation (E) sous une forme qui permette la 
pratique des approximations successives, et, pour cela, nous 
montrerons, qu'en général (1), on peut construire m expressions 

wk x1ε) ΞΞ 1 4-. ..4- (/r — ι, .ni). 

où les α sont des fonctions de s, holomorphes pour ζ — ο, et telles 
que les exponentielles 

i'JUllLL·. 
ut> e* " ' " 

sutisfussent à une équation linéaire admettant autour de chaque 
point régulier x/t (et x

x
) les mômes équations fondamentales déter-

minantes que (E). 

Tout d'abord, écrivons que la condition précédente est vérifiée 
■1 h TZi 

au voisinage du point xk\ posons λΑ e " , et 

(·) 
f λ·,λ — a'n-» #//-2 ελ

A
 4-... -1-· &■</'"(û./,)" 1 -f- y. "iε", 

A·/,Λ — α·/η—ii+ cé/'ù' 1 ■ — l c'·// f- · · .· 

Il viendra aussitôt 
m,,(,r„, Ο - · 

Ay xn = Axn/ eyn v n-1 

et la condition en question s'écrira 

m 

(a) V Λ
ν
,
Λ

ΒΤ
Α
,
Λ

(«τ*
ιΑ

4- m")... [bt*,/, 4 (m — ν ·- ι ) // s" ) ~o. 
v = o 

(J) C'est-à-dire, lorsque l'équation caractéristique {?>) possède des racines dis 
tincLes, 
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Or, SUPPOSONS QUI·: L'ÉQUATION 

( 3 ) a'" H- «jU-i*'""1 H- ·-- -H «v'j,-!,·*'" «mu,-1) — o. 

qui; nous appellerons désormais Véquation caractéristique de (E), 
POSSÈDE m HA CI M: S DISTINCTES f1), s-,, .. s

m
. Si ε est assez petit, 

l'équation (2) possédera, pour chaque valeur de h, m racines dis-
tinctes σ,

<Λ

, ..., G/
///(

/„ qui, pour ε = ο, seront des fonctions kolo-
morphes de ε, tendant respectivement vers s

n
 ..., s

m
. On aura 

donc ainsi 
-i- * 

M
K,H — ̂  */.,/( S/./T / ( -V/,·.« ~ ·Ν/, ) · 

/ -.0 

les coefficients skl étant d'ailleurs indépendants de ε et λ
Α [quinc 

figurent dans (2) que par la combinaison ελ/J; ou, en ne conservant 
que les ri premières puissances de //„ 

-»- « -+·»■/ t » 

W/ ./, =2
 £A#

"
 + £

*
Λ
λ2

 £A
'" - - · - · Ι- (£

>·// )"
 1

 Y, Sh-.gn+n -1 £
A
"'· 

^ = 0 « = « 

Or, si l'on rapproche cette formule de la'première relation(1) 
on verra aussitôt que pour satisfaire aux relations (2), quel que 
soit h, il faut et il sullit que l'on prenne 

(4) 

-4- * 

y.ni, +- yJt iH
 — 2 -ν/,

A
,« £*" , 

g — 0 

%n-t —£Λ"ι 
* = 0 

-t- » 

%n-t —£Λ"ι 
Z — 0 

Et maintenant, il ne nous reste plus qu'à montrer qu'on peut 
choisir les α

Λ

Α', et les de façon à vérifier la première des rela-

0) Neus Iraiter< ris plus loin (n° 31) le cas ou il n'en serai' pas ain i. 
Journ. de Math. (8* série), tome II. — Année ^ 
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Lions (/\) on mémo temps quo lu condition que nous nous sommes 
imposée relativement à x

x
. Or, dans le domaine de ce point, 

u,
(
 appartient à l'exposant on doit donc avoir 

/// 

( 5 ) V cQ„ ,, a'flx | a',!1!, -+- ε" |... | ai'Ji , + ( m — ν — ι ) ε" \ = o, 
V r-tf 

ce qui donne pour a^, une expression de la l'orme 

(6) ( 5 ) V cQ„ ,, a'flx | a',!1!, -+- ε" |... | 

Mais α/.
>0
 esi évidemment racine de ( j); il sulïit alors de prendre 

^/,·,(! = ·** (=·ν,·.ο) 

et de rapprocher (G) du premier des développements (/j) pour voir 
aussitôt que lui aussi, est une fonction de ζ", holomorpho 
pour ε = ο. c. 9. ν. ο. 

Ceci fait, pour obtenir la transformation que, nous avons en vue, 
il nous sufïira de résoudre la question suivante : 

Déterminer la plus générale, soit ( Ρ ), des équations du même 
type que (E), et qui conduisent aux mêmes expressions pour les u/{. 

Tout d'abord, les relations (2) attachées à (E) et à (E) doivent 
être identiques, quel que soit h·, si donc β

ν
(ι --z"x")~' désigne le 

coefficient de dans (E)'; 011 devra avoir 

li
v
(.rA) = A

v
(«,

t
) (ν — ι, m: h — J. . .., η ) ; 

d'où 
R,(.r )r=A.,(.r )-+-(i — B"Jcn)C'.„ 

C', (χ, 1) étant holomorphe autour de ζ — ο, ainsi qu'en tout point x, 
à distance finie, extérieur à Γ. Comme d'ailleurs les relations (ôj 
doivent être les mêmes, pour (E) et pour (F), C', doit présenter 
x — yi comme pôle d'ordre au plus v(n — 1) — n--i. Et les condi-
tions obtenues sont évidemment suffisantes. 

En particulier, l'équation linéaire d'ordre m, qui admet u
t
, ..., u

m 

comme système fondamental d'intégrales, est évidemment une 



SUH LES SINGULARITÉS IIUtKGULlKRfcS. Il ) 

équation ( E) ; soit 

iï(il) ^ u<"') +- + . . . 

+ Bv Bm ( [ — ε" ;C" )'' ( ι — ε" xn )'" u =0 

cette équation. En vertu de ce qui précède, l'équation (E) 
pourra donc s'écrire, 

(Ë.) Ι
?
(.Τ)=Ρ C, y('" 'i -H. . . 

+ Cv Cm ( I — εη )v » ^ ( ι — ε" ./■" )"' 1 ^ J 

les quotients C
v
 : étant holomorphes pour ε voisin de ο 

et χ extérieur à Γ. C'est précisément à l'équation (E), écrite sous 
la forme (G,), que nous allons.appliquer la méthode d'approxima-
tions successives. 

8. ÉTABLISSEMENT D'UN ALGORITHME D'APPROXIMATIONS SUC-

CESSIVES. — A cet effet, nous poserons 

y - ttj s, 

z satisfera à une équation de même forme que (E,), et dont le pre-
mier membre, Gj(z), sera dépourvu de terme en z; soit 

(E
t

) Oj(z)=± D+ 
Dv.r'v-"(«-») »)(«-!) 

■ ( ι — ε"χ" y -1 " ' " ( ι —ε" χ" )'"-1z 

cette équation, les D
v
 étant holomorphes pour ε iniiniment 

petit et χ extérieur à Γ, et l'équation Gy-(z) = o admettant pour 
intégrales les rapports 

zjk = uk= J >->·"·'■' (/r = ,m) "j 

Avant d'aller plus loin, présentons d'abord les deux remarques 
suivantes. Tout d'abord, il résulte de notre hypothèse sur les 
racines de l'équation (3) que, pour |ε| assez petit, le coeiïicient 
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de χ""* dans mk— est sûrement différent de zéro · cela étant, on 
établit facilement par récurrence la formule 

M "ι <p ί"'Λ ~ Vf, ε"7'> " 
u/t. d.t' \ Uj ) \ I — Z" ./·" / L (W/. — στ; )VJ 

β
ν
 et γ

ν
 étant hol amorphes pour ε — ο, et pour x = yz d'ordres au 

plus égaux à ν η—η — ν et à ν (η -■·■-]) respectivement; et la 
quantité entre crochets est donc une fonction ι -j- ε,·., de χ et ε, 
holomorphe dans le voisinage du couple de valeurs .r_ l = ο = ε, 
pour lequel elle se réduit à i. 

En second lieu, considérons un système de X2 quantités va-
riables (ijj{i, / = ι, N), de déterminant Δ, et représentons 
par Δ la somme ^arithmétique) des modules des X ! termes qui 
constituent le développement de Δ. 

Si les tjj sont des quantités de modules arbitrairement petits 
(soit J ε/y | < η < τ), et si Δ : j Δ j reste borné, on peut écrire 

I aij ( 1 ■+■ lij ) I = Δ (1 -+- ε ), 

j ε j étant arbitrairement petit, au même titre que les j ε,-,-J. 

On trouve, en effet, par récurrence, 

1 1 V |4| ' . 

Considérons alors l'équation auxiliaire 

(?) <*;(«) = ?(·*■), 

où z(x) est une fonction donnée de x\ son intégrale est de la forme 
m 

z = Kk zj, k 
/, = 1 

les produits Κkz^k étant donnés, conformément à la méthode 
de la variation des constantes par un système d'équations 
linéaires dont les coefficients sont de la foi me z'J[

k
 \ zjtk; mais 

il sulïit d'appliquer successivement les deux remarques qui pré-
cèdent pour obtenir aussitôt la solution de ce système sous la 



sun LES SINGULAH1TÉS IHHEGULIERES. I 17 

forme 
KU-,- ('^t".rT-'|.+r*(.r.Ql „,T) (x) h#j 

y" (tCT/, —m,). ..(CT/,—σ;. ,)(nj/,—(7Π/,—ro
wl

) 1 

où i/f es t une fonc tion de χ e t ε, holomorphe et nulle pour ,τ~1=ο=ε ; 
il suit de là que (φ) admet la solution formelle 

z=1+Σ Γ O-g";")"' Ίι + ε/,-ίξ, ε)] 

k--.\ 
(/·' i) 

r 1cl(E) dc 

li? oui· abréger l'écriture, nous poserons 

C'rruiiO-rTjfi') 
(8) e* * £' 6)y>(a7, ξ, ε), 

!+£/,·( £ ) __ H/, (£, g) 
(ΠΤ/,— σ,).. . (στΑ.— Wy_i) (5T/,— Wy+1). . . (C7A—rnm) ~~ ξ('η-Ι)(/ι~1>' 

m 
2 K/, (il Ο - - — Hy (ξ, ε) ( /.·#j 
/. = 1 

en sorte que les RA(Î, ε) seront holomorphes pour ξ-1 = ο = ε, 
et la solution que nous venons d'obtenir pour (φ) pourra s'écrire 

m 
z = 1 +J y- y

n
S' J 2)ο>

/ιΛ
.(λ7, ξ, ε)φ(ξ)^ξ-

k— 1 

Ces préliminaires établis, revenons à l'équation (E2), et posons 

( ^.,1-1 j D,(«,g)5Î«-» + ... 

+^.,1-1' J 'M·*"» ε)^'"-*) .
 +

 |j
/M

(
J?|

 e)- -=/(c, a?, ε); 

en vertu des considérations précédentes, toute solution de l'équa-
tion intégrale 

(9) z(x,i)=-.i+y ( Rt«,e)uy,t(«,{,8)/[5(;,i),ï,el^, 
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où les chemins d'intégration .r_A sont convenablement choisis, 
constituera une solution de l'équation (E

3
) ; nous sommes donc con-

duits à faire les approximations successives que voici : 

(io) 

z0 (a?, ε)— I, 
m 

zp+1 (x,e) = 1h/,·(c» Ο (·τ, ς» 2) (ζι ε)j ζ) ε ]de/d2 
/„, -Ο) 

(ρ — ο, I, ...)· 

9. CON Ν ERCENCE DES APPROXIMATIONS. — Pour démontrer la 
convergence des approximations (ιο), nous admettrons d'abord 
qu'il existe, extérieurement à Γ un chemin jt7', présentant comme 
points-frontières xh et x

x
 et satisfaisant aux conditions suivantes : 

a. Quel que soit le point χ pris sur ^A, on a 

I (ζ' ε) I ' ' 

pour I ε I assez petit, et pour tous les points ξ de l'un des deux arcs 
de ^ issus de xh ou de χ

Λ
, et aboutissant en x\ j'appellerai ^ 

l'arc précédent; son extrémité (autre que x) pourra d'ailleurs 
coïncider soit avec x/n soit avec χ.

Λ
, suivant la valeur de k. 

b. Soit τ un nombre positif aussi petit qu'on voudra; on pourra 
disposer de rA de façon à vérifier l'inégalité 

f i<' (ds z=\di\, r — | ξ |), 

l'intégrale étant étendue à tout le chemin cA. 
Ceci posé, puisque ^1 est extérieur à Γ, et puisque, pour |ε| 

assez petit, les R/f et les D
v
 sont holomorphes extérieurement à Γ, 

on peut trouver deux nombres positifs R et D, ne dépendant 
que de (E), et tels qu'on ait, dans ce domaine, 

Rk0|< H, Μλ(ξ, e)|<D, 

d'où, d'après (io) et en vertu des conditions a et b, 

I £) — ε) I < m H D / — < Hr, 
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un posant 
Il :::: ni Κ Γ), 

de sorte que M ne dépend que; des coeilicients de (E). De plus, en 
vertu même; des identités'sur lesquelles repose la méthode de la 
variation des constantes, on aura, si r~l et |ε| sonL assez petits 

pour que; ^ iL^.' (
H
°
 so

'' ^
 1

 · 

m 

z\ (.r, ε) | < —Li! I ε) ξ, ε) Ι),„(ξ, ε) -
k=l 

et 

—_τ_5ι (./·,£) <2,η\\τ ^JTT1 w ur 

α éLant indépendant, également, de; ε e;L du rayon ele Γ. Plus 
généralement, il sulïit de; s'appuyer sur la formule (7) pour aper-
cevoir que p. peut être choisi (indépendamment de r„ et ε) de telle 
façon que l'on ait encore les inégalités suivantes 

(—~Ï'U» Ο <Ίρ·ν-, 

et cela, pour ξ appartenant à JP'J., quelque peLit que soit d'ailleurs 
|ε |. Or ces inégalités entraînent évidemment la suivante 

| 5 2 ( , ε ) ζ ! ( ,χ, ε ) | 
m 

= y f
 Η/

··(^
ε

)
 r
*jA

x
* ?»

£
) 

k=1 

χ ( /:«_!* ) 'Μ;. ε)-'Γ-1 (ς, ε) 4-...+ Ι>„, (ς, 2)(c
t
—1)dc/d2 

< ni \\\)(μ'"~ι -h. · .-h ρ· 4- ι)ΙΙτ2 —λΙΙ2τ2, 
en posant 

μ"' — ι 
Α = Τ=Τ: 

et l'on trouverait de même 

1-een/en-1Ο - 44 -01 j < VHV. 
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La loi est générale, et l'on démontrerait sans peine qu'on a, pour 
toutes les valeurs de ν et de p, 

1-e""/n'a'
ε)
 ~

 5)11 <IIr)"*'· 
En conséquence, si a été pris de manière à vérifier la con-

dition b, avec τ<(λίΙ)-1 (où le second membre ne dépend que 
des coefficients de l'équation différentielle), les fonctions zp (et zp'), 
définies par ( ι ο), convergeront en tout point χ de ̂  vers des limites 
respectives ζ (et zfv)); et, en vertu d'un raisonnement classique, 
ces limites vérifieront l'équation intégral·; (<j) et, par suite, l'équa-
tion (E

a
). 

En définitive, pour achever noLre (iéinonsj,ralion de convergence, 
il ne nous reste plus qu'à montrer comment 011 peut définir des 
chemins £Λ satisfaisant aux conditions a et b. 

10. LA CONDITION a. — En premier lieu, pour que la condition a 
soit vériliée relativement à la /I'IÈ,NU quadrature de (ίο) J Λ* φ- /J (-1), 

il sulfira (2) qu'on puisse choisir sur 7 un sens de parcours (variable 
a priori avec h), et tel que l'arc s de j^/l étant.compté positivement 
dans ce sens, de χ vers E, on ait, quels que soient χ et E, 

^ I ι Ο L Ο, 

c'est-à-dire, d'après (8), 

ι0
 ®λ· (i-ε) — ttj ( ζ. £ ) d·-. > ̂ . 

ι — ε" £" da - ' 

mais cette dernière condition peut encore s'écrire 

(11) A an-1 - a' A an-1 - a' A an-1 - a' A an-1 - a' 

où, si petit que soit | ε|, λ, est arbitrairement petit pour | Ε | sulïisam-

(') La condition est tvilemnienl ι emplie pour k= j. 
( 'J ) Puiso ue oj j/,· ( χ, χ, ε ) = ι. 
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ment grand. Or, posons 

(12) arg. [ > 3Γ°· _ ι — ε" ξ" -· ds 1[ > 3Γ°· _ ι — ε" ξ" -· ds 1 

l'inégalité (11) s'écrira 

1+ [ > 3Γ°· _ ι — ε" ξ" -· ds 1[ > 3Γ°· _ ι — ε" ξ" -· ds 1 
cos β J [ 1

 — ε" ξ'* ί/.ν_ -

pour qu'elle soit satisfaite, il suJïira d'astreindre β à vérifier la 
double condition 

(1.1) -- -HYJ ,β_-- -Y), 

dans laquelle η désigne un nombre positif arbitrairement petit, 
qu'on choisira une fois pour toutes : en effet, η ayant été ainsi fixé, 
le rayon r

u
 du cercle Γ pourra toujours être pris assez grand pour 

que λ, séeP soit inférieur à par exemple, et la condition (11) 
deviendra une simple conséquence de (i3). 

Tout revient donc à vérifier cette dernière condition. Pour cela, 
il nous suffira de choisir h; chemin Γλ, de façon que β conserve le long 
de une valeur constante [satisfaisant à (i3)|. Or, l'intégrale de 
l'équation 

Γ d'r' 
arg· y'(ç)^ = const. 

est évidemment de la forme 

*|>'V(4)] = C, 

où ο et C désignent deux constantes; le chemin devra donc 
vérifier une relation de la forme 

U') -A ~ C; 

en d'autres termes, la transformation 

04) ς"=Χ 

devra changer 4^ en la spirale logarithmique Σ, d'équation 

(1) — A (— Log( ι — c" X ) — C, 

Journ. (le Math. (8e série), Lome II. — Année 1919. Jo 
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que nous étudierons bientôt. Mais auparavant, déterminons la 
valeur constante que prendra β sur çA. Or, si l'on pose 

ε—ε, c.'*, 

ι — ε"2" :ι_ ρ <>«», 

l'équation de Σ deviendra 

cos(<3 — no) logp — ο» sin (ο —
 n

y) — — Cs',' ; 

on aura donc surLh 

(15) ηε"ςη 1 dç ι φ, , .^ . . n' "rj "* ι rb ι—ε'ξ" ds ρ ds ' si i(f> — //φ) ρ ds 

en supposant, bien entendu, 

(j6) sin(<3—no)-./- o. 

Posons enfin 
^n-1 j — 1 ' * 

et la relation (i5) donnera 

('") P = — ~ +-py,A·— Ô + aig. j^sin(o - ' 

formule qui a bien un sens, en vertu de (16). 

11. LA SPIRALE Σ. — Revenons maintenant à la spirale Σ; 

elle présente comme pôle le point X = ε~~", et sa tangente menée 
dans le sens des ω croissants coupe le rayon vecteur sous un angle V 
tel que tangV = cot(o — ηφ); en particulier, pour cos(o — ny) = o, 
cette spirale se réduira à une droite; mais, en vertu de (16), elle ne 
pourra jamais dégénérer en un cercle. Elle présentera donc deux 
groupes de spires (exceptionnellement rectilignes) qui convergeront, 
l'un vers le pôle X = ε~", l'autre vers le point X = ce; ces groupes 
seront reliés par un arc (exceptionnellement rectiligne), que nous 
appellerons arc normal, et dont tous les points resteront à distance 
bornée de o, quelque petit que soit |ε|, si toutefois o et C ont été 
choisis comme on va l'expliquer. 

Tout d'abord, η ayant été pris arbitrairement petit, et r
n
 en 

fonction de η comme il a été dit au n° 10, nous nous donnerons 
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encore un nombre positif r,, indépendant de ε, et tel que le rapport 
r, : r„ soit arbitrairement grand (par exemple, égal à η-1). Soit Γ, 
le cercle du plan (£) concentrique à Γ et de rayon r, ; Γ et Γ, 
délimiteront une couronne circulaire (s) que nous appellerons 
région normale; d'ailleurs, nous pourrons toujours supposer que | ε | 
a été pris inférieur à t\l, en sorte que ($) ne contiendra aucun 
point x,

t
\ nous choisirons enfin pour C une valeur positive fixe, 

comprise entre r" et r'\. 
Cela étant, à l'intérieur de la couronne {$') qui est limitée dans 

le plan (X) par les cercles Γ' et Γ',, images de Γ, et Γ, le premier 
membre de (Σ) pourra être développé suivant les puissances crois-
santes de ε" (x); elîcctivement, si l'on pose 

X = H t>iH, 

on obtient la relation 

lî cosv0 -h d) — C -t- It2 cos (2Θ -h- ο -t- // φ ) 4- ... — ο ; 

par suite, de- la manière dont on a choisi C, Σ présentera un arc σ 
intérieur à (§') et dont tous les points tendront, pour ε infiniment 
petit, vers les points du segment déterminé par Γ", sur la droite 

(Σ) KCOS(0H-Ô) — C ~ o. 

C'est cet arc que nous appellerons l'arc normal de Σ. 
Assujettissons maintenant ο à vérifier non seulement la condi-

tion (ib), mais encore l'inégalité 

(18) |*in(ô — α φ) |>.si ii η 

que nous serons d'ailleurs amenés à introduire au n° l i pour véri-
fier la condition b\ nous allons voir que, pour |ε| inférieur à une 
limite ne dépendant que de r, et η, Σ ne possédera sûrement dans(i>') 
aucun autre point que ceux de σ. 

En effet, supposons, par exemple, tang(o — ηφ)>ο, de sorte 
que, sur Σ, on s'éloignera du pôle en tournant dans le sens direct 
(par rapport au pôle). La condition en question sera sûrement réa-

f1) La détermination du Log est celle qui se réduit à ι quand ε tend vers zéro. 
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lisée si 1(; cercle oscillateur à Σ, au point ω = •--π, est extérieur à Γ',, 
le cercle osculatcur au point ω = τ: comprenant, en outre, Γ", à son 
intérieur. Exprimant cette double condition, on obtient aisément 
les inégalités 

ι — ε, r\n — 9 z" r" ρ, sec(ο — /< φ ) — ρ, > ο. 

ι — ε2," Γ2," 4- ε?R?ρ2 séc( ο — // φ) — < ο, 

où 1 on a posé 
logpj Ξ2 — Cil séc(o — η ο) — π lang(ô — η φ), 

logp2=n — Cef séc (ο — no) 4- π tang(o— no). 

Or, d'après (i8), tang(o— no) est bornée inférieurement en fonc-
tion de η; dès lors, les inégalités précédentes entraînent aussitôt 
le résultat que nous avions annoncé. 

Il n'y a donc que deux points de Σ, soient M, et M
2
 sur la cir-

conférence Γ',. Appelons M, le premier de ces deux points que Γ on 
rencontre lorsqu'on décrit Σ en s'éloignant du pôle; nous allons 
calculer les arguments de M, et Mo en convenant d'adopter —no 
comme argument du pôle X = t~", et d'attribuer à M, et M, les 
arguments résultant d'une variation continue le long de Σ. 

Or, pour |ε| très petit, M, et M._, sont très voisins des intersections 
de la droite Σ avec Γ', ; l'argument de M,, par exemple, aura donc 
sensiblement pour valeur 

— 0 — 4- 9/,-r, 

avec /2 = i; mais l'argument'du pôle étant —no, et M, devant 
en être plus près que M2 (

1), on doit avoir 

cos — no 4-> cos^<5 — Λ φ —f u/2 

d'où 
/sin(d — no) < ο. 

Il reste à fixer l'entier k; or, il est loisible de choisir la détermi-

(*) Il ne peut y avoir ambiguïté, car les points M, et λ1
2 ne pourraient devenir 

équidistanïs du pôle que darts le cas où l'on aurait sin(o — no) = o, ce qui est 
interdit. D'ailleurs, dans ce cas, Σ dégénérerait en un cercle, et la définition de Mj 
et M2 deviendrait illusoire. 
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nation de S do telle sorte quo l'on η il |o no | <C ~ ; ceci posé, 
(fuand on va du pôle au point M,, on n'a pas encore rencontré le 

rayon vecteur issu de 0 dans la direction opposée à Οε,"; la 
ditïérence entre l'argument du pôle et celle du point M, est donc 
inférieure à π en valeur absolue, ce qui montre, d'après notre 
convention, qu'on doit prendre k = o, et l'on est ainsi conduit à la 
règle que voici : 

Le symbole f étant déterminé par les relations 

(19) f1--. 1, y sin (rj — no) < o, 

les arguments de M, et M, seront respectivement —è — et 

— £ + / ^ uf1<! erreur près de l'ordre de ε" r'[ ('). 

Donnons immédiatement une application qui nous sera bientôt 
utile. Faisons varier 0 de telle sorte que 0-—ny parcoure l'in-
tervalle (—■ τ:, +π) en respectant la condition (iH); nous trou-
verons «aussitôt, pour les arguments de M, et le Tableau de 
valeurs ci-dessous : 

t. 
0 — no — τι H- 0 — Y) 

2 

π π 
M — no H ·η — no — no f- η 

M —-//.© H η — n o 4- T. — n Ο H 1- η 
1 2 ' 2 

T. 0 — no -t-il H π — η ' 2 
Μ ι — no Λ YJ — no — no 1- η 

2 ' ' 2 

r. 3 τ 
M — no — Y] — no — τ. — no 1- Η 

On voit que, 0— no croissant, les arguments de M, et Mo vont 
toujours en décroissant; de plus, lorsque 0 — no traverse la 
valeur o, les points M, et M., se permutent; enfin, l'arc parcouru 
par les points M, et M

2
 a une amplitude de 3~ — 2η, son milieu 

étant sur le rayon aboutissant au pôle. 

(') Dorénavant, on conviendra de négliger cette erreur. 
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Suivant les valours do ο — ηζι, la spiral·; Σ présentera done par 
rapport au eercle Γ', l'une des dispositions ei-dessous : 

Fig. 1. 

i n m tv 

— Τ -1- R < ζ — η o — - — - <; Ο — no ' — τ. v'o-/r; ^ ■■ — -< 5 — /Ι » < r — T.. 

Dans les cas I et IV [cos(o— nçp) <^oJ, l'are M,M.j de 2 tourne 
sa concavité par rapport à () : nous dirons qu'il est concave; de 
même, dans les cas II et IIi, l'arc M, M., sera dit convexe; ces déno-
minations n'ont d'ailleurs plus de sens pour cos(o — nz>) = o. 
Observons enfin que si l'on fait croître C (ε conservant une valeur 
fixe), Σ tournera autour du pôle ε~", dans le sens positif ou négatif 
suivant qu'on a si ri ( ο—ny)^> ou o. Soit Σ„ la position initiale 
de Σ; dans les deux cas, Σ finira par sortir du cercle Γ, après avoir 
balayé celle des deux régions limitée par Γ, et Σ„ qui ne con-
tient pas l'origine. 

12. LA COURBE — Et maintenant, il sera facile de discuter 
l'allure de la courbe c. Puisqu'elle se déduit de Σ par la transfor-
mation (14), elle devra comporter η branches £Λ, qui se déroule-

■2/1 π i 
ront respectivement à partir de chacun des points xk — z~~] e n 

transformés de ερ"; il nous suffira d'ailleurs d'étudier l'une de 
ces branches, \par exemple, toutes les autres s'y ramenant par 
des rotations de nr, : η autour de l'origine. Or, dans le voisinage du 
point asymptote x

n
 — ε-1, d'argument —z>, F" est assimilable à une 

spirale logarithmique qui couperait ses rayons vecteurs sous un 
angle complémentaire de 0 — ηφ. Décrivons ses spires en nous 
éloignant de x

n
\ nous ne pourrons rencontrer la circonférence 

p1(r = r, ) qu'en deux points, m, et m
2

, m, étant le point d'en-
trée dans (s). Pour |ε| très petit, les arguments de m, et m., seront 
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respectivement très voisins de 

-1/n s+u/2 et-1/n s-f u/2 

où / est toujours défini, par (19). Quant à l'are de r" compris entre 
ces deux points (et que nous appellerons encore arc normal), il sera 
très voisin de l'une des branches de la courbe 

( L ) r" cos (//.# + (5) = C, 

transformée de Σ par (J/|). Enfin, passé le point m2, la brancheLn 
s'éloignera de Ο pour s'enrouler asymptotiquement autour de x

x 

à la manière d'une spirale qui couperait les rayons vecteurs sous 
un angle complémentaire de 0 — no : c'est là une conséquence 
immédiate de la relation 

1 d\{ 1 dr 
H 7ïb) 7 d9 

qui resuite de (i/|). 
En s'appuyant sur ces données, on construira aisément la 

courbe £ qui, pour η = d, aura l'aspect ci-dessous : 

l'ig. 2. 
Ν ;\\ 

v\ 
vK / \ \ \ 

1 

W/y 

\Π 

Pour simplifier le tracé, on a figuré simultanément sur un même 
plan les courbes I et 111 correspondant à des arguments 0 dont la 
différence est de même pour 11 et IV (1). Les courbes 1 et· III, par 

(1) Les courbes I el IV [cos (0—no) < o] seront encore dites concaves, ct les 
courbes 11 et 111 [cos (0 — n'i) > o], convexes. 
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exemple, peuvent être considérées comme appartenant à un faisceau 
d'équation (ζ) (n° 10), où C ne serait plus obligatoirement positif (*). 
Un tel faisceau comprendrait la courbe U, obtenue pour C = ο 
et qui a éLé figurée en pointillé; celte courbe passe par l'origine qui 
est pour elle un point d'ordre n, les tangentes en ce point ayant 

pour arguments ^ £(2/1-j-ι)^.— oj. D'ailleurs, lorsque ε tend 

vers zéro, les arcs normaux de e' tendent précisément vers les asymp-
totes deL. 

De plus, du Tableau donné au n° il, il résulte immédiatement 
que si 0 — no (compris entre —π et +~) vérifie toujours l'iné-
galité (18), les points d'intersection m, (it m., de la branche ne 

pourront varier qu'à l'intérieur d'un arc d'amplitude et dont 

le milieu serait sur le segment reetiligne 0x/t. Enfin, de la 
remarque qui termine le numéro précédent, on peut conclure que, 
C croissant, chacpie branche de se déformera en balayant la 
région comprise entre la branche J^1 initiale et Γ, (et ne renfermant 
pas O), cela, d'ailleurs, sans que deux branches distinctes puissent 
avoir un point commun (2). 

13. LES CHEMINS C^.— Cette discussion achevée,, nous pouvons 
définir des chemins qui satisferont à la condition a du n° 9. 

Tout d'abord, d'après (18), sin(o—no) a un signe bien déter-
miné; prenons 

-fsinf 0.— η ο ) > ο ; 

(') Ici, C prendrait, Lour à lour, des valeurs égales cl de signes contraires. 
(-) Pour compléter la discussion précédente, on pourra observer que le passage 

de II à III,ou de IV à I, passage qui s'effectue par la valeur exclue sin(d — no) = o, 
fait apparaître comme courbes de transition des courbes algébriques, du type 
lemniscatique général; tandis que les courbes fi-III comprennent alors η branches 
fermées, entourant chacun des points X/

n
 les courbes I - IV affectent la forme d'un 

circuit fermé unique entourant l'ensemble des X/
t
. C'est le cas critique, où la défi-

nition de m, et m.y n'a plus de sens. Enfin, le passage des courbes concaves I, IV aux 
courbes convexes II, III s'effectue quand cos(0 — no) s'annule : les courbes ν 

sont encore algébriques, de formes analogues à celle de et passent par les X/
It 
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d'après (i3) et ( 17), on devra avoir 

sin (β/./,— <3) rjsinyj; 

d'ailleurs, si l'on change le, sens de, l'une, des deux inégalités précé-
dentes, il devra en être, de même pour l'autre. En définitive, le 
sens de parcours qu'on doit prendre sur ^ à partir du point x, 
pour en déduire un chemin d'ÎniégraLion satisfaisant à la con-
dition a, est défini par la règle suivante : 

Choisissons fhk
 (it β

7
·
%k

 au moyen des relations 

( 20 ) ffj, — 1, ,/}./, sin ( pj
J{

 — 0) - ΜΠ
r
, ; 

on doit avoir 

(«') /y.it s«n (ο — > °-

Enfin, il ι-ésulLCÎ de cette règle, eL de la discussion du 110 11, que. 
sur les arcs normaux de .r_, le sens de parcours, ijui vient d'être 
adopté, satisfait à la condition 

(22) sin k g 

En elîel, rpj(;l que soiL le sens suivanL lequel on se déplace; sur un 
arc normal, le produit (ÎSt sûrement positif; et, jointe à 
(KJ) et à (21), cette inégalité entraîne aussitôt (22). 

14. LA CONDITION b. — Ainsi done, moyennant l'adoption du 
sens de parcours (20)-(21) sur les branches de je, la condition a 
sera certainement vérifiée; il nous reste à montrer comment on doit 
choisir les constantes C et 0 de (c ), de façon à satisfaire à la con-
dition b. Pour cela, observons d'abord qu'on a, en vertu de (I/J), 

ds de 1 dX/ J(i^)ri J(C, I χ7/+1 

la première; intégrale, étant étendue à toute la branche £Λ, et la 
dernière à Loule la spirale Σ. Posons alors o~-. e"; nous aurons 

Journ. de Math. (S· série), tome II. — Année ly··»· 17 
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sur Σ, 
',) u col(ô — ne) + Ce" coséc(o — no), 

en supposant toujours (16) ou (18) vérifiée; d'ailleurs, dans cette 
hypothèse, pour décrire toute la spirale, il suffira de faire varier u 
de —oo à -J- oc. Gela étant, on pourra écrire, sur Σ, 

ε" | dX | — a" \Jdu.1· -+- cA.»2 — c.n j rosi-c (o — "9)1 du, 
ε| X |- = ι — 2a'1 cojs[" col(ο — /£φ) -f- Cs" aisée(ό — no) \ -h eïn ; 

d'où 

(23) 1 = E1 // | sin (ό — /*φ) | 

r+°° c" du 

-8J ι — 2cwcos| t/cot(d — // φ) -+- (\c'(cosée(d—/ι o)\ +-r*u (' " 

Cela étant, je dis d'abord que I ne peut être uniformément bornée 
( pour ο < ε, < ε" ) que si Β — η φ vérifie non seulement ( 16) mais (18). 
Car divisons l'intervalle d'intégration en trois parties, au moyen 
des points ±2log2; pour 

— OC < // < 2 log 2, 
on a 

~ — ι — ^ < ι — COS[" C )l(O — no) -F- C·" co*éc(o — no) ] 

, I I 2.) 
+ <Au < ι M l· — — -T» ·>. ι b ι ο 

d où 

E1 1 +1/n E1 4/i|sin(d — no)\ \~i J 1 ί\η | sin^d — no)\ ' 

où I, désigne la partie de I provenant de l'intervalle (—-oc, —2log2) ; 
or la première inégalité justifie ee que nous avions avancé; la 
seconde montre que si (i 8) est réalisée, I, sera arbitrairement petite 
avec ε,; et une conclusion analogue s'appliquerait à l'intervalle 
(2log2, +*)· 

Reste à étudier l'intervalle (—2 log2 < u < 2 log2). Or les 
infinis de la fonction à intégrer sont donnés par la formule 

u /'ï,) -h Cî'l H- 2/. - s!n (d — no) — o, 
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où A* est un entier quelconque; ceux qui correspondent à Λ* = ο 
tendent vers ο avec ε, ; les autres restent à une distance de l'axe 
réel bornée inférieurement, si (18) est satisfaite. Dès lors, un calcul 

facile montre que la fonction figurant sous le signe J dans (2.3) peut 

s'écrire 

| *ιη( ο — //φ) | " 17(.a, ε,) 

[ it2 -f- 9. C ε" u cos (ο — /«î)+C! î2," |* " 

V(u,i
t
) étant une fonction de u et ε,, qui, pour u et ε, voisins 

de o, est holomorphe, et tend vers i. En conséquence, un raisonne-
ment classique montre que la partie de I, relative à l'intervalle 
(—2 log2, -}- 2 log2 ), et par suite 1 elle-même, d'après ce qui 
précède, tend, pour ε infiniment petit, vers la quantité 

— | s,η (ο ην) |" /\ U--i- Ά C cl U COS (à —//û) + C! î2" ]2 " 

= 1/nc v2+1 1+1/ 

En féfinitive pour que l'intérale l =— > étendue à toute la 
branche , reste inférieure au nombre τ du n° 9, il suffira de 
prendre G, C et ε de façon à vérifier la condition (18) et les sui-
vantes 

E = E w Hnz 

(24) C>C=H2/rn 

H, et IL étant des quantités numériques ne dépendant que de n. 

1«>. EXPRESSION DES INTÉGRALES YJ{X) AU MOYEN* DES INTÉ-

GRALES CANONIQUES. INTÉGRALES PARACANONIQUES. — Et main-
tenant, la démonstration de convergence, que nous avions com-
mencée au n° 9, se trouve complètement achevée : Sur l'une 
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quelconque des η branches de la courbe £, les approximations con-
vergent régulièrement vers une intégrale Zy.(.v) de (E*) qui fournit 
une intégrale ?/

y
(.τ) — w

y
(x) Zy(.r) de l'équation primitive (E). 

On peut observer dès à présent que ces intégrales satisfont sur jrA 

à la relation 

<») I'M·*) —Ί < 737(Î^' 

qui est une conséquence immédiate des inégalités du n° 5); or Λ 

et H ne dépendent que de l'équation (E), tandis que τ peut être pris 
aussi petit qu'on voudra pourvu que G (*) et |ε|_1 aient été choisis 
assez grands. Dès maintenant, nous pouvons donc affirmer que 
la méthode d'approximations successives du n° 8 fournit pour 
(E) des intégrales i/

y
, qui, sur les chemins j^A, se comportent très 

sensiblement comme les exponentielles uy du n° 7. 
Mais, sur un chemin donné (2), de façon à satisfaire aux 

conditions a et b, on peut préciser notablement l'allure des inté-
grales yj (x) ; à cet effet, nous allons montrer que ces intégrales peu-
vent être définies, indépendamment de la méthode des approxima-
tions successives, au moyen des intégrales canoniques de (E j relatives 
aux points xh et x

x
. En effet, les racines de (':>) étant supposées 

distinctes, les m racines de chacune des équations fondamentales 
déterminantes, relatives aux xh -et à x,_, seront toutes distinctes 
pour [ε| suffisamment petit. Dans le voisinage de xh, l'équation (E) 
possédera donc un système d'intégrales canoniques de la forme 

yl,/t — L il,// "l τΐ/ιι · · -, ym.lt — Ο mCm;, 

les 'Cj /t holomorphes dans le domaine de x/t se réduisant à l'unité 
en ce point. De même, autour de χ*, on aura le système canonique 
suivant : 

^1,* — M \ τ 1. χ ? » « »> y m,-Λ.— "mî/»,*· 

Ceci posé, notre intégrale ;/
y
 (:r) satisfait le long de à des rela-

(*) D>nr, aussi, r, (n° 11). 
(*) Donc pour C fixe. 
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tiens linéaires, à coeiïicients constants, de la forme 

y j (·'■') — ai y\,h + · · ·+ «jyj,ii + · · -4- amym.u 
— ^yi.» ■+■· · · ■+■ cjyj,*> +... -i- b

m
 γ„,

tV

. 

Cherchons à déterminer les cij ou les bj. Or, divisons par Uj les deux 
relations précédentes; il viendra 

(26) 7jj{x) — aJ —i ζ 1,/t . . .4- (ijXj%h 4- ... 4- a,η ~ ζ/η,/ι 
Uj Uj 

— b\ — ζ|,χ 4- . . . bj~j,» 4- ... 4- b
m

 —- ζ,η,*ι· 
Uj Uj 

Mais il résulte de l'analyse du n° 15 que, si \ se déplace vers x„ le 
long du chemin eA, 

wwj,k e,e,e = uk x uj ej,k e,e,e = uk x uj e 

sera décroissant (ou croissant) lorsque les inégalités 

/' sin(^y
tA

.— o)> sin η, /' sin(ô — nco) > ο 

seront compatibles (ou non) pour une même racine carrée de 
l'unité,/'. Dès lors, uk(x) : Uj(x) tendra vers ab (ou o) quand χ s'éloi-
gnera indéfiniment sur £A; il tendra vers ο (ou oc) quand χ se rap-
prochera de xh (sur J^A). 

Cela étant, plaçons-nous d'abord dans le cas le plus simple, et 
supposons Véquation (E) telle que, pour toutes les valeurs de k(=£ j), 
uA. : Uj tende vers Vinfini avec χ (1). S'il en est ainsi, on peut 
évidemment recommencer la démonstration du n° H, en prenant 
pour τ l'intégrale J*r~?ds étendue, non plus à la branche entière, 
mais à Γ arc de rA compris entre χ et x

x
, arc avec lequel coïncident 

TOUS les chemins d'intégration. On peut donc substituer à τ une 
certaine l'onction de \x\, nulle avec I#-1!; dès lors, l'inégalité (25) 
montre qu'actuellement | Ζ j — 11 tend vers ο pour χ infini (sur xf). 
Il viendra donc, d'après (26), 

bj — I, b\ —, . . — bj—| — bj.+.t —... — b
m

 — ο, 

I1) Nous verrons plus loin (nw 21) que celle circonstance peut effectivement 
se réaliser. 
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V intégrale yj(x) yuan aura calculée sera done Γ une des intégrales 
canoniques relatives à x

x
, et les ak coïncideront alors avec les coef-

ficients des substitutions de passage relatives au couple (x/n xx
). 

De plus, quand x tend vers x!n Ζ/ - ο,· ζ/./, tend vers o; a, est donc 
très voisin de i, si r, est très grand (*), Mais a,-— τ est évidem-
ment indépendant de r, ; effectivement, nous verrons (n° 17) 
que «/— τ est une fonction de ε qui tend vers ο avec cette variable. 

On montrerait de même que si tous les u,
(
 Uj tendent vers oc 

quand χ tend vers xh (sur r/'), yj(x) coïncide avec une des inté-
grales canoniques relatives à xh. 

Considérons eniin le cas général où pour certaines valeurs de 
l'indice k (r,, ..., rp, φ /'), uh uf- tend vers l'infini avec x, tandis 
que pour les valeurs restantes (t,, ..., t

(/
, φ /; ρ -f- q= m—-τ), uk : Uf 

tend vers ο avec x 1. Le raisonnement précédent montre qu'on 
aura 

y M) — «y^y,A+ «r,/,·„/, + · · .H- a
rf

yr
v
.h 

— bjYî.» "t* -H-..yq,e 

ttj et bj étant deux fonctions de ε dont on peut montrer qu'elles 
tendent vers ι pour ε infiniment petit. 

Ainsi donc, dans le voisinage du point régulier xh, yj{x) s'expri-
mera au moyen de ρ + ι intégrales canoniques déterminées, et, 
dans le voisinage de'#*, y; sera une combinaison de 

q + ι — m -Κι— (ρ i- ι ) 

intégrales canoniques déterminées; nous dirons que yj(x) est une 
intégrale paracanonique pour lp couple de points singuliers (x,

n
 x

x
); 

nous dirons encore qu'elle est d'indice ρ -f-1 pour x
/t

, et d'indice q -\~ ι 
pour x

x
, ou, plus simplement encore, qu'elle est d'indice ρi, 

si l'on a ρ < q. Nous reviendrons d'ailleurs sur ces intégrales 
au n° 26. 

(') Rappelons que £/./,(#/«) = i, et que Z
y
 (r/,) est très voisin île ι pour r\ très 

grand. 
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DKUXIK.MK PARTIE. 

I.KS SKCTKUKS Δ κτ Γ. 

MS. Lus FAISCEAUX |C'|. — Revenons au calcul effectif des inté-
grales y,·, nous ne l'avons effectué jusqu'ici que le long de l'are de 
courbe jrA : nous nous proposons maintenant de déterminer le 
domaine le plus étendu possible du plan (x) en tout point duquel 
on puisse calculer cette même intégrale yt par la méthode d'ap-
proximations successives du n°8.Aeet effet, nous établirons d'abord 
un lemme préliminaire;. 

Donnons pour l'instant une valeur lixe à ε ; les courbes .r 
dépendent de deux paramètres arbitraires, G et c>; si le point χ 
appartient à l'une d'elles (C«,, o

0
), il appartiendra encore à une multi-

plicité oc1 de branches ^ de courbes r. Considérons alors dans cette 
multiplicité l'ensemble de toutes les courbes pour lesquelles on a 

e<c<c;", ο' < ο < ο", 

G', G", ο', o" étant Lois que G cL ο variant dans les intervalles pré-
cédents : i° les conditions (i8) et ('±(\) soient constamment réali-
sées: 2° les symboles / et /, A conservent constamment les mêmes 
valeurs. Il est clair qu'on pourra toujours trouver des quantités C', 
C"et l', o" assez voisines de G et ο pour que les hypothèses précé-
dentes soient vérifiées. 

Cela étant, nous dirons de l'ensemble des branches issues d'un, 
même point lixe, correspondant à la même valeur de h, et satis-
faisant aux conditions précédentes, qu'il constitue un faisceau [Cj, 
et nous établirons le lemme suivant : 

liKMMK. - La valeur que les approximations successives fournis-
sent au point χ pour Γ intégrale ijj(x) est indépendante de la courbe 
du faisceau sur laquelle on effectue les approximations. 

Soient { ^h )t
 et )·, deux branches s'enroulant autour du même 

.point X), et appartenant au faisceau: d'après nos hypothèses, le sens 
de parcours qu'il faudra adopter pour définir les chemins d'inté- . 
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gration (^), et (£*)2
 ne pourra varier d'une branche à l'autre. 

Désignons alors par μ, et jA
a

, deux points pris sur (^A), et (Lh 2 

de telle sorte que les arcs .χμ, et χμ., fassent respectivement partie 
de( 'si a)< et (-CÎ )a ? on pourra choisir p, et [a

2
 aussi loin qu'on voudra 

Fig· 3. 

\ 
\ l 

#
 \ \ (A 

(**>, \ \ 

Y? 

(si les i^'k vont à l'infini), ou aussi près qu'on voudra de xh
 (si les 

L hktendent vers xft) tout en satisfaisant constamment à la double 
condition suivante : les points μ, et α

2 devront pouvoir être reliés 

par un chemin μ, (α
2

, dont tous les points ς appartiendront, chacun, 
à une branche du faisceau |</'|, et qui sera Lel en outre que a'. 

Les \o)j
ik

(x, ξ, ε)| calculés au point ζ de μ, μ., par variation continue 
à partir de la valeur adoptée en ξ = μ, (ou en ί = u.

2
) resteront 

inférieurs à ι : b'. L'intégrale Jr~2ds étendue à μ,μ
2
 sera infini-

ment petite. 
Il est clair qu'on pourra toujours réaliser la double condition 

précédente : car, d'abord, tous les points de μ, μ., appartenant 
à une branche du faisceau, la fonction |ojy /.|, uniforme dans l'aire 
χμ, μ..,, est nécessairement inférieure à ι sur μ, μ... De plus, les points 
JA, et μ.ο pouvant être choisis arbitrairement près de xk (ou de x

x
), 

l'intégrale Jr~2ds étendue à μ., μ., peut être rendue arbitrairement 
petite; il en serait de même, d'ailleurs, si l'on étendait cette inté-
grale de μ., et de a

2
 à xh (ou à x

x
) le long de (tlA), et de (eA)2. 

Il résulte aussitôt de là que la quadrature de rang k figurant dans 
l'expression (10) de z/J+, et étendue successivement le long de u, u

2
, 
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et le long des ares de (e*), et (^î)2, s'éloignant de χ à partir de a, 
et pu respectivement, peut être rendue chaque fois aussi petite 
qu'on voudra en module, moyennant un choix convenable de p., et pu. 
Étendue successivement à (ej), et (d)-, la quadrature donnera 
donc des résultats égaux (1), et les valeurs obtenues en χ pour zpJrX 

(donc pour Z;) sur l'un et l'autre chemin sont nécessairement 
identiques. c. <

V

). F. D. 

17. Lus SFCTiiuas Α. — Ce lemme éLal)li, prenons pour (C;, C"), 
(or, o") les intervalles les plus étendus qui soient compatibles 
avec les conditions que nous venons de leur imposer; les branches 
.rA balaieront alors dans la région normale (s) [n° 11J un domaine à 
deux dimensions, A, en tout point duquel les approximations ( io) four-
niront sans ambiguïté la valeur d'une intégrale bien déterminée de (E), 
et cela, d'ailleurs, quelle que soil la: branche de ^ qu'on aura adoptée. 
Nous allons définir les frontières de A. 

Tout d'abord, maintenons o fixe, et faisons croître C depuis 
la valeur minimum C„ (2/1) ; d'après la remarque qui termine 
h; n° 12, chacun des arcs de la branche 4^' qui est compris à l'inté-
rieur de (s) balaiera la portion de (8) extérieure à o, et comprise 
entre Γ, et la position initiale de .eA ; soit A7 cette région; nous 
allons étudier les variations de. A' quand on fait varier δ. 

Λ cet effet, figurons dans un plan (σ) les m racines a^;', de l'équa-
tion (o) (fig. f\, p. r38), racines que nous désignerons par n

k pour 
abréger, et qui, nous le savons, tendent vers les sk. Appelons I)j

tk 

la droite qui joint les points σ,·, σ
/( et D, la droite d'argument nz> 

menée par σρ, ces droites délimiteront autour de Gj comme 
origine im angles adjacents, deux à deux opposés par le sommet, 
et, en général, non nuls (2). Menons alors, par σ

/5 im couples 
de droites I)·,,, ; 1)·, I)·', telles que les droites de chacun d'eux 
fassent avec la droite l)y/l. ou I), correspondante un angle égal à η. 

(1) Ori observera <|iie les fonctions à intégrer sont holnniorp'ics dans le triangle 
curviligne .τμ, μ2. 

(2) Le cas où il n'en serait, pas ainsi n'offre d'ailleurs aucune difficulté (cf. la 
note suivante). 

Journ. de M a ih. (8e série), lome M. — Année1919b 18 
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Nous désignerons encore par \'
l(l l'angle formé par I)/A et Djl 

par k,.i sa mesure (<π); par λΑ/ l'angle de mesure ΛΑ/ = λΑ/—2 η 

Fig. 4. 

oAf ^i/TDjÀ 

\ ν Λ ν ' \ V Α7 y / / 

\\\ ' 

^srw \Υ // ' 

V—ικ 
\ l\hi 
\/l J 

È \ 
//' \Y 
'/' V\\ / ι Λ\ 

\ 

formé par DJ, et par exemple; de même, nous représenterons 

par λΑ, λ^, λΑ, λΑ les éléments analogues relatifs au couple DyA, D,. 
Nous aurons donc défini, autour de n-n im angles finis (1), 
d'amplitudes λΑ/οιιλΑ; ils seront séparés par 2 m angles d'amplitude 
arbitrairement petite 2η, que nous désignerons sous le nom 
<Γ échancrures. 

(x) Les σ7· tendant vers les sy, si trois quelconques des sy ne sont pas en ligne 
droite, on peut toujours supposer que les droites J)y/, sont distinctes; de plus, on 
peut encore supposer que la loi suivant laquelle ε tend vers ο est telle qu'aucune 
des D y ne coïncide avec aucune des Dy·/.. Dans ces conditions, si | ε | a été pris assez 
petit, le nombre vj du n° 10 pourra toujours être choisi assez petit |en fonction des 
constantes de l'équation (E) cl des limites assignées à φ, par exemple] pour que 

les 2m angles /.y aient, chacun, une amplitude positive. Le cas où celte double 
hypothèse ne serait pas réalisée n'offrirait d'ailleurs que des longueurs d'écriture. 
On verra, de plus (n° 20), que les restrictions qu'on a imposées aux variations 

de ο sont sans influence sur le passage à la limite de ( Ε ) à ( E). 
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Ces notations présentées, observons que les arguments des 
directions DJ, DJ, D)·.,,, D^. sont ny ± η, β/Α±η (à un multiple 
près de π); il en résulte aussitôt que les conditions (18) et (20) ne 
pourront être vérifiées que si le rayon D, d'origine σ

7
·, et d'argur 

ment 0, n'appartient à aucune échancrure; de plus, les symboles / 
et fjjt ne pourront conserver des valeurs fixes que si D reste inté-

rieur à un même angle ou λΑ. Le domaine le plus étendu pos-
sible où les approximations du n° 8 convergent vers urje même 
intégrale y;(x) sera donc celui, Δ, qui est balayé par A' quand D 

varie à l'intérieur d'un des angles ~hkl ou λ
Α

. Nous allons délimiter 
ce domaine en nous plaçant par exemple dans le premier des deux 
cas' précédents. 

Supposons done que D varie à l'intérieur de λ/Α; l'angle 0—-no 
pouvant toujours être ramené à l'intervalle (—τ:, + 1:), nous 
appliquerons les résultats du n° VI : l'argument du point m, cor-
respondant à .eA variera de (') 

β,7 — m π ·>./ιπ . r π ο.Ιιτζ 
η ·>. //. η η 2 η η 

pour m.j, les mêmes limites seraient encore valables, à condition 
de remplacer / par —/. Done, quel que soit le signe de /, les points 
m, et m., ne cesseront d'appartenir à un are dont les extrémités u/ 
et u." auront pour arguments respectifs 

(27 ) 

0> = _ ~ γ< π ,
 t η 2 η η 

0"
 =

 __ ϊ"'· + " + JL 4_2hu 
n 2n n 

l'amplitude de cet are est donc 

?j,~ Ïn—'W , Tr^TT-f-Xb-^
 =

 ff + ).„>u 
/< η η η 

Ainsi donc, Δ sera limité, d'une part, par deux arcs normaux 

(*) En négligeant des quantités de l'ordre de ε"/'" (n° 11). Désormais, ceci 
restera sous-entendu. 
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appurtenant à deux branches 4^' différentes (mais de même 
indice //.), et aboutissant aux points p.' et p."; d'autre part, par le 

plus petit des deux arcs p/ p." de Γ,, et enfin par un nrc.de F qu'il 
est inutile de préciser davantage (fig. 5). Nous donnerons désor-
mais aux domaines Δ le nom de secteurs,' bis directions Op.', Op." 
seront dites les directions-frontières du secteur. Le nombre des 

Fig. r>. 
it" , 

L * 

secteurs correspondant à un même point σ,· est égal à imn\ le 
nombre total des secteurs est donc de ιηι2η-, d'ailleurs, les 
intégrales définies dans chacun d'eux rie sont pas nécessairement 
distinctes : nous en donnerons plus loin (n° 21) un exemple impor-
tant. Observons, enfin, que les 2 m2n secteurs Δ se répartissent en 
2 m2 groupes, tels que les η secteurs de chaque groupe correspondent au 
même choix de valeurs pour (3y7 et β/Α, et ne diffèrent que par la 
valeur de l'entier h dans (27) ; à' ces groupes de secteurs, que l'on 
déduit de l'un quelconque d'entre eux par des rotations succes-
sives de 2τζ ' η autour de l'origine, nous donnerons le nom de cycles 
de secteurs. 

Avant d'aller plus loin, montrons comment l'existence d'un 
domaine A, à l'intérieur duquel on sait calculer une même inté-
grale yj(x), nous permet d'établir, comme nous l'avions annoncé 
(n° 15), que le coelïicient ay· de la formule (26) tend vers 1 quand ε 
tend vers zéro. 

Remarquons d'abord qu'on peut substituer à Γ un cercle F", 
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do rayon r* suffisamment grand pour quo dans un secteur Δ" d'une 
couronne (h") limitée intérieurement par Γ", y/(x) vérifie une 
relation (26) avec \aj-—1| arbitrairement petit : ceci exige 
d'ailleurs que |ε| soit suffisamment petit f1). Mais, si l'on a choisi 
le rayon extérieur r, de la couronne primitive (-s) supérieur à r* 
(ce qui exige encore que |ε| soit suffisamment petit), Δ" empiétera 
sur un secteur Δ de (JS); d'après sa nouvelle définition du n° 15, 
l'intégrale yj définie dans Δ sera le prolongement de celle qu'on 
aura définie dans Δ" : sous une autre forme, c'est dire qu'on peut 
trouver un nombre ε" assez petit pour que l'inégalité | ε |< EJ 
étant vérifiée, \ cij —1| soit arbitrairement petit (2). 

18. EXTENSION DE LA THÉORIE Λ L'ÉQUATION (E). — La mé-
thode que nous venons d'employer pour calculer des intégrales 
de l'équation (E) dans des secteurs déterminés Δ du plan (χ) 
peut être appliquée point par point à l'équation irrégulière (E) 
qui en est la limite. Aussi, nous bornerons-nous à l'énoncé des 
résultats; nous ferons exception seulement pour la transforma-
tion analogue à celle du début (n° 7); il sera entendu d'ailleurs, 
une fois pour toutes, que l'on surmontera d'un trait tous les sym-
boles qui se rapporteront à l'équation limite. 

Nous allons donc montrer que les racines Sj de l'équation carac-
téristique (3) étant distinctes, conformément à notre hypothèse 
fondamentale, on peut former m expressions 

CÏA (or) α «fi, xn "-1 4- ... 4- ««f 4- -gL 

telles que l'équation (E) puisse s'écrire 

(ι·:,) IV) = plc,7""-"-+·. ·+ a,?"»-·"+... + c
m
y\, 

f1) Car il résulte du n°14 que I tend vers ο avec C _ 1 (donc avec rn' ; cf. n°ll) 
et | ε |. 

(2) Une démonstration analogue s'appliquerait pour le coefficient bj dans le 
second cas envisagé, ainsi que pour les coefficients aj et hj relatifs l'intégrale 
paracanonique considérée en troisième lieu. 
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l'équation F(u) = o ayant pour intégrales les expressions 

fτιtir — - «!,'t;t .*·" I ... + <*1,0.,· 

et les C
v
 admettant x = cc comme pôle d'ordre (ν—ι) (η — i). 

Pour le voir, posons y~z e' , et proposons-nous de prendre 
pour στ une expression du type donné pour trp

f
, de telle sorte que le 

coefficient de z, dans l'équation transformée, présente # =s 
comme pôle d'ordre m(n — ι) — η — ι au plus. Les termes 
d'ordres supérieurs de ce coelïicient ne peuvent provenir que de 
la somme 

tu 

στ"' -+- ^ ^ m"'-'
2
 στ' H-^ Λ

 v
 -

v
 M- (

m
 ~

 v
 H

 v
~

2
 m'J ; 

V = I 

dès lors, si ίΙΑ(.τ) désigne l'une des racines de l'équation 

(a8) 11"'H - n- 4- > Av II'"-v+ ' η - =o, 

la différence xsk — !!*(#) s'annulera pour x=.-x, comme x~2 au 
moins. L'équation (28) ayant ses m racines méromorphes et 
du type précité pour .T = OC (en raison de l'hypothèse faite sur 
les S'y), l'existence des στΑ(.τ) se trouve établie. 

Cherchons alors la forme la plus générale des coefficients A
v 

conduisant aux mêmes expressions pour tous les cr>k ; si les sys-
tèmes A.J et AJ (v = 1, ..m) répondent à la question, les diffé-
rences 

A.î — A.J = a·, 

devront satisfaire à m relations du type 

α, στ£' 1 + · · · «v ®2'-v -+-·.·+ a m — P/. -

où les ΡΛ sont pour χ = ac d'ordre au plus égal à m(n·—1) — η — ι. 
Or le déterminant des coefficients des a

v
 est exactement d'ordre 

m(m~ '^(n—en vertu de notre hypothèse fondamentale; αΊ est 
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donc au plus d'ordre (ν —ι) (η—·ι) —2, et, en raisonnant comme 
au n° 7, on en déduit aussitôt la possibilité de la transformation 
annoncée (Q. 

Cela étant, pour intégrer (E,), on posera, par exemple, y = UjTLj\ 
Lj satisfera à une équation (E

2
) qui admettra comme intégrale 

la fonction limite Ζj(x) des approximations 

v
0
 (,r) = i, 

m 
Z,,, ,(./·) — I + \ *.(./·, ξ)7| S;,(ξ), ç]-è (p=o, I ), 

k = 1 

où ICÎS symboles 11, ω, / ont des significations analogues aux 
11, ω, / du n° 8 (ils coïncident d'ailleurs avec ces dernières 
expressions quand on fait dans celles-ci ε = ο). Comme che-
mins d'intégration, on adoptera, pour la quadrature, une 
certaine courbe , suivie dans un sens qui pourra varier avec k. 
Pour que, χ appurtenant à un tel chemin, les approximations 
convergent régulièrement, il suffit que soient vérifiées deux con-
ditions identiques à celles du n° 9; la première d'entre elles le sera 
certainement si l'on prend pour 7' l'une des η branches de la 
courbe r (n° 42). Quant au sens de parcours à adopter pour la 
kl"m" quadrature sur jrA, un calcul aisé montre qu'il sera défini 
par 1 os conditions (20) et (22), où l'on aurait remplacé par fij/( ; 
il sera donc identique au sens de parcours obtenu pour l'are 
normal deL h 

Aux intégrales que nous venons de définir pour l'équation (E), 
nous donnerons le nom d'intégrales normales; et, en procédant 
comme; aux noj 19 et 17, on pourrait montrer que chacune d'elles 
est définie dans un secteur A. Toutefois, une double observation 
s'impose ici du l'ait de la disparition de ε : 

(L) Il était bien aisé d'établir que les o) (n° 7) répondent à la question. 
Pourtant, on a préféré procéder directement, car la méthode actuelle s'applique 
immédiatement à un cas analogue que nous rencontrerons plus loin (n° 33) et que, 
dès lors, nous pourrons nous dispenser de traiter. 
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I° D'une part, le rayon r, de Γ, peut être pris actuellement 
aussi grand qu'on voudra; la couronne (rS) sera donc remplacée 
par la région illimitée extérieure à Γ f1). Actuellement les sec-
teurs Δ sont donc illimités. 

2° D'autre part, la condition (18) n'a plus de raison d'être; 
les droites D; disparaissent donc, et, en fait, il n'y a plus que 
imn(m ■—i) secteurs Δ, occupés par un égal nombre d'intégrales. 
Nous reviendrons sur cette réduction au n° 20. 

10. Co NVEKGENCE DES INTEGHALES DE (E) VERS CELLES DE (E). 
SECTEURS ORDINAIRES. — Pour l'instant, nous allons montrer 
qu'il existe imn{m — 2) secteurs Δ à l'intérieur de chacun 
desquels l'intégrale correspondante tend vers une intégrale; ana-
logue de l'équation (E)· 

Considérons, en effet, les imn(m — 2) secteurs Δ que l'on 
obtient en faisant varier la droite D (n° 17) à l'intérieur des 

angles "kj
k
 (à l'exclusion des λ,·). Ces secteurs, que nous appellerons 

ordinaires, tendent (2) vers la portion (Δ) des secteurs Δ qui est 
intérieure à (.s); et l'on peut toujours supposer que, pour |ε| assez 
petit, tout point χ de (Δ) appartient à un Δ. Ceci posé, la conver-
gence de la suite des zp(x, 1) étant uniforme autour de ε — ο, 
il nous suffira d'établir que ζ

η
(χ,ι), . .., zp(x, ε), ... tendent 

respectivement vers z«(&), .. ., zp(x), .... Or observons qu'on a 

Z
0
(X) — I = .-0(-R, £), 

et admettons qu'on ait déjsà établi que z,(x, ε), ..., z
p

(x, ε) 
tendent vers ζ,(χ), . .., ζρ(χ)·, il nous suffira de démontrer que 
zp+,(x, ε) tend vers z

p+
,(x). Mais, d'après le n° 14, on pourra tou-

jours prendre |ε| assez petit, et, en conséquence, le rayon r, de Γ, 

(*) On peut évidemment, confondre Γ el Γ. 

(*) Ceci suppose implicitement que ε tend vers z 'ro comme il a été expliqué plus 

haut [note de la page i38]. On verra au numéro suivant que ceci n'implique 

aucune restriction essentielle, comme il a été déjà dit. 



SUIL LUS SINOULMMTKS imiKOULliiKKS. L45 

assez grand, pour que î'inLégrale jr~2 ds, étendue aux portions 

de 4^ et 4^ extérieures à Γ,, soit arbitrairement petite. Dès 
lors, la différence entre les parties des quadratures fournissant 
3/λμ (Χ, ε) et 3/H-t(,i) (it provenant des arcs des chemins d'inté-
graLion extérieurs à F, sera arbitrairement petite; mais, à l'inté-
rieur de F,, z

v
(.i, ε) (it ses dérivées tendent vers zp(x) et ses déri-

vées respectives; de plus, l'arc normal de rA tend vers .r/' (n° 12); 
ζ/π-1(^', ε) tend donc vers c. p. i<\ D. 

20. SKCTKUHS MIXTKS. - Le passage à la limit»; est un "peu moins 
simple dans le cas ([ue nous avons exclu, et que nous allons exa-
miner maintenant, où le secteur Δ provient de la variation de D 

l'ig. fi· 

f !■&' ov* 
\D# 1 l j1J 

\\ » ' '/ 
V ' ! > 
\x 1 I ' / V 1 '/ V 1 ν \ \ -"V | | A γ 

γ*ί 
\ '■! '/ 

y v7 

/ ' ! V /r ' Ι Jx 
//λο' ι λ*Ν\ 
l· I 1 v\ 
// ' ' v\ 

/'
 1

 1 Λ 

! 1 1
 \ h I ! \\ 

à l'intérieur d'un d(;s angles λ ,·. Soient donc l)y/( et D/V les deux 
droites D;* adjacentes à 1),·, de part et d'autre de; cette droite; 
aux droites D//o Dy et D/7 sont associées, comme il a été dit plus 
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haut (n° J7), des droites de directions arbitrairement voisines, 
D'jk D''j DDJ7 qui déterminent deux couples d'angles 

opposés, que nous représenterons par λ,, λ, et λ.>, λ,. A ces quatre 
angles correspondent quatre cycles (n° 17) de sccleurs Δ dans 
lesquels on sait calculer quatre cycles d'intégrales de l'équa-
tion (Ε) : procédant ainsi pour les m points σ,·, on obtient bien 
les L\mn intégrales que nous avions exclues au numéro précédent. 
Or, appliquons le même procédé à l'équation-limite (E); les 
droites D, disparaissant, nous obtiendrons auLour de st

 (= σ
;
) 

un couple unique d'angles Λ opposés ; eL les secLeurs correspon-
dant à tous ces couples d'angles sont au nombre de imn. Il nous 
faut donc expliquer comment les [\mn intégrales en question de (E) 
peuvent se fondre deux à deux pour constituer un nombre moitié 
moindre d'intégrales de Γ équation-limite (E). 

Considérons d'abord les angles λ, et λ
2
 ; les rayons D, d'argu-

ments o, intérieurs respectivement à λ, ou à ~h.
2

, vérifient l'un ou 
l'autre des systèmes d'inégalités 

(Λ)) · — Π + Η <^jk~ Ίΐο-Λ-n'lo — nvi — YJ, 

(λ2 ) η 1 ο — η ω ι β ji — η φ — τ, < π — η ; 

pour λ, on a donc / = -J- ι, et pour λ
2

, / — — ι ; et D variant suc-

cessivement dans λ, et dans λο, les variations des points m, ct m
2 

seront données par le Tableau 
fi.)· 

m, .... — CP H l· "■—■ri r. 9 h ι τ. Ρ(\ τ. 2/<,π 

m, .... — CP H l· "■—■ri r. 9 h ι τ. Ρ(\ τ. 2/<,π n 2n n 2n n 

(>,)■ 
pu — γ, π «Λ,τ: π τ. ΙΙι.τ. m1 η 9. η ιι '· η 9 η η 
β il —-(ι π 2 Λ2π r, π , ·>./ι.,τ. m2 

n 9 η η ' η >.η η 
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où /q et h., désignent les numéros d'ordre des deux secteurs, soient 

Δ, et, A.,, dans les cycles issus de λ, et λ
2

. Or, si h
x
 et h.

2
 sont quel-

conques, Δ, et Δ2
 n'auront aucune région commune; à la limite, 

ils ne pourront constituer aucun des secteurs Δ. Mais, d'après 
le Tableau précédent, les arguments des directions frontières 
sont (1), pour Δ,, 

y, — — ΐΊ'~'η — JL + 'Jlïi et ο:=-α-1 + 1L + îhl. 
η 2 η η η Ά η η 

et, pour Δο, 

y, — — ΐΊ'~'η — JL
 +

 'Jlïi et ο:=-
α
-1 + 1L + îhl. η 2 η η " ' η 2 ιι η 

Pour que Δ, et Α., empiètent, comme nous le voulons, on devra 
avoir d'abord 0', < 0![, d'où h^h., et d'où /*.,«<//, + 1 
(puisque β/7— β7·Λ. <-â). On a donc nécessairement h, = h.,, 
ce qui entraîne les inégalités ()'

2
 < 0', et En résumé, les 

secteurs Δ se rapportent à un même point singulier xh, et leurs 
directions frontières sont rangées dans l'ordre 0<[ 002 04 
On voit de plus qu après la traversée de D, par le rayon D, les 
points m, et m

2
 se seront permutés : le nouvel argument de m2(m,) 

sera égal à l'ancien argument de m, (m.,), diminué de —~-
D'autre part, observons que les branches ςΛ, correspondant aux 

rayons D voisins de Dy·, seront convexes ( no 12), cos(o — π,φ) étant 
alors positif. Les courbes présenteront donc la disposition ci-après 
(fig. η, p. i48 ) ; on remarquera que les deux secteurs Δ, et Δ2 ont 
pour somme un secteur Δ, + Δ

2
^β directions frontières Θ!,, 0'^, que 

nous désignerons sous le nom de secteur mixte, et qui tend vers le 
secteur limite Δ; d'ailleurs, Δ, et Δ2 ont constamment un domaine 
en commun, soit Δ, Α., dont les directions frontières font entre elles, 
pour ε infiniment petit, l'angle fini π ~ 2r'. E

n tout point de Δ,Δ2 

(x) Ces formules ne sont d'ailleurs que des variantes de (27); mais nous avons 

préféré donner le Tableau des arguments de m, et de m2, afin de mieux mettre 
en lumière la disposition mutuelle de Δ, et Δ2. 
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on peut démontrer, comme au n° J il, que les intégrales y, et y.2, 
définies dans Δ, et A.,, tendent uniformément vers une même 
intégrale y de (E); y

t
 et y., tendent donc uniformément Γ une vers 

Vautre à Γ intérieur de A{A... En définitive, l'intégrale y, qui occupe 

Fig. η. 

le secteur-limite Δ, apparaît comme la. trace de deux intégrales y
{ 

et y.
2
 de Γ équation (E), définies dans des secteurs Δ, et Α., dont la 

somme constitue le, secteur mixte Δ, -f- Δ., CJU1 tend vers A ; les sec-
teurs Δ, et A.2

 empiètent d'ailleurs mutuellement suivant un domaine 
Δ,Δ

2
, où y

{
 et y., tendent uniformément l'une vers l'autre (1). 

Étudions maintenant les angles λ
3
 et λ.,; ο-—nz> étant toujours 

ramené à l'intervalle (—τ:, Η-π), afin qu'on puisse appliquer les 
résultats du n° 11, ces angles seront définis par les inégalités 

(λ3) n < pjk— n ο π + ft < ô — n ψ
 =

 π — η, 
(λ; ) — π -Τ- nà — n φ ^ $Jt — n φ — π — Ό < — ÏJ. 

(1) Λ titre de vérification, examinons les variations des sens de parcours des 

courbes e/' pour les quadratures des approximations (10). Quand 0 traverse la 

valeur ηφ, tous les restent constants; ~ change de signe d'après (21), de sorte 

que, relativement au point x/
t
, le sens de parcours a brusquement changé, ce qui 

s'accorde bien avec le fait que -j- reste le même à l'intérieur de (-S). Cf. la figure η. 
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On en déduit pour m, et m
2
 le Tableau de variations suivant : 

(U 

β//—*1 π 2//Λπ π η τ. ιΐι,π π η >.η η η τ η 9. η η η 

β//—*1 π 2//Λπ π η τ. ιΐι,π π η >.η η η τ η 9. η η η 

(*«)· 

β//—*1 π 2//Λπ π η τ. ιΐι,π π η >.η η η τ η 9. η η η 

m32 β//—*1 π 2//Λπ π η τ. ιΐι,π π η >.η η η τ η 9. η η η 

On obtient eette fois-ci, pour les directions frontières de Δ
:
, et Δ,, 

%=-,+ *+1+^, '/■=- ê/i±2 + !* +2h3u/n 

Λ;_ β/'-·" 3
G ι î +2h4u 

' // :■». un ' η -> // η 

Les conditions d'empiétement s'écrivent alors 0'
3
<[0^ d'où 

l'on tire ih., > 2/1., + t? «t 0
4
<0'[, d'où Λ, < Λ3 + 2 (puisque 

β,/ — Pyjt TT). On a donc h.
t
 = h

a
-1-1, et l'on en déduit aisément 

FÎ«. fi-

les inégalités 0'
4
 < 0

3
 < θ

4
 < 0

3
. On voit qu'actuellement les 

branches seront concaves pour |o — no | voisin de τ:; celles qui 

proviennent de rayons D intérieurs à A
:
, s'enrouleront autour du 
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point X/,, avec A = Α., + 1 > car, pour ο —- ris = τ: —η, l'argument du 
point m, relatif à xu est 

yj π 2 h τ. η 3 rr 2 ( Λ — t ) r. · — ο -+■ — — — —— CP —t— — -4- — 5 η 2 η η η 2 // η 

celles qui proviennent de rayons D intérieurs à λ4
 s'enrouleront 

autour du point ear, pour §— ηφ = —π -f- η, l'argument 
du point m, relatif à .τ/^, est 

η π 2 (Λ — ι)π η 3π 2 hr. — φ -ι- — -+- — — ο — — — — -ι- > 
η Ά η η η 2 η //, 

et, en vertu du Tableau précédent, ceci s'accorde bien avec le fait 
que A = A

;
, -f-ι = A

/#
. À part ces modifications, les conclusions 

que nous avons développées précédemment demeureront toujours 
valables (1). 

21. RETOUR AUX INTÉGRALES CANONIQUES. LE POLYGONE DE 

SUSTENTATION If. — Et maintenant nous sommes en état de 
répondre à une question importante que nous avons posée anté-
rieurement (n° 15) : définir tous les cas où Vintégrale y/{x) résultant 
des approximations du n° 8 peut être une intégrale canonique relative 
àundes points xh (ou à x

x
)· et dans Γ affirmative, ajouterons-nous, 

définir le secteur à Γ intérieur duquel on sait la calculer. 
Pour que y-φχ) soit une intégrale canonique, il faut eL il suilit, 

comme nous le savons, que le point σ;· et le rayon I) puissent être 
choisis de telle sorte que tous les \fk aient la même valeur, quel 
que soit k (φ j) ; il faut donc (et il suilit) que, quel que soit k (φ /), 
sin(P//f — o) ait un signe invariable : ce qui n'arrivera que si 
tous les vecteurs nh sont du menîe côté de la droite 1), quel que soit 

(*) On peut se demander s'il ne serait pas possible de passer, par continuité, de 

l'intégrale yx, définie dans Δ], à l'intégrale Î/
5

, définie dans Δ2. Or, dans les deux 

cas envisagés, lorsque D pénétrera dans l'échancrure pratiquée autour de Dy, 

les branches tendront de plus en plus lentement vers xh (ou et la conver-

gence des approximations sera de plus en plus lente; lorsque D sera venue 

en Dy, ces courbes seront des ovales séparés, ou des courbes étoilées d'un seul 

tenant (c/. note (*), p. 128), le long desquels les procédés de démonstration que 

nous avons mis en œuvre tombent en défaut. 
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h {φ /). En définitive, pour que yt soit une intégrale canonique, 
il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient réalisées : 

i° doit appartenir au polygone de sustentation Π des points or; 
2° La droite 13 menée par or; doit être extérieure à II. 

Ce point acquis, établissons le résultat suivant : les deux cycles 
cïintégrales canoniques y, et y., définies dans les cycles de secteurs 

provenant de chacun des angles opposés λ, et λ
2

, extérieurs à II 
en <3-n ne constituent qu un seul cycle d'intégrales (1). 

En elîet, les angles λ, et Α., correspondent à des valeurs de 0 
dont la différence est T.. Quand on augmente ο de π, sin(£— nz>) 
et sin (β/* -Ό changent simultanément de signes; d'après (20) 

et (21), aura donc le même signe dans les deux cas. Considérons 

alors les deux courbes, soient (r), et (.c )2, qui correspondent à la 
mente valeur de C et à des valeurs de 0 dont la différence est π (2), 
et soit Δ, 1(5 secteur balayé par l'une quelconque (^A,)4

 des branches 

de (c)i quand D varie dans λ,. Suivant que le signe commun 

(b; ~ sera positif ou négatif dans les deux cas, c'est-à-dire sui-

vant qu'on- devra se rapprocher ou s'éloigner de x
M
 dans les deux 

suites d'intégrations, nous adjoindrons à (^A·), une branche (-^Ai)2 

de (e);, choisie de telle sorte quejes deux branches précédentes 
présentent soit deux points m.,, soit deux points m, très voisins. 

Ceci posé, faisons varier 0 et C comme il a été dit aux nos
 16 et 17; 

les secteurs A, et A
2

, balayés par (^A·), et (^Aî)3î empiéteront néces-

(lj Λ priori, υιι devait s'attendre à une telle réduction dans le nombre des cycles, 

car il n'existe que η intégrales canoniques appartenant à des exposants ayant —aj/nen 

comme partie principale (chacune étant relative à l'un des χ /, ). Mais il était, indis-

pensable d'approfondir le mécanisme de celte réduction, en vue, surtout, des 

applications ultérieures. Aussi les considérations développées dans le texte n'ont 

pas seulement la valeur d'une simple vérification. 

(2) Ces courbes ont été représentées plus haul [fig. ·λ, p. luj). 
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sairement; je dis que dans Vaire commune Δ, Α., les deux intégrales y
t 

et y.t coïncideront. 
Pour le voir, on observera d'abord que les deux branches des 

faisceaux issues d'un même point χ, peuvent être 
reliées par un are de courbe p., p.2 satisfaisant aux conditions a' 
et b' du n° 16, et qu'on mènera dans le voisinage de xh ou de χ

Λ
, 

suivant que le signe de ^ sera négatif ou positif; ceci fait, il n'y 

aura plus qu'à reproduire la démonstration du lemme (n° 16). 
Au numéro suivant, nous fixerons les limites du secteur total où 

se trouve définie une même intégrale canonique; pour l'instant, 
insistons sur ce fait que Videntification entre y

t
 et y., η a été possible 

que parce que les deux conditions énoncées plus haut étaient réalisées. 
En effet, supposons qu'il n'en soit pas ainsi, et plaçons-nous 

d'abord dans le cas où ^ est négatif; et s'enroulent 

autour du même point xh (*) ; là double hypothèse du début n'étant 

plus réalisée, il y aura des quadratures que l'on devra effectuer 
en s'éloignant vers x* sur ces branches : mais alors, dans le 
triangle xypj..,, où p., pu est pris très loin pour vérifier h', les 
fonctions à intégrer ne sont plus uniformes, et la démonstration 

du n° 16 n'est plus valable. Admettons maintenant que ~ soit 

positif; et se déroulent à partir de points x,
h
 et x,

h 

différents (1); il y aura des quadratures que l'on devra effectuer 
erf tendant vers l'un et l'autre de ces points (suivant qu'il s'agit 
de y

{
 ou t/

2
 ) ; p., et pu devant être pris très près de x/u et de x,

H 

respectivement, la réalisation de* b' sera encore impossible (2). 

(*) Pour le voir, if suffiI de se reporter à la figure Ά. Ce point sera (railleurs précisé 

au cours de la discussion du numéro suivant. 

(*) Ou moins, si l'on ne peut identifier yt cl i/2 pour ε donné, peut-être pour-

rait-on penser qu'en un point a; appartenant à Δι et - ι tend vers ο avec ε. 

En fait, il n'en est rien. Car, dans les deux cas que nous venons d'envisager, 

prenons p., et p2 arbitrairement loin, et faisons tendre ε vers o; dans les deux cas, 

J'arc pjp-i traversera un arc de ( cA«)j ou ( *>ur lequel |'»>;/.· | sera très grand. 
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Nous observerons enfin que la reduction qu'on vient d'établir 
dans le nombre des cycles, relativement à l'équation (E), se retrouve 
encore pour Véquation-limite ( E), lorsque Sj { — <*/) est un sommet du 
polygone de sustentation II des Sj, et que D a été menée extérieu-
rement à II. 

22.LES SECTEUKS CANONIQUES V
/A

. — Hevenoiis maintenant 
au secteur total Δ, 4-Δ2, où nous avons monLré qu'on peut définir 
une même intégrale canonique; nous désignerons un tel secteur 
sous le nom de secteur canonique. Les η secteurs canoniques cor-
respondant au sommet τ y formeront, par définition, un cycle 
de secteurs canoniques; nous représenterons par VyA le secteur 
qui occupe le rang h dans un tel cycle, ou, plus simplement, par Yy, 
lorsqu'une telle précision ne sera pas nécessaire. Proposons-nous 
maintenant de déterminer les directions frontières d'un secteur 
canonique. 

Pour simplifier l'écriture, nous adopterons les notations sui-

I-'if,'· <b 

"ΤΠττκ^ 

E?/ 

fez 

f 

hfr-' 
JJJXLi 

vantes : les points 7y situés sur II seront numérotés dans l'ordre 
où on les rencontre en décrivant le contour de II dans le sens direct. 
Nous désignerons par yy l'argument (l) de la différence t/+) — ay 

(*) Si M est le nombre «le sommets de II, on peut toujours supposer ces argu-
ments rangés dans l'ordre ο < y, <.. . < y y < . .. < yM < 2 T., quitte à rem-
placer s'il y a lieu y, par y, -f- 2~ ou y« par y» — 2 ~. 
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(avec nos notations antérieures, on aurait donc Yy = .+■<)> 
si Π n'a que deux sommets, il en résultera γ2 = γ, + π, mais cette 
circonstance, qui se présentera sûrement pour m = 2, ne modifie 

en rien les développements qui vont suivre. Soit alors λ', l'angle 

formé par Gj*j+t avec <*/_, */» et λ, l'angle opposé; nous suppose-
rons d'abord qu'aucun de ces angles ne contient la droite Dy 

(d'argument ηφ), et, de même qu'aux n°* 19 et 20, nous envi-
sagerons successivement deux cas. 

Premier cas. — L'angle Λ, est défini par les relations 

(λ,) — r. ■+■ η < y/—1— «φ -t- ν) — Λ 9 Çyy— Λ φ — r( < — *n. 

Dans λ,, on aura /y* = + 1 = / d'où, 

pour λ, et λ
2
, ^ <o, et l'on accouplera les branches (-CM* et 

(»^)
2
 de manière que ce soient leurs points m

t
 qui voisinent. Or, 

pour (jef1),, l'argument de m, est de la forme 

0 T. 2HTZ 

η 2 η η 

(n° 12) et, pour il est égal à 

o + x π oJi.r. 1 1 ; η 2 η η 

on devra donc prendre h.
2
 = h

t
 ; soit h leur valeur commune. Ce 

seront alors les m.
2
 qui donneront les frontières de Yjh; or, pour λ,, 

l'argument de m.
2
 varie de 

V/—η π 2 h r. . λ t. ihr. 
η 2 λ η η '>. η η 

et, pour λ
2

, de 

V ; "Λ -+- 7Γ 7Γ 2 /l7T . -+- 'Λ -4- 7Γ Π 2 Λ 77 
η 2 α η η ι η η 
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Les directions frontières de T
/7i
 seront donc 

(29) 

' _ 7J — r< '^r· 2
^
i7r 

' η 2 η η 
r, _ lj- \ -+-.T/ , r. ο. h τ. 

1 η χ η η 

L'amplitude du secteur canonique V
y7t sera alors 

yj—y j -1 -4- 27: απ
 # 

η η ' 

elle est arbitrairement voisine de 

\ j->r 2 π , 
η 

Y j désignant Vangle extérieur au polygone Π en rsj. Remarquons 
en outre que les deux branches (^Λ,)ι (-^A»)

2
 s'enroulent autour 

du même point singulier χλ, et que l'intégrale que nous savons 
calculer dans Vy7< est Vintégrale canonique relative au point χA et à 

l'exposant caractéristique —wjh/nen 

Deuxième cas. — L'angle A, est défini par les inégalités 

(λ,) Π <7/1—Λφ + ·/)ίθ — nylyj—αφ— r, <7: — *Λ· 

Dans λ,, on a /yA = + 1, j — — ι ; d'où, pour A, et A
2

, > ° : 

cette fois, on associera donc (^Λ|), et en accolant deux 

points m
2

; or, pour λ,, l'argument de m
2
 est 

ο π 2 h*r. 1 , 
η in η 

et, pour X
a
, il vaut 

à — r. t. ihtTz 1 1 ; η in η 

on doit donc prendre h., = ht —1 (soit h — 1), et ce seront les mt 

qui donneront les frontières de V; dès lors, en opérant comme 
tout à l'heure, on trouvera que les directions frontières sont encore 
données par (29). Mais, dans ce cas, les branches et s'en-
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roulent respectivement autour des points xh et xh_
{
 ; de plus, 

l'intégrale, qu'on vient de définir dans V/7<, coïncide dans ce sec-
teur avec la branche d'intégrale canonique, relative au point ·χ.

Λ
, 

appartenant à l'exposant et calculée en χ le long d'un 
chemin qui aboutit directement de x

x
 au secteur V,·/,, en passant entre 

les points xh_t et xh. 

Supposons maintenant que le couple d'angles λ',, X,, extérieurs 
à II en Gj, contienne une droite D, ; ceci arrivera d'ailleurs deux 
fois, et deux fois seulement : à savoir, lorsque σ, coïncidera avec 
l'un des deux sommets σ,-, σ ·», tels que les droites Dy, I),·· d'argu-
ment nz> menées par GJ -et G Ρ comprennent II entre elles deux. 
Il suffit alors de combiner les résultats qu'on vient d'obtenir avec 
ceux du n°20 pour constater que les deux cycles de secteurs corres-
pondants seront formés des secteurs canoniques mixtes V/, V,·» dont 
les directions frontières auront encore la forme (29) : V/, par 
exemple, sera la somme de deux secteurs d'amplitudes ( V),-j- 2τ.) ' η 

et (V)' + 2Tc):n, (v). et V
;
", désignant les amplitudes des angles 

déterminés par I)y avec σ7_,σ/· et GyGy+J, qui auront en commun 
un secteur d'amplitude 2 τ: : η. 

Pour figurer la disposition des branches à l'intérieur des 
secteurs précédents, il sera commode de dresser le Tableau suivant 

Fig.Tio. 

D/' Dj* J 

\6 y- Λ/

' 

Λ
σ> aj'/\ / \ ' / \ 

/7 8\ /3 *\ 

i 

(où l'on a désigné chacun des angles formés par Dy ou Dy» avec les 
côtés de Π par les mêmes lettres que dans la figure 10) : 
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1. 2. :l ί. 5. ίί. Τ. 8. 

/ -4- — — -4- -4- — — -+■ 

Jjk ' "Η· + — ~ — — ■+" -Η 
do 

— -4- — ~4- -l·- — -4-—-
as 
de 
-η- · — — -4- -4- -4- Η- — — 
ds 

On obtient alors, pour les branches^ associées à chaque angle λ, 

Fi»· »»· 

^ / \\ Λ"'" 
/ \\ / / · 'î\ \ // \ 

! **'- , \ '7>-Λ \ \ / I 7 \ / / 

!Ci#i 
la disposition ci-dessus (les courbes sont figurées avec le numéro 
d'ordre de l'angle auquel elles sont attachées). 

25. RECOUVREMENT DE Ι.Λ ΗΙ·: Ο ION NORMALE (S) PAR LES SEC-

TEURS CANONIQUES \jh. — Nous pouvons nous rendre compte 
maintenant d'une manière précise de l'agencement des secteurs 
canoniques X jfl correspondant aux différents points xh et aux diffé-
rents sommets <sj de If, ainsi que la nature des intégrales cano-
niques qui leur sont affectées. Faisons croître constamment l'angle δ 
tout en respectant les conditions (18) et (20); le rayon D corres-
pondant tournera dans le sens direct autour de chacun des sommets 
successifs σ

(
, . . ., σ„ (M étant le nombre des sommets de II), tout 

en restant extérieur aux échancrures que nous avons pratiquées 
(n° 17). Les points m, et m, se déplaceront par continuité sur Γ, 
dans le sens rétrograde; il n'y aura exception que lorsque Γ) tendra 
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vers D, ou D; : mais alors, après la traversée de l'échancrure 
correspondante, nous choisirons le couple (m, ma).voisin du couple 
(m

2
m,) formé par les points primitifs m,, m.x, préalablement per-

mutés; Supposons qu'on ait ι < f <( j" < M ; pour 12 / =/', 
les secteurs Vjh seront balayés par des couples de cheminsLhk 
convergeant vers xh, et les intégrales seront canoniques pour xh. 
Pour les Vμ seront balayés par des couples de chemins 
d'intégration convergeant vers a:», l'un partant de xh, et Vautre 
de Xh-i', les intégrales obtenues coïncideront avec les détermina-
tions des intégrales canoniques pour x

x
 et prolongées le long de 

chemins passant entre xh et xh._{. Enfin, pour /" = / ί M, les che-
mins d'intégration convergeront vers ,, et les intégrales seront 
canoniques pour xh_, (1). En définitive, quand on sera revenu au 
sommet initial σ,, le secteur se sera transformé en le secteur 
(du même cycle) ?

μ+
.
ιΛ

Ξ= V,,Λ_, ; on voit que, grâce à l'intermé-
diaire des deux secteurs mixtes, on aura sauté d'un point singulier xh 

à son antécédent Comme, d'ailleurs, on peut procéder sur 
V1, h-1de la même façon que sur ?

ιΛ
, on voit encore que, lorsque σ, 

aura décrit η fois de suite le polygone Π, le secteur. aura coïncidé 
successivement avec les nM secteurs canoniques (ordinaires ou 
mixtes) que l'on a défini antérieurement. 

Les résultats précédents entraînent une importante conséquence; 
considérons, en effet, les secteurs V

/7
, et V

y
- , ; ces deux secteurs 

d'amplitude voisine de (V, -f- 2π) : η se déduisent l'un de l'autre 
par une rotation de 21η ; ils présentent donc un secteur d'empié-
tement, commun à chacun d'eux, et dont l'amplitude est voisine 
de \j : n\ nous désignerons ce seçteur par la notation Vy /,_l; ses 
directions frontières sont d'ailleurs, en vertu de (29), 

(3o) 

•Jj—Ό 3 7Î 2//7T , 
η 2 η η 

y j-\ -f- η 3π 2 h τι 
η 2 η η. 

(1) Dans tous les cas, l'exposant auquel appartiendra l'intégrale sera celui qui 

a même partie principale <jite —(pour X/,) ou que ~ (pour x
x

). 
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C'est dire que, étant donnés un rayon quelconque p de la cou-
ronne (-s), et une valeur quelconque de l'indice / (/ = i, ..M) : 

i° On pourra toujours trouver une valeur de h (indépendante 

de /) pour laquelle Vy7( recouvrira le rayon p; 
2° Il existera une valeur de j (et une seule) pour laquelle les DEUX 

secteurs V/7, et recouvriront le rayon p; ce couple de valeurs /, h 
sera celui pour lequel l'intervalle (3o) correspondant contiendra 

l'argument 0 du rayon p. 

Chaque rayon p de la couronne (s) se trouve donc recouvert 
par M + 1 secteurs canoniques V

l/t
, . .., V/7„ ..et (*), 

de sorte qu'en tout point de la région normale (3), on sait calculer 
M -j- 1 intégrales canoniques de Γ équation (E). 

En particulier, supposons que tous les points ?j [j = 1, m) 
forment les sommets d'un polygone convexe (ce qui aura toujours 
lieu pour m = 2); ceci arrivera sûrement, pour |ε| assez petit, 
si les s j forment eux-mêmes un polygone convexe. Un tel polygone 
coïncidant alors avec le polygone de sustentation II des <7y, le 
nombre M sera égal à l'ordre m de (E); en tout point de la région 
normale, on saura donc calculer m -j- 1 intégrales de V équation (E) (2). 
D'ailleurs, à l'intérieur de l'un quelconque des secteurs d'empié-
tement (do), chacune de ces intégrales représentera la même 
fonction analytique, de sorte qu'à Vintérieur d'un tel secteur, ces 
m 1 intégrales satisferont à une relation à coefficients constants ; et 

(1) Except ion faite des rayons 0 correspondant, aux échancrures relat ives aux I)y7l.; 
ils ne seront, recouverts que par m secteurs. Mais cette restriction est sans impor-
tance pour notre but actuel. 

(*) Pour préciser, il conviendrait d'ajouter que, puisqu'un secteur canonique 
mixte provient de deux secteurs ayant en commun un secteur d'amplitude c.t. ' n, 
on saura définir en tout point de (-S), sauf dans les échancrures, un système de 
m+3 intégrales; mais, de ces intégrales, deux couples sont infiniment voisins 
pour ε infiniment petit; comme nous n'avons en vue que les propriétés de l'équa-
tion limite (E), nous pouvons toujours supprimer l'une ou l'autre des intégrales 
de l'un quelconque de ces couples. 
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il y aura autant de ces relations que de secteurs d'empiétement, 
c'est-à-dire actuellement mn. · 

Nous allons étudier ces relations, qui deviendront, à la limite, 
les relations de structure du point irrégulier, et dont nous géné-
raliserons d'ailleurs l'existence, lorsque les σ, formeront une confi-
guration quelconque. 

TROISIÈME PARTIE. 

LES RELATIONS DE STRUCTURE I)U POINT IllltfiGUMEH. 

24. LES INVARIANTS DU CROUPE DE MONODROMIE D'UNE ÉQUA-

TION LINÉAIRE. — Désignons d'une façon générale par e,, ..., 
em en+i les points singuliers (réguliers) d'une équation différen-
tielle linéaire (c), d'ordre m. Soient î/f, ..., y'j,' les m intégrales 
qui forment le système fondamental canonique relatif à eh, cha-
cune d'elles n'étant d'ailleurs définie qu'à un facteur constant 
près; appelons encore S/

t
 la substitution canonique correspon-

dante, et r'j, ..., rh„, les racines de son équation caractéristique 
(racines que, pour simplifier l'écriture, nous supposerons dis-
tinctes); soit enfin ΣΑ la substitution de passage qui lie les inté-
grales y- aux y"+l ; on aura ainsi 

( -A
) y'j = r!>)„yTx Ç>'jhy'!>Îx (./ = ',·.·, m ; Λ — ι, , η). 

Le groupe de monodromie G de (s) est dérive dos η substitu-
tions ΤΛ = Σ,;1

 SA^A 4ui) d'ailleurs, sont liées à S
i+

, par la rela-
tion 

(3ι) Τ,... Τλ_,Ύλ8λ-η ~ ι, 

de sorte qu'on peut dire encore, si l'on veut, que les substitutions 
fondamentales de G sont Τ,, . .., ΤΛ_,, S

/t+l
. Cherchons à définir 

explicitement un système d'invariants pour ce groupe. 
Puisqu'on peut multiplier chacune des yf par un facteur cons-

tant, on voit (en faisant abstraction du facteur commun par 
lequel on peut multiplier toutes les y·) qu'il entre dans les (ΣΛ) 

uni2—[(Λ i)m — 11 



SUR LES SINGULARITÉS ÎHHÉGULIKRES.' IΒI 

paramètres arbitraires. D'autre part, les racines r* doivent être 
comptées pour {m—ι)η paramètres seulement (puisque la substi-
tution y\h(%)y permet de prendre arbitrairement le produit 
rf...rj

(
). Enfin la relation (3i), où S

/iM
 est connue dès qu'on 

s'est donné les SA, introduit m2— m relations non identiques 
entre les β. On voit donc que G doit dépendre de 

nm2— ( η -f-1 ) m -+- ι + η {m — ι ) — m1 m — ( η —71 ) ( m2— ι) = M 

invariants, ce qui est bien le nombre obtenu par II. Poincaré f1), 
à la suite d'une énumération un peu différente,. 

On sait d'ailleurs que le choix effectif d'un système d'invariants 
comporte toujours une large part d'arbitraire, puisqu'on peut 
substituer à tout système de invariants un système formé par 
·)Τ·> fonctions indépendantes (déterminées) de ces quantités (2). Or, 
actuellement, le procédé d'énumération que nous avons employé 
va nous permettre de constituer un système très simple d'inva-
riants. En effet, observons que les rapports 

K' -= êiif · Ëli 
Bjh B11 

sont indépendants de la1 dilatation arbitraire qu'on peut faire subir 
aux intégrales canoniques; mais ces rapports relatifs a h — ι 
sont au nombre dé (m — i)2; ceux qui ont trait à h = 2, ..., 

η — χ [puisque nous pouvons négliger Ύ
α
 cri vertu de (3i)| sont 

au nombre de (η—ι) rni^m—1). L'ensemble de ces rapports, 
joints aux n(m—1) racines jj, fournit bien JX, invariants, tous 
distincts, en vertu même de leur mode de formation. 

Pour abréger, nous donnerons aux ή le nom d'invariants de 

(*) Acta math., L. h, 1884, p. 2o5; Œuvres, l. Π, p. 3o3. Les calculs précédents 
supposent d'ailleurs π ζ. 2, hypothèse que nous avons toujours le droit d'admettre. 

(2) Ainsi, un calcul facile montre que les coefficients y'h de la substitution ΤΛ 

sont de la forme //.■/( K), où les //./ sont des fonctions rationnelles des rf et 

des rapports K'Jh que nous introduisons ci-après. Les expressions y μ et y£/y'/,q ui, 
a priori, devaient être des invariants de G, s'expriment bien au moyen des r'j et Λ 

des Kj/.. j 
Journ. de Math. (H· série), tome II. — Année IQKJ· 21 
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première espèce; les Kj
Af

. am nombre de (m — ι ) [m(n — ι) — 11 
seront les invariants de seconde espèce de G. 

2O. LES RELATIONS DE STRUCTURE ET LES INVARIANTS DU 

POINT IRRÉGULIER DE (E) : CAS OU LES Sj FORMENT UN POLYGONE 

CONVEXE. — Revenons à (E). Soit encore y'· l'intégrale cano-
nique pour xh, et dont l'exposant admet --- — comme partie 
principale; puisque les σ7 forment un polygone convexe, nous 
savons calculer cette iiitégralc par approximations successives, 
quels que soient / et h. Soit encore z'j l'intégrale, canonique pour x

x
, 

d'exposant voisin (relativement) de -f-
t
 et prolongée jusqu'au 

point χ le long d'un chemin direct (x) passant entre Xf, .
f
 et X/,. Les 

relations qui existent, entre les rn -J- ι intégrales qu'on sait cal-
culer en un point quelconque de (s), sont de l'une ou de l'autre 
forme que voici : 

(32) 
yf ̂ ~a)h

y\ + ...+a!'jh \)j-i+afh
s}.+... +·<$bi;k5jt+...+·+*>$&'· 

zf ·»=6;λ^+...+»!rly}-x+bi;k5jt+...+·+*>$&'· 
Il est à noter d'ailleurs que l'écriture de ces relations comporte 

un certain arbitraire, en vertu de Γ existence des deux secteurs 
mixtes VyA, (n° 22); aux relations (82) on pourrait en substituer 
d'autres qui contiendraient y'j, y)«\, ou zf. Mais, puisque y',1 

et z'f, par exemple, tendent l'une vers l'autre dans ν/ Λ, comme il a 
été expliqué (n° 20), les coefficients des relations (32) tendront vers 
le même système de valeurs-limites, quelle que soit la forme donnée 
à ces relations, et c'est là, pour nous, la seule chose qui importe. 

Or les mn relations (32), quoique de forme légèrement diffé-
rente des (Σ

Α
) (2), peuvent être évidemment utilisées de la même 

(*) C'est-à-dire, sans tourner autour des autres points XJ
T
. 

(2) D'ailleurs, en procédant à partir des relations (32), il serait aisé de former 
un système de relations du type (2/,). En effet, on joindrait le point x

x
 aux 

points x/t par des chemins déterminés (directs, par exemple). Le long de ces che-
mins, on aurait des relations de la forme (Σ'Λ) dont l'ensemble comprendrait 
ùmz coefficients inconnus. Mais, en exprimant les y et les ζ qui figurent dans ees 
relations au moyen de (32), on obtiendrait par identification nm1 relations 
linéaires qui fourniraient les coefficients. 
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manière, et fourniront un système de (m — 1) [m(n— ι)—i] 
invariants, pleinement équivalent à celui des KjA. 

Et maintenant, il est bien facile de déterminer les limites vers 
lesquelles tendent les invariants du groupe de (E). En effet, on a vu 
(nos |9 et 20) que les intégrales canoniques de (E) tendent vers des 
intégrales normales de (E). Ces dernières sont définies dans des 
secteurs VyA qui ne sont autres que les limites des secteurs cano-
niques V

Y
-
A
 et qu'on obtiendrait par un procédé identique appliqué 

à l'équation-limite (E). En tout point χ (suffisamment éloigné), on 
saura donc calculer m-f-1 intégrales normales qui seront liées 
par des relations (32), limites de (32). Nous appellerons ces rela-
tions-limites (X) LES RELATIONS DE STRUCTURE DU POINT IRRÉ-

GULIER. Les combinaisons de formes analogues à celle des K)A, 
calculées au moyen des coefficients des relations de structure, 
seront, par définition, les INVARIANTS du point irrégulier; et nous 
pouvons ajouter aussitôt que le point irrégulier χ*, (de rang n), 
de l'équation (E) (d'ordre m), possède (m — i)[m(n—1)—1] 
invariants, qui sont les limites des invariants' de seconde espèce 
du groupe G de (E \ 

Quant aux racines des équations fondamentales déterminantes 
de (E), elles tendent vers l'infini. Mais leurs n(m — 1) combi-
naisons symétriques 

Λ u ' 

Σ ή=~Σ &·>■)"-" = 
h = 1 h = I 

— αί/Λ-ν (v^o), 
— a'Jii — ε" OLLx ( ν — ο ) 

(*) En apparence, ces mn relations sont à mn inconnues; mais, si l'on pratique 
une coupure reel digne le long, par exemple, tie la frontière commune de deux sec-

teurs V consécutifs, on apercevra aisément que ces relations contiennent en réalité 

m(n-f-i) intégrales ?//; à savoir (n— 1 )rii intégrales dont les secteurs ne con-
tiennent pas la coupure, et m intégrales définies de part et d'autre de la cou-
pure. Pour former les invariants K, on 11c tiendra compte que des relations où 
figurent les m dernières intégrales, définies d'un côté déterminé de la edupure : on 
obtiendra bien ainsi (m — 1) [m(n— 1)—1 | invariants K. L'utilisation des m 
équations restantes reviendrait à celle de (3i). 
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(ν = ο, .. η— ι ; / = ι, ..., m— 1) tendent vers des limites 
finies,—α«-ι-ν· En définitive, lorsque les sj forment un polygone 
convexe, on peut constituer un système de 3L invariants du 
groupe de monodromic de (E) qui tendent vers des limites finies, 
calculables sur (E). 

26. CAS ou LE POLYGONE DES S/ N'EST PAS CONVEXE. — Pour 
établir les résultats précédents, nous avons dû supposer que les Sj 

forment un polygone convexe ; nous allons mon trer maintenant que 
•ces résultats subsistent lors même que cette hypothèse n'est plus 
réalisée; mais alors la formation des invariants devient d'autant 
moins simple que le polygone des Sj s'écarte davantage d'une forme 
convexe. 

Lorsque les Sj, ou les gj, ne forment pas un polygone convexe, 
la méthode des approximations successives ne fournit plus direc-
tement les mn intégrales canoniques de.(E) relatives aux xh\ mais, 
du moins, elle permet d'obtenir des intégrales paracanoniques 
dont l'allure au voisinage de xh et x

x
 généralise, comme nous avons 

vu, celle des intégrales canoniques." On conçoit donc que, grâce à 
l'existence de ces intégrales paracanoniques, il soit encore possible 
de construire un système d'invariants tendant pour ε infiniment 
petit vers des limites déterminées. D'ailleurs, un tel système n'est 
pas défini d'une façon unique; on pourra, par exemple, le choisir de 
la façon suivante. 

Appelons toujours σ
{
, ..., σΜ les sommets du polygone de sus-

tentation Π et supposons, ce qui n'introduit pas de restriction 
essentielle, que trois quelconques des Gj ne soient pas en ligne 

droite. Soit alors Gj un point σ intérieur à Π et λ
2
, λ'

2
 l'un des 

couples d'angles opposés qu'on a attachés à Gj (n° 17); à l'intérieur 

de A
1?

 A
2 on ne rencontre aucun autre point σ : effectivement, tous 

ces points σ se trouvent répartis en deux groupes de Vy et Vy points 

situés, chacun, dans l'un des angles extérieurs à λ',, A'
2

; sort v'· (^1) 

le plus petit des deux entiers précédents. Quand λ, (et λ'
2
) varient 

de toutes les manières possibles (gj restant fixe), v'j admet un 
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minimum vy ( J ι ) et, en vertu des résultats du n° I »5, on pourra 
définir, relativement à σ^, deux cyeles de 2η intégrales paracano-
niques, d'indice vy + 1 (*), dont chacune convergera dans un sec-
teur d'amplitude (π -J- V) : n( V > o), de sorte qu'en tout point χ (2) 
de la région normale (s) on pourra calculer l'une ou l'autre de ces 
intégrales paracanoniques. 

Procédant de même pour tous les m — M points Gj intérieurs à Π, 
on pourra donc calculer, en tout point χ de (s), m—M intégrales 
paracanoniques déterminées ; d'ailleurs, on sait déjà (n° 25) qu'en un 
tel point, on peut calculer M + i intégrales canoniques. En défi-
nitive, l'ensemble de toutes les intégrales canoniques ou paraca-
noniques qu'on aura calculées sera caractérisé par cette propriété 
de provenir de tous les m points Gj, la somme des indices des inté-
grales étant minimum; le nombre des paracanoniques d'indice 
donné 11c dépend d'ailleurs que de la configuration des Gj (au point 
de vue de la Géométrie de situation). 

•Ceci posé, les m +1 intégrales qu'on sait calculer en un point 
quelconque de (.s) sont liées par une relation linéaire, à coefficients 
indépendants de x; pour ε infiniment petit, cette relation, et les 
relations analogues, tendront vers des relations déterminées que 
nous appellerons encore les relations de structure du point irrégu-
lier. Montrons comment on peut déduire des coefficients de ces 
relations un système complet d'invariants de seconde espèce; 
pour abréger l'écriture, nous nous bornerons au cas où l'on 
a M = m —1, mais le procédé se généraliserait aisément. 

Désignons par y
n
 y

m
 un système 3e m intégrales canoniques, 

pour l'un des points singuliers, xh, par exemple, et par z
n
 ..., z

m
 un 

système analogue pour x
x

. Si, entre ces intégrales, on connaissait 
des relations de la forme (ΣΛ) [n° 24], soit 

(33) 

m 
zi = Ecu yji 

/=1 

(*) D'une manière plus précise, celle qui correspond à l'angle λ, étant d'indice 
vy-j-ï pour le point X/„ par exemple, celle qui correspond à l'angle opposé sera 
d'indice vy-f-1 pour le point x

x
. 

(8) Dont l'argument ne correspond pas à une échancrure, N 
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on en déduirait immédiatement [m —J)2 invariants de la forme 

y,.. — C'VC". 
cij cij 

Mais, autour de xh, on ne connaît que y
n
 ..., y

m
~t, pur exemple, 

et une combinaison de ym-t
 et y,

n
 qui doit se réduire à une combi-

naison de z
t
, ..., z

w
_, seulement (les indices étant convenablement 

choisis) (1). Cette combinaison sera donc de la forme 

_ ι û\) ' ι ill) 
(34) ym+1-Ddcmm ym-1 D dc m,m-1 

(où D = | eu |). De même, en χ. on ne connaît que ζ,,z,„.., et une 
combinaison de z

w
_, et z

m
 qui doit être linéaire en y

K
, ..., y

m
~

K
 (2) 

et qui est donc de la forme 

(35) 3//n-1 —1mzm 

Ainsi donc les relations, soit (33 bis), qu'on sait former entre les 
2/n -, 2//«-., y,n+ .3 2,, ζ,η-ι, peuvent être considérées comme 
déduites de (33) au moyen de (34) et de (35). Appliquons alors 
à ces relations (33 bis) la méthode donnée au n° 24 pour la cons-
truction des invariants de G; il est bien facile de vérifier que les 
quantités K7, qu'on obtient'ainsi comme invariants à partir de 
(33 bis), ne dépendent, en fait, que des invariants qu'on aurait 
déduits de (33). En effet, changeons yj en Λjyj, z,· en ;xfa dans (33) ; 

Cjj sera remplacé par c
i}
 et D par ' ' f" 1 ) ; de même, -r—- et 

sD/dcm, m-1 — seront multipliés respectivement par t1'·'·'?'" 1 et . 

Cette transformation reviendra donc à multiplier y
m+i

 par 1 

et, de même, z
m+

, par ■
 0

|i
c n'altérera donc pas les K'; en 

(1) Ceci suppose implicitement m > 2, conformément d'ailleurs à une remarque 
que nous avons déjà faite (n° *23). 

(2) Les deux intégrales paracanoniques précédentes proviennent d'un couple 

d'angles opposés λ,', /2 (le nombre v
y étant égal à i). 
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d'autres termes, les K' ne dépendent que des Κ : c'est ce que 
vérifie le calcul direct que nous omettons (*). 

27. LfiS INTÉGRALES NORMALES DE (E) ASYMPTOTIQUEMENT 

ÉQUIVALENTES. LEUR ORIGINE. — Revenons maintenant aux 
relations de structure du point irrégulier pour en faire de nouvelles 
applications. Nous nous bornerons d'ailleurs au cas où les σ,· for-
ment un polygone convexe; bien entendu, les résultats que nous 
obtiendrons pourraient être étendus au cas général moyennant 
des complications de détail, analogues à celles du n° 26. De plus, 
en raison de notre but actuel, nous n'établirons aucune dis-
tinction entre les secteurs ordinaires et les secteurs mixtes; nous 
n'aurons donc pas à distinguer l'une de l'autre les deux intégrales 
canoniques d'un secteur mixte. 

Nous avons déjà observé qu'à l'intérieur d'un secteur d'empiéte-
ment on peut calculer m -f-1 intégrales ; d'après notre con-
vention, nous pourrons les désigner par (2) 

y[l-\ ···, yj-ΐ, y * \ y',1 > y'Uu ···, y»,· 

Cela étant, je dis d'abord qu'à Yintérieur de VV' ', les rapports 

\yÎ;>y'rl I' W:J/| 

sont très petits (k φ /; h'— h ou h —i). 
En effet, d'après le n° 16, il sullit évidemment de prouver que 

les rapports \ uk : Uj \ (k φ j) sont très petits à l'intérieur deVh, h-1 
Mais, pour ε infiniment petit, ces rapports tendent dans (s) vers 
ewk-wj. p0ur légitimer notre assertion, il nous sufïira donc d'établir 

(xj A la vérité, Je procédé précédent ne fournira pas (m — i)2 invariants indé-

pendants on observera, par exemple, que dans les relations (33 bis) le coeffi-

cient est toujours null. Mais il sera toujours loisible d'obtenir des para-
canoniques distinctes des précédentes en opérant, par exemple, sur l'un des 
sommets Oy(/ < M) de II, ce qui permettra de compléter le système d'invariants 
requis. 

(2) Actuellement y'j. peut désigner une intégrale canonique pour ou χ
x

. 
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qu'on a 

(36) cos((3y/fc-t- ηθ) < ο 

à l'intérieur de Or on a, quel que soit k, 

(37) yy— ·0<β;Α.<π4-7;_ι + ·0, 

et, d'ailleurs, à l'intérieur de VA,A ', on peut écrire [cf. (3o)] : 

βjk— yj "!* Ό ~ -t- 2 Απ < β/Λ·-Τ- nQ< β/Λ— y
y

—ι — Ό -ς + a/t π, 

inégalités qui, jointes à (37), entraînent (36). c. Q. p. D. 
Comme, d'ailleurs, les expressions 

|,
y
_

l| =
 Û-

x
 et Jl!-, 

sont très petites en même temps que r"1 (n° 15), c'est-à-dire en 
même temps que | ε | (n° 17), la relation de structure relative à \h/' 1 

sera de la forme 

(32 bis) y'}— a'j yf~f = y'{ «'il,1 j/L,1 a'^y'^, +·...+ a'Uy'i,,, 

où | a!) — 11 est infiniment petit avec |ε|. Faisons tendre ε vers o; 
à la limite, la relation ( 32 bis) deviendra 

(32bis) y'j—y'r1 = α'Γ1 y'i 1 ··· ·+■ «/--Yy'/-ΐ + «/+1yUi + a'>>y>'»» 
//' h' 

et, de plus, les rapports ^ seront très petits dans Vj,A_l. 
7/ :vv 

Mais alors, il suit aussitôt de (32 bis) que non seulement yh~x et yf 
auront dans vj'·7'-1 un ordre de grandeur prépondérant, mais encore 
qu'elles admettront même représentation asymptotique dans ce sec-
teur (illimité — cf. n° IS) f1); par rapport à la méthode des séries 
asymptotiques, elles ne font qu'une seule et même intégrale. 

(x) Ceci s'accorde bien avec la remarque classique que les fonctions f{x) et 
f(x) -J- e"x de la variable positive χ sont asymptotiquement indiscernables. Obser-
vons aussi que l'on pouvait prévoir a priori l'existence de deux intégrales figurant 
dans une relation de structure et ayant même développement asymptotique; 

' mais cette remarque n'aurait pas suffi à déceler l'origine de ces intégrales. 



SUR LES SINGULARITES IRRÉGULIÈRES. 169 

Au contraire, la méthode des approximations successives nous 
a permis, non seulement d'individualiser ces deux intégrales 
sur l'équation-limite (E), mais encore d'assigner à chacune une ori-
gine propre : y'j~{ et ~ϊή sont, ou bien, des traces d'intégrales 
canoniques relatives à xh et (les exposants caractéristiques 
ayant même partie principale) ; ou bien, ce sont les valeurs prises 
en χ par une intégrale, canonique pour χ» et calculée le long de deux 
chemins comprenant entre eux le point xh (cf. n° 22). 

28. LES LIGNES DE ZÉROS DE L'INTÉGRALE GÉNÉRALE DE (E) (*). 

— Complétons les résultats que nous venons d'obtenir sur les 
ordres de grandeurs relatives des intégrales y, afin d'en déduire la 
configuration des lignes de zéros de l'intégrale générale de (E) 

(au voisinage de χ*). A cet effet, nous nous appuierons sur la 
remarque suivante, conséquence immédiate de ce qui précède. Si, 
au lieu de rester à l'intérieur de VV'-1, on pénètre dans une des êchan-
crures qui bordent ce secteur, pour s'éloigner par exemple suivant 
l'argument (2) 

^ — _ */' _2hu 
η Λ η η 

chacun des rapports yh
k

 1 : y) '(/<; = i,..., /—i) et ijl

k
 y'j 1 

(k = j-1- 2,..., m tendra vers zéro. 
Cela étant, une intégrale quelconque y de (E) peut être représentée 

dans la direction ζ sous la forme 
* 

y = A1 yh-1 + B1 yh + Cyh +..+ Cj-1 yh-1B1 yh + Cyh +..+ Cj-1 yh-1 

où A, Β et les C sont des constantes arbitraires. Dès lors, en vertu 
de la remarque qu'on vient de faire, y possédera dans la directionv 

(*) Les résultats de ce numéro s'appliqueraient aussi à (E) (intérieurement 
à la région normale); la transcription des énoncés ne nécessiterait que quelques 
longueurs, sans intérêt d'ailleurs. 

(2) Cet argument appartient à V/,/,-ι, à V
/V

, aux Vkj,^ (k = i, ..., / —i), et 

aux (k = j -p 2, ···> w), mais non à V/f//; cf. (29), p. i55. 

Jour η. de Math. (8· série), tome II. — Année 1919. 22 
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des zéros très voisins de ceux de la combinaison Ayh~x Ή y)OU, 

si l'on veut, très voisins de ceux de A, uj
+r

 Pour |α; | très 
grand, ces zéros seront donc sensiblement donnés par la rela-
tion 

( 38 ) ( — <x'
n
-, ) a?" -4- λ Log A, B71 = O. 

Soit I α— aÎ,_,| = flj; ces zéros s'échelonneront sur la demir 
branche infinie, d'argument S, de la courbe 

(39) ajrn cos(/10 -4- yj) -λ- η log| A, 67' | — o, 

'du type (-£.). Si log| AB711 est suffisamment grand en valeur 
absolue et positif par exemple, cette demi-branche appartiendra 
à une branche de (3g), doublement infinie dans deux directions, qui 
restera extérieure à Γ et sera d'abord intérieure au secteur 

a
0
\ ΐπ ι 2/,π<ρ< ν->+'· , π ,2h-2 u 

• η inn η in η 

où sont définies simultanément y) 1 et ; extérieurement à ce 
secteur, l'arc précédent se terminera par une demi-branche d'ar-

gument 3r -f- ^· 

Appelons ξρ les zéros de (38) ; ils s'espaceront dans la direction 3, 
avec des différences mutuelles de 2πζ l'on 

pourra entourer chacun d'eux d'un cercle Ap de rayon p. où 
fA est très petit avec de te^e sorte que chacun d'eux ne contienne 
qu'un zéro de l'intégrale y . Les zéros ainsi obtenus formeront une 
demi-ligne indéfinie, qu'on pourra suivre sans obstacle, et qu'on 
pourrait aussi remonter en sens inverse, à condition de ne pas sortir 
de (4°)· Nous ne sommes donc pas sûrs encore que y possède des zéros 
voisins des ξρ sur la demi-branche de (3g) d'argument zr. Mais l'exis-
tence de la relation de structure (32 bis) va nous permettre de 
sortir de cette difficulté. , ■ x 

En effet, grâce à cette relation, on pourra remplacer f1) l'inté-

(x) Il pourra être nécessaire de faire une substitution analogue sur quelques-uns 
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grale yh~s qui figure dans l'expression de y parl'intégrale y1,' que 
l'on sait calculer pour 0 = En définitive, on aura donc obtenu 
pour l'intégrale générale y une ligne doublement illimitée de zéros, 
dont chacun est enfermé à l'intérieur d'un cercle Ap de rayon très 
petit, décrit autour d'un point ξρ d'une branche de la courbe (39). 
Ces zéros se succèdent avec des différences mutuelles voisines de 
21«" (a£î — v.'„_,)"· %l~n, et sans qu'il y ait de lacune entre les deux 
extrémités de la ligne, à condition d'ailleurs que log|A

1
B^11 soit 

suffisamment grand en valeur absolue (x); enfin, il est clair que, 
pour 0 <[ S', l'intégrale y ne pourra posséder (extérieurement 
à Γ) aucun autre zéro que ceux qu'on oient de définir. 

Il est d'ailleurs bien évident qu'en s'appuyant sur l'ensemble 
des relations de structure (32 bis) on pourrait construire des 
lignes de zéros analogues le long des η — ι autres branches de la 
courbe (3g); c'est la généralisation d'un fait analogue établi par 
M. Pierre Boutroux à l'aide d'une autre méthode (2). 

des y% figurant dans l'expression de y. Mais, si log[ A,B,11 est suffisamment grand 
en valeur absolue par raj»port aux coefficients des relations de structure, c'est-

à-dire par rapport à une quantité ne dépendant que des coefficients de (E), la modi-

fication qui pourrait en résulter pour log| A1B711 sera très petite, et les zéros Aey 
resteront intérieurs aux cercles Ap. 

Ο Sinon, on ne pourrait définir que 2 η lignes de zéros dont chacune serait illi-
mitée dans une seule direction. Be plus, si | log| A

(
B7'j j n'est pas assez grand, les 

cercles Ap ne seraient pas nécessairement enfilés le long des 2 η demi-branches 
infinies de la même courbe (39). 

(* ) Ann. sc. École Normale supérieure, 3e série, t. 30,1913, p. 281. On peut d'ailleurs 
retrouver le résultat de M. P. Boutroux en posant y = ZX~P COS{X — C) dans 
l'équation de Bessel xy"-\- 2 py'-\- xy = ο ; ζ est une solution de l'équation inté-
grale 

, « , rym. , * cosu—c) s a),, cos E-C/ cos x-C z(E) 

où le chemin d'intégration se fixe aisément J^on peut le prendre parallèle à l'axe 

réel pour Λ (ç . ^ oj . ' 
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Ici, comme au n° 27, on observera que si un résultat a pu être 
obtenu, c'est grâce à la méthode des approximations succes-
sives : c'est elle qui nous a permis d'individualiser deux inté-
grales yf, qui dans n'en auraient constitué qu'une pour 
la théorie des séries asymptotiqucs. 

QUATRIEME PARTIE. 

, GÉNÉRALISATIONS F.T APPLICATIONS. 

29. GÉNÉRALISATION DU PROBLÈME PRIMITIF. — En définitive, 
nous aboutissons à la conclusion suivante : toute singularité irrégu-
Hère de rang η dfune équation linéaire (satisfaisant à l'hypothèse 
fondamentale du n° 7) peut être envisagée comme provenant de la 
fusion de η -\-i singularités régulières infiniment voisines. A vrai 
dire, une telle assertion peut paraître énoncée sous une forme 
trop générale, puisque les η points réguliers à distance finie xh dont 
la fusion avec χ. engendre le point irrégulier ont été assujettis 
à la .condition de constituer les sommets d'un polygone régulier. 
Mais, en fait, la configuration spéciale des points xh m'a joué par 
elle-même aucun rôle essentiel; elle n'est intervenue que pour 
simplifier l'écriture, et l'on peut

y
 montrer que la conclusion pré-

cédente subsiste quelle que soit la configuration des xf„ pouvu que 
leurs inverses xjx soient des fonctions de ε, holomorphes et nulles 
pour ε = ο. 

Supposons donc que les xh soient racines actuellement de 
l'équation 

/ η 

o(ae)~ JJ(· — ti.
h
x) — o, 

h — \ 
0 

où, cette fois, les Aa n'ont plus la même signification qu'au n° 7, 
mais satisfont à l'équation 

(40 ' Φ(λ) = λ"Η--h.λ+/>
η
=ο, 

dont les coefficients pj sont des fonctions de ε, holomorphes 
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pour ε = ο. Associons à (Ε) l'équation 

( f' ) y On) -f. , , y(w~») -U . _l — y( ni- V) _i_ _i y — 0 cl(x= 

qui coïncide avec (E) pour ε = ο, et reproduit d'ailleurs (E) si 
l'on prend Φ(λ) = λ"—ι. SMes racines de l'équation caracté-
ristique (3) sont distinctes, hypothèse qui est indépendante du 
choix de z>(x) et ne concerne que (E), on pourra répéter sur (Εφ) 
les mêmes raisonnements que sur (E), moyennant quelques modi-

fications faciles. Ainsi, à στΑ(ι— znxn\_1, on substituera en 

vertu de notre hypothèse fondamentale, les coefficients a(Ar) de la 
nouvelle fonction carA satisferont à des relations de la forme 

η -1 + « 
«ifL, -h «'*»., ε I/, +... -+- <x'*\ ε" 1% ^ s'tf) ε1 If 

g=0l—ο 
(k — r, , λ ; 4?« = */.·î *'fi = ot

 pour η > /^ g),' 

ou, en vertu de (4Q> 

(42) «if', -t- . .4- — £*!Ai £Λ (/>1 .. + /?„) 

= ?o+ ?| ε/·Λ + · · · +· φ«-ιε'ι-,λΛ-1, 

les φ,· étant holomorphes en ε, et φ
β
'—s^

l}
 étant de l'ordre de ε"; 

de plus, a
n
^_, sera toujours défini par l'équation (6), et l'on aura tou-

jours αΑο = ά·)ο:

0
 = S/g. Égalons alors les coefficients des puissances 

croissantes de λΑ dans (42) : on voit successivement que oc'*i, α^„ ..., 
α^' seront des fonctions de ε, holomorphes pour ε = ο, et l'on éta-
blirait de même les autres points de la démonstration des n08 7-9. 
Quant au chemin d'intégration, ce sera une des branches de la 
courbe 

R ies En-1/cl(E) dE =C 

suivie dans un sens qui pourra varier avec k. 
D'ailleurs, dans l'Analyse précédente, rien n'oblige essentielle-

ment à supposer que l'équation (41) ait ses racines distinctes ou finies. 
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On pourra donc prendre 

Φ(λ) = λ"""· "Γ (λ— λ, )ni . . . (λ — lp)"fy 

avec η,~ι, ..., ηρ>ι, +...+ η/> =η —1 '· à cet égard, tout 
point irrégulier χ», de rang n, peut donc être envisagé comme pro-
venant de la fusion de p-j-i points irréguliers x

n
 ..., xp, χ», de 

rangs η,—ι, ..., np—ι, η— η,—...—np. En particulier, pre-
nons 

Φ(λ) = (λ-i), 
d'où 

O {ce) == I — IX, 

et l'équation (E?) s'écrit alors 

Φ(λ) = λ"""· "Γ (λ— λ, )ni . . . (λ — lp)"fy Av 1-ex y(m-n 

tout point irrégulier de rang η apparaît donc comme provenant 
d'une singularité de rang η — ι à laquelle s'est agrégé un point 
régulier. 

D'ailleurs, il serait aisé d'étudier directement l'équation (E
0

) en 
procédant comme aux n°® 7-9; mais nous laissons ce soin au lecteur, 
nous bornant à montrer comment on construira les chemins d'inté-
gration. 

30. LES LOXODROMIES DES FACTEURS PRIMAIRES DE WEIER-

STRASS. — Actuellement ces chemins sont définis par l'équation 

(L) ι —~
 C> 

qui peut s'écrire encore 

(43) cosdlogX — Ysinô — —Ce", 

en posant 

(44) ε Χ ΞΞ Ζ 

et 

(1-z) z/1+...+ zn-1 
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Les chemins d? intégration L sont donc des loxodromies du facteur 
primaire de Weierstrass (de genre η—ι). Indiquons rapidement la 
construction de ces courbes, ou, plutôt, des branches de ces 
courbes qui peuvent être utilisées comme chemins d'intégration. 

Considérons d'abord dans le plan ζ = re19 la courbe L corres-
pondant à C = o ; elle possède un point d'ordre /1, l'origine, les 
tangentes en ce point étant définies par cos(nO + §) == o, et les 
cercles osculateurs en ce point passant par le point 0 = o, r = η + ι. 
La courbe possède en outre η — ι branches infinies, asymptotes 
à des droites issues du point θ = o, r ==-— (η — 2)-1 (pour n^> 2), 
dans les directions cos[(n—i)0-j-o)] = o; enfin, le point A 
(0 = o, r = 1) est un foyer de L (au sens de H. Poincaré). Il s'agit 
de montrer que les arcs issus de O se relient à des, arcs infinis ou 
tendant vers A. 

A cet effet, remarquons que (L) entraîne (quel que soit C) : 

dQ cos(nQ -h 3) — r cos[(/i —1)0 -+- 3] # 
' dr sin(/t$ -+- 8) — r sin[(/i —1)0 -H 3]' 

considérons, par exemple, les courbes L', d'équation 

M'ï cos(/i0 + 3) 
cos[(/i — i)0-t-3] 

Ce sont des strophoïdes d'ordre présentant l'origine 
comme point d'ordre n\ les tangentes en ce point sont données par 
cos(n0 + 0) = o, et les cercles osculateurs en ce point passent par 
0 = o, r — n. L' possède en outre une boucle passant par A, et 
les m—2 arcs de L;, issus de O et étrangers à cette boucle, s'éloi-
gnent à l'infini, asymptotiquement à (η — 1) droites, issues de θ =0, 
r=—(η — ι)- 1, dans les directions eos[(n—i)0-f-o] = o. 
Bien entendu, les courbes L", d'équation 

sin (Λ0 + 6) 
(L'')' ~ si,>[(/*— 1)0 4-0] 

jouissent de propriétés identiques; d'ailleurs, L' et h" ne peuvent 
se couper à distance finie qu'aux points O et A. 

Ceci posé, la construction des arcs de courbes L, issus de O, 
repose tout entière sur la remarque que voici : les courbes L' 



I76 ftENÉ GAltNlEft. 

et L" divisent le plan en régions à Vintérieur de chacune desquelles 

r~ garde un signe constant. 

Ainsi, considérons d'abord le cas où 0 = o; L/ est alors symé-
trique par rapport à OA, et L" est dégénérée en deux courbes, dont 
l'une coïncide avec l'axe réel OA, et dont l'autre forme une boucle 

passant par le point Β = ο, r =
 n

 n_ ^ -

Dans la région comprise à l'intérieur des boucles de L/ et L", 

tangV —rdj. présente les signes figurés ci-dessous (fig. 12). Cela étant, 

Fig. 12. 

/'.'Γ 

"Ô^^TVAR/Τ
 E

°" 

Ν Ν 

faisons croître 0 à partir de —d'après la valeur de son rayon 

de courbure en Ο (*), L pénétrera dans la région comprise entre L/ 
et h" ; r croîtra donc, sans que L puisse atteindre d'ailleurs la courbe 
L" (2). L rencontrera donc AB à angle droit, et l'arc ainsi obtenu se 
prolongera jusqu'en Ο par Un arc symétrique relativement à AB. 

Supposons maintenant £ non nul, mais compris entre ο etu/2, 

pour fixer les idées; figurons les boucles L'
(
, L',', des courbes L/et h" 

et les branches adjacentes L*,, L'
2
, LJ. L, et \J\ comprennent 

(1) D'ailleurs, il est facile de voir directement φιο L ne peut pénétrer à l'intérieur 
de la boucle de L'. 

(-) Car la normale à L passerait par Ο. A moins que L ne rencontre L" en B, il 
faudrait donc que L pénétrât dans l'intérieur de la boucle de L" en venant de 
l'extérieur, ce qui est absurde. On peut d'ailleurs établir par des considérations 
arithmétiques (ou autres) que L ne passe pas par B. 
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entre elles trois régions (1), (2), (3) où tangV prend les signes—, 

+» —· L'un des arcs de L, issu de Ο dans la direction 7—» 

reste d'abord intérieur à (1); 0 décroissant, r croît, et l'arc sortira 

Fig. i3. 

|l"· / / /* ! L« // /' 
! // ,/ 
I ' / '/ . 

/ / //«-Ζ *<*> 
/ <'/ t ' / '/ 

A '< /\ Ρ / / \ /7 / "'S. I " / 

- 4'/ / 
vk—-^ / / 

χ \ V [" 

de (1) en coupant L, pour se rapprocher de 0; il 11e peut d'ailleurs 
revenir en 0 (1); il s*enroulera donc asymptotiquement autour de A. 

Un second arc de L, issu de 0 dans la direction — —-> pénètre 

dans la région (4) limitée par L,', L", L",, L'
2

; sur cet arc, r sera 
une fonction croissante de 0 ; comme d'ailleurs l'arc ne peut péné-
trer dans (1), [soit pour y rester, soit pour pénétrer dans (2)], il 
s'éloignera indéfiniment de 0 [et cela, quand bien même il sortirait 
de (4) pour pénétrer dans (5)). 

Considérons maintenant les régions du plan (z) tidies que (5), 
limitées par des arcs de L' ou h" distincts de L', et L','. Faisons 

varier 0 à partir de —1 : la courbure de L étant inférieure à celle 

de L'
î5

 L pénétrera dans (5) ; r croissant, θ décroîtra, et L ne pourra 
d'ailleurs pénétrer dans (4), car L'

s
 ne possède aucune tangente 

issue de 0; dès lors, 0 décroît constamment, et L se rapproche d'une 
asymptote parallèle à celle de L

2
. 

(l) Sinon, il serait nécessairement coupé par l'arc asymptote à A, ce qui est 
absurde. 

Joum. de Math. (8· série), tome II. — Année1919. 23 
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Les remarques précédentes permettent de construire aisément 
l'ensemble des arcs do L issus de 0, et d'en déduire l'allure des 
courbes L pour C ̂  o. Sur la figure ci-dessous, on a pris n=3, et 

l'on a représenté aussi, en trails mixtes, des ares d'une courbe L,, 
correspondant à la même valeur de o, mais à une constante C o; 
d'ailleurs, observons à ce sujet qu'on pourra toujours s'arranger 
pour que : i° C soit assez grand, en sorte que, dans le plan (x), 
la transformation (44) rejette L extérieurement à Γ, et pour que, 
20 Ce" soit très petit, en sorte que L, soit très voisin de L dans le 
plan (z), d'après (43). 

En définitive, il serait aisé d'établir que, ε tendant vers 0, les 
courbes L se comportent dans la région normales comme les courbes e, 
et qu'à la limite, elles tendent vers r , à Vintérieur de (s). Par contre, 

elles se comportent à l'infini comme des courbes correspondant à la 
valeur η—ι de l'indice. Ces courbes permettraient donc d'édifier 
une théorie analogue à celle que nous avons développée anté-
rieurement. En fait, une, telle méthode ne comporterait pas 
d'obstacle réel pour m= 2; elle permettrait d'établir dans ce 

Fig, 

\ \\ L. » 

^ >Ί/\\ 

\ Ί 

\ 
\ 
\ 
\ 

f 
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cas l'identité dos intégrales normales de (E) avec les limites 
des intégrales canoniques correspondant aux différents points 
réguliers qu'on aurait introduits successivement; mais, pour 
m ^>2, la méthode paraît peu appropriée pour établir l'iden-
tité des intégrales normales avec les limites des intégrales 
paracanoniques relatives à deux points réguliers agrégés à deux 
étapes différentes. Aussi, malgré l'intérêt que présente ce mode 
de génération de la singularité, nous ne nous y arrêterons pas 
davantage. 

51. CAS ou L'ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE POSSÈDE DES RACINES 

ÉGALES : LES ÉQUATIONS (E') ET ( E').- - Occupons-nous main-
tenant du cas où notre hypothèse fondamentale du n° 7 n'est plus 
réalisée; l'équation caractéristique (3) possédant des racines égales, 
les racines de (2), où h a reçu une valeur fixe, sont en général 
des fonctions algébroïdes (non uniformes) de ε; il sera impossible 
de réaliser la transformation du n°,7 avec des fonctions στΑ ration-
nelles en x, et pareille conclusion s'appliquera encore à l'équa-

tion (28) et à l'expression ci du ri0 18; dans ce cas, l'équation (E) 
possédera, en général, des intégrales d'ordre fractionnaire. Nous nous 
proposons de montrer que ces intégrales, que nous apprendrons 
d'ailleurs à calculer, peuvent être considérées, elles aussi, comme des 
limites d'intégrales régulières d'une équation (E'), qui dépend d'un 
paramètre variable infiniment petit. 

Imitant la méthode adoptée au début, nous remplacerons les 

coefficients a{j) qui figurent dans (E) par des fonctions de ε, se 
réduisant pour ε = ο à leurs valeurs primitives, et telles que, 
pour ζ.φ ο, l'équation (3) possède ses m racines distinctes; et, à 
l'équation ainsi obtenue, nous associerons une équation à η -f-1 points 
réguliers infiniment voisins, comme au 110 6. Un tel procédé est 
évidemment applicable quels que soient les groupes de racines 

égales que possède l'équation caractéristique de (E); mais comme 
nous avons surtout en vue de décrire le mécanisme qui permet de 
passer d'une intégrale régulière à une intégrale d'ordre fractionnaire, 
nous pourrons, pour plus de simplicité, développer les calculs 
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sur les équations linéaires d'ordre minimum qui possèdent des 

intégrales d'ordre fractionnaire donné, soit η — en d'autres 

termes, nous nous limiterons aux équations (E) du type 

(E') + ...+ A
Vi

y""--v> + ... + A
my=o, 

où A
m
 admet χ« comme pôle d'ordre m(n — i) — l (l étant pre-

mier avec m), tandis que A
v
 (v=£ m) est pour χ = ce d'ordre N

v 

avec Nv<v(n— i) — La construction du diagramme de 

V. Puiseux montre alors que l'équation (2) correspondant à (E') 
possède dans le domaine de ε = ο un cycle de m racines, se compor-

tant comme ε'". Procédant alors comme nous avons dit, nous 

adjoindrons d'abord à (E7) l'équation 

( K") y») +... + Avy
('"-V) -κ.ε'?■+■ A,„ ]y = o, 

qui, pour ε, φ ο, vérifie l'hypothèse fondamentale du n° 7; et à 

(E") nous associerons enfin l'équation régulière 

(EO y("l) -i_ H ï y(W-V) ■ , luf ^ m γ — Q ·^ ' y ^•·· — ε" χ» y y ' (ι ε"α.")'η ^ ' 

d'ailleurs, nous choisirons la fonction ε,(ε) de telle sorte que 

— tende vers zéro avec ε : nous pourrons prendre, par exemple, 

ε, = ε2/// ; en définitive, (E7) tendra vers (E7) quand ε tendra vers 
zéro. 

Ces préliminaires établis, posons (x) 

X"'= e«a.'«(n-t) _ A
m

 — ε«#'«(«->)(EO y("l) -i_ H ï y(W-V) ■ , luf ^ m γ — Q ·^ ' y ^•·· — ε" χ» 

nous allons montrer qu'on peut former une expression tu ( .-r ), 
rationnelle en χ et X, soit 

ci(a?) = Χ |\r
0
 + ^ ..+Um-1/Xm-1 

(x) On peut toujours supposer 1 moyennant une transformation x\ λ χ. 
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avec 
_ _„0 , 71 , , 7«-ι , 7« 

x xn-1 xn 

_ _„0 , 71 , , 7«-ι , 7«_ _„0 , 71 , , 7«-ι , 7« 

/* w </.>· 
et telle que chacune des exponentielles e où X a été pris 
successivement avec chacune de ses déterminations, appartienne 
aux mêmes exposants que l'intégrale y de (E') dans le voisinage 
des points xh etx4 

En effet, observons d'abord que les m racines de l'équation (2), 
écrite pour (E')

} peuvent se développer actuellement sous la forme 

&kh — ζ |/»o + ̂  + · . . + > 

où ζ désigne l'une des m déterminations du radical 

1>7- (ελΑ)'-amn-1(m)-p-i-1 eyhl+1-

et où p
(
„ p

n p
m

,.{ sont des fonctions holomorphes de ελΛ, 
dont les coefficients contiennent, d'ailleurs, des puissances néga-
tives de ε,, et qui satisfont aux conditions suivantes : 

i° pA, : o
S
t holomorphe en ε; 

2° ε tendant vers o, et ε, (ε) ayant été choisi comme il a été dit, 
p

tt
 tend vers τ et p

n
 ..vers o. 

Or, reportons-nous à la signification de l'équation (2); si nous 
voulons que σ remplisse les conditions requises, relativement 
aux points x,„ il nous suffira de choisir les q° et les qlg) de façon 
à satisfaire aux égalités 

(45) 
7« + 7? ελ

Α
 q°

n
 _, ( ελ

Α
)"~1 +■ q% ε" = />„, 

701 74-.. . 4- q[pl , (s7./
t
)n 1 — (ελΑ)

κιη
~

ΙΙ-Ν
/ 

Mais l'un quelconque des pë peut s'écrire sous la forme 

/V— #£(ε") + ^/
t
/4(ert) +...'+ (ελ

Α
)»-,ρ<

Γ
·-|)(εβ)

> 

les pj' étant holomorphes en ε"; substituons ces valeurs dans les 
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seconds membres des équations (45), et identifions de part et 
d'autre les coefficients des puissances de λΛ : l'équation (2) sera 
ainsi vérifiée quel que soit h, et nous obtiendrons pour les qu,) et 
les qls) des fonctions déterminées de ε", exception faite pourtant 
de ql et q"

t
 ; mais q°

0
 -f- ql ε11 sera, aussi, holomorphe en ε" (et se réduira 

d'ailleurs à 1 pour ε = ο); et, en explicitant la condition, de 
forme (5), que doit remplir τπ(χ) relativement à #·, on verrait 
comme plus haut (n° 7) que q\J et q"

(
 sont aussi holomorphe s 

en ε" f1). 
•L'expression CJ(X) une fois obtenue, il est aisé de former l'équa-

tion linéaire F (u) = ο (rationnelle en x), qui admet pour inté-
/' ΠΤ (/.»■ 

grales les m déterminations de l'exponentielle & ι~εη'", ce qui 
permet d'écrire (E') sous une forme \E'J analogue à celle de (E,) 
(n° 7); et, en procédant comme au n° 8, on en déduit aisément la 
possibilité d'intégrer (E',) par approximations successives. 

32. I .«ES CHEMINS D'INTÉGRATION J^. — Pour le passage à la 
limite que nous avons en vue, la construction des chemins d'inté-
gration 4^ va jouer un rôle essentiel. Or, en opérant comme au 
n° 10, on trouvera sans peine que ces chemins ont actuellement 
nour éauation 

R eis X(E) / 1-En En dE = C; 

d'ailleurs, il sera loisible de transformer cette relation de la même 
façon que (11); on pourra donc la remplacer par la suivante : 

(L') R
E

 X
 [ " ;-.-V—L^J=C· 

Pour construire les courbes posons d'abord 
m 

ξ = ε~ Ty; 

(x) ql est une fonction de ε", holomorphe et se réduisant à 1 pour ε = ο (ε, res-
tant fixe). A vrai dire, ε, figure au dénominateur dans les coefficients de cette 
fonction; mais, d'après le choix de ε,, ç" tend encore vers 1 quand on fait tendre ε 
et ε, (ε) vers zéro. 
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l'équation (^') s'écrira 

(46) . X8p:r''-''-r^'^%,~L^C; 

or, en vertu de la condition que nous avons imposée à ε, (n° 51 )
; 

m η 

ε" ε, ' est inliniment petit avec ε, et, pour 

i /1 < Iε νε 31 

(quantité indéfiniment croissante), la courbe (46) s'écartera rela-
tivement très peu de la courbe 

(.r") ,'i\'ei?J

f \ y>»(n-\) _ ynnn-\)~ryi jyK _
 ε

 / ç, 

11 s'agit d'abord de discuter l'allure des courbes r", ou, du 
moins, des branches de ces courbes qui nous intéressent. Pour cela, 
nous procéderons comme au n° 30 : quel que soit C, les courbes j^f 

satisfont à l'équation différentielle 

tang (m V) r' sin (ηιη θ -f- ô')— si η \{mn — l)<9-4-0 1 =0 
. /-/ cos( ni η 0 ο ) — d>s[( ηιη— /)#-(-δ ] 

où l'on a toujours tangV = et où o' désigne un nouvel argu-

ment constant. Or les courbes 

sin[(m« — 1)θ 4- δ'] 
(4^ ' ."in {mn 0 + è') 

sont aisées à construire : elles possèdent mn branches infinies, 
dont mn — l passent par l'origine, et l passent respectivement 
par les points A,, ..., A/ d'affixes 

>>T.i 2(/— I ■ 7li 
r, = e', yz-i—e 1 , V/=i; 

ce sont d'ailleurs les seuls points-base à distance finie du fais-
ceau de courbes (47)? °ù δ' est variable. En tout point du plan (r,6.) 
distinct de An .. ., A„ tangV est susceptible de m valeurs bien 



I 84 RENÉ GARNIER. 

déterminées, qui sont autant de branches d'une même fonction 
algébrique de r et cos G (par exemple); ces branches ne peuvent 
d'ailleurs se permuter dans aucun domaine du plan (r,0). Enfin, 
on aurait des résultats identiques pour les courbes 

^ ' ~~ cos (mnO-^iï)d' 

Cela étant, proposons-nous de construire la courbe .r"
0
 pour 

laquelle on a C = o; et, à cet effet, considérons d'abord la région 
du plan (r,G) comprise entre deux branches de courbes (47) et (48), 
issues de l'origine, et ne comprenant entre elles aucune autre 
branche de ces courbes, ni aucun des points Λ,, ..., A,. Dans 
cette région, les m déterminations de tangV seront bien déter-
minées : en particulier, l'une d'elles s'annule pour r = o, et 

tang[(/w/t — i)ô ■+■ 0' | o. 

Appliqué à cette détermination, un procédé analogue, à celui 
du n° 50 permet de construire un arc de courbe r'

n
, tangent à 

l'origine à une branche de (47)> suivant l'une des (mn— l) direc-
tions précédentes, et s'éloignant indéfiniment dans la même direc-
tion que cette branche; nous obtenons donc ainsi une première 
catégorie de mn — l branches de r'

H
 issues de o. 

D'autre part, nous sommes sûrs de l'existence d'une seconde 
catégorie de il arcs infinis de J^'

0
, ne passant pas par l'origine, et 

s'éloignant suivant l directions bien déterminées, données par 

lang(/?i/i# ô') = o. 

Pour voir comment les branches de cette catégorie sont situées 
par rapport aux premières, faisons varier C par continuité, depuis o 
jusqu'à la plus petite, en valeur absolue, des quantités C

/t
 telles 

que 

M«'?J Ι — -v-'Y'dv ■ = s, ' C
A

. 

Pour | C| petit, partiront du voisinage de l'origine m systèmes 
d'arcs différents, composés chacun de mn—l branches de la première 
catégorie de la courbe ^'c; choisissons arbitrairement un de ces 
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systèmes, et suivons-le par continuité. Pour C = CA, une branche 
de ce système passera par AA, où elle coupera une branche (au moins) 
de la seconde catégorie; une branche de la courbe Ce, possédera A

A
 f1) 

comme point multiple d'ordre m + ι et séparera deux branches de 
Γ une et Vautre catégorie de courbes .r'i; voisines de (] C | < j CA |). 
Et, en faisant toujours varier C par continuité,, à partir de CA (ou 
de o) on obtiendrait des conclusions analogues relatives aux 
autres points A

A
·. 

Cela étant, il nous sera facile de terminer la construction des 
courbes (46) : aussi bien, pour 

|y|>k's c 

et |ε| suilisamment petit, on peut remplacer l'équation (46) par 
la suivante : 

R Λ ,."-J - =e, ' c, mn-l/ l C, 

tout CIL ne commettant d'ailleurs qu'une erreur relative très 
petite; or cette dernière équation est du type étudié aux rios 11-12. 
Revenant alors à la variable x, on obtiendra, pour la courbe _r', 
un tracé tel que Je suivant ( fig. 15, p. 186; ce tracé se rapporte 
au cas de m = ι, η — 3, l = ι qu'on rencontrera plus loin, n° 35). 
On a figuré en traits ponctués ( ) la courbe j^

()
, en traits 

mixtes ( ) la courbe .r'Cfe passant par Ah (ici h = i); en traits 
pleins ( ) une courbe £'c où C est quelconque; du reste, on s'est 
borné aux portions de ces courbes que nous aurons à utiliser (et, 
pour au voisinage clu point A

A
). 

Il serait d'ailleurs aisé de multiplier les ligures telles que la pré-
cédente; quelles que soient leurs particularités, le point important 
que nous voulons faire ressortir sur chacune d'elles, c'est /'exis-
tence de l arcs de la seconde catégorie (tels que C sur la ligure) qui 

tfl 
sont à une distance de Vorigine de Vordre de ε, 1 au moins. Il en 

(') A/
t
 est d'ailleurs un foyer pour ni — ι autres branches deL''ch 

Journ. de Math. (H' série), tome II. — Année Μ)Κ). ^4 
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résulte que, lorsque ε n'est pas*très petit, la figure jouit de pro-
priétés analogues à celles des n03 12, 16, 18, et l'on pourra uti-
liser les courbes .r7 pour diviser la région normale en mn secteurs 
canoniques V, exactement analogues à ceux qu'on a introduits 

Fig. χ 5. 

\ \ { ·^1· 
\ \ ^ v\ 

- Ju \ 

plus haut (n° 22). Mais, lorsque ε tend vers o, les arcs de la seconde 
catégorie finissent par sortir de la région normale pour s'éloigner 
indéfiniment j nous appellerons intégrales évanouissantes les inté-
grales canoniques correspondantes. Pour | ε | suffisamment petit, 
la région normale ne peut donc plus être balayée que par mn — l 
arcs F7 (de la première catégorie); et l'on ne pourra calculer par 
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approximations successives (*) que mn— l intégrales, en tout, 
à l'intérieur de la région normale; chacune d'elles, d'ailleurs, sera 
canonique pour l'un des xh ou a?*, et sera définie dans un secteur V' 
déterminé de (s). 

Effectivement, nous allons .montrer qu'à la limite, le procédé 
des approximations successives ne fournit plus que mn — l inté-

grales pour Γ équation-limite (E'); on vérifierait d'ailleurs sans 
difficulté que, dans (s), les intégrales de (E') convergent unifor-

mément vers celles de (E'), et que, de même, les secteurs V' con-

vergent vers les secteurs V' qui jouent un rôle analogue pour (E'). 

33. 11 κ ρ υ ΛΎΙΟΝ-LIMIT Ε (Ε'). — Pour intégrer l'équation (E'j, 

nous opérerons comme au n° 18, pour (E). Écrite actuellement 

pour (E')}
 l'équation (28) du n° 18 possède m racines Π,, . .., £I

m 

dont le développement dans le voisinage de x„ procède suivant 

les puissances décroissantes de xF' (c'est-à-dire de χ'") ; et ces 
racines forment un seul système circulaire. Arrêtons chacun de 

ces développements aux termes en x~1 (inclus) et appelons στ,, . . ., 

στ
/Μ

 les m développements ainsi limités (rationnels en χ et x'"). 
En raisonnement identique à celui du n° 18 montre que (E') 
pourra s'écrire 

(X) v{y) = ~
2
 + · · .+<W |, 

l'équation l·'(y) = o, à coefficients rationnels en x, admettant 

pour intégrales les expressions e^TT'd , et les C
7

, rationnels en χ, 

étant, pour x — ao, d'ordre inférieur à (ν — 1) (η —ι — -f~ 1. 

On pourra donc intégrer (E,) par l'algorithme d'approximations 
successives du n° 18, à condition d'adopter comme chemin 

(*) En écartant les paracanonïqucs. On observera, d'ailleurs, que les 0<j forment 
un polygone convexe. 
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d'intégration l'une des branches de la courbe 

(<.') r m cosj (n— + ^ = C„ 

qui, pour à, et C, convenablement choisis, est la limite des 

courbes v' dans la région (s). Or la courbe se compose 
de mn— l branches égales et qui (sauf pour η = i) admettent 
pour asymptotes mn— l droites, issues de l'origine, et faisant 
entre elles des angles égaux à π : η', en posant 

n'=n - l/m 

Quant au sens de parcours à adapter sur la branche envisagée, 
il sera encore donné par les inégalités (20), (22) dans lesquelles β;·4 

désigne actuellement l'argument du vecteur s) s'k, s- étant (comme 
Gj pour Oy, ou Sj pour l'expression σ,· du n° 18) le coeificient de 

la plus haute puissance de χ dans GO) , c'est-à-dire e , d'après 
notre, convention sur α),™),. , _Λ Les s) formeront donc un polygone 
convexe; on pourra donc toujours choisir o, et C, de telle sorte 

que sur la branche adoptée de les quadratures figurant dans 
les approximations successives soient effectuées toutes dans le 
même sens. Les intégrales ainsi obtenues constitueront évidemment 
les limites des intégrales canoniques du n° 52. 

Il est aisé de déterminer les frontières du secteur canonique-
limite Y' dans lequel chacune de ces intégrales peut être calculée : 
en effet, on a actuellement (cf. n° 22) 

π , (2y + i)-
' 2 m 

et, d'après (29), le secteur V sera défini par les inégalités 

_ (2·/'+Ί" , '± JL. a(/f ~ ^ θ f _a _l_ 9j,iz 

mn' n' n' mn' η' n' 

En définitive,' on saura donc calculer (*) mn — l intégrales de 

(1) En partant d'un même point .y et en donnant successivement à h les va-
leurs 1, mn — l, on obtiendra mn — Ζ intégrales et mn—l secteurs du type 
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(Ε'), qui convergeront, chacune, dans un secteur d'amplitude voi-

sine de eL Par suite, en tout point x, suffisamment 

éloigné (et n'appartenant pas à des éehancrures analogues à celles 
du ri0 17), on connaîtra m + r intégrales liées par une relation 
linéaire à coefficients constants. Leur ensemble constituera un sys-
tème (S7) de mn— l relations, de forme analogue à (32 bis), et 
que nous appellerons eneore les relations de structure du point 
irrégulier (que nous dirons encore de rang ri); nous allons montrer 
comment on peut utiliser ces relations dans la recherche des 
valeurs-limites des invariants de seconde espèce du groupe de 
monodromie de (E7). 

5Ί. LIMITES DES INVARIANTS DU GROUPE DE MONODROMIE 

DE (E7).— Soit (S) le système des mn relations à coefficients 
constants qu'on a appris à calculer pour (E7) au n° 25. Moyennant 
une transformation linéaire f1) sur les équations de (S), on peut 
toujours supposer qu'il se décompose en deux groupes de rela-
tions : l'un, (S,), formé de mn — l relations qui, à la limite, 

précédent. Il pourraiI, donc sembler que, en procédant de mêm? avec chaque 
point s), on devrait obtenir en tout m(mn — /) intégrales et m(mn— /) secteurs. 
Mais il faut remarquer que l'ensemble di'inlégrales (et de secteurs) qu'on aura 
ainsi formé sera le même quel que soit le point s) (l'où Von sera parti. En effet, 
m et l étant premiers entre eux, l'ensemble des entiers o.hm — 2/, où j est fixe, 
tandis jque h varie de 1 à mn — l forme un système complet par rapport au 
module mn — l (= mn') ; les frontières des secteurs V sonf donc indépen-
dantes de la valeur attribuée à /'. Supposons alors que les deux couples (A,, /, ), 

(Aj, ft) conduisent au même arc et au même secteur Ψ. En tout point deL' 

les arguments de x"'~ χ différeront de 2(A*—h,)r. —— 1 * ; la racine 
s/, π / __ 

e xn\ introduite par cr et figurant au premier calcul, aura bien même argu-
i j-, TC / 

ment que la racine analogue e xn' du second calcul. Les deux intégrales, 
provenant de quadratures successives étendues au même arc, et portant sur des 
fonctions identiques, seront donc identiques sur cet arc, et, par suite, sur le sec-
teur qu'il balaie. 

(1) Cf. la transformation analogue du n° 25 (note (2) de la p. 162). 
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tendent vers les mn — l relations de (S'); l'autre, (S
2

), com-
posé de l relations dont chacune contient une des l intégrales 
évanouissantes. Calculons alors pour les équations de (S,) toutes 
les combinaisons K'

//t
 (n° 24) qui sont distinctes' les unes des 

autres lorsqu'on ne tient pas compte de la relation (31 ) ; ces com-
binaisons sont au nombre de —1). Considérées 
comme des invariants du groupe (G) de (E'), elles ne seront 
d'ailleurs pas toutes distinctes; mais leurs valeurs-limites, pour 
ε = o, se retrouveront dans les combinaisons analogues qu'on 

obtiendrait au moyen des équations de (S'); enfin, appliqué à (S
2
), 

le même procédé fournirait encore un système de (m — 1 )l com-
binaisons analogues aux Κl

jh. 
Mais nous n'avons pas encore tenu compte de la relation (31 ). 

Or, en un point quelconque x, de (s), choisissons, d'une façon 
quelconque, m intégrales parmi les m -f- 1 qu'on sait y calculer; 
puis décrivons, à partir de χ, un circuit fermé quelconque, inté-
rieur à (-s), et entourant le point O, de façon à traverser tous les 
secteurs V. Lorsqu'on sera revenu en x, après avoir décrit le cir-
cuit, les m déterminations primitives de ces intégrales auront 
été remplacées par m déterminations nouvelles qu'on peut cal-
culer en fonction des premières, soit au moyen du système (S,), 
soit au moyen de la relation (3i). Comme au n° 24, cela nous 
fournira m(m—1) relations entre les invariants provenant 
de (S,), et, pour ε = o, ces relations tendront vers des limites bien 
déterminées. Nous obtiendrons donc ainsi pour l'équation (E') 
(m-—1) \m(n,— 1) — l—1) invariants de seconde espèce-ten-
dant vers des limites bien,déterminées, qu'on calculera d'ailleurs 

par l'application d'un procédé analogue aux relations (S') de (E'). 
Enfin, joints aux précédents, les l(m—1) invariants provenant 
de (S2) viendront compléter le système des (m —1 )[m(n —1) —1] 
invariants de deuxième espèce qui ont été définis au n° 24. 

Ces invariants proviennent de relations entre des intégrales 
évanouissantes dè (E'); pour |ε| suffisamment petit, ils ne pour-
ront plus être évalués au moyen d'un calcul par applications suc-
cèssives effectué à l'intérieur de la région normale (S). 
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En résumé, lorsque (E') tend vers (E'), il n'existe que 
[m — i) |m(η — ι) — l — ι | invariants de deuxième espèce (* ) 
de (E') dont on puisse évaluer les limites par des calculs ana-
logues, effectués sur les relations de structure du point irrêgulier 

de Véquation-limite, (E') (2). 

51). LE PROBLÈME DE RIEMANN GÉNÉRALISÉ. RETOUR AUX 

ÉQUATIONS NOUVELLES DE M. PAINLEVÉ. - Les considérations 
que nous avons développées aux nos 23 et 34 nous conduisent, 
tout naturellement, à généraliser le problème de Riemann pour 
une équation linéaire quelconque. 

Nous l'énoncerons de la façon suivante : 
Soit 

(Q Α0γ(>»> 4- A 4-... 4- Am
y = ο 

une équation linéaire dont les coeilicients sont des polynômes de 
formes données, et qui possède, par conséquent, des singularités 
(régulières ou IRRÉGULIÈRES) de nature donnée. Peut-on choisir les 
coefficients de ces polynômes de telle sorte que les invariants du 
groupe de monodromie de (c) et de ses points irréguliers aient des 
valeurs données Ρ 

Les résultats que nous avons obtenus montrent que le pro-
blème de Riemann généralisé n'est, au fond, qu'un cas-limite 
du problème primitif; il n'existe entre ces deux problèmes aucune 
différence spécifique : on peut donc regarder comme extrême-
ment probable que la solution du problème classique de Riemann 

(L Au sujet des invariants de première espèce, on se reportera aux remarques 
du n° 25. 

(2J On étendrait aisément au cas actuel les résultats des n0' 27 et 28. Ajoutons 

encore qu'on pouvait envisager (E') comme la limite de (E") (n° 31); pour 
celte dernière équation, l'hypothèse fondamentale est réalisée. On aurait traité 
le passage à la limite en introduisant comme chemins d'intégration les courbesL'' 
du n° 32. Mais l'interprétation des résultats aurait été moins simple par cette 
voie que par celle que nous avons suivie. 
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entraînera comme conséquence naturelle celle du problème géné-
ralisé. 

Bien entendu, il ne saurait être question, ici, d'aborder la solu-
tion de ces problèmes. Je vpudrais seulement montrer comment, 
en cherchant à résoudre dans un cas particulier le problème de 
Riemann généralisé, on se trouve ramené, presque aussitôt, aux 
équations nouvelles cle M. Painlevé. 

Considérons donc une équation linéaire (Ë), d'ordre m — i, 
possédant un seul point effectivement singulier, soit χ = χ», 
de rang η = 3; l'hypothèse fondamentale du n° 7 étant d'abord 

supposée réalisée, il existera actuellement six intégrales normales?/''' 
(cf. n° 27); pour abrégerrécriture, posons* 

y\=yn yî=j'4i y\=y» JÏ=r«· 

La région illimitée (-s) sera divisée cri six secteurs à l'intérieur 
de chacun desquels on connaîtra trois intégrales dont les indices 

Fi g. ι o. 

/ \ 125 / \ 
/ \ / \ 

/ 256 V—1W * 

\ 236 >—< T3V j 

\ / \ / 

sont donnés par le schéma ci-dessus (1). En se reportant aux 
remarques du n° 27, on pourra donc écrire les relations de struc-

(x) Pour simplifier, on a supprimé les échancrures. 
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turc du point irrégulier sous la forme suivante (') : 

(49) 
y*—y\ = <*% yt> y*—y% — «2/2» 
y 3—fs= «β y 6, —/c = «3 /3, 
y1-y3 = a4y4,Js —/4=rt|/l. 

Quant, aux invariants indépendants du point irrégulier, ils sont 
au nombre de (m — 1) fm(n — 1) —1] = 3; pour ces invariants, 
on pourra adopter les valeurs des produits 

fQÎ/jj &·$0 §· 

Cela étant, posons-nous la question suivante : Peut-on choisir 
pour les coefficients a1, ai2\ figurant dans (E) (n° 6), des fonctions 
d'un paramètre t telles que, quelle que soit la valeur attribuée à t, 
les invariants du point irrégulier aient des valeurs fixes, données 
une fois pour toutes ? 

Or, moyennant la substitution yiWy-, effectuée sur les 

J'i (/—4.5,6), 

on peut toujours supposer que a-, a
6

, a
s
 sont indépendants de t; 

α,, a.,, a.
t
 devront donc être, aussi, indépendants de t. Déterminons 

alors deux fonctions de x, A(x) et B(rr) par les relations 

(5o) 
dv1/dt = Ay1 + B dy/dx 

p
 =

 Λν,+ ΐφ. 

Le point x» étant la* seule singularité effective de (E), les seuls 
points singuliers que A (.τ) et Β (a;) peuvent admettre à distance 

finie sont des pôles [à savoir : les points apparemment singuliers 

de (E)]. De plus, les relations (5o) montrent que, χ s'éloignant à 

(1 ) Si l'on trace une coupure entre les secteurs (i45)et(i25) (fig. 16), les sym 
boles y ι et y

h
 figurant dans la première (dernière) ligne de (49) représenteront les 

valeurs de ces intégrales sur le bord positif (négatif) de la coupure. On sait 
d'ailleurs qu'on n'a pas à faire état des relations de la dernière ligne (par exemple 
pour le calcul des invariants du point irrégulier, (cf. n° 25, note de la p. i63). 

Journ. de Malh. (8· série), tome II. — Année 1919. ^5 
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l'infini en restant dans les secteurs (i25), (256), A(rr) et Β (.τ) se 
comportent comme des polynômes. Cela ne suffirait pas d'ailleurs 
pour qu?on puisse affirmer que A (a) et Β (.τ) sont rationnelles; 
mais en vertu des équations (49)> °Ù LES PRODUITS Α,Α

;
· SONT 

INDÉPENDANTS DE Vassertion relative À (i25) et (206) 
s1 étend de proche en proche à tous les secteurs : A (.τ) et Β (.τ) sont 
donc bien des fonctions rationnelles de x. 

Nous sommes alors ramenés au problème suivant, résolu 
dans ma Thèse f1), sous des hypothèses plus générales : 

Étant donnée une équation linéaire du second ordre 

(50 d&-
p{x)y

-· 

possédant un seul point effectivement singulier, χ — x
x

, choisir 
pour les coefficients de la fonction rationnelle p(x) des fonctions 
d'un paramètre t telles qu'on puisse adjoindre à (5i) une relation 
linéaire 

p = Λν,+ ΐφ. 

formant avec elle un système complètement intégrable. 
Il suffit de se reporter aux résultats que j'ai obtenus (loc. cit.) 

»pour aboutir à la conclusion suivante : Si l'équation (E) ne possède 
aucun point apparemment singulier, le problème est impossible 
[car les invariants ne pourront être indépendants du paramètre l 
que si celui-ci ne figure pas dans la fonction p(x)). Supposons donc 
qu'il y ait un point apparemment singulier, χ = λ; on trouve 
alors 

A('r) = 4ûilF B(ir)= 5(^=1)' 

et Β (a ) doit vérifier l'équation 

d3 H dp
 0 dp 

dx* Apdx 2dx Ut ~~ °* 

On en déduit aisément que, moyennant des transformations 

(*) Ann. sc. École Normale supérieure, 3e série, t. XXIX, 1912, p. 39. 
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simples sur x, y, A, et un changement de variable sur t, on peut 
écrire 

P&) = œ'*— λ;4- l(x2 — λ2) + «φ? — λ) -H γ-. —γ ■+■ λ'2, 

avec et λ étant une intégrale de l'équation 

λ" = 9. λ:ι -h Ù. -h C, 

qui n'est autre que l'équation (II) de M. Painlevé. On voit ainsi que 
l'équation (E), que nous appellerons (E„), dépend de trois cons-
tantes : c, et les deux constantes arbitraires qui figurent dans 
l'expression de l'intégrale générale de (II). Résoudre le problème 
généralisé de Riemanri pour l'équation (E„) reviendrait à établir 
qu'on peut toujours disposer de cet des constantes «Γ intégration de (If) 
de telle sorte que les invariants du point x* aient des valeurs données. 

On aboutit à des résultats entièrement analogues lorsque 
l'hypothèse fondamentale du n° 7 n'est plus réalisée : on est alors 

Fig. ,-j. 

^ ̂  Γ s 

/ Is 

A 31* / 

/ 153 \ I 7*\ 
: ( ) Î 
\ y 532 / 

*52 \ / 

\ y s ̂  \  

dans le cas du n° 51, avec m = 2, η = 3, l = i. Bornons-nous à 
l'énoncé des résultats. 

La région (s) est alors divisée en cinq secteurs, et l'on connaît 
cinq intégrales canoniques yt. Le schéma ci-dessus montre qu'à 
l'intérieur de l'un de ces secteurs on peut calculer trois intégrales; 
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l'ensemble des relations de structure qui lient ces intégrales trois 
à trois peut, s'ccrire 

y-i-yi=<y^ 
y,— y2=ar>y5, 
/4 —/3 —a'1, y5 
y»—y·* —a* y2, 
y\~ y-<=a'

3
y-

iy 

et, actuellement, il n'y a plus que deux invariants (n° 54), a\a',
t 

et a, d
!t
 par exemple. Cherchons maintenant à résoudre pour 

l'équation linéaire correspondante le problème analogue à ce lui 
que nous avons traité pour l'équation précédente; A(x) et B(.r) 
conservent leurs expressions antérieures, mais on a cette fois, 
moyennant un choix convenable des variables, 

p(x)^pl{x)~^(x% — )?) Λ-ïl(x ~~Γ)
 +λ

'
2
' 

Λ satisfaisant à l'équation 
λ" = 6 }.*+/, 

qui est l'équation (I) de M. Painlevé. Pour résoudre le problème 

de Riemann pour l'équation (E') correspondante, que nous appel-
lerons (E',), il faudrait donc montrer qu'on peut choisir une inté-
grale de (1) telle que a', a', et a'^ci', (par exemple) aient des valeurs 
arbitrairement données (1). 

Inversement, si l'on quitte le domaine des équations linéaires 

Ο On peut d'ailleurs déduire les résultats relatifs à E| de ceux qu'on a établis 
pour En. Effectivement, faisons dans En la substitution 

g | J / 

t — —— + λ — + Ù., X — + ZX, C —π -+- C c3, 

EH deviendra 

- — ^'[χ'· — λ4 -ι- l(x-~ λ2) + 2c(x — λ)] -4- Ρι(χ), 

et, pour ε = ο, tendra vers Ε[. C'est précisément le passage à la limite de (E") 

à (E7) (n°31). 
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pour celui des équations de M. Painlevé, les résultats précédents 
peuvent être interprétés de la façon suivante : 

Les coefficients de p„ étant des fonctions de λ', λ, t, on peut dire 
que Véquation (II) admet les- deux intégrales premières a

2
a

:>
 = const., 

a
2
a

(
.~ const, (où les premiers membres sont des fonctions de.λ' 

λ, /); de même, (l) admet les deux intégrales premières 

a\a',^ — const., α.
χ
ά% — const. 

Si l'on préfère, on peut encore énoncer les résultats précédents 
sous une forme un peu différente. Posons 

1 dyi 
' Yi cix 

(la notation s'appliquant à E, et E„); le rapport anharmonique 

. /.-(β,-,,Ω/,,Ω/,Ω,·,) 

est indépendant de x; les relations de structure permettent évi-
demment de l'exprimer au moyen des at (ou des α) ) ; mais, comme κ 
ne change pas quand on multiplie les yt par des facteurs quel-
conques (indépendants de x), il ne peut dépendre que des invariants 
du point irrégulier : c'est d'ailleurs ce que vérifie aisément un 
calcul direct. On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Véquation (11) (ou I) admet pour intégrales premières deux des 
rapports anharmoniques formés au moyen des dérivées logarithmiques 
des intégrales normales yt (calculées d'ailleurs en un point quel-
conque). 

Observons enfin que Vapplication des remarques du n° 29 nous 
ramènerait aussitôt aux quatre autres équations nouvelles de M. Pain-
levé. En effet, on peut envisager l'équation linéaire (E„) comme 
une forme dégénérée d'une équation linéaire pourvue : 

i° De quatre singularités régulières; 
2° Ou, de deux singularités régulières, et d'une, irrégulière, de 

rang i; 
3° Ou, d'une singularité régulière, et d'une, irrégulière, de 

rang 2 ; 
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4° Ou, de deux singularités irrégulières de rang 1, 

et, en outre, dans chaque cas, d'un point apparemment singulier. 
'Effectivement, les quatre équations linéaires que j'ai données 
dans ma Thèse (p. 5I-52) répondent, chacune, à l'une des quatre 
conditions précédentes; à chacune d'elles correspond l'une des 
équations irréductibles dues à M. Painlevé et à M. Gambier,· à 
savoir:les équations (VI), (V), (IV) et (III) en conservant l'ordre 
adopté tout à l'heure. Chacune de ces équations irréductibles 
joue pour un problème de Riemann (classique ou généralisé) le 
même rôle que l'équation (II) (ou I) pour les problèmes généralisés 
que nous avons posés plus haut, et les résultats acquis pour ces 
deux dernières équations s'étendent aisément aux quatre autres. 
Ainsi, on peut dire que : 

Chacune des six équations irréductibles de M. Painlevé admet 
comme intégrale première tout invariant du groupe de monodromie 
ou d'un point irrégulier de l'équation linéaire associée; ou 
encore, si l'on préfère : l'équation irréductible admet comme intégrale 
première tout rapport anharmonique formé au moyen des dérivées 
logarithmiques de quatre intégrales (canoniques ou normales) de 
l'équation linéaire associée. 
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