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SUR LES SINGULARITES IRREGULIERES. 09

Sur les singularités irrégulieres des équations différentielles
linéaires ;

Par Rexe GARNIER.

INTRODUCTION.

« ... On peut souvent passer d’une maniére continue
« d’'une de ces fonctions 4 une autre, d'un de ces
« individus mathématiques & un autre qui parait Lout
« (lifférent, comme la théorie de Pévolution permet de
« passer d’une espice & une espice voising, et, de proche
« en proche, & une espéce plus ¢loignée.., »

(Jures ‘Fasneny, Science et Philosophie.)

1. Dans la théorie analylique des équations différenticlles, les
équations linéaires occupent sans contredit une place privilégiée.
Actuellement encore, la veprésentation analytique des intégrales
d’une équation de forme quelconque présente les plus grandes
difficultés, méme dans le cas des équations du premier ordre 5 au
contraire, qu’on 'envisage au point de vue local ou au point de
vue général, la représentation des intégrales d’une équation
linéaire obéit & deux propositions fondamentales qui en facilitent
singulicrement I’¢étude : d’une part, en vertu des mémorables
travaux de Cauchy, aucune intégrale d’une équation linéaire ne
saurait posséder d’autres points singuliers que ceux-la mémes du
coellicient différenticl; et, d’autre part, il sufflit de connaitre un
systétme fondamental d’intégrales, ainsi que les substitutions
génératrices du groupe de monodromie, pour pouvoir prolonger,
le long d’un chemin quelconque, une intégralc arbitraire de
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I'équation, ¢t pour faire ainsi d’une suite de discussions locales
une description compléte de I'intégrale.

En fait, les premicrs géométres (Fuchs, Thomé, Frohenius, .. ),
qui cherchérent & approfondir les propriétés analyliques des inté-
grales des équations linéaires a coelficients rationnels entre-
prirent d’abord I'étude locale des points singuliers; ct, bientdt, ils
se trouveérent conduits a subdiviser ces points en deux classes.
Dans la premiére, leurs nombreux Mémoires enregistrent des
succés aussi décisifs que faciles; ct, sans doute faut-il attribuer a
cette circonstance la dénomination de réguliéres qu’ils attachent
aux singularités de cetie nature.... Par contre, dans la scconde
catégorie, celle des points trréguliers, leurs clforts restent impuis-
sants & édifier aucune théorie générale; et, saul dans des cas
exceptionnels, ils ne peuvent réussir & représenter aucune inté-
grale irréguliére au moyen de développements en séries conver-
gentes. A vrai dirve, le point de vue auquel se plagaientl ces géo-
métres condamnait d’avance leurs tentatives a4 I'insuccés; ¢est
ce que nous verrons plus loin (n° 8), lorsque nous aurons fait con-

naitre la méthode qui nous a permis d’approfondir la nature d’un
point irrégulier.

2. Une équation différentielle linéaire, d’ordre m, a coeflicients
rationnels peut toujours étre écrite sous la forme
(0) Lag(a) |y
+ [a(z)]" ey (x)y "+ o al( @) an—y (2) Y + an(2)y =0,

les a,(z) étant des polynomes d’un certain degré w, premiers
entre eux dans leur ensemble. Si ces polynomes ont été pris au
hasard, 'équation (e) ne possédera, a distance finic que des singu-
larités réguliéres (1); pour qu’elle puisse acquérir des points irré-

(1) A ce point de vue, le cas d’une singularité irréguliére doil donc étre regardé

comme exceptionnel; on peut observer que la conclusion serail opposée si 'on
éerivait (e) sous la forme

(¢) Y pry e py ¥ pay = 0,

les p, étant des fonctions rationnelles d’ordre i, décomposées, par exemple, en
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guliers, il faut que @, (x) soit pourvu de racines multiples. Une
telle équation peut donc étre envisagée comme la limite d’une équa-
tion pourvue de poinls réguliers infiniment voisins; mais la con-
clusion peut-elle étre élendue aux intégrales des deur équations ?

Dans le cas le plus simple qu’on puisse envisager, la réponse a
une telle question résulte de Pune des propositions les plus ancien-
nement connues de I’Analyse. Considérons, en effet, ’équation
du premier ordre

(t+cex)y —y=o,

L]
qui poss¢de deux points singuliers réguliers, v =—e' ¢t v ==;
pour z =£ o, son intégrale générale est

|-

g

y=A(1+ex).

IFaisons tendre ¢ vers o; U'équation tendra vers celle-ci,
;’——; =o,

qui admet ¥ = %« comme point irrégulier; et, d’autre part, en
vertu de la proposition & laquelle on a fait allusion, y tendra vers
la fonction y=Ae” qui, effectivement, est une intégrale de
I'équation limite.

Pouvait-on généraliser ce résultat ?

[La théorie de la série hypergéométirique permettait de prévoir
une réponse allivmative. 1l est bien connu () que si ’on remplace
par ¢z, B par e, 'équation de Gauss tend vers la suivante

) ay' 4+ (y—z)y —ay=o,
qui admet

5

: Vo ‘_,.)_ +it o(o +1) . .
Hpver)=l 1.7'+|.2.y(7+|)'

éléments simples, Un tel paradoxe se refrouve, on le sait, dans les questions les
plus diverses de géoméirie et d’analyse ; il s’explique ici par les mémes raisons,
Nous ferons d’ailleurs observer que, pour nous, la forme (¢') est artificielle; nous
n’aurons pas 4 nous en servir.

(1) Cf., par exemple, E. Goursat, Cours &’ Analyse mathématique, 3¢ édition,
t. 11, 1918, p. 972
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pour intégrale. De méme, la transformation
A ﬁle"’, .'17[5".1:
change I'écquation de Gauss en la snivante
ay'+yy'—y=o,
qui admet pour intégrale la fonction

ax £’
b = o e

Y o2y (y )
du type de Bessel; ct, dans les deux cas, on a engendré une singu-
larité irrégulicre par fusion de deux points singuliers infiniment
voisins (1).

Dés lors, il était tout indiqué &’étendre la conclusion précédente,
et de rechercher si, plus généralement, on ne pourrait pas con-
cevoirune intégrale irréguli¢re (de rang queleconque) d’une équa-
tion linéaire (d’ordre quelconque), comme la limite &’une intégrale
possédant un nombre convenable de points réguliers infiniment
poisins, et appartenant, dans leurs domaines, & des exposanls infi-
niment grands. Tel est, bricvement énoncé, le probléme qu’on
s’est proposé de traiter dans ce T'ravail, et qui, nous le verrons, se
résout par Pallivmative. '

Indiquons maintenant la méthode adoptée pour atteindre ce
résultat, ainsi que les principales conséquences qui en découlent,
et qui éclairent d’un jour nouveau la structure du point irrégulier.

3. Soit donc :
(¥) YO Ay e A, Y+ Ay =0

Iéquation a étudier dans le domaine de z = =, les quotients
A, : =" étant holomorphes a extérieur d’un cercle I' (|z| = r,),

1 —_—
en sorte que x = x est pour () un point irrégulier de rang n.

(1) C’est ee que les Anglais appellent la confluence des singularités, (Cf, I.-T.
Wanttaker et G.-N. Watson, Modern Analysis, 2¢ ¢dition, Cambridge, 1915,

p. 331.)
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A (E) adjoignons Péquation (1)
(E) (I — gl ‘L./l')/u),(m)
A (r—=atatym Ny D (h—et YAy Y+ Apy 20,

qui, pour |&] assez pelil, posséde, hors de T, n+ 1 points réguliers,

2hw
x,—¢ ! e (h==1.. ., n) el €, == .

Si Pon veut démontrer que, pour ¢ inliniment petit, une inté-
grale de (E) tend, dans un certain domaine, vers une intégrale
de (E), il ne saurait étee question de représenter ces intégrales au
moyen de développements en séries de Taylor ¢ aussi bien, un tel
mode de représentation n’a pu réussir dans les exemples du n® 2
qu’a la faveur de circonstances exceptlionnelles qui permettaient
le caleul explicite des termes généraux des séries. De plus, la forme
immuablement circulaive du domaine de convergence d’une série
de Taylor constiluerait un cadve trop rigide pour Pétude d’un
point irrégulier. :

En fait, par la simplicité de son algorithme, par la souplesse
de son emploi, par la fécondité des résultats dont la théorie
des équations différenticlles lui est 'déja redevable, une méthode
¢tait tout naturellement désignée pour la solution du probléme
actuel : nous voulons parler de¢ la méthode des approximations
successives (2) de M. Emile Picard. Ajoutons d’ailleurs aussitét
que c’est Pillustre géométre lui-méme qui a montré, le premier,
comment la méthode permet de calculer les intégrales d’une équa-
tion Irrégulicre (*) le long de Paxe réel (ou dans un argument

(V) Léquation (1) est du type (¢) (n? ) avee a,(x) =1 —z"2", La méthode
employée pour (1) s appliquerait daitleurs i 1oule équation (¢) dans laquelle a,(z)
serait une lonetion de g, tendant vers 1 pour & infiniment petit, Au sujet des raisons
qui ont fait adopter ce choix particulier de a, (%), voir plus loin, n® 4, p. 108,

(%) A propos de la comparaison des méthodes fondées sur la série de Taylor et
sur les développements en approximalions successives, on pourra consulter un
intéressant arlicle de M., J, Pérés (Bull, Sc. math,, 2¢ série, 1, XXXIX,, 1915,
- 179).

(3) Traité d’Analyse, 2¢ édition, t. UL Paris, 1908, p. j12; Uexemple (raité
par M. E. Picard se rapporle au cas m = 2, n = 1. Citons encore a ce sujet de
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déterminé). Mais, pour notre but actuel, il s’agissait de définir,
dans le plan complexe, le domaine le plus étendu possible ou I’on fit
certain do calculer la méme intégrale de I'équation (E) [ou (E)[;
Pemploi exclusif de chemins rectilignes devenait évidemment in-
sullisant.

Pour aller plus loin, il fallait done chercher & obtenir les con-
ditions de convergence des approximations successives sous une
forme aussi large que possible; ct, ¢’est ainsi que nous avons pu
établir 'existence d’un ensemble continu, ¢ deux dimensions, de
chemins d’intégration, le long desquels la méthode fournit une
mEME intégrale de (E); par variation continue de ces chemins, on
définit ensuile des domaines INpEvuNDANTS de g, @ Uinlérieur desquels
on peut calculer des intégrales y, canoniques pour (E), et des inté-
grales y satisfaisant & (E); enfin, on peul montrer que, dans ces
domaines, les y tendent uniformément vers les y.

Ce résultat fondamental une fois acquis, il était ais¢ de retrouver
dans les propriétés du point irrégulier les traces des propriétés pri-
mitives des points régulicrs de 'équation (IE).

Précisons ct complétons ces généralités en résumant les prin-
cipaux résultats de ce Mémoire.

4. Soit a, le coellicient de 2"=" dans A, (n® 3); supposons
d’abord que I’équation
f(S‘) = 5m+ alsm—l oo+ am~ls -+ (Z,,, =0

posséde m racines distinctes, s,, ..., s,. Nous montrons dans

nombreux et importants Mémoires de M. Horn (Cf. notamment Journ. fiir r. und
angew. Math., t. 138, 1910, p, 1593 Math. Ann., t. 71, 1912, p, 510). Lauteur y
applique la méthode des approximations successives ct celle des développements
en série de facultés (ainsi que Vintégrale de I, Borel) 4 la représentation des inté-
grales des équations différentielles, ou linéaires aux différences finies, dans le voi-
sinage de leurs singularités, Il n’étudie ’ailleurs que les intégrales des équations
différentielles-limites (E), ct le long de chemins rectilignes; s'il parvient a la
notion de secteur (sans en indiquer Dorigine), c’est dans un cas particulier
(m = 2 = n),a l'aide de la méthode des séries de facultés, ce qui nécessite de plus
longs calculs,
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la premiére Partic qu’on peut alors calculer m expressions
wi(w, ) = oaf (6) e~ . o (e) + ) (2) 2
(les e étant holomorphes pour ¢ = o), telles que si Pon pose

ﬁl-—én.ruy ‘o da

up,=c ,

14
Péquation (L8) admette Pintégrale y = u, z(2), 2(«) étant la lone-
tion-limite vers laquelle tendent les approximations

se(c) =1,

» (/,
01)(‘7’)——1‘*'3 f R ( Cs" )i (e, C,E)/[v/;( yE), C,EI it (p=1,2,...)

h=1 \k

ou Pon a posé
iy &) u;(Z, ¢
(e, &) up(g, C)

'ﬂjls(‘l') E’ €)=

el ou R désigne une fonction de § et &, holomorphe pour a7 ' = 0 =,
[ ayant une signification analogue. Ces approximations convergent
d’ailleurs régulicrement lorsqu’on prend pour chemin d’intégra-
tion Pune, 12, des m branches de la courbe

() ALed e~ Log(i—2"¢")] =G,

ot 2 et G ont été convenablement choisis. ’une fagon plus pré-
cise, la notation , employée plus haut désigne la branche % suivie
dans un sens bien déterminé (avec k), et pouvant, d’ailleurs, varier
avec k [du moins lorsque Pordre m de (E) dépasse 2]. Soit r, un
nombre positif avbitrairement grand, supérieur a r, (n® 3); pre-
nons |z a r'. Chacune des n branches de £ s’cnroule
autour de 'un des points 2, et de @ ; quant a larc intermédiaire
entre ces deux spires (ot situé dans la couronne s : r, <|a| <r),
il tend uniformément, pour |e| infiniment petit, vers un are de

I'hyperbole

vy . N
('\) rtcos(nf+9)="=U.

Cela étant, supposons que les racines s, de f(s) = o forment un .

Journ. de Math. (8 série), tome [I. — Aanée 191q. . 14
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polygone convexe I1; nous montrons dans la deaxiéme Partie qu’on
peut adopier le méme sens de parcours sur g% pour chacun des
chemins £, et les intégrales y définies par le procédé d’approxima-
ttons successives ne sonl aulres que des inlégrales canoniques pour
z, (ou x.). La convergence de ces approximations reste d’ailleurs
assurée si, C croissant indéfiniment a pavtiv d’une certaine valeur G,,
¢ vame dans un certain intervalle d’amplitude arbitraivement
voisine de (Vi -+ 27) : n (oi Vi désigne Pangle extéricur a llen s)).
Dans la couronne 8, les branches (* balaient alors un certain sec-
teur ¥, a lintéricur duquel on sait caleuler une intégrale cano-
nique, ainsi que sa limite y qui satisfait & (K) (¢f. n° 3, ad fin).
Or les secleurs ¥ crnpi(zl,cn L mutuellement, suivant mn autres see-
teurs & PVintérieur de chacun desquels on sait caleuler m + 1 inté-
grales i (ou y); dans chaque secteur d’empiétement, ces m 41 in-
tégrales y (par exemple) sont done lides par une relation que
nous ¢écrirons ici (1) sous la forme

T B e BT
il existera done mn relations telles que la précédente ; nous les
appellerons les RELATIONS i sTRUCTURE (2) du point irrégulier ;
leur étude forme Pobjet de la troisicme Partic de ee Mémorire.
Dans la description de la singularité ivvégulicre, Pexistence de
ces relations a une 1mportance capitale. A leur propos, obser-
vons d’abord, fait quasi évident, que parmi les m -1 intégrales
qui figurent dans Pune quelconque de ces relations, il en est
toujours deur qui onl la méme représentalion asymplolique (*);
c’est dire que la méthode des séries asymplotiques (*) de 1. Poin-
caré, si précieuse pour les calculs numériques, aurait éé tmputs-

(1) Pour plus de précisions dans les notations, voir n® 25.

(%) Dans nos Noles antérieures (Comptes rendus, t. 166, p. 103, 6o2) ces rela-
tions porlaient le nom de relations caractéristiques.

(®) Ce sont des traces d’intégrales canoni-jues provenan! de deux points régu
liers différents,

(*) Et, a fortiore, celle des séries de puissances,
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sanle & déceler ces relations ; elle ne saurait done en revendiquer les
conséquences. A vrai dive, Papplication a 'équation limite (E)
de la méthode des approximations successives (sous la forme
développée ici) sullisait & démontrer Pexistence de ces relations;
mais leur signification ne pouvait &tre révélée qu’a la faveur du
passage a la limite qui transforme (E) en (E}.

Pour faire entrevoir cette signification, considérons le sous-
groupe de monodromie G, de (E), correspondant aux substitutions
relatives aux @, et & w.; il dépend de (m?---1) (n-—1) inva-
riants au sens de 11, Poincaré (ces invarviants ¢tant définis a une
transformation ponctuelle pres). Orv, dans la dégénérescence de (E)
en (B, n(m-—1) de ces invariants tendent vers des limites déter-
minédes : ce sont, par exemple, les of (k=1,...,m--1,h=1,...,n),
combinaisons symélriques des racines des équations [ondamentales
déterminantes; quanl aux invariants restants, au nombre de
N = (m—1)(mn---m---1),ils peuvent étre choisis de fagon a avoir
pour limites les quotients

B B

B B,
formés au moyen des coellicients des relations de structure, et
(ue nous appellerons les invariants du point ierégulier (1).

La considération des relations de structure permet évidem-
ment de poursuivre le long d’un chemin quelconque (convergeant
vers le point irrégulier) toute intégrale dont on aura obtenu préa-
lablement la représentation en fonction des intégrales normales,
a l'intéricur d’un sccteur déterminé; a ce titre, elle épuise donc
Pétude locale d’une singularité irréguliere. Elle permet encore de
définir d’une fagon précise n lignes illimitées de zéros pour Pinté-
grale générale; c’est Pextension d’une proposition analogue
élablie pour équation de Bessel par M. Pierre Boutroux, a 'aide
d’une méthode féconde, indépendante de la théorie des équations
linéaires.

(*) L’étude de ces invariants considérés comme fonetions des cocfficients de (E)
n’entre pas dans le cadre de ce Mémoire,
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Lorsque le polygone 11 n’est plus convexe (1), les résultats pré-
cédents doivent étre modifiés, car les intégrales canoniques de (E),
correspondant & ccux des s; qui sonl intéricurs au polygone de
sustentation de tous ces points, ne peuvent plus étre calculées
par Ialgorithme d’approximations successives que nous avons
indiqué. Toutefois, on peut encore définir des relations de struc-
ture, et calculer les limites de N invariants de G, en introduisant
comme on le verra (n% 18 et 26) la notion d’tntégrale paracano-
nique.

Dans la quatri¢tme Partie, nous exposons diverses généralisa-
tions ou applications des résultats précédents. Observons d’abord
que le choix du binome 1—c"2” pour le coeflicient a,(z) du
n®2n’a d’autre raison d’étre que d’attribuer aux nracines de g, (),
la méme disposition réguliére qu’'aux n secteurs ¥, qui, & la limile,
correspondent ¢ un méme point s;; la forme des chemins %) leur
construction et leur discussion deviennent dés lors particuliére-
ment simples. Mais, bien entendu, la méme théorie s’appliquerait,
aux complications de caleul prés, quelle que soit la forme du
coellicient «, () (tendant vers 1 pour ¢ infiniment petit). En par-
ticulier, on peut agréger successivement un point régulier ¢ un point
irrégulier de rang n—1, de fagon a engendrer un point de rang n :
il sulfit, pour cela, de prendre a,=1-—c2; ¢’est la voie que
javais suivie au début de mes recherches. Les chemins a adopter
pour les approximations sont alors des lozodromies du facteur pri-
matre de Weierstrass ; leur construction fait objet du n® 30,

L’hypothése ot I'équation f(s) = o a des racines égales est
abordée au n°® 31; en. général, I'équation (E) correspondante,
soit (E7), posséde des intégrales d’ordre fractionnaire. Il est encore
possible de définir pour le point irrégulier des relations de struc-
ture et des invariants; mais une remarque s’impose. On peut
envisager Péquation (E’) comme limite d’une équation régu-
licre (1), pour laquelle la relation f(s) = o aurait ses m racines

() 11 en est ainsi, notamment, lorsque les sj sont réels el que Pordre m est

supéricur & 2.



SUR LES SINGULARITES TRREGULIERES. 109

distinctes. Or, parmi les mn secteurs ¥ attachés a (E'), il en est
(qui, pour & infiniment petit, sortent de la région s et s'éloignent d
Pinfini. A la Jimite; les intégrales correspondantes ne peuvent plus
tre ecalealées, en un point x indépendant de ¢, par la méthode
’approximations successives résumée plus haut; il en résulte
un abaissement dans le nombre des relations de structure et des
invartants qu’on peut définir par cette méthode.

Une fois étendue au cas ol la relation f(s)=o0 posséde des
acines de multiplicités queleconques, la notion d’invariant permet
de généraliser le probléme de Riemann, pour une équation linéaire
quelconque, sous la forme que voiel :

Déterminer une équatcon linéaire possédant des singularités
régulicres, ou irrégulicres de rangs donnés, et telle que les invariants
de son groupe de monodromie (au sens classique) et les tnoartants
de ses points irréguliers aient des yaleurs données.

D’aprés ece qui préeéde, ce probléme n’est qu’un cas limite du
probléme classique.

Si Pon cherche a le résoudre pour une équation du second ordre,
ne possédant qu’un point irrégulier (de rang 3), on retombe immé-
diatement sur les équations (1) et (11) de M. Painlevé. D’ailleurs, ceci -
s’accorde bien avee le fait connu que (I) et (I1) sont des dégénéres-
cences de équation (VI) quelon rencontre en cherchant a résoudre
le probléme de Riemann pour une équation du second ordre 2
qualre points singuliers régulicrs. Mais on peut ajouter que les
considérations précédentes libérent, en quelque sorte, les équa-
tions (I) et (I1) de cette tutelle; elles leur assignent un caractére,
une individualité propres et consacrent & nouveau leur droit de
c¢ité en Analyse.

8. En délinitive, les résultats établis dans ce Mémoire permettent
donc de regarder tout point trrégulier d’une équation linéaire comme
idenlique A UN ENSEMBLE DE POINTS REGULIERS INFINIMENT VOI-
sINS; ¢’est 1a un point de vue complétement analogue a celui des
géométres de I’Ecole italienne qui, depuis longtemps, assimilent
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une singularité quelconque d’une courbe algébrique 4 un ensemble
de neeuds infiniments voisins (1).

Cect nous permet d’expliquer, comme nous avons annoncé, les
raisons de Pinsuceés de Fuchs et de ses contemporains; tous leurs
efforts s¢ bornaient a obtenir pour une intégrale particuliére un
développement de la forme

; =k et ¢ <;’) )

ou Q(z) est un polynome ¢n =z, ‘L‘(;‘c) étant une série de puissances
en x, convergenle dans le domaine de a, par exemple. Or, consi-
dérons une équation linéaive admeltant z,, ..., z, ¢t x, comme
points réguliers; st le groupe de Uéquation n’est pas de forme spéciale,
il sera impossible d’exprimer aucune intégrale de I’équation par
une formule telle que

y=xtl (r—x4) 4, (%)a

ol ¢, est holomorphe lorsque x appartient & un.domaine extérieur
a une certaine circonférence, et comprenant z,, ..., x,. Dés lors,
d’apres les résultats que nous avons établis, Uexistence d’une inté-
grale telle que y est impossible lorsque les invariants du point irré-
gulier ont des valeurs quelconques.

Concluons done que Uétude locale d’une intégrale autour d’une
sengularité irrégulicre est aussi difficile que Uélude générale d’une
intégrale d’une équation n’ayant que des points réguliers. 1) étude
d’un point ircégulicr doit comporter deux phases bien distinctes
représentation d’intégrales particuliéres de équation dans des
secteurs déterminés (probléme local); caleul des coellicients des
relations de structure (probléme général). En fait, les perfec-
tionnements qu’on peut apporter a la description d’un point
irrégulier sont done subordonnés aux progres qu’on peut effectuer
dans le caleul du groupe de monodromie d’une équation réguliére;

(1) Lapplication d'une telle conception & I'étude des singularités fixes des équa-
tions diflérenticlles nous parait appelée a rendre de précieux services, méme dans
le cas ot les équations ne sont pas linéaires,
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c’est dire que les deux propriétés fondamentales que nous avons
rappelées au début apparaissent ici comme plus solidaires que
jamais,

PREMIERE PARTIE,

LES CHEMINS D'INTEGRATION °h

~he

.

6. Ls tovartions (15, wr (). - Considérons I'équation diffé-
rentielle linéaive

(f) YAy e Ay e N, Y 0,

ou les A, sont des fonctions analytiques de i, développables dans
le domaine de x = = sous la forme

LA 1 —1 - RS VRS |
/\., = dyip—y, T’ Y, 5 1 [ I

les séries précédentes étant convergentes a 'extéricur du cercle T,
d’équation |z|=ry. Pour Péquation (12}, e point & Pinfini est
donc une singularité irréguliére de rang n. A celte équation, nous
adjoindrons, comme nous Pavons dit plus haut (n° 3), 'équation
suivante

A
E' (m) _ | e yim=1) ..
(k) Yy Y+
A, . A -
T A P i s

qui dépend d’un paramétre variable ¢, et Lend vers (R lorsque ¢
tend vers zéro (). Pour |z assez petit, () posséde, hors de T,
n 1 points singuliers réguliers

2h7i

xp=z"e " (h-=s.....n) et Zu=%;

nous allons montrer que la méthode des approximations succes-

(1) En fait, rien ne serait changé aux raisonnemnents qui vont suivre, si Fon
supposait que les coefficients A, de (E) sont des fonctions de z et de 2, soit A, (z, z),
holomorphes pour ¢ = o, et satisfaisant a la condition \,/z,0) = \,(2), Mais
nous n’aurons pas besoin de cette généralisation facile.
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sives permet de définir pour (E) des intégrales, réguliéres hors de I,
et qui, dans des conditions que nous préciserons, tendent vers des
intégrales de 'équation (E).

7. TransrormaTioN bE Liouarion (1), Nous commen-
cerons par mettre Véquation () sous une forme qui permette la
pratique des approximations successives, ct, pour cela, nous
montrerons, qu’en général (1), on peut construire m cxpressions

&
. . [~ ]
o, &)= alf izt 4, 4 o —~ (k=1, .., m),

ou les a sont des fonctions de ¢, holomorphes pour ¢ = o, ct lelles
yue les exponentielles

/’ mydr
el PTE
salisfassent & une équation linéaire admellant aulour de chagque
point régulier x, (el x.) les mémes équations fondamentides déter-
minantes que (E).
Tout d’abord, écrivons que la condition précédente est vérifice

2hi

au voisinage du point 2,; posons 1, ¢ " el

otk k; o ' a

(‘) g e, h = Crly ~+ C’-;:—z e)‘/t +..e a"/‘ (‘)‘/l)" ! + lfl‘”a
— “ 5

s /\‘/,/z S @ gty Ay 1&gy b

Il viendra aussitdt

PR m/.',/l
oy )= (s/h‘)”-_-;:
. e ’\‘l./l
Mlen) = i
et la condition en question s’écrira

mn

.
(2) 2‘ Ao ®e (g -+ ney oo+ (= v-—1)yne" | =z o.

v=0

—— e mm e

(1) Cest-a-dire, lorsque I'équation caractéristique (3) posséde des racines dis-
tincles,
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Or, strrosons QUE 1L EQUATION

P - 4 - (m p—
(%) Al VA @) ST A Qe == 04

que nous appellerons désormais Péquation caractéristique de (1),
vossizpr m acises pistincres (1), s, ..., 8,. Si e est assez pelit,
Péquation (2) possédera, pour chaque valeur de h, m racines dis-
tinetes @, ., ..., G, qui, pour ¢ = o, seront des fonctions holo-
morphes de g, tendant respectivement vers s, ..., §,. On aura
done ainsi

Nl .
"k, n =z Sealetn ) (Shy=5)

L]
les coellicients s, étant d’ailleurs indépendants de e et 4, [qui ne
figurent dans (2) que par la combinaison ¢A,]; ou, en ne conservant
que les n premi¢res puissances de 745

7 + » 4w
N\ N . ~
pa— Yy PY4 = 1 PYd
W= : Skun€” + ELy : Shgnag 88" o+ (etn )" : Sh.gnen -1 85",
$=0n K=0 E=0

Or, si Fon rapproche cette formule de la” premiére relation (1),
on verra aussitot que pour satisfaive aux relations (2), quel qu(,
soit k, il faut et il suflit que Pon prenne

1 +

o, b o .\ w
Lply A2 y2 = 'Slslx’,g’lt EL
X—=0

+ ®

4k , R\ 54 g
7 n - - R N RS L]
(1) ! 2’

r=0

1,,"" ;:Y Shon s K,
hiodent i-n - 1

Ke=0

——

<t mainu»nant il ne nous rveste plus qu’a montrer qu’on peut

choisir les o, et les o de fagon a vérifier la premiére des rela-

() Nous traiterc ns plus loin (n® 31) le cas ou il n’en serai* pas ain i.
-

Journ. de Math. (8¢ série), tome Il. — Aunée 1919, 1)
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Lions (4) en méme temps que la condition (ue nous nous sommes
imposée relativement a z,. Or, dans le domaine de ce point,

o ”/.'3

u, appartient a 'exposant 8”"; on doit done avoir

m
. N . ) - .
(5) N @ et et en) ok (m— = 1)t | =0,

=0

ce qui donne pour o, une expression de la forme

‘n—

v
(6) d;,{':. :‘2 2/,-,;'3"'”-

B=0
Mais ., est éoidemment racine de (3); il sullit alors de prendre
a/.‘,ll =S5 (: S/'.‘o)

et de rapprocher (6) du premicr des développements (4) pour voir

aussitdot que o) lui aussi, est une fonction de ¢, holomorphe

pour ¢=o. C. 0. ¥ D,
Cect fait, pour obtenir la transformation que nous avons en vue,

il nous suffira de résoudre la question suivante :

Déterminer la plus générale, soit (U'), des équations du méme
type que (), et qui conduisent aux mémes expressions pour les w;.

Tout d’abord, les relationis (2) attachées a (E) et a (I7) doivent
étre identiques, quel que soit k; si done B, (1---¢"2")~" désigne le
coellicient de = dans (I'); on devra avolr

B,(z,) = A, (x,) (v==ru,....m: h=—=1....,n);
d’olt

B,(z )y=A(z )+ (1—e"x")(,
C, (z, €) étant holomorphe autour de ¢ = o, ainst qu’en toul point x,
a distance finie, extérieur a V'. Comme d’ailleurs les relations (5)
doivent étre les mémes, pour (E) et pour (), C, doit présenter
x =% comme péle d’ordre au plus v(n-—1)—n---1. Et les condi-
tions obtenues sont évidemment sullisantes.

En particulier, I’équation linéaire d’ordre m, qui admet u,, ..., u,,
comme sysiéme fondamental d’intégrales, est évidemment une
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équation (19); soit , .
; = gg(121) I)" (m-1) _
I ( ll) == u -+ ]_.___:.:/;,_L‘” i e i
B, - B
~ m-) —
= (l —tt et )'/ !l e o (l o 8”.’[;”)"' =0

)

cette équation. En vertu de ce qui précéde, I'équation (E)
pourra done s’écrive

o - ! . .
(]5’) |4(.y)-:—_: ';é (Jl')f(m»»ll_}_..'

) + (wl:‘:Tle—')'l o e (ITE%%V)'"_'}'J’

les quotients C,:20—' =" étant holomorphes pour ¢ voisin de o
et o extéricur a I'. Cest précisément a 'équation (E), écrite sous
la forme (1,), que nous allons appliquer la méthode d’approxima-
Lions suceessives,

8. E’I’ABLISSEMEN'I’ P UN ALGORITHME D,AI’I’ROXIMATIONS suc-

cessives. — A cet effet, nous poserons
Yy =u;s,

z satisfera & une équation de méme forme que (E,), et dont le pre-
micr membre, G;(z), scra dépourvu de terme en z; soit

(Ez) C'j(:):;-; Dls(lll—‘l)_‘,_‘.'
o Iv)'l'rr"_”(n_” -(/Il—-~/]+ r)m-z'(”'_ 1)(”_” -
' (1—gnamy -1 h ceet (1 —engnym—1 “

cette équation, les D, étant holomorphes pour e infiniment
petit et x extérieur a T, et Péquation G;(z) = o admettant pour
intégrales les rapports

fm_r""u

I
1— i gn
= v =

(k=1,...,m).

Avant d’aller plus loin, présentons d’abord les deux remarques
suivantes. Tout d’abord, il résulte de notre hypothése sur les
racines de I'équation (3) que, pour || assez petit, le coeflicient
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de 2 dans w,-—®; est sirement différent de zéro; ccla étant, on
établit facilement par récurrence la [ormule

u, dv fuy W —®; \" G,y
(7) —_ —““/, S\ )=\ T f 4 — 5 |2
wy da’ \ u; 1 — " (w),— B3y)

B, eL v, étant holomorphes pour ¢ ==0, ¢t pour z = d’ordres au
plus égaux & yn-—n-—v ¢t a v(n---1) respectivement; ct la
quantité entre crochets est donce une fonction I + ¢, de x ct g,
holomorphe dans le voisinage du couple de valeurs a='=o0 =g,
pour lequel elle se réduit a 1.

En second lieu, considérons un systéme de N2 quantités va-
riables a;; (¢, j=1, ..., N); de déterminant A, ¢t représentons
par A la somme \arithmétique) des modules des N! termes qui
constituent le développement de A.

Si les ¢;; sont des quantités de modules arbitrairement pelits

(soit |e;; ] <n< 1), et si A : |A| reste horné, on peut éervive
faij(+2;)|= A0 +e).

|2 étant arbitrairement petit, au méme titre que les |¢; .

l()n trouve, en effet, par récurrence,

H N 3.
I l<(2 ')mf"]

Considérons alors I'équation auxiliaire

(

ol 2(z) est une fonction donnée de 2; son intégrale ¢st de la forme

m
—
5= : K/‘.:/“/..,
. h=1

les produits Kz, étant donnés, conformément a la méthode
de la wvariation des constantes par un systéme d’équations
linéaires dont les cocllicients sont de la forme 27, :z;,; mais
il sullit d’appliquer successivement les deux remarques qui pré-
ctdent pour obtemir aussitét la solation de ce systéme sous la

-Q

) Gj(s) =g (),
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forme

(l _TEII.L.II)IN-» 1 I-l 4 E;,-(J" 8)]
“(wp——wy) . (T — G (B —8jy) e B — W)

o(x) (AZ))N

l\A Si k==

ol ¢ est une fonction de z et ¢, holomorphe et nulle pour r1=0=¢;
il suit de 1a que (9) admet la solution formelle

(1 —erzmym i 502 0]
=1+ 2 /\(G!/.—GI) (ID'/.~—-—6'3/—1 (Be— 1) - (T — T
(/A/)

T — e
X Lt —r1lo(8)de.

Pour abréger 'écriture, nous poscrons

1’\'1 t)—ﬁ’,hr)
e Y .
(8) z: o i (x, £, €),
l+34.(£, 3) ____ R];(E, E)
= 3 ’
(@i— 1) - (Oh— Ty (Pt Bjat) - (Gr— ) L0

Zﬁ/,(’::,a):.—_—l{j(',;e) (k2 /),

h=1

en sorte que les Ry(%, ¢) seront holomorphes pour 41= o0 =g,

’

ct la solution que nous venons d’obtenir pour (3) pourra s’éerire

1—e'k P'/l m—1 . . . |
=1 2‘ (55 R pate 2@
Ces préliminaires établis, revenons a I'équation (E,), et posons

| ~— 2" m—1
(———‘——) Dy(x,e)stm-1 4 |

xl[——l

-

{ — 3" ./L-" m—z
+ ( 21 ) Dy(x, )z 4. .4+ Dy(x,€)s =f(s, x, ¢);

en vertu des considérations précédentes, toute solution de Péqua-
~tion intégrale

(9) <x>+§ ('{k Rull, ) ol £ 001629 G 5
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ou les chemins ’intégration ; sont convenablement choisis,
constituera une solution de I’équation (E,); nous sommes done con-
duits a faive les approximations successives que voici :

3y (.Z',E):l,

m " o
i Y - " p 4 ac
(10) -‘r,,H(.l',E):l—i—Z‘f Ri(ye) myn(ir, &i6) S50 (8, €), E,E]':j
S50 2
pey” (K

(p=o,1,...).

9. CONVERGENCE DES APPROXIMATIONS. — Pour démontrer la
convergence des approximalions (10), nous admettrons d’abord
qu’il existe, extéricurecment & 1" un chemin g% présentant comme

points-frontiéres z, et z, el satisfaisant aux conditions suivantes :
a. Quel que soit le point & pris sur ¢* on a

Jorj (e, 208)] 1

your | e assez petit, et pour tous les points £ de 'un des deux arcs
s el p p .

de g% issus de @, ou de 2., ct aboutissant ¢n x; Jappellerai %
Parc précédent; son extrémité (autre que z) pourra d’alleurs
coinctder soit avec x,, soit avec x.., suivant la valeur de k.

bh. Soit = un nombre positif aussi petit qu’on voudra; on pourra
disposer de £* de fagon & vérifier inégalité
ds : \
[ E<m =]l =120,
U\'h) 7 .

I'intégrale étant étendue a tout le chemin 2.

Ceci posé, puisque ¢* est extérieur a T', et puisque, pour |z|
assez petit, les R, et les D, sont holomorphes c¢xtérieurement a T,
on peut trouver deux nombres positifs R et D, ne dépendant
que de (I9), et tels qu’on ait, dans ce domaine,

|Re(G )| <R, D& )| <D,
d’on, d’aprés (10) et en vertu des conditions a et b,

N
[ 39(a, &) — 5y(x, €) | << mRD £1’;:<H‘:,
Jeey™
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en posant
= m RD,
de sorte que I ne dépend que des coellicients de (E). De plus, en
vertu méme des identités “sur lesquelles repose la méthode de la
variation des ('omlunlcs, on aura, si ry' el [e] sonl assez petits

pour que '()' - = 7 | (10 8} soit <1

®) —
, ~w (e, ) — e, 8) [ . . . , di
ACNDIESED e CRA(E &) mjle, & ) Du(E e) 5

=1 il (L ’ ¢
ct

[ — ghtph 1 ”—’1 T.T/I.(.I,', gy -— G)‘j(.l?' 5)!
i sty )| <<amllz 2‘ —T < Hpz,

h=1

u €élant indépendant, égal('nwnt de @ et du rayon r, de T'. Plus
(rf'nu-alcm( L, il sullit de s’appuyer sur la formule (7) pour aper-
cevoir que . peut étre choisi (indépendamment de r, et €) de telle
fagon que 'on ait encore les inégalités suivantes

l-—’é”-.:f" Y
K—T—T‘) 56 ¢)

et cela, pour £ appartenant & £, quelque pelit que soit &’ ailleurs
|| Or ces megahtcs entrainent évidemment la sutvante

< Hpve,

|52(, &) — 5,(z, &) |

.= f R/ C,, g mj‘/,.(w, 5, é
'/l

f—glen\ L i . ‘. .
< [(\_;7__1_> Dz, et (5 )+ + D, (E 8 (3 ——I)J 2

el N =
<mBD(pr=' 4. .+ p 4 )He2 =0 01212,

¢n posant
B,
— 7 )

~

[J. —
et 'on trouverait de¢ méme

|__all n l‘ . . i .
'(—T‘ic_) () — =V s)_]1</-.p.’ll-r-.
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La loi est générale, et 'on démontrerait sans peine qu’on a, pour
toutes les valeurs de v et de p,

ez
’ ( 5"8—1 '> [ o (Ze)— 'M(Cs ]| <irpr(Hz)r+t.
En conséquence, si £ a été pris de maniére & vérifier la con-
dition b, avec = < (A)-1 (ou le second membre ne dépend que
des coellicients de ’équation différenticlle), les fonctions z, (et 2.,
définies par (10), convergeront en tout point z de g2 vers dc. limites
respectives z (et z¥); et, en vertu d’un raisonnement classique,
ces himites vérifieront I'équation intégrale () ct, par suite, Péqua-
tion (E,).
En définitive, pour achever notre démonsiration de convergence,
il ne nous reste plus qu’a montrer comment on peut définiv des
chemins ¢# satisfaisant aux conditions « ot b.

10. L conpition a. — En premicer lieu, pour que lu condition &
soit vérifiée relativement a la Fieme quadrature de (10) |k £ 7] (1),
il sulfira () qu’on puisse choisiv sur * un sens de parcours (variable
a priort avee k), et Lel que Pare s de. £% ¢lanl compté positivemenl
dans ce sens, de 2 vers £, on ait, quels que soient z ¢t %

d ;
d—slw,',/.~(w,c’,,6)!§0,

¢’est-a~dive, d’apres (8),
A ~ZU/‘-(£.E)—??/'(£3 ¢) di” o
§ — gt .’.,“ (/S—

mais cette derniére condition peut encore s’écrire

otk ol dé’
(||) R [M(|+,1#1; )m -1 &¢ :_01

gt zn [[.S'

ou, si petit que soit ||, A, est arbitrairement petit pour | %] suflisam-

(') La condition est éviiemment remplie pour k= j.
(*) Puisque oji(x, z,e) =1.



SUR LES SINGULARITES IRREGULIERES, 121

ment grand. Or, posons

|/. Al z -
G~y O(,, -1 d; ez P
N Zn

12 arg, 2
( ) E I—c C ) db'._

Pinégalité (11) s’éerira

) hycos(f +- Ay) ay | — ol VZn -1 dg
LI+ cos (s J [ PP ‘L’J:o’

pour qu’elle soit satisfaite, il sulliva d’astreindre B a vérilier la
double condition

=,

- . _—E'_‘ v"o
(13) 2 0P

¥

dans laquelle v désigne un nombre positil arbitrairement petit,
qu’on choisira une fois pour toutes : en cffet, v ayant été ainsi fixé,
le rayon r, du cercle T' pourra toujours étre pris assez grand pour
que A, séeP soit inféricur a 5, par exemple, et la (,ondltlon (r1)
deviendra une simple conséquence de (13).

Tout revient done & vérifier cette derni¢re condition. Pour cela,
il nous sufliva de choisie le chemin g2, de fagon que B conserve le long
de 1" une valeur constante |salisfaisant a (13)]. Or, lintégrale de
Péquation ~ B
arg. [j’(;)d—é ]: const.

: ds

est évidemment de la forme

Rle® f(2)]=C,
ou ¢ et C désignent deux constantes; le chemin £* devra done
vérifier une relation de la forme

eif;
(£) — R [E;Log(l——-" 2]

en d’autres termes, la transformation
(19 ¢"=N\

devra changer ¢* ¢n la spirale logarithmique ¥, d’équation

(;I'J

(%) — R Log(1 — a2 X) | =C,

Journ. de Math. (8¢ série), tome Il. — Année 1919. 16
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que nous étudierons bientot. Mais auparavant, déterminons la
valeur constante que prendra B sur ¢ Or, si l'on pose

eizg, el®,
| — -u n P ,.l(n
I'équation de ¥ deviendra
cos(0 — no)logp—msin(d — ng) =— Ce";

on aura done sur ¢

(15) —

neh zn—-1 % | 7!
2es % P|_|+¢cul.(d—-ll’9)| e —
l_zugu ds P s 5]|(r)—/l,?) P m

en supposant, bien entendu,

(16) sin(d — no): Ao,
Posons enlin
wyly— ol 2 Bl ey
et la relation (15) donnera
T N i o]
(r7) ﬁ:—;—f-@j,k——o—é—arg. sm(o—-nw) )
\

formule qui a bien un sens, ¢n vertu de (16).

I1. La spirare X. — Revenons maintenant a la spirale X;
elle présente comme pole le point X = ¢, et sa tangente menée
dans le sens des w croissants coupe le rayon vecteur sous un angle V
tel que tangV = cot (¢ —n9); en particulier, pour cos(¢ —n3) = o,
cette spirale se réduira & une droite; mais, en vertu de (16), elle ne
pourra jamats dégénérer en un cercle. Elle présentera donc deux
groupes de spires (exceptionnellement rectilignes) qui convergeront,
I'un vers le pole X = ¢, I'autre vers le point X = =; ces groupes
seront reliés par un arc (exceptionnellement rectiligne), que nous
appellerons arc normal, et dont tous les points resteront & distance
bornée de o, quelque petit que soit ||, si toutefois ¢ et C ont été
choisis comme on va l'expliquer.

Tout d’abord, n ayant été pris arbitrairement petit, et r, ¢n
fonction de v comme il a été dit au n° 10, nous nous donnerons
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encore un nombre positif ry, indépendant de ¢, et tel quelerapport
r, i r, soit arbitrairement grand (par exemple, égal a q71). Soit I',
le cercle du plan (%) concentrique a I' et de rayon r,; [ et T,
délimiteront une couronne civculaive (8) que nous appellerons
région normale; d’aillcurs, nous pourrons toujours supposer que ||
a été pris inféricur & r7', cn sorte que (8) ne contiendra aucun
point 2,; nous choisirons enfin pour G une valeur positive fixe,
comprise entre ) ct ).

Cela étant, a P'intéricur de la couronne (8') qui est limitée dans
le plan (X) par les cercles I'' et T, images de T, et T, le premier
membre de () pourra &tre développé suivant les puissances crois-
santes de ¢ (1); effectivement, si 'on pose

X = R ¢,
on obtient la relation

N o, ~
Rcos\®+3d)—C + 2'~l{1cos(z(':)+o+nq)+...:o;

par suite, de la maniére dont on a choisi €, ¥ présentera un are o
intéricur a (8') et dont tous les points tendront, pour ¢ infiniment
petit, vers les points du segment déterminé par I', sur la droite
(2) Recos(@+d)—C=o.

C’est cet are que nous appellerons Pare normal de .
Assujettissons maintenant ¢ & vérifier non seulement la condi-
tion (16), mais encore I’inégalité

(18)

sin(0—no)| > sinn

que nous serons d’ailleurs amenés a introduire au n® 14 pour véri-
fier la condition b; nous allons voir que, pour |¢| inférieur & une
limite ne dépendant que de r, et 1, X ne possédera stirement dans (')
aucun autre point que ceux de s.

En effet, supposons, par exemple, tang(¢—ng) > o, de sorte
que, sur X, on s’éloignera du pdle en tournant dans le sens direct
(par rapport au pole). La condition en question scra sirement réa-

(1) La détermination du Log est celle qui se réduit & 1 quand ¢ tend vers zéro,
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‘

lisée si le cercle osculateur & ¥, au point © =, est extérieur a 1",
le cevcle osculateur au point © == comprenant, en outre, T, & son
intéricur. Exprimant cetie double condition, on obtient aisément
les inégalités

1— e} 12— 9zl ripysée(d — ng) —pl > o,

1 — XY - 9T ripysée(d — ny) — pi << o,
ou l'on a posé

logp,=:— Ceséc(d — ny) — wtang(d — ng),
logp,=— Cesée{6 — ny) + nwtang(o— no).

Or, d’aprés (18), tang(¢—ng) est bornée inférieurement en fone-
tion de 7; dés lors, les inégalités précédentes entrainent aussitot
le résultat que nous avions annoncé.

Il n’y a done que deux points de 2, soient M, ¢t M, sur la cir-
conférence I". Appelons M, le premier de ces deux points que l'on
rencontre lorsqu'on décrit X en s’éloignant du péle; nous allons
calculer les arguments de M, ¢t M, en convenant d’adopter —ngy
comme argument du podle X =z, et d’attribuer a M, ¢t M, les
arguments résultant d’une variation continue le long de X.

Or, pour |¢| trés petit, M, et M, sont trds voisins des intersections
de la droite £ avec T ; 'argument de M,, par exemple, aura donc
sensiblement pour valeur

—6—/?—E+a/.'7:,

avec f%=r; mais 'argument’ du péle étant —ngy, et M, devant
en étre plus prés que M, (1), on doit avoir

~ T o T
cos (o—n? —|~j;) > cos(o‘ —ny —~f—>,

Ssin(6—no)<o.

d’on

11 reste a fixer Uentier k; or, il est loisible de choisir la détermi-

(*) Il ne peut y avoir ambiguité, car les points M, et M, ne pourraient devenir
équidistants du podle que dans le cas ot Pon aurait sin(é—no) = o, ce qui est
interdit. D’ailleurs, dans ce cas, X dégénérerait en un cercle, et la définition de M,
et M, deviendrait illusoire,
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Av’

. . o . Ty
nation de ¢ de telle sorte que Pon ait |8 ny|<w; cecl posé,
(quand on va du pdle au point M, on n’a pas encore rencontré le

rayon veeleur issu de O dans la direction opposée a (,)s‘?’; fa
différence entre argument du pole et celle du point M, est done
inféricure & © en valeur absolue, ce qui montre, d’aprés notre
convention, qu'on doit prendree &k = o, ¢t Pon est ainsi conduit a la
régle (que voiei :

Le symbole f étant déterminé par les relations
(19) Si=1, Ssin(9 — nojy <o,
les arguments de M, et M, seront respectivement ——0-— f; et

—Cc+f g (& une erreur pres de Povdre de el r) (*).

Donnons immédiatement une application qui nous sera bientdt
utile. Faisons varier ¢ de telle sorte que ¢—ng parcoure Iin-
tervalle (—=, 4 ®) en respectant la condition (18); nous trou-
verons aussitol, pour les arguments de M et M, le Tableau de
valeurs ci-dessous :

-~ T
O—NY. oo, —T 4+ - —_—
Moo . —-nq)—i-?—r—-n —no “'NP—E-!-‘VI
2 ! )
N T
M, ... e — RO ) — YT —NQ A —
: 2 ! P
~ T
0O—NY.euiv.., =+ 1 —*—; T—mn
vy e — Ny 4 —— —no —no—;-*_n
A ST
NI, ...... vhees = NQ———NQ) —NO—T —n(P._._._'_-n
! 2 '

On voit que, ¢ — ny croissant, les arguments de M, et M, vont
toujours en décroissant; de plus, lorsque ¢ —n3 tiraverse la
valeur o, les points M, et M, se permutent; enfin, 'arc parcouru
par les points M, et M, a une amplitude de 3= —27, son milieu
~étant sur le rayon aboutissant au pole.

(1) Dorénavant, on conviendra de négliger cette erreur,
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Suivant les valeurs de 2—n, la spivale ¥ présentera done par
rapport au cercle I, 'une des dispositions ci-dessous :

. fig. 1.

—w b L B—nY L — — Lh—nw L w—1,.

w1 d

L6 —nw-l—1,

Wizl

Dans les cas I et IV [cos(Z-—nz) <ol, Parc M, M, de I tourne
sa concavité par rapport & O: nous dirons qu’il est concave; de
méme, dans les cas IT et TT[, 'ave M, M, sera dit conveze; ces déno-
minations n’ont d’ailleurs plus de sens pour cos(é-—ng) = o.
Observons enfin que si Pon fait croitre C (e conservant une valeur
fixe), ¥ tournera autour du pole e, dans le sens positif ou négatif
sulvant qu’on a sin('r:——n?) > ou < 0. Soit X, la position initiale
de X¥; dans les deux cas, ¥ finira par sortir du cevcle T', aprés avoir
balayé celle des deux végions limitée par I'| et T, qui ne con-
tient pas lorigine.

12. LA coursr £. — Et maintenant, il sera facile de discuter
Pallure de la courbe ¢. Puisqu’elle se déduit de X par la transfor-
mation (14), elle devra comporter n branches % qui se déroule-

20 i

ront respectivement a partir de chacun des points z,=¢"'e *
transformés de ¢"; il nous sullira d’ailleurs d’étudier 'une de
ces branches, £” par exemple, toutes les autres s’y ramenant par
des rotations de 27 : n autour de Porigine. Or, dans le voisinage du
point asymptote x, = ¢~', d’argument —zg, £* est assimilable a une
spirale logarithmique qui couperait ses rayons vecteurs sous un
angle complémentaire de s -— nz. Décrivons ses spires en nous
éloignant de «,; nous ne pourrons rencontrer la circonférence
T',(r=r,) qu'en deux ponts, m, et m,, m, étant le point d’en-
trée dans (8). Pour|e| trés petit, les arguments de m, et m, seront
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respectivement trés voisins de

[N LT 1/, T
—_— 0+ /= et -~ —|0—/—
n( ‘/',a) : /1.( '/'),>’

ol f est toujours délini par (1g). Quant & Pare de £” compris entre
¢es deux points (et que nous appellerons encove arc normal), il sera
trés voisin de 'une des branches de la courbe

(t) reos(n +9)=C,

translormée de X par (14). 1infin, passé le poinl my, la branche ¢
s’éloignera de O pour s’enrouler asymptotiquement autour de .
a la maniére d’une spirale qui couperait les rayons vecteurs sous
un angle complémentaire de 3—nz : ¢’est 1a une conséquence
immédiate de la relation

1 dR v dr

Rd0 ™ 7y
qui vésulte de (14).

En s’appuyant sur ces données, on construira aisément la

courbe £ qui, pour n =3, aura Paspect ci-dessous :

I'ig. =,

Pour simplifier le tracé, on a figuré simultanément sur un méme

By N
plan les courbes I et I11 coreespondant a des arguments o dont la
différence est =; de méme pour et 1V (1). Les courbes Let [11, par

(1) Les courbes I et 1V [cos (3 —nz) < o] seront encore dites concaves, el les
courbes 11 et 111 [cos (3 — nz) > of, convexes,
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exemple, peuvent &tre considérées comme appartenant a un faisceau
d’équation (¢) (n° 10), 0i C ne serait plus obligatoirement positif (1).
Un tel faisceau comprendrail la courbe «f, obtenue pour C=o0
et qui a ¢Lé ligurée en pointillé; cette courbe passe par Porigine (ui
est pour elle un point d’ordre n, les tangentes en ce point ayant
pour arguments ;'2[(2h + 1)77:-—- 3]. D’ailleurs, lorsque & tend
vers zéro, les arcs normaux de 2’ tendent précisément vers les asymp=
totes de ¢. ’

De plus, du Tableau donné au n® 11, il résulte immédiatement
que si ¢ — ng (compris entre —=x ¢t + =) vérifie toujours I'iné-
galité (18), les points d’interseetion m, et m, de la branche ¢* ne
pourront varier qu’a Pintéricur d’un are d’amplitude gl—lﬂ, et dont
le milieu serait sur le segment rectiligne Oz,. Enfin, de la
remarque qui termine le numéro précédent, on peut conclure que,
C croissant, chaque branche de g# se déformera en balayant la
région comprise entre la branche 2% initiale et 1) (et ne renfermant
pas 0), cela, d’ailleurs, sans que deux branches distinctes puissent
avolr un point commun (%).

13. Les cuemins ¢, — Cetle discussion achevée, nous pouvons

définir des chemins ¢% qui satisferont a la condition ¢ du n® 9.
’ . . a \ . . ,
I'out d’abord, d’aprés (18), sin(s-—nro) a un signe bien déter-
miné; prenons

d'osin((} 2)>o0;
25 ST ne) '

(') Ici, C prendrait, tour a tour, des valeurs égales et de signes contraires,

(?) Pour compléter la discussion précédente, on pourra observer (que le passage
de ILa 11, ou de IV a [, passage qui s’elfectue par la valeur exclue sin (3 —n2) = o,
fait apparaitre comme courbes de transition des courbes algébriques, du type
lemniscatique général; tandis que les courbes [1-111 comprennent alors n branches
fermées, entourant chacun des points z,, les courbes 1-1V affectent la forme d’un
circuit fermé unique entourant I'enseinble des 2. Cest le cas critique, ol la défi-
nition de m, et m, n’a plus de sens. Lnfin, le passage des courbes concaves I, IV aux
courhes convexes 11, 1 s’c¢lfectue quand cos(d—nu) s’annule : les courbes 2

sonl encore algébriques, de formes analogues 4 celle de 1, ¢t passent par les a,
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d’apres (13) et (17), on devra avoir

sin(5,.,—a) Zsiny;

d’ailleurs, si Uon change le sens de Pune des deux inégalités précé-

dentes, il devrea en élre de méme pour Pautre. En définitive, le

sens de parcours qu’on doit prendre sur ¢* a partiv du point z,
’ ’ . 9 , . VA e p o .

pour en déduire un chemin d’intégration ¢} satisfaisant a la con-

dition a, est défint par la régle suivante :

Chotstssons i et 8,4 au moyen des relations
(20) fli=1, Siasin(3j == 0) Zsing;
on doil avoir

in (5 oo <
(21) f,‘,_.sm(r)-—-//:_,)—,——/o
oy

Enfin, il vésulte de cette régle, et de la discussion du n° 11, que,
sur les ares normaux de 1, le sens de parcours, qui vient d’étre
adopté, satisfait a la condition

.dy
2 ljt 7= < 0.
( ) Sk (/S

in effet, quel que soit le sens suivant lequel on se déplace sur un
. 9 do . e en .. .
arc normal, le produit fI - est sdrement positil; et, joinle a

(19) et & (21), cetle inégalilé entraine aussitot (22).

14. LA coxprrion b. — Ainsi done, moyennant adoption du
sens de parcours (20)-(21) sur les branches ¢* de ¢, la condition «
sera certainement vérifiée; il nous reste & montrer comment on doit
choisir les constantes C et 2 de (), de facon a satisfaire a la con-
dition b. Pour cela, observons d’abord qu’on a, en vertu de (14),

P /' ds I /' dX\
- . j‘— —_— X 3 b
b.(}\l:)/ ) I, (¥ x.;;+|

la premiére intégrale étant étendue & toute la branche g%, ct la
derniére & toute la spivale X, Posons alors 5 == ¢“; nous aurons,

Journ. de Math. (8 série), tome Il. — Annce 191 l7
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[ 4
sur X,

m=1ucol(d—no)+ (e} cosée(d — no),

en supposant toujours (16) ou (18) vériliée; d’ailleurs, dans cette
hypothése, pour décrire toute la spirale, il sulfira de faire varier u
de —» a + =. Cela étant, on pourra écrire, sur X,

e 1dX | = et Jdut 4+ dw? = e | cosie (5 — ne)ldu,

e | X|P=1—aectcos[ucol(d— np) + Cefensée(d —ng)j + 24y

d’ou
. &
) 1=
(23) n|siu(@ —ng)|
e " du
> oo e
V- S ;/’

(t—2e"cos|ucot(d —ng) + Celcosée(d—ng)|+*n

Cela étant, je dis d’abord que I ne peut étre uniformément bornée
(pour o < e, < &]) que st 3——n? péri fie non seulement (16) mais (18).
Car divisons I'intervalle d’intégration en trois pal'tlc% au moyen
des points = 2log2; pour

—»m<<u<—2loga,

on a
' PR ,
5= |—-— <t—ae*cos[ucot(o—no) + Ce cosée(n - nfg)]
20 .')'3
“+ ¢ I+ — 4 — = —
< .a 10 16
d’ol
. .
~ A |+; ~ ! (l+ ! )
& s\) I & sli+g
5 < = T 2
dn|sin(d—ng)| <;), < '<!;u|smm —ny)| K
ou I, désigne la partie de I provenant de l'intervalle (—= v»-~—2log2) ;

or la premiére lnegallte justifie ce que nous avions avancé; la
seconde montre quesi(18) estréalisée, I, sera arbitrairement petlte
avec ¢,; et une conclusion analogue s’appliquerait a U'intervalle
(2log2, + =).

Reste a étudier l'intervalle (—2log2 <u<{2log2). Or les
infinis de la fonction a intégrer sont donnés par la formule

c R . . .
=03 o Cel + ahmsin(d—ny) =o,
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ou k est un entier quelconque; ceux qui correspondent 4 k=o
tendent vers o avec ¢, ; les autres vestent 4 une distance de I'axe
réel bornée inféricurement si (18) est satisfaite. Dés lors, un calcul
facile montre que la fonction figurant sous le signc/ dans (23) peut
s’écrire

1
. o .
[$in(6—no)| "Flu,z)

[PT

[+ 2Ceu cos(6—no)+ C’s‘;"F‘“"-‘)

I'(u,¢,) étant une fonction de uw et g, qui, pour w et ¢, voisins

de o, est holomorphe, et tend vers 1. En conséquence, un raisonne-

ment classique montre que la partic de [, relative a 'intervalle

(—2log2, +2log2), et par suite | elle-méme, d’aprés ce qui
précéde, tend, pour @ infiniment petit, vers la quantité

&y e s LS du
—;[sm(a—n';)lﬂ T
o, e+ 2Ceiucos(6—noy+ C2er P "
1 e dv
o 2(1+7)
nC" L (vr41)
S e 5o s ds s
En définitive, pour que Pintégrale [= [ —, étendue & foute la

branche p*, veste inlérieure au nombre = du n°® 9, il suffira de
prendre ¢, C et ¢ de fagon & vérifier la condition (18) et les sui-
vantes

e == < Hyur,
N | P
(24) C>Cy= =

H, et I, étant des quantités numériques ne dépendant que de n.

15. EXPRESSION DES INTEGRALES ¥;(Z) AU MOYEN DES INTE-
GRALES CANONIQUES. INTEGRALES PARACANONIQUES. — Et main-
tenant, la démonstration de convergence, que nous avions com-

» mencée au n® Y, se trouve complétement achevée : Sur l'une
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quelconque des n branches de la courbe ¢, les approximations con-
vergent régulitcrement vers une intégrale 7,;(r) de (E,) qui fournit
une intégrale y;(v) =u;(7) Z;(7) de Péquation primitive (E).
On peut observer dés a présent que ces intégrales satisfont sur g%
~a la relation
H~

(25) ' [ Zj(ry =] < T

qui est une conséquence immédiate des inégalités du n® 9; or %
et H ne dépendent que de Péquation (E), tandis que = peut étre pris
aussi petit qu’on voudra pourve que C (1) et || aient été choisis
assez grands. Dés maintenant, nous pouvons done aflirmer que
la méthode d’approximations suceessives du n® 8 fournit pour
(E) des intégrales y;, qui, sur les chemins g%, se comportent trés
sensiblement comme les exponentielles u; du n® 7.

Mais, sur un chemin ¢* donné (2, de facon a satisfaire aux
conditions a et b, on peut préciser notablement allure des inté-
grales y;(z); & cet effet, nous allons montrer que ces intégrales peu-
vent étre définies, mdépendamment de la méthode des approxima-
tions successives, au moyen des intégrales canoniques de ( E ) relatives
auz points z; et x,. En effet, les racines de (3) étant supposées
distinctes, les m racines de chacune des équations fondamentales
déterminantes, relatives aux z, ¢t 4 x,.., seront toutes distinctes
pour |z| suffisamment petit. Dans le voisinage de 2, 'équation (E)
possédera donc un systéme d'intégrales canoniques de la forme

5 dr

—_ 1 -2hany —_— Id — v
vyl,/l = 2, k= Uy sy, L) Vit = U 2 s

les Z;, holomorphes dans le domaine de x, se réduisant a Punité
en ce point. De méme, autour de z,, on aura le systéme canonique
suivant :

—_ T _ "
Mz ™= Uyzy,xy ey Yme= Upmom,«<-

.

Ceel posé, notre intégrale y;(x) satisfait le long de % a des rela-

() Dome, aussi, r, (n® 11).
(2) Done pour C fixe.
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tions linéaires, a eoecllicients constants, de la forme

.7/(’) =AYt o+ f’j)’/,/,+-- A Yo
= blyl,«. .o+ Ci Yt bm}’m,p.

Cherchons a déterminer les a; ou les b;. Or, divisons par u; les deux
relations précédentes; il viendra
tl”

" [/
[/ —_— 1
(26) 7;(x)=a, o St A+ ay, . Smon
J J

173 "
= bi ;ﬁCl,z e I o //j:,“n +...+ /’m Tm :lﬂ,n'
J J
Mais il résulte de I'analyse du n° 13 que, si § se déplace vers z, le
) Y M A
long du chemin %, '
wi(x) ()

I ,')j‘,_,(.l',:’:,s) | = m

sera décroissant (ou croissant) lorsque les inégalités
S sin (5, k— 3) > sin, S'sin(d—no)>o0

secront compatibles (ou non) pour une méme racine carrée de
Punité, f'. Dés lors, uy () : w;(x) tendra vers » (ou o) quand z s’éloi-
gnera indéfiniment sur ¢*; il tendra vers o (ou %) quand z se rap-
prochera de x, (sur £%).

Cela étant, placons-nous d’abord dans le cas le plus simple, et
supposons Uéquation (E) telle que, pour toutes les valeurs de k (+ j),
u; . u; lende vers Uinfini avec x (1). S’il en est ainsi, on peut
¢videmment recommencer la démonstration du n® 9, en prenant
pour = Pintégrale [r-2ds étendue, non plus a la branche £* entiére,
mais & Uarc de * compris entre x et x., arc avec lequel coincident
Tous les chemins d’intégration. On peut donc substituer 4 = une
certaine fonction de |z|, nulle avec |z71|; dés lors, I'inégalité (25)
montre qu’actuellement |Z;, —1| tend vers o pour z infini (sur £#).
Il viendra done, d’aprés (26),

bij=1, hhy=...=by=bjny=...=b,=o0;

(1) Nous verrons plus loin (n®21) que celte circonstance peut effectivement
se réaliser,
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Pintégrale y,(x) qu'on aura calculée sera donc U'une des intégrales
canoniques relatives a x.., et les @ coincideront alors avec les coef-
ficients des substitutions de passage velatives au couple (w3, x.).
De plus, quand x tend vers x;, 4, —-a; {; , tend vers o5 a; est done
trés voisin de 1, si r, est trés grand (1), Mais a;— 1 est évidem-
ment indépendant de r,; effectivement, nous verrons (n® 17)
que a;=—1 est une fonction de & qui tend vers o avee cette variable.

On montrerait de méme que si tous les u, ; u; tendent vers =
quand x tend vers z; (sur "), y,(x) coincide avec une des inté-
grales canoniques relatives a .

Considérons enfin le cas général ol pour certaines valeurs de
Pindice k (r,, ..., )y £ ), witu; tend vers Uinfini avee z, tandis
que pour les valeurs restantes (¢, ..., L, Fj;p+qg=m—1),u; ‘ u;
tend vers o avec x 1. Le raisonnement précédent montre qu’on

aura
‘y/(.f[') = (l/yj-/‘ + a"iy"lc/’ +...+ a”py"p-/‘
= /)j)'/'_,, -+ l)l' Yty + .o+ /"4)/"/'“’"

a; et b; étant deux fonctions de 2 dont on peut montrer qu’elles
tendent vers 1 pour ¢ infiniment petit.

Ainsi done, dans le voisinage du point régulier z,, y;(z) s’expri-
mera au moyen de p 1 intégrales canoniques déterminées, et,
dans le voisinage de 'z, y; sera une combinaison de

qAv=mT—(p i)

intégrales canoniques déterminées; nous dirons que y; () est une

intégrale paracanonique pour le couple de points singuliers (z,, z.);

nous dirons encore qu’elle est d’indice p +1 pour x,, et d’indice 41

pour z., ou, plus simplement encore, qu'elle est d’indice p +1,

si on a p < ¢ Nous reviendrons d’ailleurs sur ces intégrales
0 »

au n° 26.

() Rappelons que Z;.4(2,) =1, et que Z;(.r),) est trés voisin de 1 pour ry trés
grand.
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DEUNIEME PARTIE.

LEs SECTECRS A gy V.

16. Les rarsceaux [(#]. — Revenons au caleul effectil des inté-
grales y;5 nous ne Pavons effectué jusqu’ici que le long de Pare de
courbe £ ¢ nous nous proposons maintenant de déterminer le
domaine le plus élendu possible du plan (z) en tout point duquel
on puisse calculer cette méme intégrale y; par la méthode d’ap-
proximations successives du n®8. A cet effet, nous ¢tablirons d’abord
un lemme préliminaive.

Donnons pour Uinstant une valeur fixe a z; les courbes o
dépendent de deux paramétres arbitraives, C et o5 si le point 2
appartient a une d’elles (C,, 2,), il appartiendra encore & une multi-
plicité =t de branches «* de courbes 1. Considérons alors dans cette

multiplicité Pensemble de toutes les courbes pour lesquelles on a
Y C< 8 < o< au’

C/, €, 2, 2" étant tels que C oL 3 variant dans les intervalles pré-
cédents : 12 les conditions (18) et (24) soient constamment réali-
sées; 29 les symboles f et f; 4 conservent constamment les mémes
valeurs. 1l est elair qu’on pourra toujours trouver des quantités G/,
C"et 3', 2" assez voisines de G et ¢ pour que les hypothéses précé-
dentes sotent vérifiées.

Cela étant, nous dirons de 'ensemble des branches v# ) issues d’un.
méme point fixe, corvespondant a la méme valeur de h, et satis-
faisant aux conditions précédentes, qu’il constitue un faisceau [ 1*],
et nous établivons le lemme sutvant :

Lesmse. - - La valeur que les approximations successives fournis-
sent au point x pour Uintégrale y,(x) est tndépendante de la courbe
du faisceau sur laquelle on effectue les approximations.

Soient (1), et (1), deux branches s’enroulant autour du méme
point z, ¢t appartenant au faiscean; Caprés nos hypothéses, le sens
de parcours qu'il faudra adopter pour déflinir les chemins d’inté-
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gration (¢%), et (g%), ne pourra varier d'unc branche a l'autre.
Désignons alors par u, et u,, deux points pris sur (¢*), ¢t (%),
de telle sorte que les arcs ;g;., ct ;:;. fassent respectivement partie
de (1%), et (£%),; on pourra choisir &, et u, aussiloin qu’on voudra

(si les 1% vont a Pinfini), ou aussi prés qu’on voudra de a, (si les
£ tendent vers z,) tout en satisfaisant constamment a la double
condition suivante : les points u, et y; devront pouvoir étre reliés

N . . ,
par un chemin w1, dont tous les points ¢ appartiendront, chacun,
a une branche du faisceau |17 ], ¢t qui sera tel en oulre que o',

TN
r ’ . . . .
Les |04 (2,5, ¢)| calculés au point & de ., u, par variation continue
. . , v B
a partir de la valeur adoptée en z =y, (ou en Z=u.,) resteront
. . , , « 7 ™ . A
inférieurs a 1 : b'. L’intégrale fr’2 ds étendue a u., u., sera infini-

ment petite.

Il est clair qu’on pourra toujours réaliser la double condition
, ., 1y R N
précédente : car, d’abord, tous les points de w, w, appartenant

a une branche du faisceau, la fonction |0, .|, uniforme dans Paive
TP, 1y, est nécessairement inférieure a 1 sur p, u,. De plus, les points
u, et u., pouvant étre choisis arbitrairement prés de 2, (ou de .),
Pintégrale /r‘2 ds étendue a w., u., peut étre renduc arbitrairement
petite; il en serait de méme, d’ailleurs, si 'on étendait cette inté-
grale de u., et de v., a , (ou a z.) le long de (%), et de (¢*),.

Hl résulte aussitdt de la que la quadrature de rang k figurant dans -
Pexpression (10) de z,,, et étendue successivement le long de ., v.,,
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et le Jong des ares de (%), et (¢%),, s’éloignant de z & partir de u,
et w, respectivement, peut étre rendue chaque fois aussi petite
qu’on voudra enmodule,moyennant un choix convenable de 1, et ..
Etendue successivement a (%), et (v%),, la quadrature donnera
done des résultats égaux (1), et'les valeurs obtenues en x pour z,.,,
(done pour Z;) sur I'un et Pautre chemin sont néeessairement

identiques. C. Q. ¥. D,

17. Les secreuns A, - Ce lemme éLabli, prenons pour (C/, C'),
(2',2") les intervalles les plus étendus qui soient compatibles
avee les conditions que nous venons de leur imposer; les branches
¢* balaieront alors dans la région normale (s) [n® 117 un domaine a
deux dimensions, A, en toul point duquel les approximations (10) four-
niront sans ambiguilé la valeur & une tntégrale bien déterminée de (E),
el cela, d’ailleurs, quelle que soil la branche de v* qu’on aura adoptée.
Nous allons définir les fronticres de A,

Tout d’abord, maintenons ¢ fixe, et faisons croitre C depuis
la valeur minimum C, (24); @aprés la remarque qui termine
Je n° 12, chacun des arcs de la branche ¢* qui est compris & Uinté-
rieur de (5) balaicra la portion de (8) extéricure a o, et comprise
entre Ty et la position initiale de 275 soit A’ cette région; nous
allons étudicer les variations de A" quand on fait varvier 3.

A cel effet, ligurons dans un plan (s) les m racines o' de U'équa-
tion (5) (fig. 4, p. 138), racines que nous désignerons par 5, pour
abréger, et qui, nous le savons, tendent vers les s Appelons D,
la droite (ui joint les points g, o4 et D; la dvoite d’argument nz
menée par g;; ces droites délimiteront autour de 5; comme
origine 2m angles adjacents, deux a deux opposés par le sommet,
et, en général, non nuls (2). Menons alors, par 5;, 2m couples
dedroites Dy, 15 Dy DYy telles que les droites de chacun d’eux
fassent avecladroite D ou D; correspondante un angle égal & 324,

(1) On observera que les fonetions a intégrer sont holomorplies dans le triangle
curviligne zy, g,
(2) Le cas o il n’en serait pas ainsi n’offre dailleurs aucune difficulté (cf, la

note suivante),

Journ. de Vath. (8¢ série), tome 11, — Annie 1giy. 18
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. e
Nous désignerons encore par 4, angle formé par Djx et Dy,

. o . .
par A, sa mesure (< 7); par Ay, Pangle de mesure A, =%, — 27

Fig. §.

formé par D, et D), par exemple; de méme, nous représenterons

par A, X, //\k, A les éléments analogues relatifs au couple Dy, D;.
Nous aurons donc défini, autour de . s;, 2m angles finis (1),
d’amplitudes A,, ou};; ils seront séparés par 2m angles d’amplitude
arbitrairement petite 2%, que nous désignerons sous le nom
d’échancrures.

D

(1) Les 5; tendant vers les s;, si trois quelconques des sj ne sont pas en ligne
droite, on peut toujours supposer que les droites [, sont distinctes; de plus, on
peut encore supposer que la loi suivant laquelle ¢ tend vers o est telle quaucune
des D ne coincide avec aucune des D ;. Dans ces conditions, si | & | a é1é pris assez
petit, le nombre 1 du n® 40 pourra toujours étre choisi assez petit [en fonction des
constantes de I'équation (E) el des limites assignées a o, par exemple| pour que
les 2m angles l, alent, chacun, une amplitude positive. l.e cas ol celte double
hypothése ne serait pas réalisée n’offrirait d’ailleurs que des longueurs d’écriture.
On verra, de plus (n® 20), que les restrictions (u’on a imposées aux variations

de % sont sans influence sur le passage 4 la limite de (E) a (E).
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Ces notations présentées, observons que les arguments des
directions D), D!, D;,, D, sont ng =1, B+ (4 un multiple
prés de =); il en résulte aussitdt que les conditions (18) et (20) ne
pourront étre vérifiées que si le rayon D, d’origine o, et d’argu-
ment ¢, n’appartient & aucune échancrure; de plus, les symboles f
et f;z ne pourront conserver des valeurs fixes que si D reste inté-
rieur & un méme angle N OU /7-;,,. Le domaine le plus étendu pos-
sible ou les approximations du n® 8 convergent vers une méme
intégrale y;(z) sera done celui, A, qui est balayé par A’ quand D
varie & 'intérieur d’un des angles </{,,, ou ik. Nous allons délimiter
ce domaine en nous placant par exemple dans le premier des deux
cas' précédents,

Supposons done que D varie a U'intérieur de iiﬁ I'angle 2—ny
pouvant toujours étre ramené a lintervalle (—=, 4+ =), nous
appliquerons les résultats du n® 12 : argument du point m, cor-
respondant & ¢* variera de (*)

— whr B+ T ahm
rJJ/ PR L. ‘_f_‘

f__, e

an " n an n’

_ pour my, les mémes limites scraient encore valables, a condition
de remplacer f par — f. Done, quel que soit le signe de f, les points
m, el m, ne cesseront d’appartenir & un arc dont les extrémités u’
et v/ auront pour arguments respectifs

;- T ashw
()r=__t’/ L L
n an n
(27) Gir+n T ahm
ik : LT
O em - B~
n" an n

Pamplitude de cet arc est done

I ” By — 2! .

2l D 2N T T Ahy— 21 ™+ Lpyt

U T Dy = = (<m).
n n n n

Ainsi done, A scra limité, d’une part, par deux arcs normaux

(Y En négligeant des quantités de lordre de €7} (n® 41). Désormais, ceci
restera sous-entendu,
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appartenant & deux brauches ¢/ différentes (mais de méme
indiee ), et aboulissant aux points p’ et w5 dautre part, par le

TN

plus petit des deux ares w' w'/ de I',, et enflin par un are.de T' qu’il
est inutile de préciser davantage (fig. 5). Nous donnerons. désor-
mais aux domaines A le nom de secteurs; les divections Ou’, Op!!

seront dites les directions-fronticres du secteur. Le nombre des

. Fig. 5.

/
! hn
.’./_-}e:‘::\’_""‘_.‘__/;_,.___-____

secteurs correspondant a un méme point 6; est égal & 2mn; le
nombre total des secteurs est done de 2m2n; d’ailleurs, les
intégrales définies dans chacun d’cux ne sont pas néceessairement
distinetes : nous en donnerons plus loin (n® 21) un exemple impor-
tant. Observons, enfin, que les 2m?n secteurs A se répartis&ent en
2m? groupes, tels que les n secteurs de chague groupe correspondent au
méme choiz de valeurs pour Bj, ot B, et ne différent que par la
valeur de Venticr & dans (27); & ces groupes de scecleurs, que on
déduit de 'un quelconque d’entre eux par des rotations succes-
sives de 2 : n autour de Porigine, nous donnerons le nom de cycles
de secteurs.

Avant d’aller plus loin, montrons comment I’existence d’un
domaine A, a Pintéricur duquel on sait calculer une méme inté-
grale y; (), nous permet d’établiv, comme nous Pavions annoncé
(n% 13), que le coellicient a; de la formule (26) tend vers 1 quand ¢
tend vers zéro.

Remarquons d’abord qu’on peut substituer a I' un cercle I/,
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de rayon 7 sullisamment grand pour que dans un secteur A d’une
couronne (s”) limitée intérieurement par I'', y;(a) vérifie une
relation (26) avec |a;—1| arbitrairement petit : ceci exige
d’ailleurs que | e| soit suflisamment petit (1). Mais, si Pon a choisi
le rayon extérieur r, de la couronne primitive (s8) supérieur & r;

(ce qui exige encore que |¢]| soit suflisamment petit), A" empiétera

sur un secteur A de (8); d’aprés sa nouvelle délinition du n° 13,
I'intégrale y; définie dans A sera le prolongement de celle qu’on
aura définic dans A” : sous une autre forme, ¢’est dire qu’on peut
trouver un nombre ¢} assez petit pour que linégalité |e|<e)
étant vérifiée, |a;—1| soit arbitrairement petit (2).

18. EXTENSION DE LA THEORIE A L'houaTioN (). — La mé-
thode que nous venons d’employer pour calculer des intégrales
de 'équation (E) dans des secteurs déterminés A du plan (z)
peut &tre appliquée point par point & I'équation irréguliere (E)
qui en est la limite. Aussi, nous bornerons-nous a ’énoncé des
résultats; nous ferons exception seulement pour la transforma-
tion analogue a celle du début (n° 7); il sera entendu d’ailleurs,
une fois pour toutes, que I'on surmontera d’un trait tous les sym-
boles qui se rapporteront & I'équation limite.

Nous allons donc montrer que les racines s; de I’ cquatwn carac-
téristique (3) étant distinctes, umformemcnt a notre hypothése
fondamentale, on peut former m expressions

— — - ah
or(x) = alfl 2" L ol ?‘-,

telles que ’équation (E) puisse s’écrire

() Fe)= SlCyme ..t Tynon s T,

(*) Car il résulte du n®44 que I tend vers o avec C! (donc avec r;!; of. n°14)
etiel,

(*) Une démonstration analogue s’appliquerait pour le coeflicient ; dans le
second cas envisagé, ainsi que pour les cocflicients «; el b, relatifs ¢ Dintégrale
paracanonique considérée en troisigme lieu,

'
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Péquation I'(u) = o ayant pour intégrales les expressions

- Tide o AR I AN
o . al‘) n
w(r)=—c =% ,

et les C, admettant 2 = comme pole d’ovdre (v—1) (n—1).
" dae !
Pour le voir, posons y==ze" | et proposons-nous de prendre

pour & une expression du type donné pour &, de telle sorte que le
cocllicient de z, dans DPéquation transformée, présente x==
comme pdle d’ordre m(n—1)—n-—1 au plus. Les termes
d’ordres supérieurs de ce coeflicient ne peuvent provenir que de
la somme

m

;U—’" -+ M—_—'_l) Elll—2al+2 1\‘/[gl"_v+ (m—v)(m—v— ')_r';m -'/—2;5/];
2 2 ’

V=1

dés lors, si I, (2) désigne 'une des racines de Péquation

_ ]lm -1 n;
(28) || & 4 T.(_,n?._l) n— + ZAV

£

1= -V

2

(m —v)y(m—v—1) [Im—s—1 _
H; =o,

w=1

la différence o,—II;(x) s’annulera pour ¥ =% comme z? au
moins. L’équation (28) ayant ses m racines méromorphes et
du type précité pour x == (en raison de I'hypothése faite sur
les s;), I'existence des m, () se trouve établic.

Cherchons alors la forme la plus générale des coelficients A,
conduisant aux mémes expressions pour lous les my; si les sys-
témes A} et A} (v =1, ..., m) répondent a la question, les diffé-
rences '

devront satisfaire & m relations du type

—mn

a Ty L e = a\,af,;'_"-(- et Ay = P[..,
ou les P, sont pour & = % d’ordre au plus égala m(n —1) — n—1.
Or le déterminant des coeflicients des a, est exacitement d’ordre

ﬁ(—"—12:—'~>"'(n——1), en vertu de notre hypothése fondamentale; a, est
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done au plus ’ordre (v —1) (n —1) — 2, et, en raisonnant comme
au n°® 7, on en déduit aussitot la possibilité de la transformation
annoncée (1).

Cela étant, pour intégrer (E,), on posera, par exemple, y=1u;Z;;
7, satisfera & une équation (B,) qui admettra comme intégrale
la fonction limite Z;(x) des approximations

;0 (x) =1,

o

— > /- L - ] Bl
5/151("'):"*‘2‘/ “In'(i)"'/,k("\@)j':‘/'(C.)a:_]??
=L =

(p=o0,1....),

ot les symboles R, o, f ont des significations analogues aux
R, w, { du n° 8 (ils coincident d’aillcurs avec ces derniéres
expressions quand on [fait dans celles-ci ¢ =0). Comme che-
mins d’intégration, on adoptera, pour la k" quadrature, une
certaine courbe V%) suivie dans un sens qui pourra varier avee k.
Pour que, @ appartenant & un tel chemin, les approximations
convergent régulicrement, il sulfit que soient vérifiées deux con-
ditions identiques & celles du n° 95 la premiére d’entre elles le sera

A

certainement si Pon prend pour ¢* l'une des n branches de la

~

courbe v (n° 42). Quant au sens de parcours a adopter pour la
Jéeme quadrature sur *, un caleul aisé montre qu’il sera défini
par les conditions (20) et (22), ou 'on aurait remplacé 8;, par BM;
il sera donc identique au sens de parcours obtenu pour lare
normal de 2%

Aux intégrales que nous venons de définir pour I'équation (E),
nous donnerons le nom d’tntégrales normales; et, en procédant
comme aux n% 16 et 17, on pourrait montrer que chacune d’elles
est définie dans un secteur A. Toutefois, une double observation
s'impose ici du fait de la disparition de ¢ :

(1) U était bien aisé d’établir que les @, (2, 0) (n® 7) répondent a la question,
Pourtant, on a préféré procéder directement, car la méthode actuelle s’appiique
immédiatemen! a un cas analogue que nous rencontrerons plus loin (n®383) et que,
dés lors, nous pourrons nous dispenser de traiter,
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1° D’une part, le rayon r, de I', peut étre pris actuellement
ausst grand qu’on goudra; la couronne (8) sera donc remplacéce
par la région illimitée extéricure a I' (1). Actucllement les scc-
teurs A sont donc illimités.

20 D’autre part, la condition (18) n’a plus de raison d’étre;
les droites D; disparaissent done, et, en fait, il n’y « plus que
2amn(m~—1) secteurs A, occupés par un égal nombre d’intégrales.
Nous reviendrons sur cette réduction au n° 20.

19. Convercence pes iNtEGraLEs bE (B) venrs cuiies v (I9).
SEcTEURs omrpINAIRES. — Pour instant, nous allons montrer
qu'il existe 2mn(m—2) secteurs A 4 Pintéricur de chacun
desquels I'intégrale correspondante tend vers une intégrale ana-
logue de I'équation (E).

Considérons, en effet, les 2mn(m — 2) sccteurs A que 'on
obtient en faisant varter la droite D (n® 17) a linléricur des
angles ijk (é\ I’exclusion des 7?,) Ces sccteurs, que nous appellerons
ordinaires, tendent (2) vers la portion (A) des secteurs A qui est
intérieure a (5); et 'on peut toujours supposer que, pour |z| assez
petit, tout point z de (A) appartient 4 un A. Ceci posé, la conver-
gence de la suite des z,(x, ) étant uniforme autour de ¢=o,
il nous suffira d’établir que z,(z,¢), ..., z,(x,¢), ... tendent

respectivement vers z,(z), ..., z,(x), .... Or observons qu’on a

So(x) = 1= 350(7,¢),

) . Ny ’ . . L.
et admettons qu’on ait déja établi que z,(z,¢), ..., z,(x,¢)
tendent vers z,(x), ..., z,(z); il nous sullira de démontrer que
21 (@, €) tend vers z,,,(z). Mais, d’aprés le n° 14, on pourra tou-
jours prendre |e| assez petit, et, en conséquence, le rayon r, de T,

(1) On peut évidemment confondre T et T,

(*) Ceci suppose implicitement que z tend vers z ro comme il a é1¢ expliqué plus
haut [note de la page 138]. On verra au numéro suivant que ceci n’implique
aucune restriction essentielle, comme il a été déjia dit,
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assez grand, pour que Uintégrale /,,—z ds, étendue aux portions
de ¢* et ¢* extéricures & I',, soit arbitrairement petite. Des
lors, la différence entre les parties des quadratures fournissant
By (25 8) et 3,0, () el provenant des ares des chemins d’inté-
gration extéricurs a I'; sera arbitraivement petite; mais, & inté-
vicur de 1y, z,(it, ¢) et ses dévivées tendent vers z,(x) et ses déri-
vées respectives; de plus, Pare normal de ¢* tend vers £# (n° 12);

% (@, €) tend done vers E/,_,_, (). C. Q. ¥, D.

20. Secrrurs Mixres. - - Le passage 4 la limite est un peu moins
simple dans le cas que nous avons exelu, et que nous allons exa-
miner maintenant, ol le secteur A provient de la variation de D

a Pintérieur d’un des angles 2. Soient done Dy et Dy, les deux
droites D;p adjacentes & D, de part et d’autve de cette droite;
aux droites D, D; et D;, sont associées, comme il a été dit plus

Journ. de Math. (8" série), lome 1. — Anuée 1gig. 19
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haut (n° 17), des droites de directions arbitrairement voisines,

Di,; D’ Dj; et D} qui déterminent deux couples d’angles

opposés, que nous représenterons par A, Ay et A, AL A ces quatre
angles correspondent quatre cycles (n® 17) de sccteurs A dans
lesquels on sait caleuler quatre cyeles d’intégrales de Péqua-
tion (E) : procédant ainsi pour les m points o;, on obtient bien
les 4mn intégrales que nous avions exclues au numéro précédent.
Or, appliquons le méme procédé a Péquation-limite (E); les
droites D; disparaissant, nous obtiendrons autour de s; (=g;)
un couple unique d’angles p) opposés ; el les secleurs coreespon-
dant a tous ces couples d’angles sont au nombre de 2mn. Il nous
faut done expliquer comment les fmn intégrales en question de (E)
peuvent se fondre deux & deuz pour constituer un nombre moitié

moindre d’intégrales de I’équation-limite (E).
Z- L ) )
Considérons d’abord les angles A, et A, ; les rayons D, d’argu-
& . , e . . A . A , e
ments 6, interieurs respeclivement a A; ou a A,, vérifiecnt Pun ou
lautre des systémes d’inégalités

M) - A< P40 —nPS—,
(22) (20— noify—ne —n<w—mun;
pour A, on a donc f=+41, et pour A,, f=-—1; ¢l D variant suc-

cessivement dans A, et dans A,, les variations des points m, ¢t m,
seront données par le Tableau

A
().
— L~
N ”
] T 2T %1 T 2lum
mMyco.. —@4 ———  ——= — Lt
! n 2n n " 2N n
4 T 2l T G+ N T whym
My.oo. — 0+ — 4 — 4 —= —--r—’——+——+
! n 21 n I an n
(o).
22 . B
50— b a2h,T q i Y/
my.... P ot L T I e — = e — -
: n an n oo 2N n
I} . .
50— bis 2k, 1 T T
My. ... L — Y —— — —— 4

. an n ! n N n
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ol b, et h, désignent les numéros ’ordre des deux secteurs, soient
A, et A,, dans les cycles issus de X, et A,. Or, si k, et h, sont quel-
conques, A, et A, n’auront aucune végion commune; a la limite,
ils ne pourront constituer aucun des secteurs A. Mais, d’aprés

le Tableau précédent, les arguments des directions {rontiéres
sont (1), pour A,,

’ T 2l Bir+n T 2l
f=— o4 2 T 20 et fo— TN T PMT
T n an n n un n
et, pour A,,
Bir— T 2Dy 0 m 2l,m
A | . et Jym— o = 4 — 4 — 2T,
- n xn n = n 21 n

Pour que A, et A, empictent, comme nous le voulons, on devra
avoir d’abord 0, <0, d’ott h,Zh, et 0, <0, dolt h,< h +1
(puisque B;,—B;x<=). On a donc nécessairement h, = h,,
ce qui entraine les inégalités 0, <0 et 0, <)), En résumé, les
secteurs A se rapportent ¢ un méme point singulier z,, et leurs
directions frontiéres sont rangées dans ordre 0, <! <0, <07.
On voit de plus qu’aprés la traversée de D; par le rayon D, les
points m, et m, se seront permutés : le nouvel argument de m,(m,)
sera égal a Dlancien argument de m,(m,), diminué de — =—.

D’autre part, observons que les branches ¢*, correspondant aux
rayons D voisins de Dy, seront convexes (n° 12), cos(6—ng) étant
alors positif. Les courbes présenteront done la disposition ci-apres
(fig. 7, p- 148); on remarquera que les deux secteurs A, et A, ont
pour somme un sccleur A, + A,, de divections frontiéres 0, 0%, que
nous désignerons sous le nom de secteur mizte, et qui tend vers le
secteur limite A; d’ailleurs, A, et A, ont constamment un domaine
en commun, soit A, A, dont les directions frontiéres font entre elles,

pour ¢ infiniment petit, Pangle fini E—_,—l——gr‘ En tout point de A A,

(1) Ces formules ne sont d’ailleurs que des variantes de (27); mais nous avons
préféré donner le Tableau des arguments de m, et de my, afin de mieux mettre
en lumiére la disposition mutuelle de A, et A,,
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on peut démontrer, comme au 1 19, que les intégrales y, ct y.,
définies dans A, et A,, tendent uniformément vers une méme
intégrale y de (E); y, et y, tendent donc uniformément l'une vers

Uautre a U'intérieur de A,A,. En définitive, Pintégrale y, qui occupe

Fig. 7.

le secteur-limite A, apparait comme la trace de deux intégrales y,
et y, de Uéquation (L), définies dans des secteurs A, et A, donl la

somme consiitue le secteur mixie A, + A, qui tend vers A ; les sec-
teurs A, el A, empiétent d’ailleurs mutuellement sutvant un domaine
A A, oy, el y, tendent uniformément Uune vers Uautre (1).

. . < < N L .
Etudions maintenant les angles 2, ¢t 4,; ¢— ng étant toujours
ramené a lintervalle (—=, 4+ =), afin qu’on puisse appliquer les

résultats du n® 11, ces angles seront définis par les inégalités

) N<Bp—no+TH+NnI0—ne_m—mu,
(%) —T4+Nn2d—nell—no—n—n<<—mn.

(1) A titre de vérilicalion, examinons les variations des sens de parcours des
courbes £” pour les quadratures des approximations (10). Quand ¢ traverse la

dp i .
valeur n9, tous les f;, restenl. constants; —— change de signe d’aprés (21), de sorte

ds

que, relativement au poinl x4, le sens de parcours a brusquement changé, ce qui

. . db . ,
s’accorde bien avec le fait que - Teste le méme & Pinlérieur de (3). Cf. la figure 7.
ds
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On en déduit pour m, et m, le¢ Tableau de variations suivant :

_(i;,).

n T 2y 0w B+ T alym T
My =— @A — 4 — - — DT = -
! 1 2n n n n AN n n
1 T olym o Bjk+mn T 2l w
Moo, —Q4— — — = - = -
n an n n n an n n

_____ ().
—n m a2l w 0 T 2h,t T
m‘.'.. _.__B_/_[__._.—_f_..._’;____ ._..r?______ _‘___
n 2n n n n an n n
—n T 2, 0w N T 2hm T
SN = S SREVC SO S S SNEVY. .
n an n n n an n n

On obtient cette fois-ci, pour les directions frontiéres de A, et A,

7 T ah,w Y G+ 0 i /KA

Jy=— 0+ - AN TS 0y =-— f—’-————— LA A
’ n 2n n n 2n n

v Bu—n 3m  akrm o N n ol

}v.—‘—"—*‘—“— —_ ——y ),' TLe— ) == - = — .
n 2N n ! n 2N n

Les conditions d’empiétement s’écrivent alors 0, <0, d’ou
Pon tive 2h, > 2h,+1, et 0, <0, dou h, < h,+2 (puisque
Bii—Bu<®). On a donc h,=h;+1, ¢t on en déduit aisément

Fig, &.

les inégalités 0, <0, <9, <0:. On voit qu'actuellement les
branches {* seront concaves pour |¢—ng| voisin de =; celles qui

N

proviennent de rayons D intérieurs a A, s’envouleront autour du
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point &, avee b= h, + 1, car, pour 6 ---ng = -7, Pargument du
point m, relatif & x, est

n T 2hT n 3n  a(h—Nrm ’

‘ R Rt

n 27 n n 2N n

celles qui proviennent de rayons D intéricurs & A, s’enrouleront
1 9 9 —_— — ? 2

autour du pomnt z,.,, car, pour 5 — ng =--= + 7, Pargument
du point m, relatif & z,_, est '

N T a(h—1)m o In 2h7
: n o an n - ' n an n

et, en vertu du Tableau précédent, ceci s’accorde bien avee le fait
’ I )

que h=h, 4+ 1= h,. A part ces modifications, les conclusions
que nous avons développées pr(,ccdom ment demeureront toujours

valables (1).

21. RETOUR AUX INTEGRALES CANONIQUES. [LE POLYGONE DE
susTENTATION If. — It maintenant nous sommes en état de
répondre a une question importante que nous avons posée anté-
rieurement (n® \8) : définir tous les cas ot l'intégrale y,( ) résultant
des approumatwns du n® 8 peut étre une intégrale canonique relative
a un des points x; (ou & 2.); et dans Pallirmative, ajouterons- nous,
définir le secteur da Uintérieur duquel on sail lu calculer

Pour que y; () soit une intégrale canonique, il faut et il suffit,
comme nous le savons, que le point g; et le rayon D puissent étre
choisis de telle sorte que tous les f; alent la méme valeur, quel
que soit k (5 j); il faut donc (et il suflit) que, quel que soit k (£ 1),
sin(Bjx—¢) ,ut un signe invariable : ce qui narrivera que si

tous les vecleurs s, u',, sont du méme cété de la droite 1, quel que soit

{(Y) On peut se demander s’il ne serait pas possible de passer, par continuité, de
Pintégrale y,, définie dans Ay, & Pintégrale y,, définie dans A, Or, dans les deux
cas envisagés, lorsque ) pénéirera dans Péchancrure pratiquée autour de Dy,
les branches A" tendront de plus en plus lentement vers z, (ou z_), et la conver-
gence des approximations sera de plus en plus lente; lorsque D sera venue
en Dj, ces courbes seront des ovales séparés, ou des courbes étoilées d’un seul

2

tenant (cf. note (*), p. 128), le long desquels les procédés de démonstration que
nous avons mis en ccuvre Lombent en défaut,
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k (# J). En définitive, pour que y; soit une intégrale canonique,
il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient réalisées

19 5; doit appartenir au polygone de sustentation 11 des points o
29 La droite 1) menée par 5; doit étre extérieure a Il

Ce point acquis, établissons le résultat suivant @ les deux cycles
d’intégrales canoniques y, et y, définies dans les cycles de secteurs

provenant de chacun des angles opposés h, et h,, extérieurs & II
en 5;, ne constiluent qu'un seul cycle &’ intégrales (1).
in effet, les angles A, et 4, correspondent & des valeurs de

N

~
)
dont la différence est =. Quand on augmente ¢ de =, sin(2 — n3)

s

el sin(B;, - -2) changent simultanément de signes; d’aprés (20
do 4 A . oy
ol (21), == aura donc le méme signe dans les deux cas. Considérons

alors les deux courbes, soient (1), et (1), qui correspondent a la

méme valeur de C et & des valeurs de ¢ dont la différence est = (),
et soit A, le secteur balayé par U'une quelconque (%) des -branches

de (), quand D varic dans %,. Suivant que le signe commun

dr, e , - NPT .
de 7: sera positif ou négatifl dans les deux cas, ¢’est-a-dire sui-

vant qu’on devra se rapprocher ou s’éloigner de z, dans les deux
suites d’intégrations, nous adjoindrons & (%), une branche (¢%),
de (1), choisie de telle sorte que,les deux branches précédentes
présentent soit deux points m,, soit deux points m, trés voisins.

Ceci posé, faisons varier ¢ ¢t G comme il a été dit aux n% 16 et 17;
les secteurs A, et A,, balayés par (%), et (¢*),, empiéteront néces-

(L) A priori, on devait s’attendre i une telle réduction dans le nombre des cycles,

. . .o . ) . g

car il n’existe que nintégrales canoniques appartenant a des exposants ayant — 't_{"‘

‘ ne

comme partie principale (chacune élant relative & 'un des x,,). Mais il étail indis-

pensable d’approfondir le mécanisme de celte réduction, en vue, surtout, des

applications ultérieures. Aussi les considérations développées dans le texte n’ont
pas seulement la valeur d’une simple vérification.

(%) Ges courbes ont é1é représentées plus haut (fig. 2, p. 127).
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sairement; je dis que dans Paire commune A, A, les deuz intégrales y,
‘et y, coincideront.

Pour le voir, on observera d’abord que les deux branches des
faisccaux [¢%], ct [¢/],, issues d’un méme point z, peuvent étre
relides par un arc de courbe w1, satisfaisant aux conditions o
¢t b’ du n° 16, et qu'on ménera dans le voisinage de z, ou de .,

e le si ] dp oo o " c e el a1
suivant que le signe de —= sera négatil ou positif; ceei fait, il n’y

aura plus qu’a reproduire la démonstration du lemme (n® 16).
Au numéro suivant, nous fixerons les limites du secteur total ol
se trouve définie une méme intégrale canonique; pour Iinstant,
insistons sur ce fait que Uidentification entrey, et y, n’a été possible
que parce que les deux conditions énoncées plus haut étaient réalisées.
En effet, supposons qu’il n’en soit -pas ainsi, et plagons-nous

] .
d’abord dans le cas ol {75 est négatif; (%), et (¢%), s’enrvoulent

autour du méme point z; (1); la double hypothése du début n’étant

plus réalisée, il y aura des quadratures que 'on devra cffectuer
en séloignant vers x. sur ces branches : mais alors, dans le
triangle @, m,, ol w,u, est pris trés loin pour vérifier b, les
fonctions a intégrer ne sont plus uniformes, et la démonstration

du n°® 46 n’est plus valable. Admettons maintenant que ‘;,i% soit

positif; (¢), et (¢), se déroulent a partir de points z, et z,
différents (1); il y aura des quadratures que Pon devra effectuer
en tendant vers 'un et Vautre de ces points (suivant qu’il s’agit
de y, ou y,); &, et v, devant étre pris trés prés de z, et de x,
respectivement, la réalisation de* b’ sera encore impossible (3).

(Y) Pour le voir, il suffit de se reporter i la figure 2, Ce point sera dailleurs précisé
ai cours de la discussion du numéro suivant,

(%) Du moins, si on ne peut identifier y, et y, pour & donné, peut-&ire pour-

rail-on penser (qu’en un point zappartenant a A, el 4,, Y2 ¢ tend vers o avec <.
)2

Iin fait, il n’en est rien, Car, dans les deux cas que nous venons d’envisager,
k] 1

prenons ¢, et @, arbitrairement. loin, et faisons tendre ¢ vers 0; dans les deux eas,
P

Parc py ., traversera un arc de (), ou (%), sur lequel | o), | sera trés grand,
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Nous observerons enfin que la réduction qu’on vient d’établir
dans le nombre des cycles, relativement & 'équation (E), se retrouve
encore pour I'équation-limite (E), lorsque s;(=3;) est un sommet du
polygone de sustentation II des s;, et que D a été menée extérieu-
rement a Il. '

22. Les secreurs caNoNiQues V. — Revenons maintenant
au secteur Lotal A, +4,, oit nous avons montré qu’on peut définir
une méme intégrale canonique; nous désignerons un tel secteur
sous le nom de secteur canonique. Les n secteurs canoniques cor-
respondant au sommet s; formeront, par déflinition, un cycle
de secteurs canoniques; nous rveprésenterons par Vj, le secteur
qui oceupe le vang b dans un tel cyele, ou, plus simplement, par ¥,
lorsqu’une telle précision ne sera pas nécessaire. Proposons-nous
maintenant de déterminer les divections frontiéres d’un secteur
canonique,

Pour simplificr 1'écriture, nous adopterons les notations sui-

Fig. o.

vantes : les points 5; situés sur If seront numérotés dans Pordre
ot on les rencontre en décrivant le contour de I dans le sens direct.

Nous désignerons par v; Pargument (1) de la différence 5,,.,—3;

(1) St M est de nombre de sommets de I, on peut toujours supposer ces argu-
ments rangés dans Pordre 0 <y <...<y;<...<yw <2T, quitte 4 rem-
placer s’il y a licu 7ipar i+ 27 ou gy par yy — 27,

Journ. de Math. (% séric), tome II. — Aanée 1914, 20
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(avec nos notations antérieures, on aurait donc y;=8;,.,);
si I n’a que deux sommets, il en résultera v,=1y, -+ =, mais cette
circonstance, qui se présentera siirement pour m = 2, ne modifie
en rien les développements qui vont suivre. Soit alors 5\, I'angle
—_— > ;. ~

formé par ¢;5;,, avec o,_,9;, et A, 'angle opposé; nous suppose-
rons d’abord qu’aucun de ces angles ne contient la droite D;
(d’argument ng), et, de méme qu’aux n% 19 et 20, nous envi-
sagerons successivement deux cas.

. ¢ o .
Premier cas. — L’angle A, est défini par les relations

(%) ~ AN <Y =AY+ 028 — Ry —no—n<—nu.

‘ . .

Dans %,, on aura f=+1=f (jF k=1, ..., m); don,
Lo

pour A, et A, Z—(g < o, et I'on accouplera les branches (1*), et

(1%), de maniére que ce soient leurs points m, qui voisinent. Or,
pour (¢*),, Pargument de m, est de la forme

(n° 12) et, pour (5*),, il est égal a

d4+7  m . 2h,T
o >

n 2n n

on devra donc prendre h,= h,; soit h leur valeur commune. Ce
seront alors les m, qui donneront les frontiéres de ¥;,; or, pour A,,

Pargument de m, varie de

i % 2he i1+ T 2h%
— - a —_t—
n an n n ‘on n

’

et, pour A,, de

'/j’-*'"l + 7

2hr Y+t +T T 2hT

7
— + +
n 2n n n 2n n

|
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Les directions frontiéres de V;, scront done

v —1 3rm  2hrm
5”"‘—'&7-‘—-;,# "
(29)
v 7/'_1-4—,'/1 ™ 2hm
Tj/,——————-— -+ — —_—
n 2n n

L’amplitude du secteur canonique V,, sera alors

Y=yt an 3,
n n’

elle est arbitrairement voisine de

Vj+ 27I’

n
V; désignant l’angle extérieur au polygone Il en 5;. Remarquons
en outre que les deux branches (g¢%), et (£%), s’enroulent autour
du méme point singulier z,, et que I'intégrale que nous savons
calculer dans V;, est U'intégrale canonique relative au point z; et a

roe e 1o]

I'exposant caractéristique — —2%

net

< . . ’ o
Deuziéme cas. — 1.’angle 4, est défini par les inégalités

(24) N<Y;j4—RQ+NZ0—noly,—ne—rn<T—mn.

A . L. - d
Dans A,, on a f,=+41, f =—1; d’oli, pour 4, et A, 72>0 :
cette fois, on associera donc (%), et (g*), en accolant deux

Ve

points m,; or, pour A,, 'argument de m, est

-

o) T 2h, T

n 2n n

’

et, pour A,, il vaut -
0—T N 2/:,7r;
n an n

on doit donc prendre h, = b, —1 (soit h —1), et ce seront les m,
qui donneront les frontiéres de V; dés lors, en opérant comme
tout & I’heure, on trouvera que les directions frontiéres sont encore
données par (29). Mais, dans ce cas, les branches £* et £ s’en-
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roulent respectivement autour des points 2, et x,_,; de plus,
Pintégrale, qu’on vient de définir dans Y, coincide dans ce sec-
teur avee la branche d’intégrale canonique, relative aw point .,
appartenant & l’exposant ¢!, et calculée en x le long d’un

chemin qui aboutit directement de x.. au secteur ¥ ;, en passant entre
les points z,_, et x,.

Supposons maintenant que le couple d’angles 5.", N, extérieurs
a Il en g;, contienne une droite D;; ceci arrivera d’ailleurs deux
fois, et deux fois seulement : & savoir, lorsque o, coincidera avec
P'un des deux sommets 6, 5;-, Lels que les droites Dy, Do d’argu-
ment ny menées par g, -et 6, comprennent II entre elles deux.
Il suflit alors de combiner les résultats qu’on vient d’obtenir avec
ceux du n®20 pour constater que les deux cyeles de secteurs corres-
pondants seront formés des secteurs canoniques mixtes ¥, ¥;» dont
les directions frontiéres auront encore la forme (20) : V;, par

exemple, sera la somme de deux secteurs d’amplitudes (V.4 27%) i n

ot (Vi+2z):n, (V

; et Vi désignant les amplitudes des angles

. > -
déterminés par D; avec 6;_,5; et 5; r:jr+,>, qui auront en commun

un secteur d’amplitude 27 : n.
Pour figurer la disposition des branches ¢# & Pintéricur des
secteurs précédents, il sera commode de dresser le Tableau suivant

Fig.%io0.
DJ';/
. ”r ‘:\~
\
65
\ [y
\
! (o5 2
AV
/
//
/718
’
\\\ P

(ot Pon a désigné chacun des angles formés par D; ou D;- avec les
cotés de II par les mémes lettres que dans la figure 10) :
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| 2 3 4. 5 i 7. 8
f. ..... P —+ —_ —_— ~- ~+ —_ —_ -+
Srhooinn S+ R T = +
(|
.. — - 4+ 4 = 4+ =
s
df
T — — 4 -+ + -+ —_— —

On obtient alors, pour les branches ¢# associées a chaque angle 4,

Fig. 11,

la disposition ci-dessus (les eourbes sont figurées avee le numéro
d’ordre de Pangle auquel elles sont attachées).

23. RECOUVREMENT DE LA REGION NORMALE (5) PAR LES SEC-
TEURS CANONIQUES V. — Nous pouvons nous rendre compte
maintenant d’une maniére précise de Pagencement des secteurs
canoniques ¥, correspondant aux différents points z; et aux diffé-
rents sommets 6; de II, ainsi que la nature des intégrales cano-
niques quileur sont affectées. Faisons croitre constamment Pangle 2
tout en respectant les conditions (18) et (20); le rayon D corres-
pondant tournera dans le sens direct autour de chacun des sommets
successifs a,, ..., oy (M étant le nombre des sommets de II), tout
en restant extérieur aux échancrures que nous avons pratiquées
(n® 17). Les points m, et m, se déplaceront par continuité sur T,
dans le sens rétrograde; il n’y aura exception que lorsque D tendra
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vers D ou D+ : mais alors, apris la traversée de I'échancrure
correspondante, nous choisirons le couple (m, m,).voisin du couple
(my,m,) formé par les points primitifs m,, m,, préalablement per-
mutés. Supposons qu'on ait 1< L’ << M; pour 12757/,
les secteurs V;; scront balayés par des couples de chemins 1/
convergeant vers x;, et les intégrales seront canoniques pour .
Pour j'<j< )", les V4 seront balayés par des couples de chemins
d’intégration convergeant vers z., l’un partant de x;, et I’autre
de z;_,; les intégrales obtenues coincideront avec les détermina-
tions des intégrales canoniques pour xz. et prolongées le long de
chemins passant entre x, et x,_,. Enfin, pour j”" ZjZM, les che-
mins d’intégration convergeront vers x,_,, et les intégrales seront
canoniques pour z,-, (1). En définitive, quand on sera revenu au
sommet initial o,, le secteur V,, se sera transformé en le secteur
(du méme cycle) Vy,,,=V,s_,; on voit que, grdce a l’intermé-
diaire des deux secteurs mixies, on aura sauté d’un point singulier z,
a son antécédent z;_,. Comme, d’ailleurs, on peut procéder sur
V, s de la méme facon que sur V,;, on voit encore que, lorsque o,
aura décrit n fois de suite le polygone II, le secteur. V ;; aura coincidé
successtvement avec les nM secteurs canoniques (ordinaires ou
mixtes) que Uon a défint antérieurement.

Les résultats précédents entrainent une importante conséquence ;
considérons, en effet, les secteurs V;, et V,,_,; ces deux secteurs
d’amplitude voisine de (V,; 4 27) : n se déduisent I'un de Pautre
par une rotation de 2% : n; ils présentent donc un secteur d’empié-
tement, commun a chacun d’eux, et dont 'amplitude est voisine
de V;: n; nous désignerons ce secteur par la notation V'~'; ses
directions frontiéres sont d’ailleurs, en vertu de (29),

Yi—h __3_1_- a2kt
(30) n an nw’
0
j Yim+mn  3m  2hkm
n 2n n

(1) Dans tous les cas, ’exposant auquel appartiendra 'intégrale sera celui qui

G; g,
n . . . . J J
a méme partie principale (ite — % (pour z,) ou que T (pour z,).
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—
Cest dire que, étant donnés un rayon quelconque ¢ de la cou-
ronne (3), et une valeur quelconque de Pindice j (j =1, ..., M) :
1° On pourra toujours trouver une valeur de h (indépendante

—>

de j) pour laquelle ¥ ;;, recouvrira le rayon ¢
20 Il existera une valeur de j (et une seule) pour laquelle les prux

. -> .
secteurs V;, el V; ,_, recouvriront le rayon g; ce couple de valeurs /, h

sera celul pour lequel Pintervalle (30) correspondant contiendra
—
Pargument 0 du rayon .

Chaque rayon 9> de la couronne (8) se trouve done recouvert
par M 41 secteurs canoniques ¥,,, ..., Vi oony Typet ¥, (1),
de sorte qu’en tout point de la région normale (s), on sait calculer
M + 1 intégrales canoniques de I’ équation (E).

En particulier, supposons que lous les points 5; (j =1, ..., m)
forment les sommets d'un polygone convexe (ce qui aura Loujours
lieu pour m = 2); ceci arrivera sarement, pour |e| assez petit,
siles s; forment eux-mémes un polygone convexe. Un tel polygone
coincidant alors avec le polygone de sustentation 1l des s, le
nombre M sera égal a Pordre m de (E); en tout point de la région
normale, on saura donc calculer m + 1 intégrales de Uéquation () (2).
D’ailleurs, a Vintérieur de Vun quelconque des secteurs d’empié-
tement (30), chacune de ces intégrales représentera la méme
fonction analytique, de sorte qu’a ’intérieur d’un tel secteur, ces
m + 1 intégrales satisferont a une relation a coefficients constants ; ¢t

(1) Exception faite des ravons p’cnrrespnndant aux échancrures relatives aux Dy ;
ils ne seront recouverts que par m secteurs, Mais celle restriction est sans impor-
tance pour notre bul actuel.

(*) Pour préciser, il conviendrait d'ajouter que, puisqu’un secteur canonique
mixte provienl de deux secleurs ayant en commun un sectenr d’amplitude 27 ¢ n,
on saura définir en toul point de (3), saul dans les échancrures, un systéme de
m -+ 3 intégrales; mais, de ces intégrales, deux couples sont infiniment volsins
pour ¢ infiniment petit; comme nous n’avons en vue qite les propriétés de I'équa-
tion limite (E), nous pouvons loujours supprimer une ou Pautre des intégrales
de I'un quelconque de ces couples,
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il y aura autant de ces relations que de secteurs d’empiétement,
¢’est-a-dire actuellement mn. .

Nous allons étudier ces relations, qui deviendront, & la limite,
les relations de structure du point irrégulier, et dont nous géné-
raliserons d’ailleurs I'existence, lorsque les o; flormeront une confi-
guration quelconque.

TROISIEME PARTIE.

LES RELATIONS DE STRUCTURE DU POINT IRREGULIER.

24. LES INVARIANTS DU GROUPE DE MONODROMIE D UNE EQUA-
TION LINEAIRE. — Désignons d’une fagon générale pav e, ...,
€, Cnyy les points singuliers (réguliers) d’une équation différen-
tielle lindaire (&), d’ordre m. Soient y!, ..., yi les m intégrales
qui forment le systéme fondamental canonique relatif a ¢, cha-
cune d’elles n’étant d’ailleurs définiec qu’a un facteur constant
prés; appelons encore S, la substitution canonique correspon-
dante, et 7, ..., r. les racines de son équation carvactéristique
(racines que, pour simplifier Uéeriture, nous supposerons dis-
“tinctes); soit enfin ¥, la substitution de passage qui lie les inté-

grales y/ aux y/*'; on aura ainsi

N N 12 3 . B
(:'/‘) .7/'~15/"//.}"1'+'+-'-“"@72.)’7;7' (./='1'--9’77a /l::l,...,ll).

Le groupe de monodromic’ G de (8) est dérivé des n substitu-
tions T, =X"'5,%, qui, dailleurs, sont liées & 5,,, par Ja rela-
tion
(31) Ty Ty TuSp == 11,
de sorte qu’on peut dire encore, si 'on veut, que les substitutions
fondamentales de G sont ), ..., T,_, 5,.,. Cherchons & définir
explicitement un systéme d’invariants pour ce groupe.

Puisqu’on peut multiplier chacune des y/' par un facteur cons-
tant, on voit (en faisant abstraction du facteur commun par
lequel on peut multiplier toutes les y/) qu’il entre dans les (3,)

nmi—[(n—+1)m—r]
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paramétres arbitraires. D’autre part, les racines 7/ doivent dtre
comptées pour (m —1)n paramétres seulement (pulsque la substi-
tution y|A(z)y permet de prendre arbitrairement le produit
ri...rt). Enfin la relation (31), od S,,, est connue dés qu’on
g’est donné les S,, introduit m2— m relations non identiques
entre les B. On voit done que G doit dépendre de

nmt—(n+ym+14n(m—i1)—mt+m=(n-—i)(nt—1)= 2%

invariants, ce qui est bien le nombre obtenu par H. Poincaré (1),
a la suite d’une énumération un peu différente, '

On sait d’ailleurs que le choix effectif d’un systéme d’invariants
comporte toujours unc large part d’arbitraire, puisqu’on peut
substituer & tout systéme de ) invariants un systéme formé par
% fonctions indépendantes (déterminées) de ces quantités (2). Or,
actucllement, le procédé d’énumération que nous avons employé
va nous permettre de constitucr un systéme trés simple d’inva-
riants. En effet, observons que les rapports

' @/h ﬁjl
/h—' ﬁ p“

sont indépendants de li dilatation arbitraire qu’on peut faire subir
aux intégrales canoniques; mais ces rapports relatifs a b =
sont au nombre d¢ (m—1)%; ceux qui ont trait & h=-2, ...,
n—1 [puisque nous pouvons négliger T, en vertu de (31)] sont
au nombre de (n—2) m{m—1). L’ensemble de ces rapports,
joints aux n(m —1) racines ri, fournit bien )t invariants, tous
distinets, en vertu méme de leur mode de formation. '
Pour abréger, nous donnerons aux r/ le nom d’invariants de

(V) Acta math., L, &, 1884, p. 205; Eusres, L. LI, p. 303, Leés calculs précédents
supposent d’ailleurs n 2 2, hypothése que nous avons toujours le droit d’admettre.

(?) Ainsi, un caleul facile montre que les coeflicients y%, de la substitution T,
5

sont de la furme ‘- fu K), ot les f;, sont des fonctions rationnelles des rtet

des rapports n quc nous introduisons ci-aprés. Les expressions vl et 7k Yk qui,
a priori, devaient étre des invariants de G, s oxpnmnnt bien au moyen des r} et "

deS K//‘
‘ Journ. de Math. (8 série), tome IL. — Année 1919, 21

J
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premiére espéce; les K/, auw nombre de (m—1)[m(n—1)-—1|
seront les invariants de seconde espéce de G. .

23. LLEs RELATIONS DE STRUCTURE ET LES INVARIANTS DU

POINT IRREGULIER DE (E) : CAS OU LES §; FORMENT UN POLYGONE

convixe. — Revenons & (E). Soit encore y! intégrale cano-

. T .

nique pour z,, et dont Vexposant admet ~M—j, comme partie
<

principale; puisque les 5; forment un polygone convexe, nous
savons calculer cette intégrale par approximations successives,
quels que soient j et h. Soit encore z! Uintégrale, canonique pour z.,,
d’exposant voisin (relativement) de % et prolongée jusqu’au
point z le long d’un chemin direct (1) passant entre z, _, ot 2. Les
relations qui existent, entre les m 41 intégrales qu’on sait cal-
culer en un point quelconque de (8), sont de 'une ou de lautre
forme que voici :

i3 — Je-1,
(32 )53’,‘ Sl )il s N,"_.+a,,,y, Vevragiym e

m

! Ih I‘b,/,}’j“i"-.-'i‘l{’, y/_,'{"b /,.a/r+. .—{—b’-/l Z,u_,--*— //’y/'l l-+—...+ /’Z ,/,I, l.

Il est a noter d’ailleurs que 'écriture de ces relations comporte
un certain arbitraire, en vertu de Vexistence des deux secteurs
mixtesV,,, V;+, (n® 22); aux relations (32) on pourrait uwuhst’ilucr
d’autres qui contiendraient y/, si_,, ¥, ou .. Mais, puisque y
et z!, par exemple, tendent I'une vers 'autre dans ¥, 4, comme il a
été expliqué (n® 20), les coefficients des relations (32) tendront vers
le méme systéeme de valeurs-limites, quelle que soit la forme donnée
a ces relations, et c¢’est la, pour nous, la seule chose qui importe.

Or les mn relations (32), quoique de forme légérement diffé-
rente des (Z,) (2), peuvent étre évidemment utilisées de la méme

(1) Cest-a-dire, sans Lourner autour des autres points x,

(#) Drailleurs, en procédant a partir des relations (32), il serait aisé de former
un systéme de relations du type (2,). En eflel, on joindrait le point z, aux
pomls ;, par des chemins déterminés (directs, par exemple ). Le long de ces che-
mins, on aurait des relations de Ja forme (2) dont I'ensemble comprendrait
rim? coellicients inconnus. Mais, en exprimant les y el les z qui figurent dans ces
relations au moyen de (32), on obtiendrait par identification nm? relalions
lindaires qui fourmraient les coeflicients,
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maniére, et fourniront un systéme de (m—1)[m(n—1)—1]
invariants, pleinement équivalent & celui des K.

Et maintenant, il est bien facile de déterminer les limites vers
lesquelles tendent les invariants du groupe de (E). En cffet, onavu
(n% 19 ct 20) que les intégrales canoniques de (E) tendent vers des
intégrales normales de (E). Ces derniéres sont définies dans des
secteurs V;, qui ne sont autres que les limites des secteurs cano-
niques V;, et qu’on obtiendrait par un procéd¢ identique appliqué
a Péquation-limite (E). En tout point z (suflisamment éloigné), on
saura donc calculer m+ 1 intégrales normales qui seront liées
par des relations (32), limites de (32). Nous appellerons ces rela-
tions-limites (!) LES RELATIONS DE STRUCTURE DU POINT IRRE-
GULIER. Les combinaisons de formes analogues a cellc des K,
calculées au moyen des coellicients des relations de structure,
seront, par définition, les iNvaniants du point irrégulier; et nous
pouvons ajouter aussitdt que le point irrégulier x. (de rang n),
de Uéquation (E) (d’ordre m), posséde (m-—1)[m(n—1)—1]
invariants, qui sont les limites des invariants de seconde espéce
du groupe G de (E).

Quant aux racines des équations fondamentales déterminantes
de (E), elles tendent vers llnflm Mais leurs n(m-—1) combi-
naisons symctrlqucs

)
n

) . N
Z (5),,)"—/1/“‘f _Z 8//)"_’ j/l — aw. 1-v ‘ (J#O)‘

P - net — ol —e'aly (v=o)

1) En apparence, ces mn relations sont & mn inconnues; mais, si I’on pratique
9 1 )
une coupure rectiligne le Jong, par exemple, de la frontiére commune de deux sec-
teurs V conséeultils, on apercevra aisément. que ces relations contiennent en réalité
s =h . [ )

m(n 4 1) intégrales ;5 4 savoir (n—1)m intégrales dont les secteurs ne con-
tiennent pas la coupure, el m intégrales définies de parl ct d’autre de la cou-
pure. Pour former les invariants K, on ne tiendra comple que des relations ol
figurent les m derniéres inlégrales, définies d’un ¢6t¢ déterminé de la coupure : on
obtiendra bien ainsi (m—1){m(n—1)—1] invarianis K, L’utilisation des m
équations restanles reviendrait a celle de (31).
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(v=0y..., n—1; J=1, ..., m— 1) tendent vers des limites
finies, — o ,_,. En définitive, lorsque les s; forment un polygone
convexe, on peut constituer un systéme de % invariants du
groupe de monodromic de (E) qui tendent vers des limites finies,
calculables sur (E). |

26. Cas oU LE POLYGONE DES §; N'EST PAS CONVEXE. — Pour
établir les résultats précédents, nous avons dit supposer que les s;
forment un polygone convexe; nous allons montrer maintenant que
-ces résultats subsistent lors méme que cette hypothése n’est plus
réalisée; mais alors la formation des invariants devient d’autant
moins simple que le polygone des s; s’écarte davantage d’une forme
convexe.

Lorsque les s;, ou les 5;, ne [orment pas un polygone convexe,
la méthode des approximations successives ne fournit plus dirce-
tement les mn intégrales canoniques de (E) relatives aux x;; mais,
du moins, elle permet d’obtenir des intégrales paracanoniques
dont Pallure au voisinage de z, el z. généralise, comme nous avons
vu, celle des intégrales canoniques.” On concoit donc que, grice a
I'existence de ces intégrales paracanoniques, il soit encore possible
de construire un systéme d’invariants tendant, pour ¢ infiniment
petit vers des limites déterminées. D’ailleurs, un tel systéme n’est
pas défini d’unc fagon unique; on pourra, par exemple, le choisir de
la facon suivante. .

Appelons toujours ¢, ..., oy les sommets du polygonc de sus-
tentation II et supposons, ce qui n’introduit pas de restriction
essentielle, que trois quelconques des &; ne soient pas en ligne

. . . A . r e N A o
droite. Soit alors ¢; un point ¢ intérieur a Il et A, A, 'un des
couples d’angles opposés qu’on a attachés a o; (n°®17); a'intéricur

ENTER ) . : :
de A,, A, on ne rencontre aucun autre point ¢ : effectivement, tous
ces points ¢ se trouvent répartis en deux groupes de v et v} points

e . RENEES .
situés, chacun, dans 'un des angles extérieurs a A}, A}; soit ¥, (1)

: N S .
le plus petit des deux entiers précédents. Quand %’ (et 7\;> varient
de toutes les maniéres possibles (s, restant fixe), v; admet un
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minimum v; (>1) et, en vertu des résultats du n® 13, on pourra
définir, relativement ac;, deux cycles de 2n intégrales paracano-
niques, d’indice v;+ 1 (1), dont chacune convergera dans un sec-
teur d’amplitude (m + V) : n(V >o0), de sorte qu’en tout point z (?)
de la région normale ( $) on pourra calculer 'une ou I'autre de ces
intégrales paracanoniques.

Procédant de méme pour tous les m — M points o; intérieurs i I,
on pourra donc caleuler, cn tout point z de (8), m——M intégrales
paracanoniques déterminées ; dailleurs, on sait déja (n® 23) qu’en un
tel point, on peut calculer M +1 intégrales canoniques. En défi-
nitive, 'ensemble de toutes les intégrales canoniques ou paraca-
noniques qu’on aura calculées sera caractérisé par cette propriété -
de provenir de tous les m points o}, la somme des indices des inté-
grales étant minimum; le nombre des paracanoniques d’indice
donné ne dépend d’ailleurs que de la configuration des o; (au point
de vue de la Géométric de situation).

<Cecl posé, les m ~+ 1 intégrales qu’on sait calculer en un point
quelconque de (3) sont liées par une relation linéaire, & coefficients
indépendants de x; pour e infiniment petit, cette relation, et les
relations analogues, tendront vers des relations déterminées que
nous appellerons encore les relations de structure du point irrégu-
lier. Montrons comment on peut déduire des coeflicients de ces
" relations un systéme complet d’invariants de seconde espéce;
pour abréger Pécriture, nous nous bornerons au cas ou l'on
a M = m —1, mais le procédé se généraliserait aisément.

Désignons par y,, ..., ¥, un systéme de m intégrales canoniques,
pour 'un des points singuliers, z,, par exemple, et par 3,, ..., 7, un
systéme analogue pour z.. Si, entre ces intégrales, on connalssalt
des relations de la forme ( E,,) [n° 24], soit

m

(33,) 5:‘:2 CijYis

Jj=1

(Y) D’une maniére plus précise, celle qui correspond a 1’anglc’ /)\, étant d’indice
v;4 1 pour Je point z,, par exemple, celle qui correspond & l’angle opposé sera
d’indice v;+4 1 pour le point z..

(%) Dont I’'argument ne correspond pas a une échancrure,
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on en déduirait immédiatement (m —1)% invariants de la forme

__CijCpy
e
CiyCyj

Mais, autour de z;, on ne connait que y,, ..., Y,—,, par exemple,
et une combinaison de y,,_, et y,, qui doit s¢ réduire & unc combi-
naison de z,, ..., z,_, seulement (les indices étant convenablement
choisis) (). Cette combinaison scra donc de la forme

(36) v Jdb i ob

Ymer = D m,} n=1"" m) m
(o D =]¢;|). De méme, en x. on ne connait que z,, ..., z,., €t une
combinaison de z,., et z, qui doit étre linéaire en y, ..., Y-, (%)
" et qui est donc de la forme
(35) S+l = cmm:m—t_ Cin l,mzm'

Ainsi done les relations, soit (33 bis), qu’'on sait former entre les
Yis vos Umess Ymars 21y wos Zm-1s Zmey peuvent étre considérées comme
déduites de (33) au moyen de (34) et de (35). Appliquons alors
a ces relations (33 bis) la méthode donnée au n° 24 pour la cons-
truction des invariants de G; il est bien facile de vérifier que les
quantités K', qu’on obtient”ainsi comme invariants a partir de
(33 bis), ne dépendent, en fait, que des invariants qu’on aurait
déduits de (33). Eneffet, changeons y; en A;y;, 7; en w,3; dans (33);

: . v My, N Joh .
c;; sera remplacé par e et D par T D; de méme, 5o Lt
()D °J he s e nent

e ey . [Lyeee . Lyosoldom—
22 seront multipliés respectivement par & ;‘"‘ bop Hrfaot
()C,,,'m_,,‘ N eeedyn g )'~l-'-)‘/ll—2 )‘m

. . . . 3. M P
Cette transformation reviendra donc & multiplier y,,., par ===

}I'lll
et, de méme, z,,, par &i'—‘{‘—ﬁ'i; clle n’altérera done pas les K'; en

m

(1) Ceci suppose implicitement m > 2, conformément d’ailleurs & une remarque
que nous avons déja faite (no 23), :
1 i _

() Les deux intégrales paracanoniques précédentes proviennent d’un couple

N ) o
d’angles opposés 1y, 25 (le nombre v; étant égal a 1).
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d’autres termes, les K’ ne dépendent que des K : c’est cc que
vérifie le calcul direct que nous omettons (1).

27. Lis INTEGRALES NORMALES DE (E) ASYMPTOTIQUEMENT
EQUIVALENTES. LEUR oriGing., — Revenons maintenant aux
relations de structure du point irvégulier pour en faire de nouvelles
applications. Nous nous bornerons d’ailleurs au cas ol les o, for-
ment un polygone convexe; bien entendu, les résultats que nous
obtiendrons pourraient étre étendus au cas général moyennant
des complications de détail, analogues a celles du n® 26. De plus,
en raison de notre but actuel, nous n’établirons aucune dis-
tinction entre les secteurs ordinaires et les secteurs mixtes; nous
n’aurons done pas a distinguer 'une de Pautre les deux intégrales
canoniques d’un sccteur mixte.

Nous avons déja observé qu'a Pintéricur d’un secteur d’empiéte-
ment V) "=t on peut calculer m + 1 mtegralcs ; d’aprés notre con-
vention, nous pourrons les désigner par ()

h— /i h-1 / /: /i
)’ll " ceey yll‘y J’j ] ,}’,“: }’/ffh oy )’1:1-

Cela étant, je dis d’abord qu’a V'tntérieur de V"=, les rapports
BARP U O R
sont trés pelils (k = j; h'=h ou h —1).

En effet, d’aprés le n© 13, il sullit évidemment de prouver que
les rapports |uy : u;| (k 5= j) sont trés petits a 'intérieur de ¥/,
Mais, pour ¢ infiniment petit, ces rapports tendent dans (5) vers
e”~7j ; pour légitimer notre assertion, il nous suflira donc d’établir

(1) Ala W'I"IIL, le procédé précédent ne fournira pas (m —1)® invariants indé-

pendants | on observera, par exemple, que dans les relations (33 bis) le coeffi-

. Jdz . . . .. .
cient Jﬂﬂ est toujours nul|, Mais il sera toujours loisible d’obtenir des para-
Y m+1

canoniques distinctes des’ prccedentes en opérant, par cexemple, sur l'un des
sommels ¢;(j << M) de Il ce gui permettra de compléter le systéme d’invariants
requis,

(2) Actuellement y} peut désigner une intégrale canonique pour z ou ..

’
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qu'on a

(36) cos(Byx+ n) <o

a l'intéricur de V"', Or on a, quel q.ue sott k,
(37) , y/—--a<(3,).~<n+y(,_,+-n.

et, d’ailleurs, & l'intérieur de V/*~, on peut écrire [cf. (30)] :

3n 3 :
ﬁjk——-yj-s-'n-—-—; +2hn < B+ nd < Bjy—y,-1—n— - +ahm,

inégalités qui, jointes & (37), entrainent (36). C.Q.F. D.
Comme, d’ailleurs, les expressions '
'/ W/
|5j—1] = -"&—-—l' et '—)Luwll
¥ Uy

sont trés petites en méme temps que ;' (n® 15), ¢’est-a-dire en
méme temps que || (n® 17), la relation de structure relative a v,
sera de la forme

, Rt el o et ook .t
(32bis) yt—alyt'=al'y! '+ kel yi Al Yt al Y,

ou |a} —1]| est infiniment petit avee |¢|. Faisons tendre ¢ vers o;
a la limite, la relation (32 bis) deviendra
’

(32 bi5) Y=yt =alt Yt el y o+ Al - akyh,
s
Y
v
Yi B N
Mais alors, il suit aussitét de (32 bis) que non seulement y'~' et y
auront dans V/*~' un ordre de grandeur prépondérant, mais encore
qu’elles admettront méme représentation asymplotique dans ce sec-
teur (illimité — cf. n® I8) (1); par rapport a la méthode des séries
asymptotiques, eclles ne font qu'une seule et méme intégrale.

— /ll
Yk

—h—1
Yi

ct, de plus, les rapports

b

seront trés petits dans V0

(1) Ceci s’accorde bien avec la remarque classique que les fonctions f(z) et
f(x) + e~% de la variable positive z sont asymptotiquement indiscernables. Obser-
vons aussi que ’on pouvait prévoir « priori 'existence de deux intégrales figurant
dans une relation de structure et ayant méme développement asymptolique;

" mais cetle remarque n’aurait pas suffi a déceler I’origine de ces intégrales,
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Au contraire, la méthode des approximations successives nous
a permis, non seulement d’individualiser ces deux intégrales
sur 'équation-limite (E ), mais encore d’assigner a chacune une ori-
gine propre : y'™' et y' sont, ou bien, des traces d’intégrales
canoniques relatives & =, ¢t x,-, (les exposants caractéristiques
ayant méme partie principale); ou bien, ce sont les valeurs prises
en x par une intégrale, canonique pour . et calculée le long de deux
chemins comprenant entre eux le point 2, (¢f. n© 22).

28. LEs LIGNES DE ZEROS DE L'INTEGRALE GENERALE DE (E) (1)
— Complétons les résultats que nous venons d’obtenir sur les
ordres de grandeurs relatives des intégrales y, afin d’en déduire la
configuration des lignes de zéros de Pintégrale générale de (E)
(au voisinage de z-). A cet effet, nous nous appuicrons sur la
remarque suivante, conséquence immédiate de ce qui précéde. Si,
au lieu de rester a Uintérieur de V24~ on pénétre dans une des échan-
crures qui bordent ce secteur, pour s’éloigner par exemple suivant
largument (%)
7i 3m  a2hm

[
T=— L

n an n

’

chacun des rapports yi™': y " (k=1,..., j—1) et Y@y~
(k=j+ 2,..., m tendra vers zéro.

Cela étant, une intégrale quelconque y de (E) peut étre rcprcse-ntee
dans la direction 5 sous la forme

Y=A By oyt - Gyl T+ Cpay a4+ Cl y ks,

ou A, B et les C sont des constantes arbitraires. Dés lors, en vertu
de la remarque qu’on vient de faire, y possédera dans la direction &

(1) Les résultats de ce numéro s’appliqueraient aussi 4 (E) (intérieurement
ala région normale); la transcnptlon des énoncés ne nécessiterait que quelques
longueurs, sans intérét d’ailleurs.

(%) Cet argument appartient & V,;,,,_,, a V,'H,/,, anx V‘.‘/,__, (k=1,...,]—1), et
aux V;, (k=j+2, ..., m), maisnon a V,,; of. (29), p. 155.
Journ. de Math. (8 série), tome 11, — Année 1gig. 22
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des zéros trés voisins de ceux de la combinaison A y/~*+ By’,,, ou,
-si I’on veut, trés voisins de ceux de A,uj+B,uj+,. Pour |z| trés
grand, ees zéros seront donc sensiblement donnés par la rela-
tion

(38) (@it~ ai_,)&" + n LogA By = o.

Soit Ioc,ii’,-—oc’ |:=aj; ces zéros s’échelonneront sur la demi-
branche infinie, d argument 3, de la courbe

(39) aj,-ncos(n9+';j)+nlog|AlBl—1|:0,

du type (¢). Si log|AB7'| est sullisamment grand en valeur
absolue et positif par exemple, cette doml-hrancho appartlendra
a une branche de.(3g), doublement infinie dans deux diréctions, qui

restera extérieurea I et sera d’abord intéricure au sccteur

(4o} <b<—

Yini—n _3m 2/”: Vi-tkn (2/l——-2)ﬂ’,
-oon an n n 21 n

ou sont définies simultanément y'* et y!,,; extéricurement a ce

secteur, ’arc précédent se terminera par une demi-branche d’ar-

T
gument 3'=5+ —-

Appelons £, les zéros de (38); ils s’espaceront dans la direction 3,
avec des différences mutuelles de 27/ (2" —of_, )™ """, et lon
pourra entourer chacun d’eux d’un cercle A, de rayon y.] 5", ol
- est trés petit avec |£"], de telle sorte que chacun d’eux ne conticnne
qu’un zéro de P'intégrale y. Les zéros ainsi obtenus formeront une
demi-ligne indéfinie, qu’on pourra suivre sans obstacle, et qu'on
pourrait aussi remonter en sens inverse, ¢ condition de ne pas sortir
de (40). Nous ne sommes donc pas siirs encore que y posséde des zéros
voisins des &, sur la demi-branche de (39) d’argument %', Mais I'exis-
tence de la relation de structure (32 bzs) va nous permettre de
sortir de cette difficulté. . .

En effet, griace a cette relation, on pourra remplacer () inté-

(1) 1l pourra étre nécessaire de faire une substitution analogue sur quelques-uns



SUR LES SINGULARITES IRREGULIKRES, 17t

grale ¥/~ qui figure dans ’cxprﬂs%inn de y parl’intégrale y' que
’on sait calculer pour § = 5’. En définitive, on aura donc obtenu
pour Pintégrale générale y une ligne doublement tllimitée de zéros,
dont chacun est enfermé a l’intérieur d’un cercle A, de rayon trés
petit, déerit autour d'un point £, d’une branche de la eourbe (39).
Ces zéros se succédent avec des différences mutuelles voisines de
ami (et —al )" &, et sans qu’il y ait dé lacune entre les deuz
extrémités de la hgne,_ a condition d’ailleurs que log|A, Bi'| soit
suffisamment grand en valeur absolue (!); enfin, il est clair que,
pour 5 < 0<%, lintégrale y ne pourm posséder (cxterleurement
a I') aucun autre zéro que ceux qu on vient de deﬁmr.

Il est d’ailleurs bien évident qu’en s’appuyant sur I’ensemble

des relations de structure (32 bis) on pourrait construire des
lignes de zéros analogues le long des n—1 autres branches de la
courbe (39); ¢’est la généralisation d’'un fait analogue établi par
M. Pierre Boutroux a Paide d’une autre méthode (2).

des y; figurant dans I'expression de y. Mais, si log| A,B7!| est suffisamment grand
en valeur absolue par rapport aux coeflicients des relations de structure, c’est-
a-dire par rapport 4 une quantité ne dépendant que des coeflicients de (E), la modi-
fication qui pourrait en résulter pour log| A, B;!| sera trés petite, et les zéros de y
resteront intéricurs aux cercles A, :

(1) Sinon, on ne pourrait définir que 2n lignes de zéros dont chacune serait illi-
milée dans une seule direction, De plus, si l]og] A,BT!|| n’est pas assez grand, les
cercles \, ne scraient pas nécessairement enfilés le long des 2n demi-branches
infinies de la méme courbe (3q).

(?) Ann. sc. Ecole Normale supéricure, 3¢ série, t. 30, 1913, p.281. On peut d’ailleurs
retrouver le résultat de M. P. Boutroux en posant y ='zz-? cos(x — C) dans
PPéquation de Bessel zy"+ 2py'+ 2y = 0; z est une solution de ’équation inté-
grale

e . (E—C) 5(:
z(m):l—p(p—l)L sm(x——E)ZO:g; (,,; é(f)

ds’

ou le chemin d’intégration se fixe aisément [on peut le prendre paralléle a Paxe -

réel pour 3&( ) #Z o] !
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Ici, comme au n® 27, on ohservera que si un résultat a pu étre
obtenu, c’est grice a la méthode des approximations succes-
sives : ¢’est elle qui nous a permis d’individualiser deux inté-
grales 4=, y, qui dans ¥**~' n’en auraient constitué qu’une pour
la théorie des séries asymptotiques.

QUATRIEME PARTIE.

_ GENERALISATIONS FT APPLICATIONS.

29. GENERALISATION DU PROBLEME PRIMITIF. — En définitive,
nous aboutissons a la conclusion suivante : toute singularité irrégu-
liére de rang n d’une équation linéaire (satisfaisant & I’hypothése
fondamentale du n° 7) peut étre envisagée comme provenant de la
fusion de n + 1 singularités réguliéres infiniment votsines. A vrai
dire, une telle assertion peut paraitre énoncée sous une forme
trop générale, puisque les n points réguliers a distance finie «; dont
la fusion avec z. engendre le point irrégulier ont été assujettis
a la condition de constituer les sommets d’un polygone régulier.
Mais, en fait, la configuration spéciale des points x, m’a joué par
elle-méme aucun rdle essentiel; elle n’est intervenue que pour
simplifier I'écriture, et 'on peut montrer que la conclusion pré-
cédente subsiste quelle que soit la configuration des x,, pouvu que
leurs inverses xi* soient des fonctions de ¢, holomorphes et nulles
pour e =o, '

Supposons done que les =, soient racines actuellement de
Péquation .

o(x) sn(l-zil,x) —o,

b=1

ou, cette fois, les 2, n’ont plus la méme signification qu’au n® 7,
mais satisfont a Péquation

(4m) OO) =17+ p A=t ...+ puyd +pr=o0,

dont les coeflicients p; sont des fonctions de ¢ holomorphes

~
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pour ¢ = o. Associons 4 (E) I'équation

A A, i
? (m 2 sm-1) Y am-
B 7+ Sy

T o = o,
lCP('T)]my

qui coincide avee (E) pour ¢=o, et reproduit d’ailleurs (E) si

Pon prend ®(4) = A"—1. Si-les racines de 1’équation caracté-

ristique (3) sont distinctes, hypothése qui est indépendante du

choiz de (z) et ne concerne que (E), on pourra répéter sur (E,)

les mémes raisonnements que sur (E), moyennant quelques modi-

L

fications faciles. Ainsi, & @;(1—¢"2")", on substituera —%; en
’ ’ 9(z)

vertu de notre hypothése fondamentale, les coefficients «* de la

nouvelle fonction ©, satisferont & des relations de la forme

n--1 4 @
b A-af yedy .+ ak et d = 2 z A
A=0 1=0

(h=1,...,n; si's=s8;; s} =0, pour n > £ g),
ou, en vertu de (41),

(42) af +af edp+.. 4o A —aben(p M 4. 4 p)
= Qo+ il A @ug et AL

les ©; étant holomorphes en ¢, et y4— sy, étant de I'ordre de ¢*;
de plus, a”, sera toujours défini par I'équation (6), et I’on aura tou-
jours oy, = s = s;. Egalons alors les coeflicients des puissances
croissantes de A, dans (42): on voit successivement que a*}, a®,, ...,
" seront des fonctions de ¢, holomorphes pour ¢ = o, et 'on éta-
blirait de méme les autres points de la démonstration.des nos 7-9,

Quant au chemin d’intégration, ce sera une des branches de.la

courbe
R e‘af' énf’ dt :C;
s 9(&)

suivie dans un sens qui pourra varier avec k.
D’ailleurs, dans I’Analyse précédente, rien n’oblige essentielle-
ment & supposer que U'équation (41) ail ses racines distinctes ou finies.
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On pourra donc prendre
0(7‘) = Z'p_n'—"'_”’(l— l’ )nl PIPI (;\ _— )b,‘)”"

avec n,21, ..., n,21, n,+..+ n,Sn—1 : a cet égard, tout
point irrégulier z., de rang n, peut donc étre envisagé comme pro-
venant de la fusion de p 41 points irréguliers z,, ..., ,, z., de
rangs n,—I, ..., n,—1, n—n,~—...—n,. En particulier, pre-

., nons

. . ®(R)=2""(A —1),

d’otr ' ‘
o(zr)=1—¢z,

et I'équation (Ey) 8’éerit alors

A
(m—v) —_— oy —=
5 Y +. ..+(, 8.1:)""7’ o

(E) 4 A )""-"-4— ot (—-Ae—x)
tout point irrégulier de rang n apparait donc comme provenant
d’une singularité de rang n—1 4 laquelle s’est agrégé un point
régulier.

D’ailleurs, il serait aisé d’étudier directement I cquatlon (E,) en
procédant comme aux n% 7-9; mais nous laissons ce soin au lecteur,
nous bornant 4 montrer comment on construira les chemins d’inté-

gration.

30. LES LOXODROMIES DES FACTEURS PRIMAIRES DE WEIER-
sTRASS. — Actuellement ces chemins sont définis par I'équation

. T Zp—1
1% < el — -
(L) .a[e = ..]_c. ,

qui peut s’écrire encore

(43) cosd logX—Y sind = —Ce",
en posan‘t

(44) Er =72

et

zm—1

(1——z)e':+'"+'7:‘-—=~ X
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Les chemins d’intégration L sont donc des lozodromies du facteur
primaire de Weierstrass (de genre n—1). Indiquons rapidement la
construction de ces courbes, ou, plutdt, des branches de ces
courbes qui peuvent étre utilisées comme chemins d’intégration.

Considérons d’ahord dans le plan z=re? la courbe L corres-
pondant 4 C=o0; elle posséde un point d’ordre n, P'origine, les
tangentes en ce point étant définies par cos(nf+¢&) =o, et les
cercles osculateurs en ce point passant par le point 0 =o, r=n-1.
La courbe posséde en outre n—1 branches infinies, asymptotes
a des droites issues du point § = o, r =— (n—2)"1 (pour n>2),
dans les directions cos[(n —1)0 + ¢)] = 0; enfin, le point A
(0 =o0, r =1) est un foyer de L (au sens de H. Poincaré). Il s’agit
de montrer que les arcs issus de O se relient ¢ des arcs infints ou
tendant vers A. L '

A cet cffet, remarquons que (L) entraine.( quel que soit C) :

,.5’_9 _ ¢os(n9 +8)— rcos[(rn—1)0 + 0]
dr ™ sin(nf +d)y—rsin[(n—1)6 +4d]°

considérons, par exemple, les courbes L', d’équation

cos(nf+a
(LY r‘:cos[(n(——l)‘)ﬂ)-a].-

Ce sont des strophoides d’ordre n -1, présentant I'origine
comme point d’ordre n; les tangentes en ce point sont données par
cos(n0 -+ 3) =o, et les cercles osculateurs en ce point passent par
0 = 0, r = n. L' posséde en outre une boucle passant par A, et
les 2n—2 ares de L, issus de O et étrangers a cette boucle, s’éloi-
gnent a 'infini, asymptotiquement a (n—1) droites, issues de § = o,
r=—(n—1)l, dans les directions cos[(n—1)0 42} =o.
Bien entendu, les courbes L, d’équation

. __ sin(nf+d)
(1% "= Sn(r—1)0 + 3]

jouissent de propriétés identiques; d’ailleurs, L’ et L'’ ne peuvent
s¢ couper a distance finie qu’aux points O et A.

Ceci posé, la construction des arcs de courbes L, issus de O,
repose tout entiére sur la remarque que voici : les courbes L
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et L' divisent le plan en régions a Uintérieur de chacune desquelles

db de un si
r o garae un signe constant.

Ainsi, considérons d’abord le cas ot & = 0; L' est alors symé-

trique par rapport a OA, et L'’ est dégénéréc en deux courbes, dont
['une coincide avec I'axe réel OA, et dont 'autre forme une boucle

. n
passant par le point B (0 =0, r=,— ')'
Dans la région comprise a 'intéricur des boucles de L' et L',

tangV=r 49 ~ présenteles signes figurés ci-dessous(fig. 12). Celaétant,

faisons croitre § & partir de — 2—, d’aprés la valeur de son rayon

de courbure en O (1), L pénétrera dans la région comprise entre L
et L; r croitra donc, sans que L puisse atteindre d’ailleurs la courbe
L’ (3. L rencontrera donc AB 4 angle droit, et 'arc ainsi obtenu se¢
prolongera jusqu’en O par un arc symétrigque relativement a AB.

. N . . T
Supposons maintenant ¢ non nul, mais compris entre o et 3’

pour fixer les idées; figurons les boucles L, L}, des.courbes L’ et L'’
et les branches adjacentes L’ , L), L;. L, et L) comprennent

-

(1) Drailleurs, il cst facile de voir dircelemnent que 1. ne peut pénétrer a Pintérieur
de la boucle de L',

(*) Car la normale & L passerait par O. A moins que L ne rencontre L” en B, il
faudrait donc que L pénétrat dans Pintérieur de Ja boucle de L’ en venant de
Pextérieur, ce qui-est absurde. On peut d’ailleurs établir par des considérations
arithmétiques (ou autres) que L ne passe pas par B,
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entre elles trois régions (1), (2), (3) ot tangV prend les signes —,

. .. T 0
+, —. L’un des arcs de L, issu de O dans la direction Py Rt

reste d’abord intérieur a (1); 0 décroissant, r croit, ct 'arc sortira
2 )

——

de (1) en coupant L, pour se rapprocher de O; il ne peut d’ailleurs
revenir en O (1); il s’enroulera donc asymptotiquement autour de A.

, . . n o L,
Un sccond are de L, issu de O dans la direction — =, ~— o pénétre
dans la région (4) limitée par L;, L', L', L,; sur cet arc, r scra
une fonction croissante de 0 ; comme d’ailleurs I’'arc ne peut péné-
trer dans (1), [soit pour y rester, soit pour pénétrer dans (2)], il
s’élovgnera indéfiniment de O [et cela, quand hien méme il sortirait
de (4) pour pénétrer dans (5)|. -

Considérons maintenant les régions du plan (z) telles que- (5),
limitées par des ares de L’ ou L'’ distinets de L) et L. Faisons

: 3 . 37: 6 ’ . 4 M b

varier ) & partir de — — —~; la courbure de L étant inférieure a celle
de L, L pénétrera dans (5); r croissant, f§ décroitra, et L ne pourra
d’ailleurs pénétrer dans (4), car L, ne posséde aucune tangente

issue de O; dés lors, O décroit constamment, et L se rapproche d’une
asymptote paralléle d celle de 1.,.

(1) Sinon, il serait nécessairement coupé par l’arc asymptote a A, ce qui est
absurde.

Journ. de Math. (8¢ série), tome II. — Annce 1914, 23
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Les remarques précédentes permettent de construire aisément
I'ensemble des arcs de L issus de O, et d’en déduire I'allure des
courbes L pour C £ 0. Sur la figure ci-dessous, on a pris n=3, et

Fig. 14.

Pon a représenté aussi, en Lrails mixtes, des arcs d’une courbe L,
correspondant & la méme valeur de ¢, mais 4 une constante G = o;
d’ailleurs, observons a ce sujet qu'on pourra toujours s’arranger
pour que : 1° C soit assez grand, en sorte que, dans le plan (z),
la transformation (44) rejette L extéricurement a I', et pour que,
20 Ce¢” soit trés petit, en sorte que L, soit trés voisin de L dans le
plan (z), d’aprés (43).

En définitive, il scrait ais¢ d’établir que, ¢ tendant vers O, les
courbes L se comportent dans la région normales comme les courbes r,
et qu’a la limite, elles tendent vers 1 , & Uintérieur de (3). Par contre,
elles se comportent & U'infini comme des courbes ) correspondant é la
valeur n —1 de indice. Ces courbes permettraient donc d’édifier
une théorie analoguc & celle que nous avons développée anté-
rieurement. En fait, une telle méthode ne comporterait pas
d’obstacle réel pour m = 2; elle permetirait d’établir dans ce



SUR LES SINGULARITES TRREGULIERES. 179

cas ’identité des intégrales normales de (E) avec les limites
des intégrales canoniques correspondant aux différents points
réguliers (qu’on aurait introduits saccessivement; mais, pour
m > 2, la méthode parait “peu appropriée pour établiv Iiden-
tité des intégrales normales avee les limites des intégrales
paracanoniques relatives & deux points réguliers agrégés a deux
étapes différentes. Aussi, malgré U'intérét que présente ce mode
de génération de la singularité, nous ne nous y arréterons pas
davantage. ’

31. CAS 0U L’EQUATION CARACTERISTIQUE POSSEDE DES RACINES
EGALES : LEs Eouations (L) rr (E’). — Occupons-nous main-
tenant du cas o notre hypothése fondamentale du n® 7 n’est plus
réalisée; I'équation caractéristique (3) possédant des racines égales,
les racines @, de (2), ol k a regu une valeur fixe, sont en général
des fonctions algébroides (non uniformes) de ¢; il sera impossible
de réaliser la transformation du n®,7 avee des fonctions o, ration-
nclles en 2, et pareille conclusion s’appliquera encore a 'équa-
tion (28) et a Pexpression & du n° 18; dans ce cas, 'équation (E)
possédera, en général, des intégrales d’ordre fractionnaire. Nous nous
proposons de montrer que ces intégrales, que nous apprendrons
d’ailleurs a calculer, peuvent étre considérées, elles aussi, comme des
limites d’intégrales régulicres d’une équation (E'), qui dépend d’un
paramétre variable infiniment petit. '

Imitant la méthode adoptée au début, nous remplacerons les
coellicients a’ qui figurent dans (E) par des fonctions de ¢, se
réduisant pour &= o0 4 leurs valeurs primitives, et telles que,
pour &= o, I'équation (3) posséde ses m racines distinctes; et, a
I’équation ainsi obtenue, nous associerons une équation a n -+ 1 points
réguliers infiniment voisins, comme au n® 6. Un tel procédé est
évidemment applicable quels que soient les groupes de racines
égales que posséde I'équation caractéristique de (E); mais comme
nous avons surtout en vue de décrire le mécanisme qui permet de
passer d’une intégrale réguli¢re a une intégrale d’ordre fractionnaire,
nous pourrons, pour plus de simphcité, développer les calculs
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, . ., , . . , .
sur les equations linéaires d’ordre minimum qui possédent des
¢ » . . v . l
intégrales d’ordre fractionnaire donné, soit n——; en d’autres

termes, nous nous limiterons aux équations (E) du type
(%) Y A Ay A,y =0,

ot A, admet x. comme pdle d’ordre m(n—1) —1 (I étant pre-
mier avec m), tandis que A, (v=£m) est pour ¢ = = d’ordre N,

[ . :
avec N, <v(n—1)——-7)—: - La construction du diagramme de
V. Puiseux montre alors que 'équation (2) correspondant a (E’)

posséde dans le domaine de ¢ = o un cycle de m racines, se compor-
U

tant comme ¢”. Procédant alors comme nous avons dit, nous
adjoindrons d’abord a (E’) I'équation

(T‘j//) ),(m) + .+ A\,J’("'—") T [__ a',”a:"’("‘“ + Am]y — o,
qui, pour ¢,z o, vérifie 'hypothése fondamentale du n° 7; et &
(E"") nous associcrons enfin 1’équation régulicre

— M ppm(n—1)
[\\, y(’n_v)+'..+ é,x ,+Alll .

o/ (m) _ —
(]L) y"' f-"'—}-(l—-s".’c”)" (l-;-—e”.’l«")’”

- ’

d’ailleurs, nous choisirons la fonction ¢,(¢) de telle sorte que
/

e . ‘
— tende vers zéro avec ¢ : nous pourrons prendre, par exemple,
1

1
e, = &”; en définitive, (E’) tendra vers (E’) quand ¢ tendra vers
zéro.

Ces préliminaires établis, posons ()

=— - —_— - —1) - (m) —y)—f— .
X'"= E'l".’l""(” 1) Am — 6',".%‘"'(" 1) _wm(n 1) -1 (t"""~‘)_[_‘xlll(ll 1)—{—1__ e

nous allons montrer qu'on peut former une expression ©(z),
rationnelle en z et X, soit

T T
B(z)= X[m,+ Yl et X'Z—:] .

(1) On peul toujours supposer a4y)_,,_,= 1 moyennani une transformation z|2 2.
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avec
q\ i qn
— g0 1 qn
T=¢q, -+ ‘_E “+ .. 0+ :;-“—”__‘ 4= pr
o ., ,/(i'.') ,,‘;0 . .
mematgp Lo B] o

* Wy
ct telle que chacunce des exponentielles e’ '—*"*", o X a été pris

successivement avec chacune de ses déterminations, appartienne
aux mémes exposants que 'intégrale y de (E’) dans le voisinage -
des points z, et Z..

En effet, observons d’abord que les m racines de I’équation (2),
écrite pour (E'), peuvent se développer actuellement sous la forme

) /. .
Tin=§ [Po + % o 1-5-—,’,',‘_“ ,

ou { désigne 'une des m déterminations du radical
1
[3’|”— (57\/1)/_ agr'l't,l;—l)—l—-l(E,‘/t)l+"—' . ']m’

et ou p,, P, «-+y Pn.. sont des fonctions holomorphes de el
dont les coellicients contiennent, d’ailleurs, des puissances néga-
tives de €,, et qui satisfont aux conditions suivantes :

10 p, ; e8¢ ¢st holomorphe en ¢;
b

20 ¢ tendant vers o, et ¢, (&) ayant été choisi comme il a été dit,
pPotend vers 1 et p,, ..., p,_,, Vers o.

Or, reportons-nous & la signification de I’équation (2); si nous
voulons que @ remplisse les conditions requises, relativement

aux points z,, il nous suffira de choisir les ¢° et les ¢'® de fagon
a satisfaire aux égalités

L G0 g a4 gb_ (R T R e = po,

s i " - — Pr_
( gE+ g edn—+... + g (ehy)"! = @) N

Mais 'un queleonque des p, peut s’écrire sous la forme
Pe=Pg(E") + edppl(e®) ...+ (ehs)= pr—h(e"),

les p# étant holomorphes en ¢”; substituons ces valeurs dans les
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seconds membres des équations (45), et identifions de part et
d’autre les coellicients des puissances de 7, : 'équation (2) sera
ainsi vérifiée quel que soit k, et nous obtiendrons pour les ¢ et
les ¢ des fonctions déterminées de ¢”, cxception faite pourtant
de q) et q,,,mals g, + ¢, ¢" sera, aussi, holomorphe en ¢” (¢t se réduira
d’ailleurs & 1 pour ¢ = 0); et, en explicitant la condition, de
forme (5), que doit remplir & (z) relativement a4 2., on verrait
comme plus haut (n® 7) que g, et ¢, sont aussi holomorphes
en ¢ (1),

L’expression & () une fois obtenue, il est aisé de former I’é qua-
tion linéaire F(u) = o (rationnelle en z), qui admet pour inté-

T
grales les m déterminations de I'exponentielle ¢’ '=""", ce qui
permet d’écrire (E') sous une forme (E') analogue & celle de (E,)
(n° 7); et, en procédant comme au n® 8, on en déduit aisément la
possibilité d’intégrer (E|) par approximations successives.

32. LLEs cuEmMINs D’ INTEGRATION (/. — Pour le passage a la
limite que nous avons en vue, la construction des chemins d’inté-
gration {' va jouer un réle essentiel. Or, en opérant comme au

n® 10, on trouvera sans peinc que ces chemins ont actuellement

pour équation
A [elof X(E”)m lg] —

d’ailleurs, il sera loisible de transformer cette relation de la méme
fagon que (11); on pourra donc la remplacer par la suivante :

1

rreomemin—1) __ zm(n— l)——l‘l';
st . i l'a [81 C. N Q K ol — ("
(J\ ) MNle f - E"Q" dg = (.,
0

Pour construire les courbes ¢/, posons d’abord

- E=¢ Ty;

(1) ¢! est une fonction de ¢”, holomorphe et se réduisant & 1 pour ¢ = o (¢, res-
tant fixe). A vrai dire, ¢; figure au dénominateur dans les coeflicients de cette
fonction; mais, d’aprés le choix de ¢, ¢} tend encore vers 1 quand on fait tendre ¢
et'e, () vers zéro,
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3, LY ! 9z .
I'équation (¢') s’écrira

1
mn~—1

m(n—1) __apm{n—).{ m
([‘6) ! R elaf ly }/ l/nu ] d)’ —=E, ! C;
yu

1—ete !

or, en vertu de la condition que nous avons imposée a ¢, (n® 31),
mn
e T

g, ' est inliniment petit avee ¢, ct, pour

m

l‘y|<‘5215 3

(quantité indéfiniment croissante), la courbe (46) s’écartera rela-
tivement trés peu de la courbe

-

- L mnt
(_‘;r/) ‘,R{eif')f [yru(n.-l)__ym(lt—l)»—l]lll d}’} —¢ [] C.
0

Il s’agit d’abord de discuter allure des courbes ¢, ou, du
moins, des branches de ces courbes ui nous intéressent. Pour cela,
nous procederons comme au n° 30 : quel que soit C, les courbes ¢’/

satisfont a I’équation différentielle

risin(mnf -+ 8"y — sin[(mn—10)6 + d']

7
tang (mV) -+ cos(mnl 46"y — cos{ (mn — )9+ 0')

= .

. . rdé o8 1ae
ol l'on a toujours tangV = —, et ou ¢’ désigne un nouvel argu-

ment constant. Or les courbes

) L sin[(mn— )8 + 4]
(47) r'= stn(mn -+ 0")

sont aisées & construire : elles possédent mn branches infinies,
dont mn —1 passent par lorigine, et | passent respectivement
par les points A, ..., A, d’affixes

2T al—1 1
ey 1 P ey
Yi=¢ ", e vy Ji—1=¢€ oy Yi=1;

ce sont d’ailleurs les sculs points-base a distance f{inie du fais-
ceau de courbes (47), ou &’ est variable. En tout point du plan (r,9)
distinct de A,, ..., A, tangV est susceptible de m valeurs bien
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déterminées, qui sont autant de branches d’une méme fonction
algébrique de r et cosO (par exemple); ces branches ne peuvent
d’ailleurs se permuter dans aucun domaine du plan (7,0). Enfin,
on aurait des résultats identiques pour les courbes

e cos[(mn — 1)6 +d'|
- cos(mnf +4§')

(48)

Cela étant, proposons-nous de construire la courbe ¢, pour
laquelle on a C = o; et, & cet effet, considérons d’abord la région
du plan (r,0) comprise entre deux branches de courbes (47) et (48),
issues de l'origine, et ne comprenant entre clles aucunc autre
branche de ces courbes, m aucun des points A,, ..., A, Dans
cette région, les m déterminations de tangV seront bicn déter-
minées : en particulier, 'une d’elles s’annule pour r = o, et

tang{(mn—10)8 + 46| = o

Appliqué a celte détermination, un procédé analogue a celui
‘du n® 30 permet de construire un arc de courbe ', tangent a
Porigine & une branche de (47), suivant Punc des (mn—1) direc-
tions précédentes, et s’éloignant indéfiniment dans la méme diree-
tion que cette branche; nous oblenons donc ainst une premiére
catégorie de mn — [ branches de (', issues de o.

D’autre part, nous sommes surs de Pexistence d'une seconde
catégorie de 21 arcs infinis de (', ne passant pas par Uorigine, et

s’éloignant suivant I directions bien déterminées, données par
tang(mnf +d')y=o.

Pour voir comment les branches de cette calégorie sont situées
par rapport aux premiéres, faisons varier C par continuité, depuis o
jusqu’a la plus petite, en valeur absolue, des quantités C, telles
que

mu A

Yu 1
,.Rj(,,af [ymin=1 — ymin -I}—-/'I;/_I (l)" =z ! G
" J Y
Pour |C| petit, partiront du voisinage de 'origine m systémes
d’arcsdifférents, composés chacun de mn—Ibranches de la premiére
catégorie de la courbe 1'¢; choisissons arbitrairement un de ces
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systémes, ct suivons-le par continuité. Pour C = C,, une branche
de ce systéme passera par Ay, ois elle coupera une branche (au moins)
de la seconde catégorie; une branche de la courbe ¢’ possédera A, ()
comme point multiple d’ordre m + 1 et separera deux branches de
Pune et [’autre catégorie de courbes ', voisines de ', (
Et, en faisant toujours varier C par continuité, a partirde C; (ou
de o) on obtiendrait des conclusions analogues relatives aux
autres points A, .

Cela étant, il nous sera lacile de terminer la construction des
~ courbes (46) : aussi bien, pour

m i
5‘215 2.’

[y|>

el |e
la suivante :

nt petit, on peut remplacer Péquation (46) par

”_ 1 d - mn—{
5 Yy | _ T ¢
R [ & / mn =g, (.‘,

T on
Y

toul en ne commettant d’ailleurs qu’une erreur relative (s
pelite; or cette derniére équation est du type étudié aux nos 11-12,
Revenant alors a la variable x, on obtiendra, pour la courbe ¢/,
un tracé tel que le suivant (ﬁg 15, p. 1865 ce tracé sc rapporte
au cas de m = 2, n = 3, ! =1 qu’on rencontrera plus lom, n° 335).
On a figuré en traits ponctués (---) la courbe ¢, en traits
mixtes (---+-) la courbe ', passant par A, (ict b =1); en traits
pleins (—) une courbe (¢ ol C est quelconque; du reste, on s’est
borné aux portions de ces courbes que nous aurons a utiliser (et,
pour ', au voisinage du point A,).

I serait d’ailleurs aisé de multiplier les figures telles que la pré-
cédente; quelles que soient leurs particularités, le point important
que nous voulons faire ressortir sur chacune d’clles, ¢’est Ceais-
tence de | arcs de la seconde catégorie (tels que C sur la ligure) qui

m

au moins. Il en

sont & une distance de Uorigine de Uordre de

(') Ay est dailleurs un foyer pour m-— 1 autres branches de £¢,,

Journ. de Math. (Re série), lome II. — Année 1919, ’ 24
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résulte que, lorsque ¢ n’est pas'trés petit, la figure jouit de pro-
priétés analogues a celles des no¥ 12, 16, 18, et 'on pourra uti-
liser les courbes / pour diviser la région normale en mn secteurs
canoniques V, exactement analogues a ccux qu’on a introduits

Fig. 15,

plus haut (n® 22). Mais, lorsque e tend vers o, les arcs de la seconde
catégorie finissent par sortir de la région normale pour s'éloigner
indéfiniment; nous appellerons intégrales évanouissantes les inté-
grales canoniques correspondantes. Pour suffisamment petit,
la région normale ne peut donc plus étre balayée que par mn — I
arcs £' (de la premiére catégorie); et 'on ne pourra calculer par

&
<
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approximations successives (1) que mn-—1{ intégrales, en tout,
a 'intéricur de la région normale; chacune d’elles, d’ailleurs, sera
canonique pour 'un des z;, ou 2., et sera définic dans un secteur V'
déterminé de (8).

Effectivement, nous allons montrer qu’a la limite, le procédsé
des approximations successives ne fournit plus que mn—1 inté-
grales pour Uéquation-limite (T'); on vérifierait d’ailleurs sans
difliculté que, dans (s), les intégrales de (f') convergent unifor-
mément vers celles de {E'), et que, de méme, les secteurs V' con-

vergent vers les sccteurs ¥/ qui jouent un réle analogue pour (E’).

33. I’iouarion-Livmrre ('), — Pour intégrer I'équation (E'),
nous opérerons comme au n® 18, pour (E). Ecrite actucllement
pour (E/), Péquation (28) du n° 48 posséde m racines 1T, ..., I,
dont le développement dans le voisinage de ., procéde suivant

4 1
les puissances décroissantes de z” <c’est-é-dire de :v’”); et ces
racines forment un seul systéme circulaire. Arrétons chacun de

ces développements aux termes en z—! (inclus) et appelons &, ...,

/ 1
@, les m développements ainsi limités (rationnels en r et rc’”).

Un raisonnement identique & celui du n® 18 montre que (/)
pourra s’écrire

T T I 1~ ; ral
(&, I (J’):F[(_qy(’"—”—l,—...+(.A,,,)’|v

Iéquation I'(y)=o0, & cocllicients rationnels en z, admettant

) . Y . f—ﬁ; dr = .
your intégrales les expressions e et les C,, rationnels en x
] ? 4 YT} K

. T s {
étant, pour x ==, d’ordre inférieur & (v—r1) (n __[—_E>+ I

On pourra donc intégrer (E|) par algorithme d’approximations
successives du n® 18, a condition d’adopter comme chemin

(1) En écartant les paracanoniques. On observera, d’ailleurs, que les 5, forment
un polygone convexe,



188 RENE GARNIER,

d’intégration I'une des branches de la courbe
T ‘ | n_r{_t ) l 3 )
(J\> r cos ‘<n - ;;)04—{- o,] =(,,

qui, pour ¢, et C, convenablement choisis, est la limite des
courbes ¢’ dans Ja région (3). Or la courhe ¢’ se compose
de mn—1 branches égales et qui” (sauf pour n=1) -admettent
pour asymptotes mn— 1 droites, issues de Vorigine, et faisant

entre elles des angles égaux & «: n/, en posant -

’

n=n——
n
Quant au sens de parcours & adapter sur la branche envisagée,
il sera encore donné par les inégalités (20), (22) dans lesquelles 84
- —_—

désigne actuellement Pargument du vecteur s; s;, s; étant (comme

oy . ’ on @; hO ici :

6, pour &, ou s; pour I'expression ©; du n® 18) le con?glment de

la plus haute puissance de z dans ®;, c’est-d-dire e ” , d’aprés
(ne;

notre convention sur a,, ,._,. Les s; formeront donc un polygone
convexe; on pourra donc toujours choisir ¢, et C, de telle sorte

que sur la branche adoptée de ¢, les quadratures figurant dans
les approximations successives soient effectuées toutes dans le
méme sens. Les intégrales ainsi obtenues constitueront évidemment
les limites des tntégrales canoniques du n°® 32.

Il est aisé de déterminer les frontiéres du secteur canonique-
limite ¥/ dans lequel chacune de ces intégrales peut étre calculée :
en effet, on a actuellement (¢f. n°® 22)

7r o + 1)1
5+(./+ ):’

1= m

et, d’aprés (29), le secteur V' sera défini par les inégalités

2/ 4+1)7 ¥ a(h— )%
_ (2 ,), L ( / )
mn n n

<fc_ =T 2hE

mn' n n'

En définitive, on saura donc calculer () mn—1 intégrales de

() En partant d’un méme point s; et en donnant successivement. a h les va-
leurs 1, ..., mn—1, on obtiendra mn — [ intégrales et mn —1 secteurs du type
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(E'), qui convergeront, chacune, dans un secteur d’amplitude voi-
2(m—+1)w
mn-—{
éloigné (et n’appartenant pas & des échancrures analogues a celles
du n° 17), on connaitra m + s intégrales liées par une relation
linéaire 4 cocllicients constants. Leur ensemble constituera un sys-

sine de » et, par suite, en tout point z, suffisamment

téme (S') de mn—1 relations, de forme analogue a (32 bis), et
que nous appellerons encore les relations de structure du point
irrégulier (que nous dirons encore de rang n); nous allons montrer
comment on peut utiliser ces relations dans Ja recherche des
valeurs-limites des invariants de seconde espéce du groupe de
monodromie de (E’).

4. LLIMITES DES INVARIANTS DU GROUPE DE MONODROMIE
(E"). — Soit (S) le systéme des mn relations a coeflicients
constants qu'on a appris a calculer pour (E') au n® 23. Moyennant
unc transformation linéaire (1) sur les équations de (S), on peut
toujours supposer qu’il se décompose en deux groupes de rela-
tions : P'un, (S,), formé de mn-—1 relations qui, a la limite,

. précédent, Il pourrail. done sembler que, en procédant de mém: avec chaque
point s, on devrait oblenir en tout m(mn — 1) intégrales et m(mn —1) secteurs.
 Mais il faut remarquer que Pensemble d’intégrales (et de secleurs) (u’on aura
ainsi formé sera le méme quel que soit le point s; &0t Uon sera parti. Fn effet,
m et [ étant premiers entre eux, Pensemble des entiers 2hm — 24, oi1 j est fixe,
tandis jque h varie de 1 & mn—1 forme un systeme complet par rapport au

module mn—1 (= mn’); les [rontiéres des secteurs V sont donc indépen-
dantes de la valeur attribuée & j. Supposons alors que les deux couples (h,, j,),

(hs, J») conduisent anu méme arc L’ et au méme secteur V. Fn tout point de £,

‘
L A, 2( fo— )i )7 .
les arguments de 2"’ ==z " différeront de 2(h,— b)) — -——“—m—&, la racine

2/, T4
e v, mlrodullc par ® ct figurant au premler caleul, aura bhien méme argu-
2y i

ment que la racine analogue e ™ z" du second calcul, Les deux intégrales,
provenant de quadratures successives étendues au méme arc, et portant sur des
fonctions identiques, seront donc identiques sur cet are, et, par suite, sur le seec-
teur qu’il balaie,

1) Cf. 1a transformation analogue du n° 25 (note (2) de la p. 162).
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tendent vers les mn—1 relations de (S'); I'autre, (S,), com-
posé de [ relations dont chacune contient une des ! intégrales
évanouissantes. Calculons alors pour les équations de (S,) toutes
les combinaisons K/, (n° 24) qui sont distinctes’ les unes des
autres lorsqu’on ne tient pas compte de la relation (31)5 ces com-
binaisons sont au nombre de (m--1) (mn —-1{-—1). Considérées
comme des invariants du groupe (G) de (E’), clles ne seront
d’ailleurs pas toutes distinctes; mais leurs valeurs-limites, pour
e = 0, se rctrouveront-dans les combinaisons analogues qu’on

obtiendrait au moyen des équations de (S); enfin, appliqué a (S,),
le méme procédé fournirait encore un systéme de (m-—1)l com-
binaisons analogues aux K/,

Mais nous n’avons pas encore tenu compte de la velation (31).
Or, en un point quelconque z, de (), choisissons, d’une fagon
quelconque, m intégrales parmi les m 41 qu’on sait y calculer;

puis décrivons, & partir de 2, un circuit fermé quelconque, inté-
rieur & (3), et entourant le point O, de fagon a traverser tous les
secteurs V. Lorsqu’on sera revenu en z, aprés avoir décrit le cir-
cuit, les m déterminations primitives de ces intégrales auront
été remplacées par m déterminations nouvelles qu’on peut cal-
culer en fonction des premiéres, soit au moyen du systéme (5,),
soit au moyen de la relation (31). Comme au n® 24, cela nous
fournira m(m —1) relations entre Jes invariants provenant
de (S,), et, pour ¢ = o, ces relations tendront vers des limites bien
déterminées. Nous obtiendrons done ainsi pour I'équation (I£7)
(m —1) |m(n,—1) — 1 —1| invariants de seconde ecspéce- ten-
dant vers des limites bien déterminées, qu’on calculera d’ailleurs
par Papplication d’un procédé analogue aux relations (S') de (E/).
Enfin, joints aux précédents, les {(m —1) invariants provenant
de (S,) viendront compléter le systéme des (m —1)[m(n —1) —1]
invariants de deuxiéme espéce qui ont été définis au n° 24.
~ Ces invariants proviennent de relations entre des intégrales
évanouissantes de (E’); pour || sullisamment petit, ils ne pour-
ront plus é&tre évalués aumoyen d’un calcul par applications suc-
cessives effectué a l'intérieur de la région normale (S).
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En résumé, lorsque (E') tend vers (E'), il nlexiste que
(m——1)|m(n-—1)—1l—1| invariants de deuxiéme espéce (1)
de (') dont on puisse évaluer les limites par des calculs ana-
logues, effectués sur les relalions de structure du point trrégulier
de Véquation-limite, (E') (?).

33. L proBLiMr b RieMaANN GENERaLISE, Rerour aux
EQUATIONS NOUVELLES D M. PaiNncevi., -~ Les considérations
(ue nous avons développées aux n°% 23 et 34 nous conduisent,
tout naturellement, a généraliser le probléme de Riemann pour
une ¢quation linéaire quelconque.

Nous I'énoncerons de la facon suivante :

Soit

(&) Agymig Ay ytm=ti 4. 4 A, y=0

une équation linéacre dont les coellicients sont des polynomes de
formes données, et qui posséde, par conséquent, des singularités
(réguliéres ou 1rrtGurLiines) de nature donnée. Peut-on choisir les
coefficients de ces polynomes de telle sorte que les invariants du
groupe de monodromie de (&) et de ses points irréguliers aient des
valeurs données ? ‘

Les résultats que nous avons obtenus montrent que le pro-
bleme de Riemann généralisé n’est, au fond, qu’un cas-limite
du probléme primitif; il n’existe entre ces deux problémes aucune
différence spécifique : on peut donc regarder comme extréme-
ment probable que la solution du probléme classique de Riemann

(Y1 Au sujet des invariants de premiére espéce, on se reporlera aux remargues
du n° 25, _

(*) On étendrait aisémentl au cas actuel les résultats des n>> 27 et 8. Ajoutons
encore quon pouvait envisager (E’) comme la limite de (E”) (n° 31); pour
celle derniére équation, I'hypothése fondamentale est réalisée. On aurait traité
le passage & la limite en introduifant comme chemins d’intégration les courbes £’
du n® 32, Mais P’interprétation des résultats aurait été moins simple par cette
voie que par celle que nous avons suivie,
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entrainera comme conséquence naturelle celle du probléme géné-
ralisé.

Bien entendu, il ne saurait étre question, ici, d’aborder la solu-
tion de ces problémes. Je voudrais sculement montrer comment,
en cherchant & résoudre dans un cas particulier le probléme de
Riemann généralisé, on se¢ trouve ramené, presque aussilot, aux
‘équations nouvelles de M. Painlevé.

- Considérons donc une équation linéaire (E), d’ordre m = 2,
possédant un seul point effectivement singulier, soit z = 2.,
de rang n = 3; ’hypothése fondamentale du n® 7 étant d’abord
supposée réalisée, 1l existera actuellement six intégrales normalesy
(¢f. n° 21) pour abrégerl’écriture, posons:

)’:E)'h 3’753% )_ =Y ;

-

PO [
ViV V1= )

lII

La région illimitée () sera divisée en six sceteurs & intérieur
de chacun desquels on connaitra trois intégrales y; dont les indices

Vig. 16.

————

sont donnés par le schéma ci-dessus (*). En se reportant aux
remarques du n® 27, on pourra done écrire les relations de struc-

(1) Pour simplifier, on a supprimé les échancrures.
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ture du point irrégulier sous la forme suivante (') :
S e == AsYs Vi Vs= e )y
{ Y3 — Y2 = QY Yi—Ye=az)s,
P Yi—)3=24 Y s—Vi=a1 Y.

(49)

(Juant aux invariants indépendants du point irrégulier, ils sont

au nombre de (m-—1) [m(n—1) —1] = 3; pour ces invariants,
on pourra adopter les valeurs des produits '

Upllyy, daly, sQg. :

Cela étant, posons-nous la question suivante : Peut-on choisir
pour les coefficients a', a?, figurant dans (E) (n°® 8), des fonctions
d’un paramétre { telles que, quelle que soit la valeur attribuée a t,
les invariants du point trrégulier aient des valeurs fizes, données
une fots pour toutes ? ,

Or, moyennant la substitution y;|k;y; effectuée sur les

yi  (i=4.5,6),

on peut toujours supposer que a;, @, @, sont indépendants de ¢;
a,, a,, a, devront donc ¢tre, aussi, indépendants de t. Déterminons
alors deux fonctions de z, A(x) et B(x) par les relations

().Yg - (),YI
i S?)T*"W'*B?)?
(30) (”y’—A Bf)—}—’—’-

e~ U Jt

Le point z. étant la scule singularité effective de (E), les seuls
points singuliers que A(z) et B(z) peuvent admettre a distance

finie sont des poles [a savoir : les points apparemment singuliers
de (E)]. De plus, les relations (50) montrent que, z s’éloignant a

(') Si I'on trace une coupure entre les secteurs (145) et (123) (fig.16), les sym
holes y, et y; figarant dans la premiére (derniére) ligne de (49) représenteront les
valeurs de ces intégrales sur le bord positif (négatif) de la. coupure. On sait
d’ailleurs qu’on n’a pas a faire état des relations de la derniére ligne (par exemple
pour le caleul des invariants du point irrégulier. (cf. n° 25, note de la p. 163).

Journ. de Math. (8* séric), tome Il. — Année 1919, 25
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Pinfini en restant dans les secteurs (125), (256), A(x) et B(x) se
comportcnt comme des polynomes. Cela ne suflirait pas d’ailleurs
pour qu’on puisse affirmer que A(z) et B(x) sont rationnelles;
mais en vertu des équations (49), oU LES PRODUITS a;@; SONT
INDEPENDANTS DE ¢ (123,724), Uassertion relative a-(125) et (256)
s’étend de proche en proche a tous les secteurs : A(x) et B(x) sont
done bien des fonctions rationnelles de z.

Nous sommes alors ramenés au probléme suivant, résolu
dans ma Thése (1), sous des hypothéses plus générales :
_ Etant donnée une équation linéaire du second ordre
(51) LY = p(a)y,
possédant un seul point effectivement singulier, ¥ = 2., choisir
pour les coeflicients de la fonction rationnelle p(x) des fonctions
d’un parameétre ¢ telles qu’on puisse adjoindre a (51) une relation
linéaire

0y dy

=Ay+B
formant avec elle un systéme complétement intégrable.
Il suffit de se reporter aux résultats que )’'ai obtenus (loc. cit.)

~#8pour aboutir a la conclusion suivante : Si I'équation (E) ne posséde
aucun point apparemment singulier, le probléme est impossible
|car les invariants ne pourront étre indépendants du paramétre !
que si celui-ci ne figure pas dans la fonction p(x)]. Supposons done
qu’il v ait un point apparemment singulier, x = A; ontrouve
alors

: B(r)= —1

‘*('”)za(x_).)z’ 2(v—1)’

et B(2) doit vérifier 'équation

B JB ap - ap
— 4 B4+l —
oz oz oz B o~

On en déduit aisément que, moyennant des transformations

(*) Ann, sc. Ecole Normale supérieure, 3¢ série, t. XXIX, 1g12, p. 39.
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simples sur @, y, A, ct un changement de variable sur ¢, on peut
écrire
3 2

px) =pu(z) =2 — 14+ (22 — R2) + 2¢(x — D) + T~ 7=

- l). -~ s : r I M
avee A'== %ﬁ, et A étant une intégrale de I'équation ’

W =aM e +c,

(ui n’est autre que équation (11) de M. Painlevé. On voit ainsi que
I'équation (E), que nous appellerons (E,), dépend de trois cons-
tantes : ¢, et les deux constantes arbitraires qui figurent dans
Iexpression de I'intégrale générale de (II). Résoudre le probléme
généralisé de Riemann pour I'équation (E;) reviendrait a établir
qu’on peul toujours disposer de cet des constantes d’intégration de (1)
de telle sorte que les invariants du point x. aient des valeurs données.

On aboutit a des résultats entiérement analogues lorsque
Ihypothése fondamentale du n® 7 n’est plus réalisée : on est alors

Fig. 1.

\s_-’(

dans le cas du n® 31, avec m = 2, n = 3, | = 1. Bornons-nous a
I'énoncé des résultats. :

La région (8) est alors divisée en cinq secteurs, ¢t Pon connait
cing intégrales canoniques y; Le schéma ci-dessus montre qu’a
I'intérieur de 'un de ces secteurs on peut calculer trois intégrales;
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Pensemble des relations de structure qui lient ces intégrales trois
a trois peut.s’écrire
yr—Y1= a, s
Ys— Y= ayyss
Ye=rr=diyn
Y Yi=ay ¥

Yi—=Ys=ay)s

ct, actuellement, il n’y a plus que deux invariants (n® 34), d a,
ct o,d, par exemple. Cherchons maintenant a résoudre pour
I'équation linéaire correspondante le probléme analogue & celui
que nous avons traité pour lequatlon precedcntc A(z) et B(x)
conservent leurs prressmns antérieures, mais on a cette fois,
moyennant un choix convenable des variables,
3 '

f(z—x)  x—1

p(z)=p(z)=4(2*— 1) +al(x~])+ 4+,

A satisfaisant & P’équation
’ W=65+ ¢,

qui est I'équation (I) de M. Painlevé. Pour résoudre le probléme
de Riemann pour 'équation (E’) correspondante, que nous appel-
lerons (E;), 1l faudrait donc montrer qu’on peut choisir une inté-
grale de (1) telle que o o) et a,a, (par exemple) aient des valeurs
arbitrairement données (1).

Inversement, si I'on quitte le domaine des équations linéaires

.’

(1) On peut d’ailleurs déduire les résujtats relatifs 4 E; de ceux qu’on a établis
pour Eyy, Effectivement, faisons dans Ej; la substitution

Iy deviendra

Bl d”y

LT o+ (a7 20l — )]+ i)

et, pour £ = o, tendra vers E,. Cest précisément le passage 4 la limite de (]?7)

a (E) (no31); .
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pour celui des équations de M. Painlevé, les résultats précédents
peuvent &tre interprétés de la fagon suivante :

Les coeflicients de p,, étant des fonctions de A, A, ¢, on peut dire
que ’équation (11) admet les deux intégrales premiéres a,a; = const.,
t,a, = const. (out les premiers membres sont des fonctions de A’
A, 1); de méme, (1) admet les deuz tntégrales premiéres

a,a, = const., a'yd, = const.

4
5i Pon préfére, on peut encore énoncer les résultats précédents
sous une forme un peu différente. Posons

0L i
;Yi dx

EF e

(la notation s’appliquant a E, et E,)); le rapport anharmonique
' . ‘/.E(Q,", SZ,-,, SZ;J,Q;‘)

est indépendant de 2; les relations-de structure permettent évi-
demment de Pexprimer au moyen des a; (ou des a;); mais, comme %
ne change pas quand on multiplie les y; par des facteurs quel-
conques (indépendants de z), il ne peut dépendre que des invariants
du point ireégulier : c’est d’ailleurs ce que vérifie aisément un
calcul direct. On peut donc énoncer la proposition suivante :

L>équation (11) (ou 1) admet pour intégrales premiéres deux des
rapports anharmoniques formés au moyen des dérivées logarithmiques
des intégrales normales y; (calculées d’ailleurs en un point quel-
conque).

Observons cenfin que 'application des remarques du n® 29 nous
raméneratt aussitot aua quatre autres équations nouvelles de M. Pain-
levé. En effet, on peut cnvisager I'équation linéaire (E;) comme
une forme dégénérée d’une équation linéaire pourvue :

1° De quatre singularités réguliéres;

29 Qu, de deux singularités réguliéres, et d’une, irréguliére, de
rang 1;

30 Ou, d’une singularité réguliére, et d’une, irréguliére, de
rang 2; |
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4° Ou, de deux singularités irréguliéres de rang 1,

ct, en outre, dans chaque cas, d’'un point apparemment singulier.
‘Effectivement, les quatre équations linéaires que j’ai données
dans ma Thése (p. 51-52) répondent, chacune, & 'une des quatre
conditions précédentes; a chacune ‘d’elles correspond 'une des
équations irréductibles dues & M. Painlevé et & M. Gambier; &
savoir : les équations (VI), (V), (IV) et (III) en conservant l'ordre
adopté tout & P’hcure. Chacune de ces équations irréductibles
joue pour un probléme de Riemann (classique ou généralisé) le
méme role que I'équation (II) (ou I) pour les problémes généralisés
que nous avons posés plus haut, et les résultats acquis pour ces
deux derniéres équations s’étendent aisément aux quatre autres.
Ainsi, on peut dire que :

Chacune des six équations irréductibles de M. Painlevé admet
comme intégrale premiére tout invariant du groupe de monodromie
ou d’un point irrégulier de Déquation linéaire associée; ou
encore, si 'on préfere : I’équation trréductible admet comme intégrale
premiére tout rapport anharmonique formé au moyen des dérivées
logarithmiques de quatre intégrales (canoniques ou normales) de
Uéquation linéaire associde. '
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