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Les ondes électromagnétiqnes planes périodiques 
et le problème de leur réflexion et de leur réfraction; 

PAR LOUIS RO V, 

INTRODUCTION. 

Le problème de la réflexion et de la réfraction des ondes électro-
magnétiques planes périodiques, à la surface separative plane de deux 
diélectriques homogènes et isotropes, a été traité pour la première fois, 
à notre connaissance, par A. Potier (· ). Les formules obtenues par ce 
ph ysicien coïncident avec celles qui expriment, selon Fresnel, les lois 
de la réflexion et de la réfraction de la lumière a la surface séparative 
de deux milieux transparents. Aussi sa solution a-t-clle clé acceptée 
par la plupart des auteurs. 

Mais les conditions aux limites adoptées par A. Potier avaient été 
obtenues à partir de propositions litigieuses de Maxwell ou de ses 

(1 ) J.-C. MAXWKI.L, Treatise of Electricity and Magnetism, traduction fran-
çaise. t. Π, p. 507. 

Journ. de Math. (-' série), tome IV. — Fasc I, 1918. I 



2 LOI; IS HOY. 

continuateurs. Au cours de ses recherches sur l'Klectrodynamique, 
P. Duhem fut ainsi conduit à en reprendre l'établissement et à les 
appliquer à son tour au même problème; c'est par là qu'il termine le 
dernier Mémoire de la série qu'il publia de 1898 à 1896 dans les 
Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 

Ses conclusions sont les suivantes (') : 
« D'après ces nouvelles conditions limites, lorsqu'une onde électro-

magnétique plane, propageant une force électromotrice transversale 
et perpendiculaire au plan d'incidence, tombe sur la surface plane qui 
sépare deux milieux diélectriques, il y a une seule onde plane réfléchie 
et une seule onde plane réfractée; chacune d'elles propage une force 
électromotrice transversale et perpendiculaire au plan d'incidence; 
les formules qui lient la force réfléchie et la force réfractée à la force 
incidente sont identiques aux formules qui, selon Fresnel, lient la 
vibration réfléchie et la vibration réfractée à la vibration incidente, 
quand la lumière incidente est polarisée dans le plan d'incidence. 

« Mais, lorsque l'onde incidente propage une force électromotrice 
transversale située dans le plan d'incidence, il n'est plus possible 
d'accorder les conditions aux limites par nous obtenues avec l'exis-
tence d'une seule onde réfléchie et d'une seule onde réfractée, propa-
geant toutes deux une force électromotrice transversale. » 

Aussi n'hésite-t-i 1 pas à terminer son Mémoire par celte phrase (-) : 

« Cette conséquence parait condamner toute théorie électromagné-
tique de la lumière. » 

Ces conclusions, inacceptables au point de vue de l'Optique, 
tenaient à ce que P. Duhem avait appliqué la théorie de Helmhollz 
sans y introduire une hypothèse capitale, appelée ultérieurement par 
lui hypothèse de Faraday eCde Mossotti. (3), et qui rétablit l'accord 
de la théorie avec les expériences de Hertz et les formules de Fresnel. 
Quelques années plus tard, il reprit le même problème ( '), en se pro-

(') P. DLIIKH. Sur la propagation des actions eleclrodynamiques ( Annales 
de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. \, B. 3, 1896). 

(5) P. DLHKM, loc. cit., B. 82. 
(') P. DLTIIR 1, Les théories électriques de J.-C. Maxwell, p. /μ. 
( '* ) P. DI HEM, Sur la théorie éleclrodynautique de Helmholtz et la théorie 

électromagnétique de la lumière ( Archives néerlandaises des Sciences exactes 
cl naturelles, ν série, t. V, rpoi, p. 0.0- 1. -
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posant d'établir d'abord les formules générales résultant de la théorie 
de Jlclmholtz et de ne faire qu'en dernier lieu l'hypothèse de Faraday 
et de Mossotti. Dans ce problème, qu'il traite en partant des équations 
du champ électrique, les données sont l'amplitude incidente longitu-
dinale et les deux composantes, parallèle et perpendiculaire au plan 
d'incidence, de l'amplitude incidente transversale. Comme les 
inconnues sont les éléments correspondants relatifs aux ondes réllé-
chies et réfractées, leur nombre est égal à six ; mais les six conditions 
aux limites alors connues de la théorie de Helmholz et qui corres-
pondent à celles de Λ. Potier sont insuffisantes pour les déterminer, 
car elles ne fournissent que cinq relations distinctes. Pour obtenir la 
sixième équation indispensable qui achèvera de déterminer le pro-
blème, P. Duhem admet a priori l'égalité des composantes tangen-
tielles longitudinales réfléchie et réfractée. Fn faisant enfin l'hypothèse 
de Faraday et de Mossotti dans les formules obtenues, il retrouve 
celles de Fresnel. 

Mais il ne faut pas voir, dans cette concordance, un argumenter! 
faveur de l'exactitude de la sixième relation posée a priori par 
P. Duhem. Fn effet, les champs longitudinaux disparaissent en vertu 
de l'hypothèse de Faraday et de Mossotti, en même temps que les 
six conditions aux limites primitives se réduisent à quatre distinctes. 
Comme il n'y a plus que quatre inconnues, le problème se trouve 
donc entièrement déterminé, sans qu'il y ait lieu de faire appel à une 
condition aux limites nouvelle. 

Revenant sur ce sujet vers la fin de l'année 1915 et désireux 
d'obtenir des formules certaines indépendantes de l'hypothèse de 
Faraday et de Mossotti, nous traitâmes le problème par une méthode 
entièrement sfire mais indirecte, en partant des équations du potentiel 
vecteur total. Nous arrivâmes ainsi à des formules qui, ne s'accordanl 
pas avec celles que P. Duhem avait antérieurement obtenues, prou-
vaient l'inexactitude de la condition aux limites supplémentaire dont 
cet auteur s'était servi. Mais le désir de parvenir aux mêmes résultais 
par la méthode directe, en parlant des seules équations du champ, 
amena P. Duhem à découvrir la véritable condition aux limites 
supplémentaire qui achève de déterminer le problème (' ). Celle-ci 

(') l\ Sur l'h'lecÎrody/iu/nûjue des milieux diéleclru/ucs {Comptes 
rendus* t. IG'2,189G, p. '.>.St)iSur l'liicctrodynamυ/ιιe des milieux conducteurs 
{/oc. cit., p. 337). 
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supposait les deux milieux non tous deux conducteurs; quelques jours 
après, nous l'étendions au cas général ('). 

Tandis que P. Duhem utilisait cette nouvelle condition aux limites 
dans des recherches d'un ordre tout différent, que la mort ne lui a pas 
permis d'achever, nous l'appliquions de notre coté au problème de la 
réflexion et de la réfraction, qui lui avait donné naissance. Dans ses 
deux Mémoires, P. Du hern avait supposé les deux milieux non 
conducteurs, ce qui correspond en Optique au cas de la transparence 
parfaite, et les ondes incidentes uniformes, ce qui est analytiquement 
un cas très particulier. Or on sait que si l'on se borne à considérer des 
ondes planes périodiques, les équations de Maxwell relatives aux 
milieux conducteurs se ramènent à celles d'un milieu fictif non 
conducteur, dont le pouvoir inducteur spécifique serait imaginaire; 
de la une grande simplification, qui permet de traiter le problème de 
la réflexion métallique avec la même facilité que celui de la réflexion 
vitreuse. Comme les équations de Helmholtz, y compris la condition 
aux limites supplémentaire, jouissent précisément de la même pro-
priété que celles de Maxwell, il devenait aisé de traiter le problème de 
la réflexion et de la réfraction sans imposer aux deux milieux d'autre 
condition que l'homogénéité et l'isotropie. 

C'est à ce problème qu'est consacré le présent Mémoire. 
Comme les ondes que nous considérons sont les ondes électro-

magnétiques planes les plus générales susceptibles d'être propagées 
par un milieu homogène et isotrope, nous avons cru bon d'en 
reprendre tout d'abord la théorie, en parlant des équations du champ 
électrique. Lorsque le milieu est dénué de conductibilité, ces ondes 
deviennent évanescentes; les ondes uniformes, à la considération des-
quelles on se borne généralement en Optique, n'en sont qu'un cas 
extrêmement particulier. 

Nous profitons des formules ainsi obtenues pour traiter également 
le cas des ondes latéralement limitées, d'après une méthode d'ap-
proximation due à M. ÏJoussinesq. Les coefficients d'amplitude des 
composantes du champ électrique doivent alors, non seulement satis-
faire aux conditions antérieures relatives aux ondes latéralement illi-
mitées, mais encore être des fonctions analytiques d'une certaine 
variable complexe construite au moyen de deux variables réelles 

(') L. liov, Sur V Electrode namique des milieux absorbants {Comptes 
rendus, t. 162, 1916. p. 408). 
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comptées respectivement suivant les normales au plan d'onde et au 
plan d'absorption. 

Arrivons enlin à la théorie de la réflexion et de la réfraction par 
ondes planes périodiques. Dans l'expose habituel de cette théorie, il 
y a un appel implicite à l'expérience, en ce sens qu'une onde incidente 
étant donnée, on admet a priori l'existence d'une onde rélléchie et 
d'une onde réfractée, alors que celle existence ne devrait,au contraire, 
résulter que de la théorie seule. Pour s'en affranchir il convient de se 
poser le problème de la façon suivante : si l'un des deux milieux est le 
siège d'une onde plane périodique d'orientalion et de pulsation 
données, quelles autres ondes doit-on lui associer pour obtenir la solu-
tion simple la plus générale correspondante. On reconnaît ainsi que 
cette solution comprend, dans chaque milieu, deux ondes incidentes 
respectivement transversale et longitudinale et deux ondes réfléchies 
également transversale et longitudinale, les éléments directeurs de 
l'une de ces ondes déterminant ceux des sept autres. Les ondes réflé-
chies du second milieu coïncident avec les ondes réfractées de la 
théorie classique, mais les ondes incidentes de ce même milieu sont 
des ondes supplémentaires que celte théorie ne considère point, bien 
qu'elles s'imposent analytiquement au même litre que les précé-
dentes. Il en résulte que, dans la théorie complète que nous exposons, 
le calcul des amplitudes est indéterminé, si l'on se donne seulement 
les amplitudes incidentes dans le premier milieu, comme cela suffit 
dans la théorie classique, bin annulant les amplitudes incidentes dans 
le second milieu cl en faisant l'hypothèse de Faraday et de Mossotli, 
on obtient des formules plus particulières, qui correspondent aux for-
mules habituelles et qui redonnent, comme cas particulier, celles de 
Frcsnel. 

CllAFITHF I. 

I.KS Ο MU·; S ΚI. ΚΓ.Τ I \ Ο .M Λ ( ; Ν ÉTIΟΙ ' F, S l'I.AM.S. 

I. Réduction des équations générales des milieux homogènes 
et isotropes en repos à celles des milieux non conducteurs. 

Considérons un système de corps homogènes cl isotropes en repos, 
susceptibles d'électrisation et pouvant être à la fois conducteurs, 
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diélectriques et magnétiques; ce système est rapporté à trois axes rec-
tangulaires Oxyz qui lui sont invariablement liés. 

Nous savons que la détermination de l'état électrique et magnétique 
du système à un instant quelconque, c'est-à-dire la solution complète 
du problème général de l'Electrodynamique, se ramène au calcul du 
potentiel vecteur total en chaque point de ce système ( '). Nous savons 
également que, si l'on n'a en vue que le champ électrique et le champ 
magnétique, ces grandeurs peuvent être déterminées directement sans 
faire intervenir le potentiel vecteur total. 

Conservant les notations de notre précédent Mémoire (a), soient : 

ε la constante fondamentale des actions électrostatiques; 
ft' « , 

— la constante fondamentale des actions électrodynamiques; 
k la constante de Helmholtz; 
ρ la résistivité d'un des corps du système; 
κ son coefficient de polarisation diélectrique ; 
Κ = ι -h Î.\T.VA son pouvoir inducteur spécifique; 
υ. sa perméabilité magnétique; 
Χ, Y, Ζ les composantes du champ électrique au point (JJ, y, z) cl 

à l'instant /; 
X/, Y', Z' les composantes du champ magnétique au même point cl 

au même instant; 

les équations indéfinies du champ électrique et du champ magnétique 
sont (3) 

(') 

ι 0 (n ( y.K — k O0\ ι OàX ()'· /\ 0\ , 
a-k 0.c \ ο J * -χ -y Ol ) 1 ιτ.μα2 Ot Of \ ο 1 7 ùl ) ~~ °1 

J_ A('11 μ* — * à0\ ^ L_ '2*1 _ <!L(1 \ 
cf-1 Oy \ ο + ?. -μ Ot) 1 2 ~.[j. a1 Ol Of \ ο 7 Ol / <! 

ι 0 Î2z
r μΚ-Α 00 \ ^ ι Ολ'/ 0* Π. 0Ί. 

(fk Oz \ f> J 2 τ.μ Ot J ' ΛΓ.μαΟι 0t*\o * Ol J -

(1) L. M υ ν, L'Electrodynamique de Uehnhollz-Duheni cl son application 
au problème du mur et à la décharge d'un condensateur sur son propre 
diélectrique (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 3" série, t. \ II, 
p. 23 i). 

(l) \j. Ho Y, loc. cit., p. 221. 
(3) L. Hov, loc. cit., p. 235. 
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équations où l'on a posé 
r_0X ΛΥ M. 
J ~~ dx^~ dy dz ' 

(,) —- ;Δ(X', V, '/!)-- "<X\V''Z'>-, *<
X

'·, Γ'
 y'> = ο. 

o,T.\J.al ' ' ρ df-

Les équations indéfinies que vérifie le potentiel vecteur total sont 
d'ailleurs identiques comme forme aux équations (i). 

Passons aux équations vérifiées en chaque point M de la surface 
separative S de deux corps continus ι et i \ soient : 
α,, β,, γ, les cosinus directeurs de la demi-normale en M à la sur-

face S menée vers l'intérieur du corps ι ; 
α2> Ta les cosinus directeurs de la demi-normale en M à la sur-

lace S menée vers l'intérieur du corps 2. 

Fn affectant de l'indice ι les grandeurs relatives au corps 1, de 
l'indice 2 celles relatives au corps 2 et en représentant d'une manière 
générale et pour abréger par ̂  ^ la projection Α-\. 4- Β.* -H Γ& du 
vecteur (-V, .J, it) sur la direction («, β, γ), on a, en tout point M de la 
surface S, les équations aux surfaces séparatives 

<»> ΨΣ*<*·+κ41«·χ·+Ψ2*·χ>+κ>έΣ«<*>=<>' 
\,_x v,-vt_ z,-z2 ( | ) — -5 fi- —: > y. 1 ou y, ou p2 y, ou y.. 

ί\-ζ , ()fJi '.\ r.z
 c v ()Q-, 

I ·> ) Jt + K( —Γ— J-i -4- K
2
 —— > 

p, (H p, 0! 

( (i) 0., ̂  α,\\ 4- 'M 2 y., Xj = o, 

(-) ^ vi-n ^ 
J y.

x
 ou y.., rj

x
 ou 32 */i ou y. 

le même indice devant figurer dans les trois dénominateurs des équa-
tions (4) ou (-). 

D'ailleurs, les relations dites de Faraday, qui relient le champ 
magnétique au champ électrique, permettent de transformer les équa-
tions (6) et (7) en les suivantes : 

Σ«·(§-£) 
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el 
> / ()'/> ι <ΑΛ _!_ / M2 <A ; \ 

(9) lJ-i \ ày dz ) ~~ μ
2
 \ ~ày Tz ) 

IX, OU «0 

±.(']*i — f3\ ±(?** <rA*\ 
_

 (
u, V <)z <)x / μ 2 .. ()z <),r 

μι ou β·2 
J_/àY, <)\, « ι / VA g ΟΧ» , 
μ.

χ
 · () r Oy ; μ-i \ û .r à γ ' __

 ~/ι ou y, ' 

qui, jointes aux précédentes (3), (/|), (/>), fournissent six équations 
aux limites distinctes. 

Les équations aux limites que vérifie le potentiel vecteur total sont 
entièrement différentes de celles du champ électrique. Comme nous 
n'aurons pas à les utiliser, il nous suffit de savoir, pour l'objet que 
nous avons en vue, que la résistivité el le coefficient de polarisation 
diélectrique n'y figurent pas. 

Cela posé, nous allons voir que les équations tant indéfinies qu'aux 
limites du champ électrique, du champ magnétique et du potentiel 
vecteur total peuvent être mises sous la forme de celles relatives à des 
corps non conducteurs, si l'on se borne à considérer des solutions 
simples constituées par les parties réelles d'expressions de la forme 

(F, O, li) e'M(f 

où l'on a posé i — \ — ι et où to est une constante positive, où /, m, η 
sont des constantes généralement imaginaires et Ρ, Ο, H d'autres 
constantes généralement imaginaires aussi ou même des fonctions 
de x,y, ζ indépendantes de t. On convient de dire que ces solutions 
définissent des ondes planes périodiques simples de pulsation to, de 
paramètres directeurs /, m, // et d'amplitude (P, Q, R). 

Considérons donc, tout d'abord, les équations indéfinies (i) du 
champ électrique et du potentiel vecteur total et posons 

(X. Y, /.) — parlies réelles de (Ρ, O. it)eiM'f "=>, 

ce que nous écrirons plus simplement, pour abréger, 

(10) ( \ , Y, Ζ) (P. O, Il\)e
imit-U-,ny-nz)

% 
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Il vient 
à ( \. > . Z, ) . v . 

V/.). 

ce qui [)ermel de mettre les équations ( i) sous la forme 

/ , „, <Yj -, ι ν -/ · <)-(\.\ ,Z.) 
"" ^ ' ÔT>— 

en posant 
£ ;κ". , c (,, ç—7- ' 

( ι ;» ) ·κ ι -i- 4 — £ ne. 

( I I NE ·:-/.( I — ) < 

On voit que les équations ( 11 ) sonL celles d'un milieu non conduc-
teur, dont le coeflicient de polarisation diélectrique aurait la valeur 
imaginaire 3C délinie par l'égalité (i4)· 

Il en résulte, pour ce milieu fictif, un pouvoir inducteur spécifique 
imaginaire w donné par l'égalité (i3) et des vitesses de propagation 
des perturbations longitudinales et transversales et G également 
imaginaires donnés par les égalités (12). 

On voit que les équations (n) sont analogues à celles des petits 
mouvements d'un solide isotrope dénué de viscosité; celte analogie 
est, comme on sait, le point de départ de la théorie électromagnétique 
de la lumière. 

De même, si nous prenons pour le champ magnétique (X', Y', Z') 
des solutions de la forme (10), les équations indéfinies correspon-
dantes (2 ) peuvent s'écrire 

GM(V, v. /: 1 - ·
:

° 

et l'on voit encore que ce sont celles d'un milieu fictif non conducteur, 
de coefficient de polarisation diélectrique 3C. 

En ce qui concerne les équations aux surfaces séparatives, il n'y a 
à s'occuper que de celles où figurent les quantités s, κ ou K, c'est-
à-dire que des équations ( 3) et (5). Or on a par exemple, d'après la 

Journ. de Math. ( ~" série j. tome l\. — Fasc. I, »<>·*· ^ 
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forme de solutions considérées, 

/| 7TS
 v t

 .d\ 

-! ^ - 1- Κ = I -h L\-V/. Il ΪΛ , 

~0Ï 

de sorte que ces équations prennent la forme 

(ι5) ;K , — sqXi + ?.K
2
 — ̂  «

2
X
;

o, 

ocx1 OO1 = x2 oo2 

comme pour un milieu non conducteur. 
Enfin, dans l'hypothèse de Faraday et de Mossolti ('), on sait (ju'on 

a l'équation indéfinie 
0 -{- K. —rj O, 

» 

qui vérifie identiquement l'équation aux limites supplémentaire (.'>). 
(Jette équation devient ici 

(ι;) ou V o. 

comme pour un milieu non conducteur. 

II. Ondes planes latéralement illimitées. 

On dit que les ondes planes périodiques représentées par les éga-
lités 

(, ι o ) {X.\ , Ζ) — (Ρ, 0, H je1'"*1x -my - 1) 

sont latéralement illimitées quand les trois coefficients d'amplitude 
Ρ, (

v
), H sont des constantes. Voyons les conditions qu'imposent aux 

différents paramètres, qui figurent dans ces égalités, les équations 

(') L. Kov, /oc. cil., p.p 240 
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indéfinies 

<"> «' - e'> KZjT) + ε· A
(
 χ, ν, /ο - - o, 

auxquelles nous joindrons l'équation aux dilatations 

ΰ-0 
(<8) ^0-^ = «, 

obtenue en dérivant, respectivement par rapport à .r, y z, les équa-
tions (n") et en les ajoutant membre à membre. 

Substituons donc les expressions Cio) dans les équations (Ίι) 
et(iH); on a tout d'abord 

( r 9) 0 — i'w ̂  '' t*
iM

'' '
u

'
 my

~"
ζ)

·> 

puis 

UTi" "■ ') '2 νί
'*~ ( 'î+ ,n

*
+ n

'~ r*J 

(■ΛΟ) (^7 V l [ ll -+· m- -t- n!— ~ j Π — ο, 

(^r — ')
λ

2
 ν/

^ '
 m

'"'~
 η

'~ h)
 |{
 -

ο; 

(si)' (l* + 4- — ·~ j 2
Ρ1

 ~ °· 

On peut satisfaire de deux manières à cette dernière égalité : soit 
en posant 

et alors, pour que les trois coefficients P, O, Il ne soient pas tous 
nuls, les égalités fao) exigent qu'on ait en même temps 

soit en posant 
(■ l· ni1 r- ^·; 

J; , ο 1 ι- τ- tu - -ι- η· —: — , 
J-

ce qui réduit les égalités (20) à la double proportion 

PQU 
l m η 
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Dans les deux cas, la pulsation ω est arbitraire. 
Les ondes correspondant à la première solution sont dites tranver-

sales; celles correspondant à la seconde solution sont dites longitudi-
nales. Nous allons les éludier successivement. 

I. Ondes transversales. — Ces ondes sont caractérisées par la 
solution 

( 22 ) /
2
 Λ- /«' H- η- ~~ ̂ ^

 0 

des équations (20) et (21). 
Tout d'abord, les constantes /, m, η étant généralement imagi-

naires, nous pouvons regarder leurs parties réelles comme les compo-

santes d'un vecteur ^ de cosinus directeurs », (3, γ et leurs parties 

imaginaires comme les composantes d'un autre vecteur h de cosinus 
directeurs — α, — b, — c; nous écrirons donc 

( ·<3) (/, m, n)z= — ih{a, />, c), 

égalités où ^ et h sont deux quantités positives ou nulles. 
On sait, d'autre part (1 ), que la vitesse effective Τ de propagation 

des perturbations électromagnétiques transversales dans le milieu 
considéré a pour expression 

T'=7f ; 
— ( Κ — 1 ) '/ 
ί 1 

nous pouvons donc écrire, d'après les égalités (12), (i3) et (V|), 

/ r \ ι l — i~J. 
<»«> ν'--—' 

en posant 

(23) i.:-
ri) p r. 

D'après cela, la première égalité (22) équivaut, en tenant compte des 

(') t.. Rov, (oc. ci/., p. 9.3 i. 
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égalités (-23) et (ιί\ ), aux deux suivantes : 

(«6) 

où l'on a posé 

( ·>.η) rost·) — a y. + /'3 ■+· t'y. 

Comme le nombre A n'est jamais négatif, la deuxième égalité (2b) 

montre qu'il en est de même de cos0; l'angle Θ des deux vecteurs ^ 

et h est donc toujours compris entre ο et ^ et ne peut atteindre cette 

dernière limite que pour λ — o, c'est-à-dire pour un milieu non 
conducteur. 

Laissant provisoirement de cote le cas où λ est nul, les égalités (26) 

constituent deux équations qui déterminent sans ambiguïté ^ et h en 

fonction de l'angle Θ donné arbitrairement entre les limites précé-
demment indiquées et l'on obtient aisément 

(28)in \ 1' ' + \/'+i5W>)' 

I Τ * - +
VV 1 + y 2cos2O 

Ces expressions montrent, lorsque Θ croît de 0 à que Ω décroît 

en tendant vers zéro, tandis que h croît et augmente indéfiniment 

Nous verrons que λ varie dans de très larges limites suivant la sub-
stance considérée. Si ρ est très petit, comme cela a lieu pour les 
métaux, λ a une valeur considérable, de sorte que Û n'est qu'une très 
petite fraction de T, quel que soit Θ; si au contraire ρ est très grand, 
comme cela a lieu pour les corps isolants, λ est extrêmement petit, 
de sorte que Ω reste sensiblement égal à T, tant que Θ n'est pas très 

voisin de La figure représente les courbes de variation γ (en traits 

quand Θ tend vers £· 

(έ-*'=·π· 

2 h cos O = ybo 
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pleins) et de Tk (en traits interrompus) en fonction de Θ, construites 
en coordonnées polaires pour quelques valeurs de λ. 

Ω et h étant ainsi déterminés en fonction de Θ, explicitons la 
deuxième égalité (22) en posant à cet effet 

(P,Q,R) = (U,V.W) + f(C),x?,^); 

il vient d'après la première égalité (23), 

Ρ l ™ ^α + /ιΰβ-Ηί|'-//1]α + Γ7
 α 

V 
Soient alors : 

1 le vecteur de composantes U, V, W ; 
φ l'angle des deux vecteurs I et 
ψ l'angle des deux vecteurs I et h ; 
3 le vecteur de composantes O

y
 ·φ, ψ ; 

Φ l'angle des deux vecteurs 3 et 
Ψ l'angle des deux vecteurs 3 et h ; 

on a 
^ Ρ/ — 1 2£i2 4-3/,cos «Γ -t- / ^— Ih οοδψ -f- 3 ^-j» 

de sorte que la deuxième égalité (22) équivaut aux deux suivantes : 

(29) 

. COS®
 H

 ,
 LR

, 
1 -ζγ- 4- 3 h cos Φ — o, 

11 t -v cos^ — 1 h cos® 4- 3 — ο. 

Comme l et Λ ne peuvent être tous les deux nuls, sans quoi il en serait 
de même de P, Q, R, il faut qu'on ait l'égalité 

. cos® cos Φ 
(.ίο) jji h/rcosocos'l =o. 

en vertu de laquelle trois seulement des quatre angles ç, ψ, Φ, Ψ sont 
arbitraires. Celle-ci étant supposée vérifiée, l'une des égalités.(29) 
détermine le rapport des deux vecteurs I et 3. 

Dès lors, tenons compte dans les expressions (10) de l'égalité 

Ό 
Ρ — U2 4- ν- el arc "ΰ. 
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des deux autres analogues et des égalités (23); en prenant les parties 
réelles des seconds membres, nous obtiendrons finalement pour les 

Coin-bos tie variation île γ (eu trails pleins) et île Τ Λ (eu traits interrompus) 

en l'onction île θ pour quelques valeurs île A. 

trois composantes du champ électrique transversal 

(3.) 

\ — Ù- -h We cos(ji^l— 1·^ ' V- _j_ 1
 ai

.
c
i
an

» L j , 

^ \ V-' -h Ve/ι(.){α.ι·- by+cz) cos63 + ̂  " 4- arclang ψ j > 

χ ~
 V

 W
2

 -h W-e >> ·' '■·-·> cos OJ ̂  · ν «"G + ifo + Y-
 +

1
 <nrc

 mug—). 
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Ces égalités définissent une vibration elliptique parallèle au plan lixc 

( ν ψ; — V*) \V ) X H- ( W X) — νφ U ) V -h ( t — Ό V ) Ζ υ, 

c'est-à-dire située dans un plan parallèle aux deux vecteurs I, -3 cl 
donnent pour la grandeur H — y \u H-Va H-Z* de ce champ l'ex-
pression 

(3a) 11*:-- le ■*'"■><«·*■ i A.I .«)! 1* + 3* + y'( I
s

«3* )
s
 ·+· (tî I-3 CQSS )* 

/ y..v-Α- ΐγ-\-Ίζ ι , 'λ Ι*'cosî \ 
cos ■>. î·» ί 7-r —} a rc lan» -rr — » \ 12 ·>. '.> "I * — / 

ε désignant l'angle des deux vecteurs 1 et-3. Il en résulte que les carrés 
du demi-grand axe et du demi-petit axe de l'ellipse, qui correspondent 
respectivement au maximum et au minimum du champ, ont pour 
valeurs 

(33 ) c - /-y-* ci) | ρ —j „3* it ^ ( l·'— -32 f -ι- ( ■>. I >3 cosî )- j. 

D'après les égalités ( >i), la phase de chaque composante est à 
chaque instant la même dans tout plan perpendiculaire à la direc-
tion (α, β, γ); ces plans s'appellent les plans- (fonde; la quantité ii, 
qui représente la vitesse à laquelle il faut se déplacer suivant la nor-
male à ces plans pour que la phase reste constante quand ί varie, 
s'appelle la vitesse de propagation de fonde. 

De même, d'après les expressions (33), l'amplitude du champ est 
constante dans tout plan perpendiculaire à la direction (α, A, c); ces 
plans s'appellent les plans d'absorption; la quantité A, qui mesure la 
rapidité du décroissement de l'amplitude quand on se déplace dans la 
direction (a, A, e) s'appelle le coefficient d'absorption; l'angle (■) 
est donc celui que font entre eux les plans d'onde et les plans 
d'absorption. 

D'après les expressions (33), pour que la vibration soit circulaire, 
il faut et il suffit que le radical soit nul, c'est-à-dire qu'on ait 

1
 = λ

 :=Ξ; 

l'orientation du second vecteur est alors entièrement fixée d'après 
celle du premier. 

De même, pour que la vibration soit rccliligne, il faut et il suffit 



Ο NU ICS ICLICCTIlOViAGNÉTlJjUES MANES 1MCU10MQUES. I 7 

que le petit axe de l'ellipse soit nul, ce qui exige que les deux vec-
teurs I et aient même directrice. Dès lors, il résulte de l'égalité (3o) 
que cette directrice est la perpendiculaire commune aux deux direc-
tions (a, h, c), (a, β, γ). Le champ électrique en chaque point de 
l'espace est donc dirigé suivant l'intersection du plan d'onde et du 
plan d'absorption qui passent par ce point. 

11. 0//d<'s lonxiludijiufi's. — (les ondes sont caractérisées par la 
solution 

T Ι» Ο H 
(. ·>·| ) t- -t- m- -Y- u- — :r~ — 

.Γ1 l /71 /t 

des équations (20) et (21 ). 

Tout d'abord, on sait (■) que la vitesse effective L de propagation 
des perturbations électromagnétiques longitudinales dans le milieu 
considéré a pour expression 

I,-.J ϋ_. 
"" «= Κ - 1 ' 

2 

nous pouvons donc écrire, d'après les égalités (12), ( i3 ), (14) et (20), 

, I V- — /v 

^ ~ T7~ ' 
en posant 

Κ — ι., /. 
• -ι—/.- γ 

(30) ' ,ίν·' --. r-w,: 
1 ' ! - κ- ' '· , + (—)' · 

Si donc nous définissons encore /, m, η d'après les égalités (2')), la 
première égalité (3/|) équivaut aux deux suivantes : 

(;>7) h Λ ν 

(') L. ROY, loc. cil., p. o.V\. 

Joum. de Mailt. (7" série), lome IV. — Ease. I, i<,iS. 3 
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Θ étant encore défini par l'égalité (27). Le nombre ν n'étant jamais 

négatif, l'angle Θ des deux vecteurs ^ et k reste donc compris entre 

les mêmes limites ο et ^ que dans le cas des ondes transversales. 

Laissant toujours provisoirement de côté le cas où A, el par suite v, 

serait nul, les égalités (37) déterminent sans ambiguïté ^ et h en 

fonction de Θ donné arbitrairement entre les limites indiquées et il 
vient comme précédemment 

(38) π = V »( '~\/'+ *£?&)' 
b/' — 1 ' ~ ( ' "Ί" \i

 1
 ~~ï Û\) ' \ 2 \ y μ* cos* w J 

Cela posé, les deuxièmes égalités (3'j) déterminent Ρ, Q, Κ en 
fonction de /, m, η et d'une quantité aibilraire que nous désignerons 
par 

Δ == J e'"2, 
ce qui donne 

(39) (P, Q, R) — (/, ni, H)lciu>z, 

de sorte que les égalités (10) nous donnent pour les trois composantes 
du champ électrique longitudinal 

(4o) 

X-—Iy/cos'j)(t—
 JX

 ' ^ ^* 4-0 — - arctang//i£^ ), 

Y = I y/^ b
t
h
i
e-

hMirtx
+

h
y'

tcz
'
1
 cosco^/ —

 XX
 ^ ^ " +0 — — arc Lang Λ j, 

>=Vï 4- c1 ]re~ht'^ax 1COÎ'·»)^— x-x-\-\iy y* ^ ^ — i_arctang/<fi2 - j-

Ces égalités définissent une vibration elliptique parallèle au plan fixe 

φα — by)\. + (y a — ex) Y 4- (xb — afi)i — o, 

c'est-à-dire perpendiculaire à l'intersection du plan d'onde et du plan 
d'absorption et donnent, pour la grandeur II de ce champ, l'expression 

qu'on obtient en remplaçant, dans l'égalité (3a), f par par U et 
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z par τ. — Θ; en tenant compte des égalités (37) il vient ainsi 

<40
 M

 - ̂ »-<««"->1 y/f»'+ + vV'+* 

/ 5<A"-i-3y+'/ζ
 Λ

 ι v\ 
cos2'>) / -rz — \-o arctans — V il 2'») \J.) 

et, par suite, pour les carrés des demi-axes de l'ellipse, 

(y/^ ± v/^ + v'J. 

Comme la quantité p.2-t- v2 ne peut être nulle pour aucun milieu, 
d'après les égalités (30), la vibration ne peut être circulaire. Pour 

qu'elle soit recliligne, il faut et il suffit que les deux vecteurs ~ et // 

aient même directrice, c'est-à-dire qu'on ait Θ = ο; les plans d'onde 
et d'absorption sont alors confondus et la vibration dirigée suivant 
leur perpendiculaire commune. 

On obtiendrait enfin la solution générale par ondes planes pério-
diques latéralement illimitées en additionnant les solutions partielles 
(3i) et ('jo). 

III. — Ondes évanescentes et ondes uniformes. 

Supposons maintenant que le nombre λ soit nul, ce qui aura lieu si 
le milieu considéré n'est pas conducteur: on aura, d'après les éga-
lités 

<1 —r I . y ~ o, 

de sorte que, d'après les égalités (z'\) et (3o), les vitesses de propa-
gation $ et .^jusqu'ici imaginaires reprennent leurs valeurs réelles ï 
et L ; les égalités ( 2f>) et (37) deviennent d'autre part 

( 9·&) 

1 i i 1 

il2 ~"rpi' 

>' η 9. — cosW — i) ; 
(•>7 » 

1 / · 1 

02 " |;2 ' 

2 ^COSÎ·) — O. 

(.Considérons, par exemple, le premier groupe (ζίΥ) : comme l'angle Θ 
n'a de signification qu'autant que les deux vecteurs ~ et h ne sont pas 

nuls, on y satisfait de la façon la plus générale en faisant Θ = ce 

qui vérifie la seconde équation ; la première détermine alors en fonc-
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lion de h laissé arbitraire, ce qui donne 

ο 
ν'ι+ΤΆ'' 

La vitesse de propagation de l'onde est donc susceptible d'une 
valeur quelconque comprise entre ο et T. La limite inférieure ο ne 
peut être atteinte puisque h devrait être infini. La limite supérieure Τ 
correspond à k = o; d'après les égalités (29), les vecteurs I et Λ sont 
alors situés dans le plan d'onde et il en est par suite de même du 
champ H, qui devient uniforme dans tout ce plan ; de telles ondes sont 
appelées ondes uniformes. Quel que soit h, la vibration peut être 
elliptique, circulaire ou rectiligne. 

Le second groupe ( conduit à des conclusions analogues : h étant 
arbitraire, la vitesse de propagation de l'onde est comprise entre ο et L ; 
l'expression (Zji) du champ devient 

II
2

— Α—,
β

--ί''(Ήα·ν+/>χ \ rz) | , r,\ „8/1'-+ COS 'ι> (ί — ^ 0^ 

et Ton voit qu'il n'est rectiligne que si h — o. Dans ce dernier cas, il 
est de plus uniforme dans le plan d'onde et, d'après les égalités <'4o), 
perpendiculaire à ce plan. 

D'une manière générale, de telles ondes transversales ou longitudi-
nales susceptibles d'être propagées par un milieu non conducteur sont 
appelées ondes évanescenles, quand la valeur correspondante de h 
n'est pas nulle. On sait qu'elles se sont présentées pour la première 
fois à Cauchy dans la théorie delà réflexion totale, mais, pendant 
longtemps, elles n'ont été considérées qu'à titre de cas singulier. Il est 
intéressant de remarquer qpe ces ondes sont, au contraire, les plus 
générales susceptibles d'être propagées par un milieu non conducteur 
ou, ce qui revient au même analytiquement, par un milieu élastique 
isotrope dénué de viscosité. Un tel milieu est donc susceptible d'une 
infinité de vitesses de propagation transversales et longitudinales 
comprises respectivement dans les intervalles (ο, Τ), (o, L), dont les 
limites supérieures Τ et L correspondent précisément aux ondes uni-
formes. Cette remarque a été faite pour la première fois, à notre 
connaissance, par M. M. Brillouin ('). 

(') M. BRILLOUIN, Sur la propagation des vibrations dans les milieux absor-
bants isotropes (Comptes rendus, t. 115, 1892, p. 808). 
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IV. — Valeurs numériques des nombres λ, μ. v. 

Avant d'aller plus loin, il est bon de nous rendre compte de la 
valeur numérique des nombres λ, α, ν dans quelques cas particuliers 
et pour les valeurs extrêmes de OJ susceptibles d'être réalisées. 

Tout d'abord, si τ désigne la période de pulsation ου, Λ la longueur 
d'onde correspondante dans l'éther, où toutes les ondes uniformes 
électromagnétiques ou lumineuses se propagent avec la vitesse υ, on a 

2~ 4 r,) — —, \ υτ. 

Comme on a, d'autre part, 

k - ι s 
ι - ■■■ '·> » 

I T.Z o-
—

 κ« ;'·» 

K„, u.
0
 désignant respectivement le pouvoir inducteur spécifique et la 

perméabilité magnétique de l'éther, l'expression (20) de Λ devient 

·> J.\ 

'■ κ3; -τ·7-

Or, on peut faire p.„ = i à un très haut degré d'approximation, de 
sorte qu'en employant le système d'unités C.G.S. électromagnétiques 
où 

U
'~ 2 in — — I. υ — ό. ΙΟ1 1 

et en supposant que le milieu considéré satisfasse à l'hypothèse de 
Faraday et de Mossotli, il vient 

6^ - 10'«. IV 0 
i 

Le Tableau ci-après donne la valeur de λ, calculée d'après cette 
formule, pour quelques corps que nous avons rangés par ordre de 
résistivité croissante. Le calcul a été fait en prenant successivement 
pour Λ la longueur d'onde moyenne du spectre lumineux visible, puis 
la plus petite et la plus grande des longueurs d'onde électromagné-
tiques réalisées jusqu'ici. Si le pouvoir inducteur spécifique des 
métaux, qui nous est inconnu, n'est pas extrêmement grand par rap-
port à celui de l'éther, λ atteindrait l'ordre de io,:t pour l'argent, le 
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moins résistant des corps connus, et les très grandes longueurs d'onde. 
Ce nombre n'est au contraire que de l'ordre de io~'8 pour les corps 
extrêmement résistants et les très courtes longueurs d'onde. 

Snli>ilnrnc>. ( (î. S. <Ίιιι, l\„ Λ ."«.ΙΟ cm. Λ 0.10 'ι'ΐιι. Λ10'nu. 

Argent ι,5.ιο:ι » ~ P.ro^ ^'Ρ,/Ι.ΙΟ
7
 ~ P.IO

13 

k k k 
Mercure ,J,/|.IO

4 » ~3,P.IO
2
 ^'3,8. io'; ~3,P.IO'

2 

κ κ K 
Eau 2.1014 8o i.tj.io-'" 2,3.ιο~(ί 1,9 
Sélénium 8.io|:i 0 Ο,ρ.ιο-10 7,5.ΙΟ~,; Π,2 
IRLÎICE ΊΟ

1
" 3 ΙΟ"'

1
'- Ι,Ρ.ΪΟ

-

* ΙΟ~
2 

Marbre ιοΗ (ί 5.ιο~14 6.ιο-1" 5,ιο~4 

ll'iile d'olive.... ιο11 3 ΊΟ
 14

 Ι,Ρ.ΙΟ
 11 ιο_ί 

Soufre ιο- \ ~,%.ια~ι~ *>. ■ °" 13 7 

Verre ιο-:! (i ô.io- 1" G. ι ο 14 Γ>.ιο * 

Connaissant ainsi λ, les valeurs correspondantes de ;A et de ν 
résultent des égalités (36), qui deviennent, en vertu de l'hypothèse de 
Faraday et de Mossotli, 

k 
υ — ι. ν -, · 
' I -ί-

Les pouvoirs inducteurs spécifiques absolus nous étant inconnus, 
nous n'avons aucun moyen de calculer ν ; mais comme ils sont très 
supérieurs à l'unité, d'après l'hypothèse de Faraday et de Mossotli, il 
en résulte que ν est d'un ordre de grandeur très inférieur à λ. 

Y. — Ondes planes latéralement limitées. 

On dit que les ondes planes périodiques représentées par les éga-
lités (io)sont latéralement limitées, quand les trois coefficients P,Q,Iî 
sont, non plus des constantes, mais des fonctions de œ, r, 3. Nous 
supposerons ces fonctions assez lentement variables pour qu'on puisse 

traiter leurs dérivées ^} 1 comme des quantités infiniment 
. z) 1 

petites, dont nous négligerons les carrés, les produits et les dérivées. 
Considérons, par exemple, la dérivée 

() r ti.r / 
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comme on peut l'écrire 

23 

~ — — io, f / L A. ) Pc ί<»(Λ tx- my-ιιζ) ^ Ox 

on voit, suivant une remarque due à M. Boussinesq ('), qu'il n'y a 
qu'à remplacer, dans les égalités (20) et ( 21 ), /, m, η respectivement 
oar l 4- dl. m 4- dm. η -4- dn. en nosant 

d(L m. η) -

et à négliger les carrés et produits de ces différentielles. 
Kn posant alors 

.■J -- 1 — -r ) -J77 — / -J H ni -r- 4* H ~r-

les égalités (20^ et ( 21) deviennent 

ι (p-1)12ρ/+(/ί-'-^+,ί2-ρ),> 

l 4[(Μ(έΣ'·<···»)-·£ 
] — 1J I -!- yl2 4- ni 4- η2 — — j U 

y ' \ i r / r - ' / ι) —. \ /in 
1 o,|U* !\<)j· ̂  ' "7 *dS 

( ρ ~1 )n Σ1'1+( ''+mX ̂ n" )u 

' =-i -s 

(. \ \ ) ( l
2
 -t- ni 4- ii — ~ 2 V l 

=-~z\4--η-Ρ—^Σ1'1 

Mous avons ainsi, pour déterminer P, Q, R, non plus un système 
d'équations algébriques, mais un système d'équations aux dérivées 
partielles. Toutefois, les seconds membres étant des fonctions linéaires 

(') .1. Uni SSINKSD, Théorie analy!ifjue 'le la chaleur, l. II, p. /|4i. 
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et homogènes de ces dérivées sont eux-mêmes des quantités très 
petites, de sorte que, pour calculer P, Q, 11, nous pouvons procéder 
par approximations successives suivant la méthode indiquée par 
M. Boussincsq ('). Λ une première approximation, négligeons les 
dérivées de P, Q, R; les seconds membres deviennent nuls et les éga-
lités ci-dessus coïncident respectivement avec les égalités (20) et (21 ). 
Nous retrouvons donc, tout d'abord, les deux solutions 

( ) l- i- m- h nl — \p/ — ·· ο ; 

(·> I ) ll 4- m- -t- II- — —, Τ ~ ~' 

relatives aux ondes latéralement illimitées et étudiées au para-
graphe II. Mais tandis que P, Q, R étaient précédemment des con-
stantes, ce sont ici plus généralement trois fonctions arbitraires de r, 
y, ζ lentement variables, assujetties seulement à vérifier les rela-
tions (22) ou (34 ). 

La deuxième approximation consiste alors à remplacer P, Q, Il par 
leurs valeurs de première approximation dans les seconds membres 
des égalités (43) et (44)? en conservant pour /, ///., η les mêmes valeurs 
que précédemment dans les deux membres. Si donc P, Q, R désignent 
les valeurs de première approximation, P + oiP, Q -f- Il ~f- d\\ 
celles de deuxième approximation, les égalités (43) et (4 i) deviennent, 
en vertu des égalités (20) et (21), 

(ρ )/ 2^/1'+ (/M- /W'-WI3-- ^ U/l' 

ι =-;ρ-')(έΣ'·'»'»ι-4ΐ· 

(45) (L2 - 1) m Z LdP + (p + m2 + n2 - I) dQ 

= L ( L2 - 1 ) (d Z Pl + m3) - 2oQ] 

I ( ρ —1 ) fi 2 '
c
^* ■

+
* ( ̂  ■*

+
"
 m

~ —^î) ̂  

= - i [( L2- 1 ) ( d Z P l + n S) - 2 SR DS 

(' ) J. Bot ssi.Misy, loc. ri/., p. 4-·?. 
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et 

MO) ί i'-
+
(P + m2 + n2 - 1) Z l dP 

T - i [( p + m 2 + n2 .. 1) S - 2 O Z Pi] 

il ne nous reste plus qu'à leur adjoindre successivement les éga-
lités (22) et (34), qui correspondent respectivement aux ondes trans-
versales et aux ondes longitudinales. 

I. Onde? transvtirsak's. — ftn vertu des égalités (22), l'égalité (46) 
devient 

(17) =- 1 S 

ce qui réduit les égalités (/p) à 

(.,«) 55 ~
0

· 

Or on a 

(19)ι

Έί· = π Ί7:
+

 "
h

 —c + ' (-
aA

àJ
 +

 uu)' 

de sorte que si l'on désigne par s et σ deux variables comptées respec-
tivement suivant les directions (a, b, c) et (α, β, γ), c'est-à-dire si 
l'on pose 

S ~aJi + bJÏ + e7,' 
(■"') 

Ι ~Τ~ — ^ ι— ~l·" \J ~Γ~ Ί ~Γ~ ' 

la première égalité (48 ) équivaudra aux deux suivantes : 

I -d5+h"lû ="· 

f Os + <k= 0 

d'après lesquelles U et υ vérifient la même équation aux dérivées 
partielles 
(32) O2 (U, U) + h2 o d2 ( U, u) =0 

οσ- Os-

Jour». do M/tlJi. st'rio). |<»me IV. — l'iisc. Ι, ι ί» ι S. 4 
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Les équations (oi) cl (5a) ont été anlén'curemenl obtenues par 
M. Poussinesq ('). Celles-ci peuvent encore se simplifier en posant 

s— /i O s' 

et en désignant, par .v' une nouvelle variable; elles deviennent en eflel 

<)\\ _ <)Ό ()\\ 

1)7 7)7' ~lh:"~~ 07' 

<)*·( IJ, v>) i):( Li. v> ι 

On voit donc, en définitive, que les égalités (/j8 ) expriment que les 
coefficients d'amplitude P, Q, 11 doivent être des fonctions analytiques 
de la variable complexe .v'-f- ίσ. D'ailleurs, si la condition est remplie 
pour deux des quantités P, Q, 11, elle le sera également par la troi-

sième en vertu de la relation ^ P/ = o. Nous allons voir qu'il résulte 

encore des égalités ( H ) que, si l'on connaît les fonctions Ρ, Ο, Pi en 
chaque point d'un plan quelconque, celles-ci se trouvent déterminées 
dans tout l'espace. 

Prenons, en effet, ce plan comme plan des y et considérons, par 
exemple, la fonction P : pourv = o, l eL Ό sont des fonctions données 

de ./-, y, de sorte que les dérivées sonl connues pour ζ = ο; 

dès lors, en tenant compte des égalités (5o), les égalités (5i) font 

connaître, pour - = o, les deux dérivées l) '· On a ainsi, pour 

chacune de ces fonctions, deux conditions initiales qui, jointes à 
l'équation aux dérivées partielles (02) qu'elles vérifient, les déter-
minent dans tout l'espace. 4 

Pn particulier, si les fonctions P, Q, U sont nulles en dehors d'une 
aire limitée du plan ^ = 0, il en est de même du champ électrique, de 
sorte que les ondes latéralement limitées que nous considéions cons-
tituent alors ce qu'on peut appeler un pinceau électromagnétique 
transversal. 

On peut appeler, d'autre part, rayon électromagnétique trans-
versal le lieu des points ou l'amplitude du champ électrique reste 

1 1 ) J. 1 îorssiNESQ. Utillrlin des Sciences mathématiques. strie. I. \.\1X. 
190Γ), deuxième Partie, p. I 'I?.. 
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confiante, abstraction faite de l'exponentielle d'extinction 

/> h(*>{a:c ' h y '· f l * 

si l'on néglige les termes complémentaires provenant des quantités 
infiniment petites d(V, Q, I(), le champ a la même expression (3ί) 
que dans le cas des ondes latéralement illimitées, sauf que les quan-
tités I, -ι, ζ sont maintenant des fonctions de y, z. Les parties prin-
cipales des carrés des demi-axes de l'ellipse décrite par l'extrémité du 
vecteur H sont donc représentées par les expressions (33), de sorte 
que le lieu des points ou ces axes restent constants, abstraction faite 
de l'exponentielle, est représenté par la famille de courbes 

|--l· V'(P— ->*)5··:· C îe I -1 COS Σ I' — 

I - -}- —v'Cl·'"- -ι2)-' ('Ά* co» s ' C . 

L et C désignant deux constantes arbitraires. Chaque courbe de celle 
famille est précisément un rayon électromagnétique transversal. 

Cela posé, il ne nous reste plus qu'a déterminer les trois quantités 
infiniment petites d(P,(J, K), seulement, astreintes à vérifier l'éga-
lité (Î7), dont le second membre est maintenant connu; deux des 
quantités d(I', Q, R) sont donc arbitraires. Posons alors 

//(l\ (.). Il ; — f!\ \ , Y, W i r ÎtK V). V', W) 
et soient : 

dI le vecteur de correspondantes '/( l \ V, \Y >, 

"J l'angle des deux vecteurs r/l et A* t G ( > 

ψ' l'angle des deux vecteurs d\ et h ; 
fh le vecteur de composantes d( ν, \x> ), 

Ψ' l'angle des deux vecteurs c/i et 

l'angle des deux vecteurs dΛ et h ; 

par un calcul analogue â celui que nous avons fait au paragraphe II, 
nous voyons, d'après l'expression de r, que l'égalité ( \η ) équivaut aux 
deux suivantes : 

COS Ο' . ι . ÔX) dx> \ cil -i- h c os Ί ÎAZ.- -Il \ όχ Or υ ζ j 
. ,, . i (ù\L ô\ <)\\ \ 

- h «·* +
 -ΪΓ "* = '" Ζ [17· J- ̂  -3Γ) ' 
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qui déterminent les deux vecteurs d\, en fonction des petites déri-

vées ^ ^ et des quatre angles ο, ψ', Φ', M" donnés arbitrai· 

rcment sous la seule condition que la quantité 

'-fp -|- h COS y COS'γ 

soit différente de zéro. 
Le problème des ondes transversales latéralement limitées est ainsi 

entièrement résolu. 

il. Ondes longitudinales. — En vertu de la première égalité C'L'iJ. 
l'égalité (f\(')) devient 

~\Ι'/γ.:0. 

de sorte que si l'on pose encore, d'après les deux autres égalités ( 3/| ), 

( >JO ) . -· - - — J, 

on aura 

Σνι 4 
et par suite 

(0.,) ^ = 0. 

La quantité Δ = L·/'"3 est donc une fonction analytique de s'-j- ίσ et, 
d'après ce qu'on a vu précédemment, il suffit de se la donner dans un 
plan pour qu'elle soit déterminée dans tout l'espace. 

En particulier, si I est nul en dehors d'une aire limitée de ce plan, 
il en sera de même du champ électrique, de sorte que les ondes latéra-
lement limitées que nous considérons, constitueront un pinceau élec-
trique longitudinal. 

Si l'on néglige encore les termes complémentaires provenant des 
quantités infiniment petites d(T, Q, R), le champ a la même expres-
sion (l\i) que dans le cas des ondes latéralement illimitées, sauf que 
les quantités I et 0 sont maintenant des fonctions de χ, y> z. Les parties 
principales des carrés des demi-axes de l'ellipse décrite par l'extrémité 
du vecteur H sont donc représentées par les expressions (42)» de sorte 
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que le lieu des points où ces axes restent constants, abstraction faite de 
l'exponentielle d'extinction, est représenté, non plus par une famille 
de courbes, mais par la famille de surfaces 

I = C, 

C désignant une constante arbitraire. On ne peut donc plus ici, comme 
dans le cas des ondes transversales, parler de rayons électromagné-
tiques longitudinaux. 

Cela posé, il ne nous reste plus qu'à déterminer les trois quantités 
iniiniment petites d(P, Q, R) ·' d'après les égalités (53) el (5/|), on a 

, OS ΰλ ôà 
ζ ziz l — M- m — -I- η — = -7^- = o. 

0;/: ôy ôz ô§ 
ô(\ ,, 

de sorte que les égalités ( 45) deviennent 

^ Ad w ,).r 

2 m Ν1 / cil* — cH) — ^ j 
v Ad r

t
) ôy 

Sldï* — d\\ 
^ Ad r„ ()Z 

D'après l'égalité(54), qui en est une combinaison, elles se réduisent à 
deux distinctes et déterminent aussi deux des quantités d(P, Q, R) en 
fonction de la troisième laissée arbitraire. 

En particulier, si l'on impose à ces quantités la condition supplé-

mentaire ̂  IdP = o, il vient les expressions très simples 

Κ ) ~ — 1,1 . 
r,\ Ô( Λ-, y, Ζ ) 

d'après lesquelles les vecteurs cil et ch dérivent d'un potenLiel. 

VI. Cas d'un milieu très résistant. 

Quand le milieu considéré est très résistant, nous avons vu (§ IV) 
que λ est un nombre très petit et qu'il en est α fortiori de même de v. 
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Il y a donc lieu d'examiner les simplifications que cette circonstance 
introduit dans les résultats précédents. 

Nous supposerons l'angle (-) suffisamment difïérent de ^ pour que le 

nombre soit lui-môme très petit; il en sera donc a fortiori de 

même de —Nous traiterons ces nombres λ, ν, comme des 

quantités très petites dont nous négligerons les carrés et produits. 
Considérons déjà le cas des ondes latéralement illimitées : tout 

d'abord, au degré d'approximation adopté, les égalités ( 28 ) relatives 
aux ondes transversales se réduisent à 

ο Τ /, ί · 

le coefficient d'extinction est donc très petit. Dès lors, il résulte des 

égalités ( i\)) que les angles 5 et Φ sont très voisins de les vecteurs I 

et 5 sont ainsi presque parallèles aux plans d'onde et il en est par suite 
de même de la vibration. 

De même, les égalités (38) relatives aux ondes longitudinales se 
réduisent à 

u = 1, Q - L, h = l L2 cos o 

le coefficient d'extinction est donc encore très petit. Dès lois, les 
radicaux qui figurent dans les égalités ( fo ) peuvent être remplacés 
respectivement nar 

( y, p, y) 
—u—' 

ce qui montre que la vibration est sensiblement recliligne et dirigée 
suivant la normale aux plans d'onde. 

Passons au cas des ondes latéralement limitées : dans l'égalité ( icy), 

les termes en h ° ■ sont négligeables comme étant du second ordre 

de petitesse, de sorte qu'au degré d'approximation adopté, les para-

mètres directeurs l, m, η peuvent, dans le calcul de^> être réduits à 

leurs parties principales · Pes égalités ( IH ) et ( :> i ), qui 
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deviennent ainsi 
'RP, Q, l'O àà - ο, — ·— υ, 

(fa (fa 

inonlrcnt iiiors que la propagation se fait très sensiblement suivant la 
normale aux plans d'onde. Les rayons électromagnétiques, courbes en 
général, sont donc ici très sensiblement rccliligncs. 

Remarquons enlin que celte propagation suivant la normale aux 
plans d'onde devient rigoureuse pour h — o, c'est-à-dire pour les 
ondes uniformes latéralement limitées propagées par un milieu non 
conducteur. 

CHAPITRE II. 

Ι.Ι: ΐΊίΟΐίΐ.κ.Μ R. m: ι.Λ ΙΙΙ.ΙΊ.ΙΛΙΟΝ ΚΤ Ι Ι Ι·: Ι.Λ ΙΙΓ.ΙΤ.ΛΓ,ΊΙΟΝ. 

I. - Position du problème (' ·. 

Considérons deux milieux homogènes et isotropes en repos conli-
nanl l'un à l'autre par le plan des x, y : l'un, que nous désignerons 
par l'indice zéro, occupe toute la région de l'espace où ν est négatif; 
l'autre, que nous désignerons par l'indice r, occupe toute la région de 
l'espace où ; est positif. 

Pris dans toute sa généralité, le problème de la réflexion et de la 
réfraction consisterait à déterminer, à l'instant l, l'étal électrique et 
magn Tique du système résultant d'une perturbation entretenue sur 
une surface donnée à partir de l'instant initial; dans le présent 
Mémoire, nous nous bornerons à étudier la solution simple la plus 
générale par ondes planes périodiques dont ce problème est suscep-
tible. 

Nous affecterons de l'indice ι les quantités relatives au milieu τ; 
les quantités sans indice seront relatives au milieu zéro. 

Cela posé, il résulte des égalités (io>, ( 22) et ( I4 ) ( Cbap. 1, $5 II; 
que la solution la plu; générale par ondes planes périodiques des 

('i L. IVov, S///· le problème rie ta réfle.rion et rie la réfraction par ondes 
planes périodiques (Comptes rendus. I. tfiO, 1918, p. fro). 
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équations indéfinies (ι ι ) est, pour nos deux milieux, 

(.J.i) (Χ. Y. Ζ) — It) e'"»e ito l - 1 x-my-ns 

+ Z (l', m', n') A eito it-l'x-m'y-n2) 

(-,■>>) (X„Y„ '/.,)= 2 < ■''·'?»
 R

'> 1"·'·i -l,1 x -m1 y -n1z 

+ Z ( l'1, m'1, n'1) A1 eiw, (1 - l'1x - m'1y - n'1o) 

avec 

( ")G ) l- + ni- ■+- fl-n2 = 1/G, 

I ' l -f- Q m -|- It n — ο, 

( ;>7 ) l'~ -+- m'1 "H n's — ; 

(5fi') l] H- m\ -+- n\ —= 1/G21 

]\ l\ ■+■ t)i m ι ■+- M, η, o. 

(5;') -H "#,■ -H n-—, 

les amplitudes Δ el Δ, étant arbitraires et chaque signe ̂  indiquant 

la somme d'un nombre quelconque de termes analogues. 
Mais l'existence de la surface séparative, qui astreint les expres-

sions ( 55) et ( 55') à vérifier, pour ζ — ο, les conditions ( \ ), ( 8), (9), 
(r5) et (16), y apporte de grandes simplifications. 

En effet, ces conditions aux limites étant des équations linéaires et 
homogènes par rapport à Χ, Y, Ζ; X,, Y,, Z, et à leurs dérivées, qui 
doivent être vérifiées pour ζ — ο, fournissent des relations linéaires et 
homogènes par rapport aux exponentielles successives 

Λ/·»)' A—/.Γ—///Ν·) yj/F·)'·/—/'.r— /;/'»*· . /J.v—·/>;, Ν» ^/—Λ r—///. v) 

qui doivent être satisfaites quels que soient /, x,y. Or, comme nous 
ne cherchons que la solution simple la plus générale, toutes ces expo-
nentielles doivent être identiques; cela exige que toutes les ondes 
partielles aient même pulsation ω et qu'on ait les relations 

l = = ... l' = ... = l1 = .. = l'1 ; 
m = ... = m' = .. = m1 = ... = m'. 
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Alors, en vertu des relations (56), (57), (56'), (07'), qui donnent 
pour η,, /1, n

t
 et n\ les deux seules solutions ± η, ± η', ± τιη ± n\, 

on voit qu'il ne subsiste, dans le milieu zéro, que les quatre ondes de 
paramètres directeurs 

/, m, /1; /, ni. — n; ni', η'; Γ, ni', — n' 

et, dans le milieu 1, que les quatre ondes de paramètres directeurs 

Λ ) "il A» «l> "™" ^1 > j î tfi 1 » »1· 

On peut donc dire que, si l'un des deux milieux est le siège d'une onde 
plane périodique de paramètres directeurs et de pulsation donnés, les 
expressions 

Î:»«) 

^ ___ ^ |> p- ihutz _j_ pt gihtns ^ g/d)i/— / .»·--/« y. 

_J_ l' ( A p—iton'z gia>n'5^ fJiti)(/-ï.r-iii'y) ^ 

^ ^ ( ) g—iMnz Q' gittinz ^ g/(»)(/—/.r — my) 

4- m'(l é·+ Δ' g/(i>n'z^ qHîmI —l'x—in'y) 

/ _ ( |>( + R' e/<.»*= ) eum-lx-my< 

-h /1' (Λ c~~''')n z Δ' f''1"1'5) çi(<i[t—l'x—in'y). 

(58') 

\, -r: (F, e-""'- 4-F; e""" ^ λ—ί'ι)) 

-4 /', ( Δ, + Δ, 

Y, — (Q, 4- Q, e'">"i- )
 β

<">('-Λiji 

-h //?', ( Δ, β~"')η'{Ζ -1- Δ, e"',rt'3) , 

Z, r..: (H, e' -H R', fjiiriii—i,χ >niyi 

-1- n\ ( Δ, e~l"}n'>'— Δ', e,w>J) Λ 1 ν)^ 

auxquelles on doit joindre les relations (56), (57), (56 ), (5γ) et les 
suivantes : 

(59) 
/=/'=/, =/;, 
777 — ni' — m j — /77', ; 

(60) 

F / -ΐ- Ο m -+- R n — o. 
F' / H- Q' /?/ — R' n = o. 
F, /, 4- Q, //ι, 4- R| /7, — o. 

F', /, 4- Q, /77, ™ R', /7, — O, 

représentent la solution simple correspondante la plus générale par 
Journ. de Math. (7e série), tomr IV. — Fasc. Τ, 191S. ^ 
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ondes planes périodiques, dont le problème de la réflexion et de la 
réfraction soit susceptible. 

Les égalités ( 5q) jointes aux égalités ( 56), ( 07), (56 ), C37') vont 
nous permettre de déterminer tout d'abord les orientations ainsi que 
les vitesses de propagation et les coefficients d'absorption de toutes 
les ondes en fonction de ces mêmes éléments relatifs à l'une d'entre 
elles. L'application des conditions aux limites nous donnera ensuite 
uncertain nombre de relations entre les coefficients d'amplitude, qu'il 
faudra joindre aux précédentes (60). Nous verrons alors quels sont 
ceux de ces coefficients qu'il est nécessaire de se donner pour que le 
problème soit déterminé. 

II. — Ondes incidentes et ondes réfléchies. 

Considérons l'onde dont les paramètres directeurs sont 

(9.3) (/, m. fi) ~ — t h(f(, <■) 

et que nous appellerons, pour abréger, l'onde (/, ///, n); en prenant 
pour plan zOx celui contenant la normale Ο ν aux plans d'onde 
correspondants, nous aurons [i — o. D'autre part, puisque l'onde 
(/, m, — ri) figure également dans les égalités (58), nous pouvons 
supposer γ positif, de sorte que, si nous prenons pour axe Ο χ la direc-
tion qui fait un angle aigu avec Ov, la direction Ov sera située dans 

l'angle zO.r et en posant i == :Ov (' ), nous aurons 

(Οι) 3c--]sin/, r'j — o, y — cos/. 

Le paramètre m étant ainsi imaginaire pur, il en est de même de ///', 
///,,, ///,, d'après les égalités (09), de sorte qu'en posant 

(<h) 

m', η' ) ^y '"o/' ' — Ht' (n'·. ff'· <:' )» 

(/,, ni\, /I, ) ==
 IJ

'
U

 ̂
 Y

'
 ]

 — 1 A, (<t,. Λ,, c, ), 

(/',, m\. n\.) rz <y'1' — * h\ (a\, b\. c\ ), 
--1 

(') La même lettre i désigne également le symbole \/ — 1. mais il n'y a évidem-
ment aucune confusion à craindre. 
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on a aussi 
(,i'» ft )-::ϋ· 

'fous les plans d'onde sont donc normaux au plan zOx appelé plan 
d'incidence. 

Nous dirons que l'onde (/, ///, n) est fonde transeersale incidente 
dans le milieu zéro, que i est l'angle d'incidence correspondant et 
que l'onde (7, m, — n) est fonde Iramersale réfléchie dans le milieu 
zéro. La normale issue de Ο aux plans d'onde de cette dernière est 
symétrique de Ο ν par rapport a Ο eHe fait donc avec la direc tion 
des s négatifs un angle appelé angle de réflexion précisément égal à 
l'angle d'incidence i. 

Soit alors/' l'angle compté positivement de G: vers O./; que fail 
avec Or la normale Ov' aux plans d'onde de l'onde (/', ni', //'); on a 

y — sin i', y' ~ cos/ 

cl, de même, /, el/| ayantjdes significations analogues, 

2i m sin/,, y,—cos/,, 
y.\ . sin /',, y', cos/,. 

Les égalités ( 5q ) sont ainsi, d'après les égalités ((>2 ), équivalentes aux 
suivantes : 

sin/ sin/' sin/. sin/. 
<'-··' ir ir 

ha ■ - h'a' — /<,«, — h\a\. 
Il h . Il1 !/ =r h , h,. 

qui constituent la généralisation de la loi de Descartes. 
En particulier, si le milieu zéro n'est pas conducteur et si l'onde 

(/, m, n) est uniforme, h est nul; de sorte que, si ht et //', ne sont pas 
nuls, ce qui a lieu nécessairement si le milieu 1 est conducteur, les 
cosinus directeurs an bn a\, h\ sont nuls. Les plans d'absorption dans 
le milieu 1 sont donc alors parallèles à la surface séparative. 

D'après les égalités (G3), sin/', sin/,, sin/j sont positifs; comme, 
d'autre part, les ondes (/', m', — n'), (/,, ///,, m\, — n\) 
figurent dans les égalités (58) et (58') en même temps que les 
ondes (/', tri, n'), ( /,, ///,, //,), (/J, m\, n[), nous pouvons supposer 
cos/', cos/,, cos/ί également positifs; d'où il résulte que les angles /', 
/,, i\ sont, comme l'angle /. compris entre ο et 
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Dans ces conditions, nous dirons que : 
L'onde (/', /u', n') est Γ onde longitudinale incidente dans le milieu 

zéro ; 
L'onde (/', m', — a' ) est Vonde longitudinale réfléchie dans le 

milieu zéro ; 
L'onde (·/,,/y/,,, —-//,) est Vonde transversale incidente dans le 

milieu i; 
L'onde (/,, ///,, n

s
 ) est Vonde transversale ré/lëchie dans le mi-

lieu ι ; 
L'onde (/,, m\, — /?/,) est Vonde longitudinale incidente dans le 

milieu τ; 
L'onde (1[,ηι\,η\) est Vonde longitudinale réfléchie dans le 

milieu i. 
i! est Vangle d'incidence longitudinale dans le milieu zéro ; il est 

égal à Vangle de réflexion longitudinale, dans le même milieu, que 
fait avec la direction des ζ négatifs la normale aux plans d'onde de 
l'onde (/', m', ~ n'). 

i, est Vangle de réflexion transversale dans le milieu i; il est 
égal à l'angle d'incidence transversale, dans le même milieu, que 
fait avec la direction des s négatifs la normale aux plans d'onde de 
l'onde (/,, mn —a.,). 

i[ est l'angle de réflexion longitudinale dans le milieu i ; il est 
égal à / 'angle d'incidence longitudinale, dans le même milieu, que 
fait avec la direction des ζ négatifs la normale aux plans d'onde de 
l'onde (7J, m',, — n\ ). 

Nous sommes donc conduits, en définitive, à considérer dans chaque 
milieu deux ondes incidentes, transversale et longitudinale, et deux 
ondes réfléchies, transversale,et longitudinale. 

Nous insistons sur celle spécification, en modifiant en partie la 
terminologie jusqu'ici adoptée, pour la raison suivante : dans la 
théorie de la réflexion et de la réfraction, telle qu'elle a été exposée 
jusqu'ici à notre connaissance et dont les ondes longitudinales se 
trouvent généralement exclues par la forme même des équations d'où 
l'on part, on admet que le mouvement, dans le milieu zéro, résulte de 
l'onde incidente ( /, m, η ) et de l'onde réfléchie (/, /w, — n), ce qui est 
bien conforme à ce que nous venons de voir; mais dans le milieu i, on 
ne considère a priori que l'onde (/,, m{J nt), qu'on appelle onde 
réfractée parce qu'on la regarde physiquement comme le prolon-
gement de l'onde '7, m, n) dans le second milieu, et l'on passe entiè-
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rement sous silence la quatrième onde ( m
n

 — ri
{
 ), dont la considé-

ration s'impose pourtant au même titre que les trois premières d'après 
l'analyse qui précède. Cette quatrième onde, à laquelle nous conduit 
logiquement une théorie complète, étant l'homologue de l'onde 
(7, m, n), il était naturel de lui donner le même nom d''onde incidente. 
De même, les ondes homologues ( /, m, —/ô, ( n

{
) devant natu-

rellement aussi porter le même qnaliiicatif, du fait que nous conve-
nions d'appeler encore la première onde réfléchie dans le milieu zéro, 
nous devions également appeler la seconde onde réfléchie, dans le 
milieu ι et non plus onde réfractée. 

111. - Relations entre les éléments directeurs, les vitesses 
de propagation et les coefficients des ondes. 

Cela posé, nous allons déterminer les éléments de ces différentes 
ondes en fonction des éléments de l'une d'entre elles, par exemple de 
l'onde transversale incidente (7, m, n) dans le milieu zéro, en com-
mençant par les ondes (/', m', ± n' ). 

D'après les égalités ('09'), l'égalité ('57 ) peut s'écrire 

,, 1 
— — l- — m-. r 2 V 

l'osons alors 
r, c°s< ,, , G — Γ) , > — h c, 

on aura 
n' z=z G' — t'G', 

puis, remplaçons /, ni par leurs expressions (35 ) et ( 2 > ); en sépa-
rant le réel de l'imaginaire et en posant 

t6 i ) 

r y- , , « 1. «ill2/ 
·'./ — -1- (a- h·) h-

ν sin/ 
2Ar-- Jj ~2(lh—y 

il viendra pour déterminer C' et z' les deux équations 

C'S'=A'. 

On en déduit aisément sans ambiguïté, puisque C' n'est jamais 
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négatif, 

(65) j c'r- V / + s1 Ρ -+- g'1 > 
f B'=Z± ν — ./' -H v/s A'S 

ie signe à prendre devant le dernier radical étant celui de g. Dès Jors, 
les deux groupes de relations 

( sin/' sin 
\ ~Ίν~ ~f> 

-07-=Cl 

[ « « — ait y 
(6- ) -j b' h ' — Λ/ί, 

( c' Λ' — 3', 

donnent pour la vitesse de propagation et le coeflicient d'absorption 
de l'onde considérée 

(68) — -θ2- -+- < ' "'i : (^2-h A2)//.2-}- w,J, 

c'est-à-dire en développant 

Tvï - + "flT 

V[è+<«·+*·>*-(è - «*%)'> 
a /i' * — — -f- (ci- b~) h -H- ■qin2<i 

V|T2 + ^"+ > —ίΐ2" + \L*~~2. ~ΪΓ/ 

il' et A' étant ainsi déterminés, les égalités (66) font connaître l'angle 
d'incidence i' et les égalités (67 ) les trois cosinus directeurs a', A', c. 

Dans le cas particulier ou g = o, les expressions (65) de C' et de z' 
deviennent 

C=\'f +1/1, s'=± s/-/+l/|; 

nous avons donc deux cas à distinguer suivant le signe de /. 



ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES PLANES PÉRIODIQUES. 3P 

Si f est positif, il vient 

9'~- o, 

de sorte que les expressions (68) de iï et de //' deviennent 

— ρ 4- (a*4- bl) h-, h'1 — (a* 4- b*) h-, 

en même temps que c! est nul. Les plans d'absorption des ondes 
(/', ///.', ±//') sont donc confondus et perpendiculaires à la surface 
separative des deux milieux. 

Si f est négatif, il vient 

C—ο, ε'=
Ν
;— a/, 

car on peut évidèmment alors supposer ε' positif, de sorte que les 
expressions ( 68 ) de Q' et de h' deviennent 

ι sin/ [j. sin2/ 
il il ' ~ Y? ^ οΓ ' 

en même temps que cos/' est nul. Les plans d'onde des ondes 
(/',/>?/, dz //' ) sont donc confondus et perpendiculaires à l'axe 
suivant lequel s'effectue la propagation. 

Plus particulièrement encore, g est identiquement nul si le milieu 
zéro n'est pas conducteur et si l'onde (7, m, η ) est uniforme, puis-
qu'alors les quantités ν et// sont nulles. Si donc/ est positif, /l'est nul, 
de sorte que les ondes ( /', ± //' ) sont uniformes; si au contraire 
f est négatif, h' n'est pas nul, de sorte que les ondes (/', m', dr ri') 
sont évanescentes. 

Passons aux ondes (/,, ///,, ± //,) : on a, d'après les égalités (ί6' ) 
et ( H) ), 

L· — l1— 
bl 

de sorte qu'en posant 
„ COS/, ^ , 
C, — -yj 1* — //|/'l; 

— I 

/· ' / - /-.W« S'n"i 
-./1 — ψ, + {>'-+b-)h- fjr-. ι , 

λ, . sin/ 
«ά'ι = ψ; - la'i-fy-, 

I ï 
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on obtient, par un calcul analogue au précédent,. 

C|= V /> + s/f\ + g\, 

s, - — v'— /1 ·+· \/f -H g\-, 

le signe à prendre devant le dernier radical étant celui de . Lesdeux 
groupes de relations 

(66') 

sin/| sin £ 
1ΪΓ ~ ~ΪΓ' 
cost, _ r 
-07 "ij'; 

«,/a, — ait, 
Λ, Λ, —ν Λ/#, 

C, Λ, £, 
donnent ensuite 

ι sin2/ „ , , . ,. . , _ „ 7j7 — Η-Cf, /«Ϊ — (a -\-b-)h--f 

c'est-à-dire 

2 ' / ·> Î..W» s'n2' 
Tri — TÏ IA""H Λ")Λ"·+- Τ)Γ-— ι 11 

/Γ ι , , ,,.ι, sin2/ | - /λ, , sin / \3 

-+■ y 4- (« 4- Λ-)//- | 4- | ψγ — 2ah -çj-j » 

ι / . ,, » sin2/' 
9· ''ϊ " ~ ψί (α 4- ft- ) à* 4—<7Γ" 

/(ι ~Τ ~7, sin2/!2 /λ, _ sin / \ -
y I Tf + α· ÏF" I + \Tf 2 IT ) ' 

Les relations (6G') et ( 67') font ensuite connaître i
n
 a,, //,, c,. 

Considérons le cas particulier où ir, = ο : si /, est positif, il vient 
comme précédemment 

C, . 2, — O, 

TF ~ T7 4- («24- It2)h-, — h')h-, c, — o. 
--Ï 1 i 

Les plans d'absorption des ondes ( /«,, ± /*,) sont donc confondus 
et perpendiculaires à la surface séparative des deux milieux. 
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Si /, est négatif, il vient 

C, O. Z
X
 — SJ—2J\, 

J sini , ι s i η2 ί 
7Γ-""ΤΓ' «ï--— ΤΡΤ-ί—QÔ-j cosi| — η. 
--ι " 1 ι 

Les plans d'onde des ondes (/,, //*.,, ±--//,,) sont donc confondus et per-
pendiculaires à l'axe Ox suivant lequel s'effectue la propagation. 

Plus particulièrement encore, £, est identiquement nul si Jes deux 
milieux ο et ι ne sont pas conducteurs et si l'onde (7, m, // ) est uni-
forme, puisqu'alors les quantités λ, et h sont nulles. Si donc /', est 

positif, c'est-à-dire, en remarquant qu'alors il = T, si 8Ϊπ/<ψ-ι 
Λ, est nul, de sorte jque les ondes ( /,, m

{
, =n //,,) sont uniformes. Ceci 

correspond au cas dit de la réfraction ordinaire. Si au contraire f, est 
... Τ négatif, c'est-à-dire si sin / > τ?τ> n'est pas nul, de sorte que les ondes 

I 1 
(/,, ±ns) sont évanescentes. Ceci correspond au cas dit de la 
réflexion totale. 

Lnfiti, les formules relatives aux ondes (/,, ///,, ±///, )se déduiraient 
de celles relatives aux ondes (/', />/.', ± //') par l'adjonction de l'indice ι 
au bas des quantités 

tl» ^ > lJ~ V» b» '''l l''l 

IV. — Relations entre les coefficients d'amplitude; 
conditions pour que le problème soit déterminé. 

Il ne nous reste plus qu'à appliquer les équations (i5), (ib), (4), 
( 8 ), ( q), spéciales à la surface séparative s = ο des deux milieux, ce 
qui nous fournira un certain nombre de relations entre les amplitudes. 
Comme on a ici 

1 2. X
lt
 ,V) = o, ·/ -—!, yr- I , 

ces équations prennent la forme 

cH z ον,ζ,. 
09 à9{ 

'K Tt ~ Kl~âT 

Journ. de Math. (7' série), tonic IV. — Ease. I, 191S. b 
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CT 

\ - \, 

Î = C, 

Ά <)\ _ 0), <A, 

<) r ôy ()■'- ùy ' 

ι ίϋ'/j <)\ . ι ι ΰλι (Λ ι , 

['■ \ f)y ) y Ι ^ ζ ' ' 

r ΛΑ /V/ \ ι ΛΑ, '>Ζ, , 
ί. \ ():■ <)r ) μ, l

y

 <)ζ <) γ 

Comme la cinquième résulte des deux qui la précèdent, nous n'avons 
là que six relations distinctes qui deviennent, en y remplaçant \, Y , Z; 

^ 15 Ζ | par leurs expressions (58) et (58C et en tenant coin pic 
des égalités (5q), 

(Oy) ;κ:| ΓΙ ->■- JV-i- C (A — A')| =. ;κ , | II, -h ΙΓ, -ι- n\(A, — A, ) |. 

7". (!Δ - : - A' j — —} ( A, ; A, ;, 
ν *v I 

(7°) 
ρ p' (Λ A > r~ Ρ, ~i- \>\ -i-l (A, A,), 

oo'-u -i- A') :· · g, ι-ο; -ι-^/(α,-γ-δ;). 

(7') 

u(— Q H- Q') -F- m( Il -j- II', //, ( - - C), H- ()',) m{ II, -l M', ι 

n(—Ι' τ lJ ) + / t II -i- M ) _ tf\{—I', -i- I1, ) -L / ( Hi -·ί" I», ) 
y- y> 

Ces égalités jointes aux égalités (6o ), que nous écrirons 
* 

( '»<»' j 

Ρ / h- Q m -+- Il η - ο, 
Ρ / -r,Q' m — II' H V, 

P, / -f- Q, m · : · II, nl... o. 

P', / -ί- Ο, m — H, —: o. 

constituent dix relations linéaires el homogènes entre les seize coeffi-
cients d'amplitude 

P. Q, R; P', g', IV; Plt g„ H,; P'„ </,. IV,; 
*C Ύ 5 A Ι · 

Pour que le problème soit déterminé, il faut donc se donner six coeffi-
cients d'amplitude indépendants, c'est-à-dire non liés par une ou 
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plusieurs relations. On pourra, par exemple, se donner les amplitudes 
dans le milieu zéro, c'csl-à-dire 

deux des coefficients Ρ, O, 11 ; 

deux des coefficients Ρ', ()', IV; 

Λ et A'; 

ou encore les amplitudes incidentes dans les milieux ο et ι, c'est-à-dire 

deux des coefficients Ρ, Ο, II; 

Δ; 
deux des coefficients P't, Q\, IV,; 

Δ',. 

Si donc on ne se donnait que les amplitudes incidentes dans le milieu 
zéro, le problème serait indéterminé. 

Cependant, dans la solution classique du problème de la réllexion et 
de la réfraction, on ne se donne que les amplitudes incidentes dans le 
milieu zéro et pourtant le problème apparaît comme entièrement 
déterminé. Cette apparence tient à ce fait qu'on supprime a priori 
les ondes incidentes (f.

t
, m,, //,), {/[, /?/,, n'

{
) dans le milieu i, 

de sorte qtfe tout se passe comme si l'on se donnait en outre 

ίρ-,,ο;, K'.iA'.t-o. 

Ilemarquons, enfin, que si l'on se donne 

deux des coefficients P. Q, 1«; A — ο; 

deux des coefficients Ρ',, Ο',, IV,; A', — o, 

A' et A, ne sont pas nuls en général. L'absence d'ondes incidentes 
longitudinales n'entraîne donc pas celle d'ondes réfléchies longitudi-
nales; de sorte que si l'on annulait a priori A' et A,, sous le prétexte 
que A et Δ\ sont nuls, les équations deviendraient impossibles. C'est à 
cette difficulté que s'était heurté P. Duhem à la fin de son premier 
Mémoire. 



44 LOUIS HOY. 

V . — Expressions des amplitudes réfléchies en fonction des 
amplitudes incidentes dans l'hypothèse de Faraday 
et de Mossotti. 

Nous allons faire le calcul des amplitudes réfléchies en fonction des 
amplitudes incidentes dans l'hypothèse de Faraday et de Mossotti, 
d'après laquelle l'équation (17) est vérifiée dans tout l'espace. Il 
résulte alors de l'expression de 0 

fj * ff, -itnn'z piton'ζ ^ pito'f - m'y) 
ν 

déduite des égalités (58), et de celle analogue de 6, que les quatre 
amplitudes longitudinales 

Α. Δ'. Δ,. A', 

sont nulles, de sorte qu'il ne subsiste dans les deux milieux que les 
ondes transversales. 

D'autre part, l'expression (12) de s2 devient dans notre hypothèse 

Fs==-r^—, 
a~ eu-
"7 μ 

ce qui change l'égalité (69) en la suivante : 

(C,q>) K + R/ r~ R' + R«. 

Or, celle-ci est une combinaison des égalités (72), comme on le voit 
en les multipliant respectivement par m et /, puis en les ajoutant 
membre à membre et en tenant compte des égalités (56), (56')et(6o#). 
Nous remplacerons donc les égalités (72) par la suivante : 

1 [,»(!>_P') - /(Q - Q')] = £ [»( Ρ, - P'
t
 ) - /(Q, ~ )], 

obtenue en les multipliant respectivement par / et — m, puis en les 
ajoutant membre à membre. 

Nous avons donc, en définitive, pour déterminer les amplitudes 
réfléchies 

P\ Q', TV; 1',. Q„ H, 
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on fonction des amplitudes incidentes 

ρ, υ, M; ι»;, (/,, H; 

les six équations distinctes : 

/ /. / I · -I- IV K| + H | 

(69) 

i:»') 
P+P'rr P, h P,. 
rj -t. o'-r q,+ ρ;. 

(71', -- P' ) - i(Q — n')| r, !h
 ( m(

i>, _ r; -,... /ίο,-ρ;q, 
F- F-1 

(72) 
P1 / -f- Q' m IV η — ο, 

Ρ, i -h Ο, m -h M, /?j = o, 

à l'une desquelles nous pouvons substituer la combinaison 

η ( H — R ') — nx{ Il 1 — IV, ) 

des égalités (Go ), obtenue en tenant compte des équations (70'). 
Gela posé, l'équation (69') et la précédente déterminent tout 

d'abord R' et II, en fonction de R et de R', et l'on obtient 

(;3) 
(nyGs-i- Λ,μ,δ^Κ' = (ημ&-—Λ,μ,ε*)Κ -1- 2/ί,με5Η',, 
(ny£--+- «,μ, R, — vnyi&l R — (nyÇ-— «,μ,ε*) IV,. 

Les équations restantes donnent ensuite 

(ημι + /?,μ)Ρ' ~(ny 
t
 — η,μ)Ρ -i- a/ι,μ P', 

/ /ι-&—η;δ* 
ημ^+η,μιί·

{ " <y 

(7Î) 

( η μ, + η ι y ) Q' ~ ( ri μι — Λ, y ) Q 4- 2 η, y Q't 

-Ν 2
t
uyi 75— Τ jzr-, -V Λ,Ρ», ), 44 r-hmi «jib2+ nt μ, 1 

(«F-I+ ~ 2/»p,P — (Λρ,~ n, y.) Ρ, 

( Λ Ρί -H η, μ) Q, = 2 η y
t
 Ο -- ( η μ, — η, μ ) Q', 

m η1^-— nrÇ: . „ ν -4- 2 μμ, -τ; ; — ?—( λ R + /ί, Ρ». ), 
' ' Ι-Λ-m- nyi'J-y- ηχ μ, fc, ' 
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Par raison de symétrie, on passe d'ailleurs des expressions de P', ()', 11' 
à celles de P<, Q,, R,, en y permutant Ρ et Ρ,, Q el Q,, 11 et 11, ; 
|x et p.,, ε et e,, η et — nt. 

Ces formules (73) et (74) achèvent de résoudre le problème général 
de la réflexion et de la réfraction par ondes planes périodiques, que 
nous nous étions posé; dans le cas particulier où l'on a 

(75) (IV (>i- Ui) = o, 

elles deviennent, en tenant compte des égalités (56) et (56') et en 
supposant pour simplifier υ. = α,, 

|.-
 =

 2Πΐΐ(ρ.
;
 . 

// 4" // j /" -f- fïl" ~H HH | J 

( )' (Q -, - Κ ) . 
// -}— //j \ /- -I- m'--f- ////, / 

η — nx l2 4- mx — ////, u 11 — 7; - η ; 11 -f- nx r-\-m'-\ nn, 

i>,_iii— IV -4- n", 
/λ -f- /λ 1 j 4- /?/- H- nn 1 

o
1=

-^L_ 0+ ""''-'"λ.Il" , 
/14-//, v " + ffiL-r /)/!, 

>.// /-4-m2 4-«2 

' M — —; tt~ 5 · «· /14-^1 i- -f- W24- /ί//·ι 

Celles-ci correspondent aux formules de la théorie classique; si, de 
plus, les deux milieux sont dénués de conductibilité et si l'onde inci-
dente est uniforme, elles conduisent aux formules de Fresnel. Mais il 
resterait à expliquer pourquoi c'est seulement le cas particulier 
exprimé par les égalités ( 75) qui correspond aux faits expérimentaux. 


