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Les ondes électromagnétiques p/(l/ms' /)er/,m//qu.n.s'

et le probleme de leur réflexion et de leur réfraction;

Par Louis ROY.

INTRODUCTION.

l.e probléme de la réflexion et de la réfraction des ondes ¢lectro-
magnétiques planes périodiques, a la surface séparative plane de deux
diélectriques homogcnes et isotropes, a été traité pour la premiére fois,
& notre connaissance, par A. Potier (*). Les formules oblenues par ce
physicien coincident avec celles qui expriment, selon Fresnel, lcs lois
de la réflexion et de la réfraction de la lumiére a la surface séparative
de deux milieux transparents. Aussi sa solution a-t-clle été acceptée
par la plupart des auteurs.

Mais les conditions aux limites adoptées par A. Potier avaicnt é1¢
obtenues & partir de propositions litigieuses de Maxwell ou de ses

(") J.-C. Maxwerw, Treatise of Electricity and Magnetism, traduction fran-
caise. t. T1, p. So7.
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2 LOUIS ROY.

continuateurs. Au cours de ses recherches sur I'llectrodynamique,
P. Duhem fut ainsi conduit & en reprendre I’établissement et & les
appliquer & son tour au méme probléme; c’est par la qu'il termine le
dernier Mémoire de la série qu’il publia de 1893 & 1896 dans les
Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse,

Ses conclusions sont les suivantes (') :

« D’aprés ces nouvelles conditions limites, lorsqu’une onde électro-
magnétique plane, propageant une force ¢lectromotrice transversale
et perpendiculaire au plan d’incidence, tombe sur la surface plane qui
sépare deux milieux diélectriques,ily a une seule onde plane réfléchie
et une seule onde plane réfractée; chacune d’elles propage une force
¢lectromotrice transversale et perpendiculaire au plan d’incidence;
les formules ui lient la force réfléchie ct la force réfractée  la force
incidente sont identiques aux formules qui, selon I‘resnel, lient la
vibration réfléchie et la vibration réfractée a la vibration incidente,
cuand la lumiére incidente est polarisée dans le plan d’incidence.

« Mais, lorsque I'onde incidente propage une force électromotrice
transversale située dans le plan d’incidence, il n’est plus possible
d’accorder les conditions aux limites par nous obtenues avec Pexis-
tence d’une seule onde réfléchie et d’une seule onde réfractée, propa-
geant toutes deux une force électromotrice transversale. »

Aussi n’hésite-t-il pas a terminer son Mémoire par cette phrase (*):

« Cetle conséquence parait condamner toute théorie électromagné-
tique de la lumiére. »

Ces eonclusions, inacceptables au point de vue de 1'Optique,
tenaient a ce que P. Duhem avait appliqué la théoric de Helmholiz
sans y introduire unc hypothése capitale, appelée ultérieurement par
lui hypothése de Faraday et'de Mossolti (*), et qui rétablit accord
de la théoric avec les expériences de Hertz ct les formules de Fresnel.
Quelques années plus tard, il reprit le méme probléme ('), en se pro-

("y P, Dueuen, Sur la propagation des actions electrodynamiques ( Annales
de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. N, B. 3, 18¢6).

(*) P. Duuen, loc. cit., B. 82.

(*) P. Dunes, Les théories électriques de J.-C. Maxwell, p. 41,

(") P. Denen, Sur la théorie électrodynamique de Helmholts et la théorie
électromagnétique de la lumicre (Archives néerlandaises des Sciences e.ractes
el naturelles, o série, . V, 1901, p, 227, -
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posant d'établir d’abord les formules générales résullant de la théorie
de Helmholtz et de ne faire qu’en dernier lieu I’hypothése de Faraday
et de Mossotti. Dans ce probléme, (u'il traite en partant des équations
du champ électrique, les données sont Pamplitude incidente longitu-
dinale et les deux composantes, paralléle ct perpendiculaive au plan
d’incidence, de l'amplitude incidente transversale. Comme les
inconnues sont les éléments correspondants relatifs aux ondes refi¢-
chies et réfractées, leur nombre est égal & six ; mais les six conditions
aux limites alors connues de la théoric de Helmholz et qui corres-
pondent & celles de A. Potier sont insuffisantes pour les déterminer,
car elles ne fournissent que cinq relations distinctes. Pour obtenir la
sixiéme équation indispensable qui achévera de déterminer le pro-
bléme, P. Duhem admet « priori I'¢galité des composantes tangen-
tielles longitudinales réfléchie et réfractée. Iin faisant enfin 'hypothése
de Iaraday et dec Mossotti dans les formules obtenues, il retrouve
celles de Fresnel. “

Mais il ne faut pas voir, dans cette concordance, un argument cn
faveur de l'exactitude de la sixitme relation posée « priori par
P. Duhem. En effet, les champs longitudinaux disparaissent en vertu
de I'hypothése de I‘araday et de Mossotti, cn méme temps que les
six conditions aux limites primitives se réduisent 4 quatre distinctes.
Comme il n’y a plus que quatre inconnues, le probléme se trouve
donc enti¢rement déterminé, sans qu'il y ait lieu de faire appel & une
condition aux limites nouvelle.

Revenant sur ce sujet vers la fin de Vannée 1915 et désireux
d’obtenir des formules certaines indépendantes de I'hypothése de
I'araday et de Mossotti, nous traitimes le probléme par une méthode
entiérement siire mais indirecte, en partant des équations du potentiel
vecteur total. Nous arrivimes ainsi & des formules qui, ne s’accordant
pas avec celles que P. Duhem avait antérieurement obtenues, prou-
vaient I'inexactitude de la condition aux limites supplémentaire dont
cet auteur s’était servi. Mais le désir de parvenir aux mémes résultats
par la méthode directe, en partant des seules équations du champ,
amena P. Duhem & découvrir la véritable condition aux limites
supplémentaire qui achéve de déterminer le probléme (*). Celle-ci

(") 1. Doy, Sur UElectrodynamique des milicur diélectriques (Comples
rendus, 1.162,1896, p. 282): Sur ' Electrodynamique des milicux conducteurs
(loc. cit., p. 337).
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supposait les deux milieux non tous deux conducteurs; quelques jours
aprés, nous l’étendions au cas général (). '

Tandis que P. Duhem ulilisait cette nouvelle condition aux limites
dans des recherches d’un ordre tout différent, que la mort nc lui a pas
permis d’achever, nous 'appliquions de notre coté au probleme de la
réflexion et de la réfraction, qui lui avait donné naissance. Dans ses
deux Mémoires, I’. Duhem avait supposé¢ les deux milieux non
conducteurs, ce qui correspond en Oplique au cas de la transparence
parfaite, et les ondes incidentes uniformes, ce qui est analytiquement
un cas trés particulier. Or on sait que si 'on se borne & considérer des
ondes planes périodiques, les équations de Maxwell relatives aux
milieux conducteurs se raménent i celles d’'un milieu fictif non
conducteur, dont le pouvoir inducteur spécifique serait imaginaire;
de la une grande simplification, qui permet de traiter le probléme de
la réflexion métallique avec la méme facilité que celui de la réflexion
vitreuse. Comme les équations de Helmholiz, y compris la condition
aux limites supplémentaire, jouissent précisément de la méme pro-
priété que celles de Maxwell, 1l devenait aisé de traiter le probléme de
la réflexion et de la réfraction sans imposer aux deux milieux d’autre
condition que ’homogéncité et l'isotropie.

C’est a ce probléme qu’est consacré le présent Mémoire.

Comme les ondes que nous considérons sont les ondes ¢lectro-
magnétiques planes les plus générales susceptibles d'¢tre propagées
par un milieu homogéne ct isotrope, nous avons cru bon d’cn
reprendre tout d’abord la théorie, en partant des équations du champ
clectrique. Lorsque le milieu est dénué de conductibilité, ces ondes
deviennent évanescentes; les ondes uniformes, 4 la considération des-
cuelles on se horne généralement en Optique, n’en sont qu'un cas
extrémement particulier. '

Nous profitons des formules ainsi obtenues pour trailer également
le cas des ondes latéralement limitées, d'aprés une méthode d’ap-
proximation due 4 M. Boussinesq. Les coefficients d’amplitude des
composantes du champ électrique doivent alors, non seulement salis-
faire aux conditions antérieures relatives aux ondes latéralement illi-
mitées, mais encore ctre des fonctions analytiques d’une certaine
variable complexe construite au moyen de deux variables réelles

(") L. Ros, Sur UFElectrodynanigue des milicwr absorbants (Comples
rendus, 1. 162, 1916, p. 108).
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comptées respectivement suivant les normales au plan d'onde et au
plan d’ubsorption.

Arrivons enfin 4 la théorie de la réflexion et de la réfraction par
ondes planes périodiques. Dans I'expos¢ habituel de cette théorie, il
y a un appel implicite i expérience, en ce sens qu'une onde incidentc
étant donnéc, on admet « priori I'existence d’une onde rélléchie et
d'unc onde réfractée, alors que cetle existence ne devrait,au contraire,
résnlier que de la théorie scule. Pour s’en affranchir il convient de sc
poser le probléme de la facon suivante : si 'un des deux milieux est le
siege d'une onde plane périodique d'orientation ct de pulsation
donnces, quelles autres ondes doit-on lui associer pour obtenir la solu-
tion simple la plus générale correspondante. On reconnait ainsi que
cette solution comprend, dans chaque milieu, deux ondes incidentes
respectivement transversale et longitudinale et deux ondes réfléchies
également transversale et longitudinale, les éléments directeurs de
I'ane de ces ondes déterminant ceux des sept autres. Les ondes réflé-
chies du second milieu coincident avec les ondes réfractées de la
théorie classique, mais les ondes incidentes de cc méme milieu sont
des ondes supplémentaires que cette théorie ne considérc point, bien
(u'elles s'imposent analyliquement au méme titre que les precé-
dentes, Il en résulte que, dans la théorie compléte que nous exposons,
le calcul des amplitudes est indéterminé, si I'on se donne seulement
les amplitudes incidentes dans le premier milieu, comme cela sulffit
dans la théorie classique. In annulant les amplitudes incidentes dans
le second milicu ct en faisant 'hypothése de FFaraday et de Mossotti,
on obtient des formules plus particuliéres, qui correspondent aux for-
mules habituelles et qui redonnent, comme cas particulier, celles de
IFresnel.

CHAPITRE 1.

LES ONDES FLECTROMAGNETIOUES PLANES,

. - Réduction des équations générales des milieux homogénes
et isotropes en repos a celles des milieux non conducteurs.

Considérons un systeme de corps homogcues ct isolropes en repos,
susceplibles d’¢lectrisation et pouvant étre & la fois conducteurs,
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diélectriques et magnétiques; ce systéme est rapporté i Lrois axes rec-
tangulaires O y z qui lui sont invariablement liés.

Nous savons que la détermination de I'élat ¢leclrique et magnétique
du systémc & un instant quelconque, c’est-a-dire la solution complete
du probléme général de I’Electrodynamique, se raméne au caleul du
polentiel vecteur total en chaque point de ce systéme ('). Nous savons
cgalement que, si I'on n’aen vue que le champ électrique et le champ
magnétique, ces grandeurs peuvent étrc déterminées directement sans
faire intervenir le potentiel vecteur total.

Conservant les notations de notre précédent Mémoire (*), soient :

la constante fondamentale des actions ¢lectrostatiques;
“ la constante fondamentale des actions ¢lectrodynamicues;

I. la constante de Helmholtz;
¢ la resistivité d’un des corps du sysiéme;

% son coefficient de polarisation diélectrique ;

K =1+ 4wex son pouvmr inducteur spécifique;

v sa perméabilité magnélique;

X, Y, 7 les composantes du champ électrique au point (., y, =) ct
a l'instant ¢;

X', Y', 7 les composantes du champ magnétique au méme point et
au méme instant;

les équations indéfinies du champ électrique et du champ magnétique
sont (*)

_l___()_(a:/ pR—kdby v AN 2N O\

\ @k 9z \7 "’ F 2w ()t) anpat ot I (\ PR ) -
9 22y pk — 4 90" 1 JAY ___(1‘_(_\_ _//_)l)
- atk dy\s - amp Ot - anpat Ot AN T

l_'_;)(f-ef,. Sy SIS AN

@k 9z \p T arp ot - anpat it e\ T Ot ) o

(") L. Rov, L’Electrodynamique de lelmholtz-Dukem et son application
aw probléme du mur et a la décharge d’un condensateur sur son propre
diélectrique (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 3¢ série, t. VI,
p. 231).

(%) L. Boy, loc. cit., p. 2

(*) L. Roy, loc. cit., p. 23
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¢équations ol I'on a posé

X __ov o
dx ~ Jdy ' 93’
' oy g LOXLYLZY 0NN Y 7
AT’ ANV, 70 — P ol o ==

B

=

()

Les tquations indéfinies que vérifie le potentiel vecteur total sont
d’ailleurs identiques comme forme aux équations (1).

Passons aux équations vérifiées en chaque point M de la surface
séparative S de deux corps contigus 1 et 2; soient :

%,y B1y vy les cosinus directeurs de Ja demi-normale en M & la sur-
face S menée vers 'intérieur du corps 1 ;

%sy P2y ¥, les cosinus directeurs de la demi-normale en M 4 la sur-
face S menée vers I'intérieur du corps 2.

Fn affectant de I'indice 1 les grandeurs relatives au corps 1, de
I'indice 2 celles relatives au corps 2 et en représentant d’une maniére
générale et pour abréger par Y «x la projection 2. + x4yt du

vecteur (\, 5, &) sur la direction (=, 8, ¥), on a, en tout point M de la
surface S, les équations aux surfaces séparatives

YAV _ . .
3y A e KN, x AN IN, x. =
S 22,\, + l\.wz/.\. - ¥ X+ Kis: ¥ o Xa=o,
, V=X Yo=Y, 7 —7,
(I) = G = ’
ziouwz,  Zoul, T youy,

h7z vy hre 26,

47 __|___ (] / ¢ OV
to) Tl 7+ Ky ol —T,_, »+ K, a7’

X' —X, Y=Y, L, /‘,1

z 00 2,  Souj /1 ou /.2

le méme indice devant figurer dans les trois dénominateurs des équa-
tions (4) ou (7).

D'ailleurs, les relations dites de Faraday, qui relient le champ
magnétique au champ électrique, permettent de transformer les équa-
tions (6) et (7) en les suivantes :

(8) 27 ‘)_’/‘_'__’)_‘;'.‘)4_‘!7((_}&3,‘_&

RARPTY ds i Ny Jds |
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el
! (()Z, ()Y,> V[0, dY,
@ w\y ~ %)l - %)
oy OU oy
il (/)X ()/. o\, 4_)1_,
byt ds ()z , p, 05 or
a 5y ou G, T
aY, r)\, ‘N, O\
At ot A bt
- /, ou /... ’

qui, jointes aux précédentes (3), (4), (), fournissent six équations
aux limites distinctes.

Les équations aux limites que vérifie le potentiel vecteur total sont
entiérement différentes de celles du champ électrique. Comme nous
n‘aurons pas a les utiliser, il nous suffit de savoir, pour P'objet que
nous avons en vue, que la résistivité et le coefficient de polarisation
diélectrique n'y figurent pas.

Cela posé, nous allons voir que les équations tant indéfinies qu’aux
limites du champ électrique, du champ magnétique et du potentiel
vecteur total peuvent étre mises sous la forme de celles relatives a des
corps non conducteurs, si l'on se borne & considérer des solutions
simples constituces par les partics réclles d’expressions de la forme

([ " Q, “) elot tae—my--nz)
ot 'on a pos¢ i =y — 1 et oli » est une constante positive, ot [, m, n
sont des constanles génémlement imaginaires ct P, (), R d’autres
constantes généralement imaginaires aussi ou méme des fonctions
dex,y, s mdependantes de ¢. On convient de dire que ces solutions
deﬁmssent des ondes planes périodiques simples de pulsation w, de
parametres directeurs [, m, n et d’amplitude (P, (), R).

Considirons done, toul d’abord, les cquahons indéfinies (1) du
champ électrique et du potentiel vecteur total ct posons

(X. Y, 7) = parties réelles de (P, (). R) gioit -to—my- n3),
ce que nous ¢crirons plus simplement, pour abréger,

(10) (N, Y, 2) = (P. (), R) giot=temy—nz),
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Il vient
(N Y. 7)
Jt

=im(X, Y, 7).

ce qqui permel de mettre les équations (1) sous la forme

Y] , .. JHN.Y, 7
2B e 2 G2 AN [ e 2 T
(1) (v G )')("L,’)":) = EANLY, ) pTE 0,
¢n posant
. H s :
(12) S e A
\ — (W 1y
) D)
(13) X :_:l—i—/lr:'i('
;
K Wz 1 — .
(1 /(‘l v )

On voit que les ¢quations (1 1) sont celles d'un milieu non conduc-
teur, dont le coeflicient de polarisation diélectrique aurait la valeur
imaginaive ¢ définie par I'égalite (14).

Il en résulte, pour ce milieu fictif, un pouvoir inducteur spécifique
imaginaire & donné par I'égalité (13) ct des vitesses de propagation
des perturbations longitudinales ct transversales { et & également
imaginaires donnés par les égalités (12).

On voit que les équations (rr1) sont analogues i celles des petits
mouvements d’un solide isolrope dénué de viscosilé; cette analogice
cst, comme on sait, le point de départ de la théorie électromagnétique
de la lumiére.

I)e méme, si nous prenons pour le champ magnétique (X', Y, Z")
des solutions de la forme (10), les équations indéfinies correspon-
dantes (2) peuvent s’¢crire

DN YL )

AN YL — —r 210

et I'on voit encore que ce sont celles d’un milicu fictif non conducteur,
de coefficient de polarisation diélectrique 3¢,

En ce qui concerne les équations aux surfaces s¢paratives, il n’y a
4 s’occuper que de celles ot figurent les quantités ¢, z ou K, c’est-
a-dire que des équations (3) et (5). Or on a par exemple, d’apres la

Journ. de Math. (= séric). towe 1V, — Fasc. I, 1gs¥%, 2
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forme de solutions considérées,

AT \+l\-(2-\— .
00 A% L K= e (10— )
(_)L\; T dw bR o —Eh
J¢

de sorte que ces équations prennent la forme

.0 Y ,
(15) .K, ” a.lx,+:){2(72 S ¢, X,z 0,
; d9, 97,
(10) Mgy =%

comme pour un milieu non conducteur.
Enfin, dans ’hypothése de IFaraday ct de Mossolti ('), on sait qu’on
a I’équation indéfinie
,l 0 -t- K d—/} padi ¢ ]
o Ja
(jui vérifie identiquement I'équation aux limites supplémentaire ().
Celte équation devient ici

Y,

- N o— oz "0
(r:) 3 ou 7 o

comie pour un milieu non conducteur.

Il. - - Ondes planes latéralement illimitées.
On dit que les ondes planes périodiques représentées par les éga-
lités

(10) (NLY, 2) = (P, Q, R)ciwie 1romy-nz)

sont latéralement illimitées quand les trois coelticients d'amplitude
P, Q, R sont des constantes. Voyons les conditions qu'imposent aux
différents paramétres, qui figurent dans ces égalités, les équations

(") L. Rov, loc. cit., p. 240,
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indéfinies
: BN Y 7
(11) (-0t __ﬁ__’____)..-o

HEA(X, Y, 2)— S 2 s,

) d0
d(2,9,3)
auxcuelles nous joindrons I'équation aux dilatations

2

NV

(18) A0 57 =)

obtenue -en dérivant, respectivement par rapport i x, y z, les équa-
tions (171) et en les ajoutant membre 4 membre.

Substituons donc les expressions (10) dans les équations (11)
et (18); on a tout d’abord

(19) . /=Ry A 2 P lpimu lr-my-nz)
puis
Y 1 .
/ Pl (l’—}— m? n‘—-{-—,) I’ _=o.
N

)(
7))

0

('(

1

2I’l—+—(l~+m -t — z

Y=o,

-

=04

(»0) . (é—? l)m) l’l+(l’+m- + nt—

m

. I
(21) (l"f}—m'-'—i- nt— }E)EPZ:O‘
, %
On peut satisfaire de deux maniéres i cette derniére égalité : soit

en posant
_
2‘ Pl—o

et alors, pour que les trois coefficients P, (), R ne soient pas tous
nuls, les égalités (20) exigent qu’on ait en méme temps

I
(- m? e-mtos s
soit en posanl

1
Foem? e s =

]
L

ce qui réduit les égalités (20) a la double proporiion

P _Q_R

{ " m n
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Dans les deux cas, la pulsation w est arbitraire.

Les ondes correspondant i la premiére solution sont dites tranver-
sales; celles correspondant & la seconde solution sont dites longitudi-
nales. Nous allons les étudier successivement.

I. Ondes transversales. — Ces ondes sont caraclérisées par la
solution
(22) - mi 1t z;—e, 2 Pl=o

des équations (20) et (21).
Tout d’abord, les constantes /, m, n étant généralement imagi-
naires, nous pouvons regarder leurs parties réelles comme les compo-

1 . o .
santes d’un vecteur o de cosinus directeurs =z, 3, v et leurs parties

imaginaires comme les composantes d'un autre vecteur /i de cosinus
directeurs — ¢, — b, — ¢; nous écrirons donc

(»3) (¢, m,/z):(—?‘—’—g—"l-) —ih(a, byc),

' oy , 1 o oo
égalilés ol ; ct / sont deux quantités positives ou nulles.

On sait, d’autre part ('), que la vitesse effective T de propagation
des perturbations ¢lectromagnétiques transversales dans le milieu
considéré a pour expression

:]‘2 —_ -

%(K—-I)g

nous pouvons donc écrire, d’aprés les égalités (12), (13) et (14),

1 I — ]
24 = = —
(24) X T2 ?
cn pOSﬂ“t
- - 1
(23) iz .
(1)?7.

D’aprés cela, la premiére égalité (22) équivaut, en tenant compte des

(") I Rov, loc. cit.. p. 234.
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égalités (23) et (24), aux deux suivantes :

I 1
g @ —h? = T-z-’
26 -
(26) h ‘
2 i—zcg)s () —= I-‘
ot I'on a pos¢
(27) cosO=raz+ 034 cy.

Comme le nombre A n’est jamais négatif, la deuxiéme égalité (26)

montre qu'il en est de méme de cos®; 'angle @ des deux vecteurs

ct /& est donc toujours compris entre o et g— et ne peut atteindre cette

derniére limite que pour A = o, c'est-a-dire pour un milieu non
conducteur.
Laissant provisoirement de c6lé le cas ol A est nul, les ég‘alités (26)

constituent deux équations qui déterminent sans ambiguité 5 et /& en

fonction de I'angle ©® donné arbitrairement entre les limites préce-
demment indiquées et ’on obtient aisément

\. _\ l_+—\/+_cos(-)
’[/I \/ __]+\/+cos('

Ces expressions montrent, lorsque € croit de o & -, que Q décroit

1-

lv

(28)

en tendant vers zéro, tandis que / croit ct augmente indéfiniment
quand O tend vers -

Nous verrons que A varie dans de trés larges limites suivant la sub-
stance considérée. Si ¢ est trés petit, comme cela a licu pour les
métaux, % a une valeur considérable, de sorte que Q n'est qu’une trés
petite fraction de T, quel que soit ©; si au contrairc ¢ est trés grand
comme ccla a lieu pour les corps lsolants, A est cxtrémement petit,
de sorte que Q reste sensiblement égal & T, tant que © n’est pas trés

.. T . . Q o
voisin de = La figure représente les courbes de variation =< (en traits
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pleins) et de T/ (en traits interrompus) en fonction de 0, construites
en coordonnées polaires pour quelques valeurs de A

Q et & étant ainsi déterminés en fonction de ©, explicitons la
deuxiéme égalité (22) en posant a cet effet

(P, Q, RYy= (U, V. W) 4 (0, 0, ¥);

il vient d’aprés la premiére égalité (23),

Pl ga+/'0a—ki(— hla + go:>.
Soient alors : ‘
1 le vecteur de composantes U, V, W';
» P'angle des deux vecteurs I et &;

$ l'angle des deux vecteurs L et /i
5 le vecteur de composantes ©, ¢, ©;

® I'angle des deux vecteurs 4 et z;
Y ’angle des deux vecteurs 5 et /;

on a

ZP/ ,Icosc? A/zcos‘l"-kr(——llzcos' +'\ 050)»

[§]

de sorte que la deuxiéme égalité (22) équivaut aux deux suivantes :

19_‘2‘3 “+ dhecosW=o,
(29) .
— Vhcost + 9 OSd' =0

Comme [ et 5 ne peuvent étre tous les deux nuls, sans quoi |I en serait
de méme de P. (), R, il faut qu'on ait I'égalité
(30) Sn_s_.a()cz_oi_‘l' - htcosy cosM'. =0
en vertu de laquelle trois seulement des quatre angles ¢, 1, ®, ¥ sont
arbitraires. Celle-ci étant supposée vérifiéc, 'une des égalilés (29)
détermine le rapport des deux vecteurs I et 5.
Dés lors, tenons compte dans les expressions (10) de I'égalité
— v
P= \/ U2 4 O2¢f are tane 7
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1)
des deux autres analogues et des égalités (23); en prenant les parties
réelles des seconds membres, nous obtiendrons finalement pour lcs

“'u
\
\&
\
: \\?) \7 \\
‘Iu ‘:‘) ‘\q.I \
— \
\ \ \‘ \
' ! \ \
\
| \ \ \
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
)
\
‘\
>
T
\
\
. \
: \
|
\
|
\
)
]
|
’ %4
|
, ] 125 1 ¢chelle de 7"
1 } - 1 —1 ~
05 1 15 [4 (4]

¢chelle de Th

Courbes de variation de = (en traits pleins) et de TA {¢n lraits inlerrompus)

n fonction de © pour quclques valeurs de %

trois composantes du champ électrique transversal

\ \ —- \ U: + (')'3 ¢~ hu(aciby+4e3) cos e (t

’
or4+5y-i-43:
—— ‘.-_m:.._i_z,*/ ,+.,.. '\lbltln;: E)
/ /s
. > B Zr+ 2y —+vYs
(31) - Vv Ve e hw{ar- by+es) COS(:)([—— l‘:-)’ 73 _*_ 5 'll‘lelllgv)
’ IcA -
7 == (W2 @2e holiethiae) (‘0%’(‘ k aL+.~({,))’+/. + -

' 'ncl'mgw)
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Ces égalilés définissent une vibration elliptique paralléle au plan fixe
(VE - OW)X 4+ (WO —@U)Y -+ (LY —0V) =xo,

c'esl-a-dire située dans un plan pamllélc aux dcux vecteurs I, 3 el

donnent pour la grandeur H = ' X* + Y?+ Z* de ce champ Dlex-
pression

(39) 12~ % e Mwaeih) .r:)l | ENT.L \/ (12— 32)* 4 (213 cos:)?

¥ albcoszy
L .CO8 2 m<l—— Ze ‘J}—l—/—- —?— — alcl.m«_, -—,——) l ’
Q |
¢ désignant angle des dcux vecteurs 1 eta. I en résulte que les carrés
du demi-grand axec et du demi-petit axe dc l'ellipse, qqui correspondent
respectivement au maximum ct au minimum du champ, ont pour
valeurs

1
~ et /nit)l[ A2 i /(l’_ 3% )? —!—(’I:)CO‘ ) |
2

(33)

1 dpus les égalités (1), la phase de chaque composanle esl a
chaque instanl la méme dans loul plan perpendiculaire & la direc-
tion (2, B, v); ces plans s’appellent les plans d’onde; la quantité €,
qui représente la vitesse & laquelle il faut se déplacer suivant la nor-
male & ces plans pour que la phase reste constante quand / varie,
s'appelle la vitesse de propagation: de Ionde.

De méme, d’aprés les expressions (33), lamplitude du champ est
constante dans tout plan perpendiculaire a la direction (a, 0, ¢); ces
plans s’appellent les plans d’absorption ; la quantité %, qui mesure la
rapidité du décroissement de I'amplitude quand on se déplace dans la
direction («, b, ¢) s’appelle le corfficient d’absorption; 1'angle ©
est donc celui que font entre eux les plans d’onde et les plans
d’absorption.

D’aprés les expressions (33), pour que la vibration soit circulaire,
il faut et il suffit que le radical soit nul, c’est-a-dire qu’on ait

=29, I= -;;
I'orientation du second vecteur est alors entiérement fixée d’apres

celle du premier.
De méme, pour que la vibration soit rectiligne, il faut et il suffit
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que le petit axe de I'ellipse soit nul, ce qui exige que les deux vec-
teurs [ et 3 aient méme directrice. Dés lors, il résulte de I'égalité (30)
(ue cetle directrice est la perpendiculaire commune aux deux direc-
tions (a, b, ¢), (2, §, v). Le champ électrique en chaque point de
Uespace est donc dirigé suivant I'intersection du plan d’onde et du
plan d’absorption qui passent par ce point.

1. Ondes longitudinales. — Ces ondes sont caractérisées par la
solution
" ; 1 PO R
(34) 2 m? ot — - e
g3 { m n

des ¢quations (20) et (21).

Tout d’abord, on sait (') que la vitesse effective I. de propagation
des perturbations électromagnétiques longitudinales dans le milieu
considéré a pour expression

H =k

S e Tt
@ K-
b —
2

a4

nous pouvons donc écrive, d’aprés les égalités (12),(13), (14) et (25),

e ] Ui
(o) o ey e ;
cn posant
- Kk —2 5 7.
. TR T N
(36) mo= ———/mk—:——_,-?-, Yy o Rk
S R

Si donc nous définissons encore [, n/, n d’apres les égalités (23), la
premiére égalité (34) équivaut aux deux suivantes :

! 2
" \ ?-)?__ /l-——- ]a—"’
(37) B oo
2§CUS __I———_~

(") L. Rov, loc. cit., p. 231.

Journ. de Math. (¢ série), tome IV, — Fasc. I, 1gaN, 3
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O étant encore défini par 1'égalité (27). Le nombre v n’étant jamais

négatif, I'angle @ des deux vecteursz'z et & reste donc compris entre

les mémes limites o etzz' que dans le cas des ondes transversales.
Laissant toujours provisoirement de coté le cas ol et par suilev,

serait nul, les égalités (37) délerminent sans ambiguité ¢ et 4 en

fonction de ® donné arbitrairement entre les limites mdlquecs et il
vient comme précédemment

Ve

_\ {T( IF\/I“F'JC.:);’())
L —~'+\/ +u‘cos())

Cela posé, les deuxiémes égalités (34) déterminent P, (), R en
fonction de I, m, n et d’une guantité aibitraire que nous désignerons

par

Hol e
~

E
(o%) ?

A= eiwb,

ce qui donne

(39) (P, Q, R) = ({, n, ”’)lcima’

de sorte que les égalités (10) nous donnent pour les trois composantes
du champ électrique longitudinal

+ Cl?/l e»lzw\u.z. i-h ¥+ ¢2) C(JS';J(t

— YRR @
I\/ ! m +o—;anctanglci£;'),

)

ax “+%3 1
7 =1 7 - c? /' e"""‘“"""f“'cown t-—-—+—‘31—/——1-0——mclan hQ
) ] ”

02

. f
IX+I3Y+73
——I\/ + b h? g= hO(aT by 3) cosco(/ kit Rl L / +o~——arc tang /e L2

’u\l ™

o Q m

\
Ces égalités définissent une vibration clliptique paralléle au plan fixe
(pe—b))X -+ (ya—c2)Y + («b~—aB)l =0,

c’est-d-dire perpendiculaire 4 I'intersection du plan d’onde et du plan
d’absorption et donnent, pour la grandeur H de ce champ, I'expression

qqu’on obtient en remplacant, dans I’égalité (32), [ par g, » par /4 et
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¢ par = — ©; en tenant compte des égalités (37) il vient ainsi

R L N | v —_
Gy H= . l‘ze—ma)(w +by-ez) @4 =70 -+ \/{J'z_;'_ PR

n .
SX-FDYHYS 1 v
e cosgr,)([_.....____l._/. f")*‘—-ﬂl‘ﬁtﬂl]g—
Q 2h) 1,
. 4

el, par suile, pour les carvés des demi-axes de Pellipse,

|'l J'. _____‘
(1) —pp Ml b3 e e = /v/.’+"2).
! a b2 \ costtr — ¥/ ;

Comme la quantité (.2 + v* ne peut &tre nulle pour aucun milieu,

d’apres les égalités (36), la vibration ne peut étre circulaire. Pour
. e . . I

qu’elle soit rectiligne, il faut et il suffit que les deux vecteurs et /
aient méme directrice, c’est-d-dire qu’on ait € = o; les plans d’onde
ct d’absorption sont alors confondus et la vibration dirigée suivant
leur perpendiculaire commune.

On obtiendrait enfin la solution générale par ondes planes pério-
diques latéralement illimitées en additionnant les solutions partielles

51)et(fo).

11l. -- Ondes évanescentes et ondes uniformes.

Supposons maintenant que le nombre 7 soit nul, ce qui aura lieu si
le milieu considéré n'est pas conducteur; on aura, d’aprés les éga-
lités (36),

de sorte que, d’apres les égalités (24) et (35), les vitesses de propa-
gation ¢ el { jusqu’ici imaginaires reprennent leurs valeurs réelles T
et I.;les egalltés (26) et (37) deviennent d’autre part
' :
— N =, \._._/l'.' - —,
’

, \z T ) i
(26") (37')

/
lzécos(-)::o; lzécos(-): 0.

I |

ll\]
-
1~

(lonsidérons, par cxemple, le premier groupe (o(i") :comme 'angle O
n’a de signification qu’autant que les deux \cclcurs ; et /i ne sont pas

’ 14 ’ ﬁ
nuls, on y satisfait de la facon la plus générale en fmsant 0=-,ce

s , . oy . . I
qui vérifie la seconde équation; la premiére détermine alors  en fonc-
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tion de /¢ laissé arbitraire, ce qui donne

La vitesse de propagation de I'onde est donc susceptible d’unc
valeur quelconque comprisc entre o et T. La limite inférieurc o ne
peat étre atteinte puisque A devrait étre infini. La limite supéricure T
correspond & /» = o3 d’aprés les égalités (29), les vecteurs I et » sont
alors situés dans le plan d’onde et il cn est par svite de méme du
champ H, qui devient uniforme dans tout ce plan; de telles ondes sont
appelées ondes uniformes. (Quel que soit A, la vibration peut &tre
clliptique, circulaire ou rectiligne.

Le second groupe (37") conduit & des conclusions analogues : /i ¢tant
arbitraire, la vitesse de propagation de ’onde est comprise entreoet L.;
'expression (41) du champ devient
2= -;—::ze‘"”""’(”"’*"?‘ tr3) | g 4 2 L2 A2 4 cosanm ({ L ar ey ys ?: i -4~ r3) ‘
et ’on voit qu’il n’est rectiligne que si /2 == 0. Dans ce dernier cas, il
est de plus uniforme dans le plan d’onde et, d’aprés les égalités (40),
perpendiculaire a ce plan.

D’une maniére générale, de telles ondes lransversales ou longitudi-
nales susceptibles d’étre propagées par un milieu non conducteur sont
appelées ondes cvanescentes, quand la valeur correspondante de /4
n’est pas nulle. On sait qu’elles se sont présentées pour la premiére
fois 4 Cauchy dans la théorie dela réflexion totale, mais, pendant
longtemps, elles n’ont été considérées qu’a titre de cas singulier. Il est
intéressant de remarquer que ces ondes sont, au contraire, les plus
générales susceptibles d’étre propagées par un milieu non conduacteur
ou, ce qui revient au méme analytiquement, par un milieu élastique
isotrope dénué de viscosité. Un tel milieu est donc susceptible d’une
infinité de vitesses de propagation transversales et longitudinales
comprises respectivement dans les intervalles (o, T), (o, L), dont les
limites supérieures T et L. correspondent précisément aux ondes uni-
formes. Cette remarque a été faite ponr la premiére fois, & notre
connaissance, par M. M. Brillouin ().

(') M. Burirovis, Sur la propagation des vibrations dans les milieux absor-
bants isotropes (Comptes rendus, t. 115, 18g2, p. 808).
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1V. — Valeurs numériques des nombres 7., 1. v.

Avant d’aller plus loin, il est bon de nous rendre compte de la
valeur numérique des nombres A, 1, v dans quelques cas particuliers
ct pour les valeurs extrémes de o susceptibles d’étre réalisées.

Tout d’abord, si = désigne la période de pulsation », .\ la longueur
d’onde correspondanle dans I'éther, o toutes les ondes umfotmes
¢lectromagnéliques ou lumineuses se propagent avec la vitesse u, on a

27
M= -ty A= on,

Comme on a, d’autre part,
N —1 z

- ’
g «*
"'|\n Vo

19

K,, i, désignant respectivement le pouvoir inducteur spécifique el la
perméabilité magnétique de I'éther, I'expression (25) de A devient

K,
K-

2

./.'Ta‘

\
-TI'I’.AO.
Or, on peut faire y.,=1 4 un trés haut degré d’approximation, de
sorte qu'en employantle systéme d’unités C. (5. S, électromagnétiques
oli

-‘:—-.—:l, u=3.,10"
el en supposant que lc milicu considéré satisfasse & 'hypothése de
I‘araday et de Mossotli, il vient
Ko A 1o,
= 61-( -;- 10

&

Le Tableau ci-aprés donne la valeur de A, calculée d’aprés cette
formule, pour quelques corps que nous avons rangés par ordre de
résistivité croissanle. Le calcul a été fait en prenant successivement
pour A la longueur d’onde moyenne du spectre lumineux visible, puis
la plus petite ct la plus grande des longueurs d’onde électromagné-
tiques réalisées jusqu'ici. Si le pouvoir inducteur spécifique des
métaux, qu1 nous est inconnu, n’est pas extrémement grand par rap-
port a celul de I'éther, A atteindrait l'ordre de 10'* pour I'argent, le
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moins résistant des corps connus, et les trés grandes longueurs d’onde,
Ce nombre n'est au contraire que de I'ordre de 10='* pour les corps
extrémement résistants et les trés courtes longueurs d'onde.

3

2 K < :
Substances, CoGoScélm, o A 500 Sem. A =610 Yem. A5 07 e
4
- [N K N
Argent......... 1y 3. 108 -I—ﬂ 2,10 T\.—“z,/,.lo" T\ﬁ 2,10
AN
, K K K .
Mercure. ...... gsh.rol » 23,2000 23,8906 =23 4.10'¢
h [N W
l:,'tm'.‘.. ........ 9..10‘_{ 8({ l_,g).lo-"’ 2,%.10"‘ 1,0
Sélénium. ... .. 8.10"% 6 6,2.10-10 7,5.107" Gi,2
Gilace.......... o™ 3 10712 1,2.107% 10-2
Marbre........ "G oot 6.107"" 5,107
ITuile d’olive. ... o' 3 10 1% 1,2.1071 1073
Soufre......... 10 e IS (O G107 13 =5.10 °
Verre.......... 107 JoromM 6,10Y Jo10 08

Connaissanl ainsi 2, les valeurs correspondantes de u et de v
résultent des égalités (36), qui deviennent, en vertu de I'hypotheése de
Faraday et de Mossotti,

IRl YTy

Les pouvoirs inducteurs spécifiques absolus nous ¢tant inconnus,
nous n’avons aucun moyen de calculer v; mais comme ils sont trés
supérieurs & 'unité, d’aprés I'hypothése de Iaraday et de Mossotti, il
en résulte quz v est d’un ordre de grandeur trés inférieur a 7.,

V. — Ondes planes latéralement limitées.

On dit que les ondes planes périodiques représentces par les éga-
lités (10) sont latéralement limitées, quand les trois coefficients P,Q, R
sont, non plus des conslantes, mais des fonclions de z, v, =. Nous
supposerons ces fonctions assez lentement variables pour qu’on puisse

(P, Q. R sor s .
(()((I——)‘-,—_‘)) comme des (uantités infiniment
petites, dont nous négligerons les carrés, les produits et les dérivées.

Considérons, par exemple, la dérivée

traiter leurs dérivées

JN ( . Jar o
—{ - ,,’,lp_*_ — ) piw(l-le -m) —-u..);

-IT';‘ r
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comme on peut I’écrire

oX == — [!,)( [ - t ﬁ.) Pe oo my-n3)

dx . o dr

on voit, suivanl une remarque due & M. Boussinesq ('), qu'il n'y a
(ju'a remplacer, dans les égalités (20) et (21), [, m, n respectivement
par [+ dl, m + dm, n + dn, en posant

J

(1(1 ", It)' ');)(I_'—:—)
s Yy

el & négliger les carrés et produits de ces différentielles.
In posant alors

o1 --(.)ﬁ- ()“).1 i)l‘ {)———[i_'_,n..i - — 9
Sl i dy I’ JS dw Jdy Js’

les égalités (20) et (21) deviennent
(”“ —1)[ ZPI-{—(! o P4t - (:r'_,‘)p
(e )RR ) i)
<_&~_2, )mZ]Jl 1= (l* m? - n?— _>“
e J(
—l( (L3 pesnz) -2

. ,0 . ;\ oL
—Tzﬁll)(-')—: zl,l"*“’l.-l/‘)“—‘).'()'s'J;

/ IR
an (P + m? et — T—;) Z P!
~

. ) e
= - = (l:":-ln"'%-n‘-'—-——,).5—"—’ I’l\.
5y |
- N~
Nous avons ainsi, pour déterminer P, (), R, non plus un systéme

d’¢quations algébriques, mais un systeme d équalions aux dérivées
partielles. Toutefois, les seconds membres étant des fonctions linéaires

(") 1. Bovssisesg, Théoric analytique de la chaleur. v 11, p. 473,
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et homogénes de ces dérivées sont cux-mémes des quantités trés
petites, de sorte que, pour calculer P, QQ, R, nous pouvons procéder
par approximations successives suivant la méthode indiquée par
M. Boussinesq ('). A une premiére approximation, négligeons les
dérivées de P, Q, R les seconds membres deviennent nuls et les éga-
lités ci-dessus coincident respectivement avec les égalités (20) et (21).
Nous retrouvons donc, tout d’abord, les deux solutions

(2) & -m? et = S’I—’/;..-.o;

3t

3t) -

o I P (’ IR
1) Bt mi? - 0 o =5 -~
L T 7 m T n

relatives aux ondes latéralement illimitées et étudiées au para-
graphe II. Mais tandis que P, (), R étaient précédemment des con-
stantes, ce sont ici plus généralement trois fonctions arbitraires de x,
y, s lentement variables, assujetties seulement & vérifier les rela-
tions (22) ou (34).

La deuxiéme approximation consiste alors a remplacer I’, (), IR par
leurs valeurs de premiére approximation dans les seconds membres
des égalités (43) et (44), en conservant pour/, 1, 1 les mémes valeurs
que précédemment dans les deux membres. Si donc P, (), R désignent
les valeurs de premiére approximation, P + dP, Q + dQ, R+ dR
celles de deuxiéme approximation, les égalités (43) et (41) deviennent,
en vertu des égalités (20) et (21),

—_1 )l Zl(ll’+ (l’—-;~ mr4 n? - —j—,_;) dr’
AVES Y, n
= 3[E ) (mErrers) )

/oy 2

)

P ’ -
(W )”l\lf/[ +(l+m + n? -a)//(\)

= i-,\’ ) - l)(,
- ;l(T—') \5}2114—//r~ — ’)_s\

(\% Ju Y idr + (zz+ et — LL) AR

“ﬂ(“')(nﬁ"’* )‘“’RJ

(") J. Bovssiusg, loc. cit., p. 4350,



ONDES ELECTROMAGNETIQUES PLANES PERIODIQUES. 25

et

(46) <12+m’ wto L Zz(n'
:—:——l-((a+1n~ - n? -7,—2-)3-—2%21’/].

1l ne nous reste plus qu’a leur adjoindre successivement les éga-
lités (22) el (34), qui correspondent respeclivement aux ondes trans-
versales et aux ondes longitudinales.

. Ondes transversales. — En vertu des ¢galités (22), I'égalite (46)
devient
(i) szp_ﬂ_;a,
ce qui réduit les égalités (47) &

I, Q0 Ry

(%) 5
Orona

P a U JO . JU ;. Q¥
(49) l}-);rz-iio;j-+(¢lt7ﬁ+t(~r(h dw_"—;.;T);)

de sorte que si 'on désigne par s et ¢ deux variables comptées respec-
tivement suivant les directions (a, b, ¢) et (a, 3, v), c'est-a-dire si
'on pose

._(Z_—[(i_t_b_(z_ c.ﬂ
5 ds T dr T T dy +eu
N1 ‘
o) |2 mal 50,0
Loz = "o }-‘J())* P

la premieére égalité (48) équivaudra aux deux suivantes :

'\ —()E—{—h Jv .,

. ) Je as T

(1) /'-h I)U+_(19-__
! = 0s dz —

d’aprés lesquelles U et v vérifient la méme équation aux dérivées
partielles

9*(U, v)

S + e
v

(52)

(U, v)
ot -

Py

Journ. de Math. (< sévie), jome IV, —— Fase. T, 1g:8.
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Les équations (31) et (52) ont été anléricurement oblenues par
M. Boussinesq ('), Celles-ci peuvent encore se simplifier en posant

s— LhQs

eten désignant par " une nouvelle variable ; elles deviennent en effel

JtJo U Jdo
as" T 0s ! P
U0y U o)

7? R st

On voit done, en définitive, que les ¢galités (48) expriment que les
coefficients d’amplitude P, Q, IR doivent étre des fonclions analytiques
de la variable complcxc .s“+ ‘5. 1) ailleurs, si la condition est remplie
pour denx des quantités P, Q I\, clle le sera ¢galement par la troi-

sitme en vertu de la relation 2_ P/ = o. Nous allons voir (u'il résulte

encore des égalités (51) que, si 'on connait les fonctions P, ), R en
chacue point d’un plan quelconque, celles-ci se trouvent d('lclmmcec
dans toul V’espace.

Prenons, en effet, ce plan comme plan des ., y cl considérons, par
exemple, la fonction P : pour z=o0, 1 ¢l © sont des fonctlions données

U, v)
de .y y, de sorte que les dérivées '))(( 2) sont connues pour = o0;
dés lors, en tenant compte des cgalltes (')0), les ¢galités (51) fonlt
I(U, 0

connaitre, pour s = o, les deux dérivées ° - On a ainsi, pour

Js
chacune de ces fonctions, deux conditions initiales qui, jointes i
'équation aux dérivées particlles (52) qu'elles vérifient, les déter-
minent dans tout U'espace.

I<n particulier, si les fonctions 17, (), R sont nuiles en dehors d'une
aire limitée du plan s = o, il en est de méme du champ électrique, de
sorte que les ondes latéralement limitées que nous considéions cons-
tituent alors ce qu’on peut appeler vn pinceau éleciromagnétique
transcersal.

On peut appeler, d'autre part, rayon électromagnétique (rans-
versal le licu des points on Pamplitude du champ électrique reste

1) J. Bovssisesq, Bulletin des Sciences mathématiques, ¢ série. t. NXIX,
1905, deuxiéme Partie, p. 112,
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constante, abstraction faite de I'exponentielle d’extinction

¢ hinae by tes ;

si I'on néglige les termes complémentaires provenant des quantités
infiniment petites (P, (), R), le champ a la méme expression (32)
que dans le cas des ondes latéralement illimitées, sauf que les quan-
tités I, 5, = sont maintenant des fonetions de «, y, 5. Les parties prin-
cipales des carrés des demi-axes de l'ellipse décrite par Pextrémité du
vecteur H sont donc représentées par les expressions (33), de sorte
(ue le licu des points ol ces axes restent constants, abstraction faite
de Uexponentielle, est représenté par la famille de courbes

2 Yo (P 32322 (983 cosz)? =2 G,

a2\ a2 g (ald eosz )t (O

(. ct C désignant deux conslantes arbitraives. Chaque courbe de cette
famille est précis¢ment un rayon électromagnétique transversal.

Cela posé, il ne nous reste plus qu’a déterminer les trois quantités
infiniment petites (P, (), k), seulement astreintes a vérifier Péga-
lité (’7), dont le second membre est maintenant connu; deux des
quantités 4(1I’, ), R) sont donc arbitraires. Posons alors

AP O, By =i U N, W e (0,0, @)
el solent :

/I le vecleur de correspondantes /(17, V, \V),

’

i
2’ Pangle des deux vecteurs dl et .
V' Iangle des deux vecteurs dl et /i
o3 le vecteur de composantes d(v, v, W),

’ 1
¢ I'angle des deux vecteurs d ef 5
Y Pangle des deux vecteurs «/5 et /i
par un calcul analogue & celui que nous avons fait au paragraphe 11,

nous voyons, d’apres I'expression de =, que 'égalité « 17 ) équivaut aux
deux snivantes :

coss’ {00 o0V O

I ll - ' 4 :‘ = - pil
o ¢ + ficos” d - ( b + T + 5T )
. 3L cod’ /0L IV oW,
heost/ di + —p—d5 = 73(,)./— R )
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(qui déterminent les deun vecteurs dl, (/3 en fonclion des petites déri-
vieg QU Y o @)

d(ay ¥, 3) .. .,
rement sous la seule condition que la quantité

ct des quatre angles 2, 4/, @', ¥’ donnés arbitrai-

cosy’ cos@’

2 ensl! ens V|
o 4= It eosy cos

soit difféerente de zéro.
Le probléme des ondes Lransversales latéralement limitées est ainsi
entiérement résolu.

. Ondes longitudinales. — En verlu de la premicre égalité (34),
I'égalite (40) devient
VARSI
“)g Zl l =2 0.

“de sorte que si ’on pose encore, d’aprés les deux autres égalités (34),

) ()
(n3) -]— oo — = A

l m n

on aura

ct par suite

(’3|) _— 0,

La quantité A = I+ est donc une fonction analytique de s'+ (5 et,
d’apreés ce qu’on a vu précédemment, il suffit de se la donner dans un
plan pour qu’elle soit déterminée dans tout I’espace.

En particulicr, si I est nul en dehors d’une aire limitée de ce plan,
il en sera de méme du champ électrique, de sorte que les ondes latéra-
lement limitées que nous considérons, constitueront un pinceau élec-
trique longitudinal.

Si 'on néglige encore les termes complémentaires provenant des
quantités infiniment petites (P, Q, R), le champ a la méme expres-
sion (41) que dans le cas des ondes latéralement illimitées, sauf que
les quantités] et 2 sont maintenant des fonctions de x, y, z. Les parties
principales des carrés des demi-axes de l'ellipse décrite par l'extrémité
du vecteur H sont donc représentées par les expressions (42), de sorte
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(quc le lieu des points ot ces axes restent constants, abstraction faite de
Pexponentielle d'extinction, est représenté, non plus par une famille
de courbes, mais par la famille de surfaces ’

[ = (,

C désignant une constante arbitraire. On ne peut donc plus ici, commne
dans le cas des ondes transversales, parler de rayons électromagné-
tiques longitudinaux.

Cela posé, il ne nous reste plus qu’a déterminer les trois quantités
infiniment petites (P, Q, R) : d’aprés les égalités (53) et (54), on a

JA JA 0A _ dA

.5317)74—"1@‘*'”75:%:0‘
l)(l,s ‘\,' R) — ()A =
—gg—— = (Lm ) Ge =0,

de sorte que les égalités ( 45) deviennent

Y NI T ok /)_\,
& 2 LdP — dP - -
Ve N 7oA
L2m Z 1dP —d() =— = -(F’
AN , oA
i Z {dP — di} T

[)’aprés I'égalité (54), qui en est une combinaison, elles se réduisent i
deux distinctes et déterminent aussi deux des quantités (P, Q, R) en
fonction de la troisiéme laissée arbitraire.

En particulier, si 'on impose 4 ces quantités la condition supplé¢-

mentaire 2 I dP = o, il vient les expressions trés simples

[ JA

(/(P, (‘)’ H)““; m’

d’aprés lesquelles les vecteurs dl et (/5 dérivent d’un potentiel.

vi. Cas d’un milieu trés résistant.

Quand le milieu considéré est trés résistant, nous avons va (§ 1IV)
que A est un nombre trés petit et qu’il en est ¢ foriiori de méme de v.
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Il'y a donc licu d’examiner les simplifications que cette circonstance
introduit dans les résultats précédents.

Nous supposerons l'angle @ suffisamment différent de = = pour que le

nombxc-)—o soil lui-méme trés petit; il en sera donc « fortiori de
(1)
? cos®
quanlités trés petites dont nous négligerons les carrés ct produits.
Considérons déji le cas des ondes latéralement illimitées : tout
d’abord, au degré d’approximation adopté, les égalités (28) relatives
aux ondes lransversales sc réduisenl &

mme de 'chT)' Nous traiterons ces nombres 7., v comme des

7.
21T cos @’

1~
~

=T o

le cocflicient d’extinction est done trés petit. Dés lore, il résulte des
¢galités (29) que lesangles 7 et d sont trés voisins de =, les vecteurs |

et 3 sont ainsi presque paralléles aux plans d’onde el 1l en est par suile
de méme de la vibration.

De méme, les ¢galités (38) velalives aux ondes longitudinales se
réduisent &
YV
Abaiy N QL fi -z —e—
=t ’ ‘T il cos®’
le coefficient d’extinction est donc encore trés pelit. Dés lors, les
radicaux qui figurent dans les égalités ( fo) peuvent étre remplacés
respectivement par

o

{2y 9. 7)

» ——

-
I

ce qui montre que la vibration est sensiblement rectiligne et dirigée
suivant la normale aux plans d'onde.

Passons au cas des ondes latéralement limitées : dans I'¢galité (j9),
J(U, v)
Ju
de petitesse, de sorte qu'au degré d’approximation adopté, les para-

les termes en /i sont négligeables comme ¢tant du second ordre

1 . 0 A L4 bl +
métres directeurs [, i, n peuvent dans le calcul de o5’ élre réduits
leurs partics prmcnpales % "’ /) Les égalités (48) et (59), qui
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deviennent ainsi
9P Q1 0A

— T
= s ’

montrent alors que la propagation se fait trés sensiblement suivant la
normale aux plans d’onde. Les rayons ¢lectromagnétiques, conrbes en
giénéral, sont done ici trés sensiblement reetilignes.

Inemm’r[nons enlin que celte propagation suivant la normale aux
plans d’onde devient rigourcuse pour /= o, c'cst-d-dire pour les
ondes uniformes latéralenient limitées propagées par un milieu non
conducteur.

CHAPITRE 11

LE PROBLEME DE LA BEFLEXION ET DE LA BEFKAGTION,

I. - - Pogition du probléme (':.

Considérons deux milienx homogeénes ct isotropes en repos confi-
nant I'un & Pantre par le plan des o, v : P'un, que nous désignerons
par l'indice zéro, occupe Loute la région de I'espace of : est négatif;
I'aulre, que nous désignerons par I'indice 1, occupe toute la région de
I'espace oll 7 est posilif.

Pris dans toule sa généralité, le probléeme de la réflexion et de la
réfraction consisterail & déterminer, i Pinstant ¢, Pétat électrique et
magn ‘lique du systéme résultant d’une perturbation entretenue sur
une surface donnce & partic de Uinstant initial; dans le présent
Mémoire, nous nous bornerons i étudier la solution simple la plus
générale par ondes planes périodicques dont ce probléme est suscep-
tible.

Nous affecterons de l'indice 1 les quantités relatives au milieu 1
les quantités sans indice seront relatives au milieu zéro.

Cela posé, il résulle des égalités (10), (22) et (34) (Chap. I, §11)
que ta solution la plus générale par ondes planes pulodlques des

Lo Koy, Sur le probléme de la réfleaion et de la réfraction par ondes
planes périodiques (Comptes rendus. . 166, 1918, p. 6=3).
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¢quations indéfinies (11) est, pour nos deux milieux,

(09) (X Y.7)= E(l’ 0, R) i =l = yen s
+Z(l’, m'y n' YA et py—nn
(")')I\ (xlv Y,, 7‘1) - Z(pl'(\)ly P\l) ol =l —nnys ny )
+Z (lll ’ lll(p n l| )Ax 0"(""(’—"'""""'1."""|5)
avece
- n 9 |
(76) B4 m? -t o =k
PL+Qm+Rrn=o,
- 2 £ 2 '
(37) - m'* n’-:-‘;_;;
~
v 1
(56 i3 4-m§ +n} — 7
1
Poly+ Qumy+ Ryn, = o,
oot . ) . I
(5" Lr4+m?+n?= -
Nl

les amplitudes A el A, étant arbitraires et chaque signe Z indiquant

la somme d’un nombre quelconque de termes analogues.

Mais I'existence de la surface séparative, qui astreint les expres-
sions (55) et (35’) & vérifier, pour 5 = o, les conditions (}), (8), (9),
(15) et (16), y apporte de grandes simplifications.

En effet, ces conditions aux limites étant des équalions linéaires ct
homogénes par rapport 4 X, Y, Z; X, Y,, Z, et i leurs dévivées, qui
doivent étre vérifiées pour s = o, fournissent des relations linéaires et
homogeénes par rapport aux exponentielles successives

. . R o ol e 1 s ; v Y TR A
e,m‘/—»l.n =y R el ttr- 'y , el e:m,fl ly—m,y (_,/m,(/ ~pr—m ,.\)’

ooy

qui doivent étre satisfaites quels que soient ¢, i, y. Or, comme nous
ne cherchons que la solution simple la plus générale, toutes ces expo-
nentielles doivent étre identiques; cela exige que toutes les ondes
particlles aient méme pulsation w et qu’on ait les relations

{ —... =l =...=, =...=1;

m=...=m:=...=my=...=m.
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Alors, en vertu des relations (56), (57), (56'), (37'), qui donnent
pour n, /', n, et n, les deux seules solutions = r, = n', = n,, £ n,,

on voit qu’il ne subsiste, dans le milieu zéro, que les quatre ondes de
parameétres directeurs

lymy nyg 1yme —ny U, o0y Uy m'y —n!
et, dans le milieu 1, que les quatre ondes de paramétres directeurs
by, my, nyy by myy, —ng; U, mi, 0y U, m, —nl.

On peut donc dire que, si I'un des deux milieux est le siége d’'une onde

plane périodique de paramétres directeurs et de pulsation donnés, les
expressions

X — (I) ¢ (s L P ogitns ) efi—lr—-my,
! p—Enn's I Hin' s\ pin{l-~lv—=nd'y
\ +l (A( £ty +_A eun )(’11( ' m))’
1

- ((\) e-.inm: -+ Ql eimn: ) eim(l—-l‘r—m ¥

(R .
) ~— m'(A e iton': + A eil»n':) eilml—l"r-—m’y)’
Z — (|’| e tns 4 R! eimn: )eim(l—l.x'—my,
-+ n/ (A c--mm':.___ A/ L,imn’;) eim(/-l'_z:—m‘y);
! x! — (P‘ e-—"(ym,: -+ p" eit-)m:)eim(t—l‘ x~m,y)
- l/‘ (Al e—imnis A/‘l eimn’,:.") eiO)(_I—I'l.r-rn’L)')’
( '8/) ] yl — (Ql e—iton, s + (\)" eimn,:.) efou—=4.r—my
) /

o+ IN; ( Ai e—inn|s }- A'] ei(-m{;) eim(l~l’,a‘-—m’,y),

Z, - (l).' e iy —+ R" nimn.:) eim(l——-l, Xy y)

! - . . . L
- ”'1 (_Al e—itonz _ A,l e"”"'“)e“"(’“"r’“’"l«‘),

auxquelles‘on doit joindre les relations (56), (57), (567), (57") et les
suivantes :
§ [ =l = =1,

(29) lm=m'=m=m;
[P L 4+0Q m+Rnrn=o
‘ Pl +Q m—~Rn=o
{60) ‘

Poly+Qym=+-Ryny=o!
PG+ Qymy—Ryn = o,

représentent la solution simple correspondante la plus générale par

Journ. de Math. (- série), tome IV. — Fasc. I, 1n&, 2
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ondes planes périodiques, dont le probléme de la réflexion et de la
réfraction soit susceptible.

Les égalités (59) jointes aux égalités (56), (17), (36'), (57") vont
nous permettre de déterminer tout d’abord les orientations ainsi que
les vitesses de propagation et les coefficients d’absorption de toutes
les ondes en fonction de ces mémes éléments relatifs & 'une d’entre
elles. L’application des conditions aux limites nous donnera ensuite
un certain nombre de relations entre les coefficients d’amplitude, qu’il
faudra joindre aux précédenjes (60). Nous verrons alors quels sont
ceux de ces coefficients qu'il est nécessaire de se donner pour «ue le
probléme soit déterminé.

I1. —~ Ondes incidentes et ondes réfléchies.
Considérons I'onde dont les paramétres directeurs sont

(23) ' ({, m, n):tﬁ’—l(?f,-’-—&--i/l(r/, I, )

et que nous appellerons, pour abréger, 'onde (/, m, n); en prenant
pour plan 50Qu celui contenant la normale Ov aux plans d’onde
correspondants, nous aurons {3 =:o0. D’autre parl, puisque 'onde
(4, m, — n) figure également dans les égalités (58), nous pouvons
supposer ¥y posiltif, de sorte que, si nous prenons pour axe O la direc-
tion qui fait un angle aigu avec Ov, la direction Ov sera située dans

~

I'angle Q.- et en posant / = 3Ov ('), nous aurons
(61) 7 = sini, 5=o0, 7 = cosi.

Le paramctre /v étant ainsi imaginaire pur, il en est de méme de #//,
my, ui',, d'apres les égalités (59), de sorte qu’en posant

. R (AN

\(l. m', n')z: - o / )—1/1 (', W),
1 l . (7, -.3n 71 ) (. L.
(ha) ‘ ( e Mgy Ny )*—-’ O — Ry Ly, Dy €y ),

Q

(z,. 50, 7))

o oy e VP 2 Y 0 (o o
‘ (L iy, n) = o / — LN (a, by, ¢y

s =

(') Laméme lettre ¢ désigne également le symbole /1. mais il n'y a évidem-

ment aucune confusion i craindre.



ONDES ELECTROMAGNETIQUES PLANES PERIODIQUES,

-
o €

on a ausst

Tous les plans d’onde sont donc normaux au plan 5Oz appelé plax
d’incidence,

Nous dirons que 'onde (4y my 1) est l'onde transcersale incidente
dans le milieu zéro, que ¢ est l'angle {’incidence correspondant et
que I'onde ({, m, — n) est l'onde iranversale réfléchie dans le milieu
zéro. La normale issue de O aux plans d’ondede cette derniére est
symétrique de Ov par rapport a Ou; ee fait donc avec la direction

des 5 négalifs un angle appelé ang le dr‘ réflesion précisément égal a
'angle d’incidence /.

Soit alors /" I'angle compté positivement de Oz vers O. que fait
avec O = la normale Ov" aux plans d’onde de 'onde (/', m’, #"); on a

7' = sind’, 4= cos{
cl, de méme, /, el ¢, ayant'des significations analogues,
2, =z 8ind, Y1 =2 cos iy,
) zsind], Yy ==cosi|.

Les ¢galités ( 5 ) sont ainsi, d’aprés les égalités (62), équivalentes aux
suivantes :

. sing  sind’ sind,  sind,
(63) — e e LI
Q2 13 Q, Q)
ha = W' = hiay = b,

Iy = WO =lby = I,

qui constituent la généralisation de la loi de Descartes.

En particulier, si le milieu zéro n’est pas conducteur et si I'onde
(4, m, 1) est uniforme, / est nul; de sorte que, si /%, et /, ne sont pas
nuls, ce qui a lieu nécessairement si le milieu 1 est conducteur, les
cosinus directeurs «,, 4,, ¢, I, sont nuls. Les plans d’absorption dans
le milieu 1 sont donc alors paralléles & la surface séparative.

D’aprés les égalités (63), sins’, sin{,, sini, sont positifs; comme,
d’autre part, les ondes (I', m’, — a’), ({;, m,y — n)), (I, m,, — i)
figurent dans les égalités (58) et (58') en mcime temps que les
ondes (', m', w'), ({,, m,, n,), (I,, m',, n), nous pouvons supposer
cosi’, cost,, cos?; également positifs; d’ou il résulte que les angles 7,
Lyy £, sonl, comme I’angle /. compris entre o et ;
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Dans ces conditions, nous dirons que :

~ L’onde (¢ o1y 1) est londe longitudinale incidente dans le milieu
26ro;

L'onde (¢, m', — 1) est Londr /onnzlu(l/ualw réfléchic dans lc
milieu zéro;

Londe (L, m,, — n,) est l'onde transversale incidente dans le
milicu 1;

| ondc Liy miyy 1) est Londe transversale réfléchie dans le mi-
lieu 13

L'onde ({,, m|, — n)) est londe longitudinale incidente dans le
milieu 15

L'onde ({;, m|, n,) est londc longitudinale réfléchic dans le
milieu 1.

I est Pangle d’incidence longitudinale dans le milieu zéro; il est
égal & Lan ,,-[,, de réflexion lonwtudma/e, dans le méme milieu, que
fait avec la direction des z negaufa la normale aux plans d’ onde de
Vonde (!'y m’y — n').

i, est l'angle de réflexion itransversale dans le milieu 1; il est
égal & langle d’incidence transversale, dans le méme milieu, que
fait avec la direction des = négatifs la normale aux plans d’onde de
Vonde (1,, m,, —n,).

i, est Uangle de réflecion longitudinale dans le milieu 15 il est
égal a I’ anglr’ d’incidence longitudinale, dans le méme milieu, que
fait avec la direction des = neo’aufs la normak aux plans d’ ondc de
l'onde (/}, m, — n').

Nous sommes donc conduits, en définitive, & considérer dans chaque
milieu deux ondes incidentes, transversale el longitudinale, et deux
ondes réfléchies, transversale et longitudinale.

Nous insistons sur cellc spécification, en modifiant en partie la
terminologie jusqu’ici adoptée, pour la raison suivante : dans la
lh(,ome de la réflexion et de la réfraction, telle qu'elle a é1¢ exposce
jusqu’ici & notre connaissance et dont les ondes longitudinales se
Lrouvent généralement exclues par la forme méme des equatxons d’ou
'on part, on admet que le mouvement, dans le milieu zéro, résulte de
I'onde incidente (/, m, 1) et de 'onde reﬂechle (1, my — n), ce qui est
bien conforme & ce que nous venons de voir; mais dans le milieu 1, on
ne considére a priozi que l'onde ({,, m,, »,), qu’on appelle onde
1éfractée parce qu'on la regarde physiquement comme le prolon—
gement de I'onde "I, m, n) dans le second milieu, et 'on passe entié-
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rement sous silence la quatriéme onde (/,, m,, — n,), dont la considé-
ration s'impose pourtant au méme titre que les trois premiéres d’apres
I’analyse qui précéde. Cette quatriéme onde, & laquelle nous conduil
logiquement une théorie compléte, étant I'homologue de I'onde
(4, m, n), il était naturel de lui donner le méme nom d’onde incidente.
De méme, les ondes homologues (7, e, —n), (1, m,, ;) devant natu-
rellement aussi porter le méme (nalificatif, du fait que nous conve-
nions d’appeler encore la premiére onde réfléchic dans le milieu zéro,
nous devions également appeler la seconde ondr réfléchic dans le
milieu 1 et non plus onde réfractée.

11l. - Relations entre les éléments directeurs, les vitesses
de propagation et les coefficients des ondes.

Cela posé, nous allons déterininer les éléments de ces différentes
ondes en fonction des éléments de 'une d’entre elles, par exemple de
'onde transversale incidente (/, mn, #) dans le milieu zéro, en com-
mencant par les ondes ({', 1/, &= n').

D’aprés les ¢galités (5g), I'égalité (57) peut s’écrire
¥

L S L B )
nin— 1 — m2.

’osons alors

on aura
puis, remplacons ¢, /, m par leurs expressions (35) et (23); en sépa-
rant le réel de 'imaginaire et en posant

sin?{

g l"./ C- %_Z -i= (a2+ /)’)h'-’ - ]

I
)2
(64 .o
o v ,Slﬂl
F = e e —
24 = g 20—
. Q

il viendra pour déterminer C’ et ¢’ les deux équations

On en déduit aisément sans ambiguité, puisque C’' n'est jamais
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neégatif,

(03) : ’ G v' f_*l_\/f?,__*_g?’

le signe 4 prendre devant le dernier radical étant celui de g. Dés lors,
les deux groupes de relations

[ smi sin/

s o
(66) ,

cos{

( :

s a'll = ah,
(63) O = bk,

e ho=2,

donnent pour la vitesse de propagation et le coefficient d’absorption
de 'onde considérée

(08) on = ~oz _+_(::z’ /ll'.’--j(l{ <+ 0? )/, + 2 A/.

9 . ; . sinZi
on 1z -l!? -+ (a4 Y2+ o
1 , Sy, sInt)? y sin{
+\/| 117 + (@ DY — —§2—] -+ (-L— — 2dh— ") ) ’
1), sinzi
f,/!ﬁ:—‘—-‘ _ 2 b2y 2
v h L,,—1(a+))1’-|-92
" 2y / ing
-+ \/|%-+-(a'-’+ b2yl — sin*é ( za/zh ) .

Q' et /2 ¢lant ainsi déterminés, les égalités (66 ) fonl connaitre I'angle
d’incidence ¢’ et les égalités (67 ) les trois cosinus directeurs a’, &', ¢’
Dans le cas particulier o g = o, les-expressions (65) de C'et de <’

deviennent _
C'=vVf+I1/l, === +|[1;

nous avons donc deux cas 4 distinguer suivanl le signe de /.
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Si f est positif, il vient
C'=yaf, e'=o,

v

de sorte que les expressions (68) de Q' et de /' deviennent

‘—:-,:-—i, + (a4 b)Y 2, It = (at+ b2,
en méme temps que ' est nul. Les plans d’absorption des ondes
(!, m'y &= n') sont donc confondus et perpendiculaires & la surface
séparative des deux milieux.

Si / est négatif, il vient

A - 5
(=0, S=y—2f,

car on peut ¢videmment alors supposer <’ positif, de sorte que les
expressions (68) de Q' et de /' deviennent

sin? i
e ——y
' [913

sing

-5 W= —

-
Iy -
-
~
—
NI s

4

en méme temps que cos/’ est nul. Les plans d’onde des ondes
(¢, m'y £ ') sont donc confondus et perpendiculaires a I'axe ().c,
suivant lequel s’effectue la propagation.

Plus particuliérement encore, g est identiquement nul si le milieu
zéro n’est pas conducteur et si Ionde (I, m, n) est uniforme, puis-
qu'alors les quantitésv et 4 sont nulles. Si done f est posmf k' est nul,
de sorte que les ondes (/', m’, == n’) sont uniformes; si au contrau'e
/ est négatif. /' n’est pas nul, de sorte que les ondes (U'ym', £=n')
sont évancscentes. '

Passons aux ondes (/;, m,, 2= n,) : on a, d’apres les égalités (56")
el 3{) )y

nt= F — 21— m?,
de sorte (u’en posant
C= C?f“* ' Si=Me,
2
2/,:,—1—{% = (it O A —s—'f';—:f,
24 = —;—'- —aah -‘S_Iil_t,

] O
I Q
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on obtient, par un calcul analogue au précédent, .

Ci= v fAi+V/i+4g,
31'7'—":\/""ﬁ+\/f':"+.é’7’

le signe 4 prendre devant le dernier radical ¢tant celui de 2. Lesdeux
groupes de relations

( sinZ, _ sin¢
Q, ~Q
(66') ¢
( COSEy (s,
-Zy [
\' a hy = ah,
(65" byl =0,
, ¢ by =22,
donnent ensuite
1 sin%{ R » 2 9N J2 e 2
Qf T_I~C|, hE={(at+ b*Yh*+ €7,
c'est-a-dire
2 sin?f
I::‘i fod -F;—*-(a--i-l; )/l' T
2 2y
+\/ ’I“’ + aﬁ.q_ I )]¢ ——El(—")'—t ('ln — QGIIE%;‘L) 3
ah} o~ — ,],z “+ (at-+ b-)lz -+ s"r;,l

I , sin* ]* 74 siniy?
+\/|T‘._;+(((3~+b2)/1"—- O3 | +(ﬁ—7-ah 5] ) .
T3 Q| 2 Q

Les relations (66') et (67) font ensuile connaitre 7,, «,, /,, ¢,.
Considérons le cas particulier oli 2, = o0 : si f, est positif, il vient
comme précédemment
Cy== \/;.7;’ . ©1=o0,

—_ﬁ “+ (a*+ hYh2, h=(a®+ h*) 2, ¢, =o,
]

l -

-

Les plans d'absorption des ondes (/,, m,, == n,) sont donc confondus
et perpendiculaires & la surface séparative des deux milieux.
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Ni 7 est négatif, il vient

R ¢, Lo, Syzy—afy,
1 sin¢ e i sin?( cosi
— T ——y 1S Ll e g e ey Sy =22 0,
Q, Q I T2 (e

Lies plans d’onde des ondes (fy myy *0,) sont donc confondus et per-
pendiculaires 4 'axe Oz suivant lequel s'effectue la propagauon.

’lus particuli¢crement encore, g, est ldenuquement nul si les deux
milieux o et 1 ne sont pas conductem's ct si l'onde (/, m, 1) est uni-
forme, puisqu’alors les quantités %, et / sont nulles. Si donc /, est

positif, c'est-i-dire, en remarquant qu’alors Q =T, si sini <>
i

I, est nul, desorteque les ondes (/,, #,, = n,) sont uniformes. Ceci
correspond au cas ditde la réfraction ordinaire. Si au contraire f est

. . . M . . N ,r
négalif, c’est-i-diresi sin/ > 7 /1, n’est pasnul, desorte que les ondes
1
/iy, =) sont évanescentes. Ceci correspond au cas dit de la
riflexion tolale.

Iinfin, les formules relatives aux oudes (¢, v, == 1) se d¢duiraient
de celles relatives aux ondes (17, /'y = 1") parl’ adjonctlon de Pindice s
au bas des quantités

n,oU G T ey Ly dl b

IV. — Relations entre les coefficients d’amplitude;
conditions pour que le probléme soit déterminé.

Il nc nous reste plus qu'a appliquer les équations (15), (16), (4),
(8), (9), spéciales a la surface séparative 5 = o des deux milieux, ce

qui nous fournira un certain nombre de relations entre les amphmdcg
Comine on a ici

(2, 9.2, 3) =20, YTz —1, Y- 1,
ces ¢quations prennent la forme
NL == K, Z,.

LN '}
9t Yo

Journ. de Math. (7¢ séric), tome 1V, — Fasc. I, 1918, O

N
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Nz N
Y =), .
ANSA SR\ TR Y
175g dy " o dy
L( Dy L
a\dy  dz sty s |
/O /A AW Il
Sl ) s lE )

?

Comme la cinquiéme résulle des deux qui la précédent, nous n'avons
la que six relations distinctes qui deviennent, en y remplacant X, Y, Z;
Xy Y., 7, par leurs expressions (58) et (38') et en tenant comple
des égalités (7q),

(69) KR - R 1 (A == A = o | Ly Ry e, (A = AD) |
B B .
,\':(!AA/J— ;‘“J(Al cA D

N\ |

PP Pl (AN s P P (A ),

(70) Ny : , ,
PO Qb (A= XY s Q- Q== (3 -+ A)).
(= Q4+ Q) -Em RS- Wy (= Q400 =m(B - Ry
(1) « , , . ,
’ (P Pyl (K- W) (=1 + P ARy
- - o

Ces ¢galités jointes aux égalités (60 ), que nous écrirons
~

(P /4Q m+R n = o,
(630! > /-i—‘Q/ m--Rn = o,
(0 . ‘

’ Pil+Qum - Byny . o

P" / - Q'l n — “1 Ny o,

\

constituent dix relations linéaires el homogénes entre les seize coeffi-
cients d’amplitude
l,e (:’7 R1 P,s ‘\ye l{lv Pl, '\’h Rl; l"l’ (
A N, A, AL

4 27
Y. R

Pour que le probl¢me soit déterminé, il faul donc se donner six coeffi-
cients d’amplitude indépendants, c’est-i-dire non liés par une ou
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plusieurs relations. On pourra, par exemple, se donner les amplitudes
dans le milieu zéro, c’est-a-dire

deux des coefficients P, (), Ii;
deux des coefficients P/, (', R’;
Aet A

ou encore les amplitudes incidentes dans les milieux oet 1, c’est-a-dire
p y

deux des coefficients P, (), Ii;
a;
deux des coefficients P, Q, K};

A/‘ .

Si donc on ne se donnait que les amplitudes incidentes dans le milieu
7éro, le probléme serait indéterminé.

Cependant, dans la solution classique du probléme de la réflexion et
de la réfraction, on ne se donne que les amplitudes incidentes dans le
milien zéro et pourtant le probléme apparalt comme entiérement
déterminé. Cette apparence tient a ce fait gqu’on supprime « prior/
les ondes incidentes (/,, n,, ~1,), (I}, m,, -- 1) dans le milieu i,
de sorte ¢ufe tout se passe comme si 'on se donnait en outre.

(P, 0, KA,
Remarquons, enfl i I'on se d
temarquons, enfin, que si I'on se donne

deux des coefficients P, Q, R; A —o;

deux des coefficients P\, O}, N; A ==o,

v
A’ et A, ne sont pas nuls en général. L’absence d’ondes incidentes
longitudinales n’entraine donc pas celle d’ondes réfléchies longitudi-
nales; de sorte que si I'on annulait ¢ priori A’ et A,, sous le prétexte
ue A et A sont nuls, les équations deviendraient impossibles. Clest &
cette difficulté que s’était heurt¢ I>. Duhem a la fin de son premier
Mémoire.
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- Expressions des amplitudes réfléchies en fonction des
amplitudes incidentes dans l’hypothése de Faraday
et de Mossotti.

Nous allons faire le calcul des amplitudes réfléchies en fonction des
amplitudes incidentes dans I’hypothése de I‘araday et de Mossotti,
d'aprés laquelle I’équation (17) est vérifiée dans tout 'espace. |l
résulte alors de I'expression de /)

lﬁ) . .
- —itn'z A/ pfton'sy it P an'yy
) g (B e ALl ",

déduite des égalités (58), et de celle analogue de 4, que les quatre
amplitudes longitudinales

A AL ALY

sont nulles, de sorte qu’il ne subsiste dans les deux milieux que les
ondes transversales.
D’autre part, I'expression (12) de &* devient dans notre hypothése

<

o

ac
— X f
2

ce qui change I’égalité (69) en la suivante :

R+R R+ R
¢ ~e
xg 21 G5

(6g")

Or, celle-ci est une combinaison des égalités (72), comme on le voit
en les multipliant respectivement par m et /, puis en les ajoutant
membre & membre et en tenant compte des égalités (56 ), (56") et (60').
Nous remplacerons donc les égalités (2) par la suivante :

(7) Zim(P—P) = (Q = Q)] = S m(Py— ) —1(Q, — Q)]

obtenue en les multipliant respectivement par / et — m, puis en les
ajoutant membre & membre.
Nous avons donc, en définitive, pour déterminer les amplitudes

reflechices
POV, R POy, R
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en fonction des amplitudes incidentes

P, QR Py,

})
43 l'l

les six équations distinctes :
B R+ R
PN+
| P +P = PP
10+Q'=Q+Q\.

(69")

(0"

(i ST P =P —UQ = Q) == 2 [m (P = ) = Q= Q).

(2) (1 Qe W =,
-0 A
p P Pod-=0ym -+ Ryny==0

4 I'une desquelles nous pouvons substituer la combinaison

n(R - R =n (B —R))

des égalités (Go'), obhtenue en tenant compte des équations (70').
Cela posé, I'équation (69°) et la précédente déterminent tout
d’abord R’ et R, en fonction de It et de R, et 'on obtient

(=3 ( (np€4-n )R = (np&—n i, €)R = 20, pE2R,,
) L (noCtarenp YRy =2np,C2R — (R — ny €)1,
i Pty Pty f ) hy

Les équations restantes donnent ensuite

npy -+ nu)P = (nmpy — n, )P any b
i ! K F F
/ nE—nie?

—+ 2R
MM E T nu& 4 n @i

(R =+ RY).

(Apy -+ u)Q = (npy— A1) Q + 20, 1.0

m n®e¢?— ni€3
+m* np@i4ngp, &l

’ ' + 2 (nR + n, Ry,
c(npy+n )P, ,_znulP~(nul-——-n,J)P

12E:— ni e}
[‘—l— m* np.& -+ nyp, T3

+ A (rR -+ n,R).

(g +np) Q=20 Q) ~ (npy— nyp)Q)

s m n*Et— ni€E}
: 2 Ll
: T mt onpets- ny €t

s (nR + 0, R)),
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Par raison de symétrie, on passe d’aillenrs des expressions de P’, (), i’
a cellesde P,, Q,, R,, en y permutant P et P, Q et ), R et R;
mwetuy,, Getg,, net—n,.

Ces formules (73) et (74)achévent de résoudre le probleme général
de la réflexion et de la réfraction par ondes planes périodiques, que
nous nous étions posé ; dans le cas particulier ofi I’on a

(73) (P, Q). R))=o,

elles deviennent, en tenant compte des égalités (5G) et (56°) et en
supposant pour simplifier u. = u.,,

pr— e (I’ o 2ln
— ) b
-y \ P+ m2+ nn,
, n—uny [ . D21 )
() = ‘ ( Q- k).,
) w4\ Y PmEr g

n—ny 4 mi—nn,
n—+ny P+ m*+4- nn,

W= ;

sn [ (n —n )
P, — !P' (n—rm)

n+ o -m?—+ nn, I
) an | m(n—ny)
0,= O+ - ( . Uy
: n+=n | v Pa+miaonn
aon  PP4+mia-nt
Iy = .

1
n—+ny - m4 nn,

Celles-ci correspondent aux formules de la théorie classique; si, de
_ plus, les deux milieux sont dénués de conductibilité et si 'onde inci-
dente est uniforme, elles conduisent aux formules de FFresnel. Mais il
resterait & expliquer pourquoi c’est seulement le cas particulier
exprimé par les égalités (75) qui correspond aux faits expérimentaux.



