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MOUVEMENTS ALGÉBRIQUES DANS LE PLAN. 55 

Mouvements algébriques dans le plan; 

PAR J.-A. ItARRAU, 
à Groningen. 

1. La position d'un plan mobile (a?, y) dans un plan fixe (X, Y) 
est donnée par 

( ι ) X = xc -+- y s -t- a, 
(2 ) Y = xs -hyc -h b, 

où 
c = cos<p, s=sin<p; 

donc 

( 3 ) c2 4- s- = ι. 

Un mouvement est déterminé si s et c, satisfaisant toujours la con-
dition (3), a et b sont connues en fonction du temps /, ou, après 
élimination de l, c'est-à-dire passant de la cinématique à la géométrie 
cinématique, si s, c, a, b parcourent une suite continue de valeurs 
qu'on peut supposer donnée par deux, nouvelles relations : 

(4) /1 (c, s, a, b)z= o, 
(5) /2 (c, s, o, b) =o. 

La trajectoire 
F(X, Y) = o 

du point 
oc — xu y—y ι 

du plan mobile dans le plan fixe est obtenue par l'élimination de c, s
) 

a,b dans les équations (ι), (2), (3), (4), (5). 
On peut considérer la suite de valeurs en question comme une 
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courbe dans un espace à quatre dimensions, Vespace cinématique, en 
prenant c, s

)
 a, b comme coordonnées par rapport à un système ortho-

gonal OC, OS, OA, OB. Cette courbe sera l'intersection des trois 
liypersurfaces (3), (4), (5), dont (3) est la même pour chaque mou-
vement. L'étude des mouvements dans le plan revient donc à celle 
des courbes représentantes qu'on peut tracer dans cette hyper-
surface 

6'2+S2=l, 

que nous appellerons le bicylinclre cinématique. 
Si /, et /> sont algébriques, leur intersection avec le bicylindrc 

sera algébrique et les trajectoires de tous les points deviendront aussi 
algébriques. Si cette intersection dégénère, chaque courbe parlielle 
sera la représentante d'un mouvement algébrique correspondant : ία 
classification des mouvements algébriques dans le plan équivaut à 
celle des courbes algébriques situées dans le bicylindrc cinéma-
tique. 

2. Le bicylindre cinématique peut être regardé comme un bicône, 
dont la droite-sommet, commune à tous les plans générateurs, est 
la droite à l'infini du plan axial OAB. Chaque plan générateur 
contient un point du cercle directeur 

C2 4- S~ = 1, 

situé dans OCS. 
La section de l'espace à l'infini avec le bicylindre est composée de 

deux plans générateurs passant par les points cycliques de OCS. 
La section avec un espace linéaire ordinaire E.

t
 est : 

Un couple de plans, réels, imaginaires ou confondus, si E
3
 passe 

par Aa Ba ; 
Un cylindre de révolution, si E

3
 passe par Ο

χ
Β

χ
; 

Un cylindre elliptique dans le cas général. 
Une section plane est : 
La droite A

x
 B

e
 comptée double, si le plan contient cette droile ; 

Un couple de droites, réelles, imaginaires ou confondues, si le plan 
a un point commun avec Aa Βa : 

Un cercle, si le plan passe soit par C
x
S

x
, soit par une autre droite 



MOUVEMENTS ALGÉBRIQUES DANS LE PLAN. D 7 

à l'infini qui est parallèle de Clifford avec A
x
 par rapport à la 

quadrique absolue à l'infini 

c- .va -+- «2 + ί>'2 = ο ; 

une ellipse dans le cas général. 
Pour reconnaître le cas circulaire, remarquons que A

e
B

M
 etCa Sa 

sont réciproques polaires par rapport à la quadrique absolue; elles 
sont donc un couple d'arétes opposées d'un tétraèdre dont les deux 
autres couples d'arêtes sont génératrices des deux réglées de la qua-
drique. 

Les droites d'une congruence linéaire appuyées sur un de ces der-
niers couples composent un système de parallèles de Clifford, auquel 
appartiennent, dans les deux cas, A^B^ et C^S^. Or, un plan ayant 
comme droite à l'infini une telle parallèle donne une intersection avec 
le bicylindre cinématique contenant les points d'appui de cette paral-
lèle, c'est-à-dire les points cycliques du plan; cette intersection est 
donc un cercle. 

Chacun des deux systèmes de plans à section circulaire est iso-
gonal, cela veut dire que les deux angles de position formés par deux 
plans quelconques du système sont égaux. 

Les équations des plans des deux systèmes peuvent être mises sous 
la forme : 

Pc -+-Qs-l· H a+ bb = con si. ) système droit 
Qc—Ρ s— S« +Rb — const. ) 

et 
Pc O.çh- Ha h- S à — const, ι 

système gauche. 
Qc—P.y+S« — = const. 

5. En appliquant des transformations de coordonnées, toujours 
cartésiennes, dans le plan mobile ainsi que dans le plan fixe, on peut 
décrire un même mouvement par une infinité de systèmes d'équa-
tions (ι), ..., (5), donc de courbes représentantes. 

Posons dans le plan mobile : 

x — ^ y t —H "0 σ ι —t- 0£ ι, y — — ξσι-+ Ά "/ι βι 
Jourri. de Math, (y série), lome III. — Ease. I, 1917. « 
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et dans le plan fixe 

.i — Xy2 4-Υο·24-&2, II——XH- Yy2 ■+■ β2» 
où 

y\ + σ* = 7\ + σ\=ι. 

Nous obtiendrons les équations nouvelles : 

(1) E = Ey + no + a, 
(a) 1-1 = — ξσ + ny 4- β, 
(3) γ--\-σ2=ι, 

(4) ?i (y> <*> β) = ο, 
(5) φ2 (γ, σ, et, β) — ο, 

où γ, σ, α, β et c, 5, α, b sont liées par la transformation linéaire : 

y — (yi y«—<*i *i)c — (σ, y
t
 σ,)ί, 

σ= (σ, y24- y, ffs) c (y, y,— σ, σ2
) .ν, 

α — (aiy2+ βισ2) c 4- (βτ/a— «iC2) s H- y2a 4- σ.,/^ 4- oc
2

. 
β (β,/2— αισ2) c — (2,y24- βι5"2) s — τ*_α 4- y,!* 4- β2. 

Ces transformations, disons transformations ciné mal iqucs
)
 consti-

tuent un groupe de collinéations à quatre paramètres de l'espace ciné-
matique, qui laisse invariant : 

L'infini ; 
Le bicylindre cinématique et en particulier son plan axial ; 
Le système droit des plans isogonaux avec le plan axial, donc des 

sections circulaires droites. 
Les collinéations du groupe ne sont pas, en général, orthogonales ; 

elles le sont en particulier pour α, = β, — ο. Mais rien n'empêche de 
considérer de nouveau, après une transformation, γ, σ, α, β comme 
coordonnées orthogonales dans un autre espace cinématique. 

Les transformations cinématiques n'affectent pas les propriétés pro-
jectives de la courbe représentative, ni sa position projective pa»· 
rapport aux figures invariantes nommées ci-dessus. 

i. Le degré de chaque trajectoire dans un mouvement algé-
brique est égal au degré d'une courbe représentante. 
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En effet, ce degré est le nombre des points d'intersection de la tra-
jectoire 

F(X, Y) = o 

avec une droite quelconque 
PX + QY + R - ο 

ou 
Ρ (xxc -t- yx s + a) + Q ( — xxs -+< yxc -t- b) -+- R = o. 

Cette équation représente un espace linéaire (hyperplan) qui a 
η points en commun avec la courbe représentante, supposée du 
degré n. Il n'y a que ces η solutions (e, s, a, b) qui indiquent une 
position du plan mobile pour laquelle le point (a?,, y,) tombe dans la 
droite choisie dans le plan fixe. 

«5. Le nombre des points doubles de chaque trajectoire est égal 
au nombre de points doubles réels et apparents d"*une. courbe repré-
sentante. 

Un point double dans la représentante correspond à deux positions 
identiques du plan mobile, les trajectoires de tous ses points pré-
sentent donc à la fois un point double. 

Si le point singulier de la représentante est un rebroussement, les 
trajectoires montreront à la fois un rebroussement. 

Pour les points doubles des trajectoires ne provenant pas de posi-
tions identiques, on aura 

X = c,cc -4- îjy -f- = c.2x + s,y «2> 
Y = — .s, χ -t- c, y -h bx — — s* χ -1- c,y -H b.

2 

ou 
(Ci — c8) χ -+- (si— s

2
) y -4- (α, — a

2
). ι -+- ( bx— b»).o= o, 

(c, — c.2)y— (.ç,— s2) χ (a, — a
2
) ,o -t- (6, — b2). ι = o. 

Les quantités (c, — c
a
), (s, — s

2
), (α, — a

2
), (b

A
 — b

2
) sont propor-

tionnelles aux cosinus directeurs de la corde de la courbe représen-
tante parles points (c, a

i
 b

{
 ) et (c

a
s
3
a
t
b

a
). Cette corde doit donc 

être perpendiculaire aux directions de O à (x',,yn ι, o) et à 
(y

t
, — α;,, ο, i), donc au plan contenant ces droites. Ce plan est un 

« isogonal du système droit » au plan OAB; un second plan absolu-
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ment perpendiculaire à ce premier appartient encore au même sys-
tème. La corde doit être parallèle à ce second plan, c'est-à-dire qu'elle 
doit rencontrer la droite à l'infini de ce plan, laquelle est parallèle de 
Clifford de Α

κ
Β

β
 et complètement déterminée par le point (x,,y, )du 

plan mobile dans la trajectoire duquel on cherche les points doubles. 
Le nombre de ces points doubles égale le nombre de cordes qui 
rencontrent la droite à l'infini en question, c'est ce que par analogie 
nous devons appeler le nombre des points doubles apparents de la 
représentante. Si cette courbe est de triple courbure, non contenue 
dans un hyperplan, ce nombre n'est autre que le degré de l'espace 
courbe, lieu des cordes. Si la représentante est de double courbure, ce 
lieu devient une congruence et les points doubles apparents recouvrent 
leur sens ordinaire, projetés du centre où, dans le cas général, l'espace 
linéaire contenant la courbe est rencontré par la parallèle de Clifford 
en question. 

6. Les points doubles de la seconde catégorie dans les trajectoires 
seront des points de rebroussemenl quand la corde devient tangente. 
Mais le lieu des points du plan mobile dont les trajectoires pos-
sèdent un tel rebroussemenL est la courbe polaire mobile du mouve-
ment. Nous obtenons donc la relation géométrique suivante entre la 
courbe représentante et la courbe polaire mobile : 

1j intersection de la surface des tangentes de la représentante 
avec Γ espace à V infini est une courbe, plane ou tordue, dont chaque 
point porte une parallèle de Clifford du système droit, l'ensemble 
desquelles est une surface réglée. La polaire réciproque de celte 
surf ace par rapport à la quadrique absolue est une autre surface 
réglée formée de parallèles du système droit. Uintersection de 
celle-ci avec le plan à Vinfini b = ο est une courbe plane colline aire 
à la courbe polaire mobile. 

On peut aussi projeter la première surface réglée du centre Β
κ
 sur . 

le plan C^S^A^; le contour apparent sera corrélatif à la courbe 
polaire. 

7. Le mouvement inverse ou indirect d'un mouvement donné est 
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déterminé par 
χ — X c — Y.v — ac 4- b.s. 
γ — X .s h- Vf — as — bc, 

avec les mêmes équations (3), (4), (5). 
On peut écrire aussi 

( ι ) χ — XC 4- YS -f- Λ, 
(a) y — — XS + YC -t- Β, 
(3) C2 4- S1' — ι, 
(4) F|(C, S, A, B)=o, 
(5) Fs (C, S, A, B) =o, 

où G, S, A, Β et c, s, a, b sont liées par les relations 

G — c, S = — s. A -- ac ·+- Os, B = — as — bc. 

Ces relations caractérisent une transformation quadratique, bira-
tionnelle et involutive de l'espace cinématique, convertissant la courbe 
représentante du mouvement direct en celle du mouvement indirect, 
qui est, en général, du degré double. 

La transformation devient linéaire pour 

C — 01, A- = ,ç, ( 11° 10 ) 
ou 

a — o, b — ο ( ιιυ 11) 

8. La conception même du mouvement indirect comporte, pour 
les courbes enveloppes des droites du plan mobile, des propriétés en 
dualisme avec celles des trajectoires dirmouvement indirect (Chasles). 

Indiquant une droite du plan mobile par les coordonnées tangen-
tielles homogènes 

d = y1 - y2,V = — (.A — Xi), «' = Xiji — X,y
u 

on trouve 
U = eu ■+ Ssv 
V ~ — su 4- ce, 
W zzz (— ac 4- bs) u — (as 4- bc) e 4- u\ 
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Les formules inverses sont, conformément au n° 7, 

tf=:cU—sV, 
<> =JU +CV, 
w = ctV -4- bV + W. 

Ces formules, jointes aux équations (3), (4), (5) du n° 1, c'est-à-dire 
à la connaissance de la représentante, donnent les enveloppes de 
droites dans les mouvements direct et indirect. 

9. Les formules des nos 1 et 8 nous permettent de déterminer la 
courbe représentante dans les cas où, soit deux points du plan 
mobile sont contraints à parcourir des trajectoires prescrites (qui 
peuvent coïncider), soit deux droites à décrire des enveloppes voulues 
(éventuellement confondues), soit un point à parcourir une courbe, 
tandis qu'une droite glisse le long d'une autre (laquelle encore peut 
être la même). 

Si le point , y, ) doit suivre la trajectoire 

/(X,Y) = o, 
on aura 

J'[(œ,c-h fjS-ha), (— xxs -l· yc-l· b) ] = o 
ou 

/, (c, s, a, b) = o. 

Une hypersurface de ce type est un bicylindre du degrc de /', dont 
la droite-sommet à l'infini satisfait aux équations 

xxc+yvs + a = o, 
ytc — a·, s + b = o ; 

elle est donc une parallèle de Clifford de du système droit. En 
opérant avec la droite-sommet selon le n° «>, on voit que chaque plan 
générateur du bicylindre contient des cordes dont les points d'appui 
sont les intersections du plan avec la courbe représentante. Tous les 
points de la trajectoire du point (.r

0
 y, ) sont donc multiples ; tandis 

que les trajectoires générales sont parcourues une seule fois, celle du 
point (jX\Xy\) est parcourue, soit réellement, soit imaginairement, 
autant de fois qu'est le quotient du degré de / dans celui de la repré-
sentante. 
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Si la droite («,, vti wt

) doit envelopper la courbe 

ψ (U. V, \V) = o, 
on aura 

ψ J (cwi + îPj), (—sut+ ce,), [(—ac-b ùs) u{— (as -b bc) ι^-j- ir,] j = ο 

ou 
J\ (c, .<?, a, b) = o. 

Cette hypersurface est la transformée selon le n° 7 d'un bicylindre du 
type précédent. 

Plusieurs mouvements d'application technique entrent dans la caté-
gorie de ce paragraphe ; il va sans dire que dans un exemple spécial 
on pourra profiter d'un choix convenable des axes de coordonnées. 

10. Une première classe de mouvements algébriques, bien triviaux 
du reste, est caractérisée par les représentantes qui sont courbes 
planes dans un plan générateur du bicylindre cinématique. 

On a alors 
c = ct, S = su f(a, b) = o. 

11 n'y a pas de rotation, le mouvement est parallèle, toutes les trajec-
toires sont congruentes à celle de l'origine du plan mobile, qui est 

/(X, Y) = o. 

La translation est le cas plus simple, dont la représentante est une 
droite. 

Les mouvements indirects sont du même type (n° 7). 

11. La deuxième classe comprend deux types de mouvement, bien 
connus encore, correspondant aux sections planes du bicylindre 
cinématique. 

La représentante est circulaire du système clroil (n° 2), quand/, 
et f 

2
 sont de la forme 

Pc h- Qs R« -b S -b 'Γ, — o, 
Qc— R s — S a -b R 6 T

s
 — o. 
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Divisant par jRa -+- S-, nous obtenons 

Ρ' c. + Q' s + IVα + S' b 4- τ; = 0, 
Q'c _ p s-s'a + ivi + τ; = o. 

Mais alors, eu égard aux formules du n° 5, en posant 

2l ^2 ~+~ βΐ Ι*', βΐ/ί <*10*2 Q', 
y2 = IV, σ2 = 5', 
αι=Τ'η β2 — To, 

on peut toujours transformer en 

fx = α = ο, /2 ξ [3=ο. 

Gela veut dire que la nouvelle origine du plan mobile (ξ = ο, η = ο) 
reste à sa place (S = ο, H — o), le mouvement est une rotation. Le 
mouvement inverse est aussi une rotation (n° 7). 

Quand la représentante est circulaire gauche ou elliptique,f, etf2 
sont des hyperplans dont le plan commun n'est pas isogonal droit 
avec OAB. Ce plan porte un faisceau d'espaces linéaires, dont chacun 
peut être regardé comme un bicylindre projetant de degré un dans 
le sens du n° 9. Il y a donc une infinité de points qui décrivent 
une droite, parcourue deux fois, puisque les trajectoires générales 
sont du second degré, notamment des ellipses. On reconnaît le mou-
vement elliptique ; le lieu des points à trajectoire droite est, comme 
on sait et comme le raisonnement du n° 6 le confirme, une circonfé-
rence. Le mouvement est complètement déterminé par trois positions 
du plan mobile, puisque les trois points correspondants, s'ils ne sont 
pas en ligne droite, déterminent le plan de la représentante. Le mou-
vement inverse tombe sous le type du n° 17. 

VI. Les représentantes des mouvements de la troisième classe sont 
des courbes à double courbure, situées dans un espace linéaire. Cet 
espace étant un bicylindre du premier degré dans le sens du n° 9, il 
existe un seul point du plan mobile qui décrit une trajectoire 
droite. 

Inversement, tous les mouvements à un entraînement droit seront 
représentés par une courbe hyperplane. 
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Par une transformation du n° 5, l'équation de l'espace linéaire peut 
être ramenée à 

0 = 0, 

les équations (i), (5) devenant quatre : 

X = xc h- ys -t- a, 
Y = — xs -+- yc, 

C'-h S-=z ι . 
/,(c. s,a) = o. 

ί/origine du plan mobile décrit la droite 

Y = o. 

L'espace cinématique devient tridimensional, le bicylindre cinéma-
tique un cylindre de révolution ordinaire ; il y a autant de types de 
mouvements d'un entraînement droit qu'il y a de types de courbes 
non planes sur un cylindre ordinaire. 

Il existera : 
Un mouvement cubique, la trajectoire générale est une cubique à 

point double (n° o); 
Un mouvement biquadratique avec trajectoire du quatrième degré 

à deux points doubles; 
Un mouvement biquadratique avec position double, les trajectoires 

ont trois points doubles, dont un de première espèce; 
Un mouvement biquadratique avec position de rebroussement, les 

trajectoires ont deux points doubles et un rebroussement (de pre-
mière espèce); 

Et ainsi de suite. 
Si les points d'une courbe représentante admettent une construction 

par les méthodes de la géométrie descriptive ordinaire (comme c'est 
le cas avec les mouvements mentionnés ci-dessus), ces points pourront 
être transmis dans une seconde épure comme positions du plan 
mobile, a étant l'abscisse de l'origine 

ο = arc tan g s - c 

donnant l'orientation de l'axe OX de ce plan. Ce procédé permet 
Journ. de Math. (7· série), tome III. — Fasc. 1, 1917. 9 
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de traiter, à titre d'exercices, une assez grande variété de mou-
vements par le dessin seul. On trouvera facilement la solution par 
construction des problèmes rattachés : tangentes aux trajectoires, 
courbes polaires, points doubles des trajectoires, etc. 

15. Le mouvement cubique est déterminé par cinq positions arbi-
traires du plan mobile. Pour exécuter la construction, on transmet 
ces positions sur le cylindre cinématique; la cubique gauche repré-
sentante est déterminée par les cinq points correspondants et le 
sommet à l'infini et peut être construite selon la méthode bien 
connue. 

Les équations (i), ..., (5) du mouvement pourront toujours ctre 
transformées à 

X r= xc -f- y s -+-a, 
Y — — χ s + je, 

C2-f- I. 

ac -h s = ι 

ou, sous forme paramétrique, 

C— „ > s = -) a = t.Il ι — l- ι -+- i2 i+is 

Pour la courbe polaire mobile, on trouve une parabole 

y- — 2x — ι — ο. 

Les formules du n" 7 donnent le mouvement inverse, oïl trouve 
qu'il est cubique aussi, la courbe polaire fixe est une parabole égale à 
la première, les sommets des deux paraboles doivent correspondre. 
Le foyer d'une parabole décrit la directrice de l'autre et inversement; 
cette propriété peut servir à déterminer le mouvement. 

Le mouvement cubique peut être regardé comme le premier terme 
d'une série de mouvements algébriques, sortant généralement de notre 
troisième classe, dont la courbe polaire mobile est symétrique à la 
courbe polaire fixe et roule sur celle-ci de manière à être toujours sa 
réflexion dans une tangente commune. Une trajectoire est alors le lieu 
des réflexions d'un point du plan fixe dans les tangentes, elle est homo-
thétique à échelle double de la podaire de ce point par rapport à la 
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polaire fixe. Ses propriétés projectives sont donc déductibles de celles 
de la courbe polaire; les foyers décrivent toujours des trajectoires 
plus simples. 

Pour ces mouvements on peut donc, en appliquant en sens inverse 
les nos4, ο, (>, déterminer d'avance le caractère géométrique de la 
courbe représentante (exemple au n° 17). 

14. Sans entamer l'étude détaillée de tous les cas spéciaux 
contenus dans les trois types de mouvement biquadratique, nous en 
voulons signaler deux qui renferment comme exemples particuliers 
des mouvements connus. 

Un mouvement à un entraînement droit peut jouir en outre de la 
propriété qu'une droite du plan mobile passe toujours par un point 
fixé. Le mouvement indirect sera alors du même type que le direct : 
nous dirons mouvement paraconchoïdal. 

Selon le n° 7, la courbe représentante du mouvement inverse devra 
être située dans un hyperplan 

PC -f-QS 4- RA + TB H- V = ο 

où, puisque b — o, 

C — c, S =—s, Λ——ac, Β =—as. 
Donc 

Ρ c — (
v
) s — R ac — Τ as + Y = o 

OU 
«(Rc-t-T.ç) — Pc-f-Qs — Y = o. 

Par une transformation convenable, on peut ramener cette équa-
tion à 

ac+i - const. + p. 

Le point (χ· = ο, y = o) parcourt la droite Y == o, tandis que la 
droite χ = — ρ passe toujours parle point (X = o, Y = 1). 

Les deux courbes polaires sont en général de même type, l'équation 
de la polaire mobile est 

( r8 — px)- — x--*r j2. 

Dans le cas particulier p=i,la représentante dégénère en une 
droite et une cubique (n° 13), le mouvement est cubique. 
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Un autre cas particulier est 

ρ — ο, 
donc 

ac 4- s — o. 

Cette équation représente le mouvement conchoïdal ordinaire; 
l'équation de son mouvement inverse, mouvement contracorichoïdal, 
peut être ramenée à la forme 

de -4— ι " o. 

On sait qu'une courbe polaire devient doublement symétrique, 

/=^+r!, 

tandis que l'autre est une parabole. 
Les représentantes de tous ces mouvements possèdent un point 

double en A*,, les mouvements eux-mêmes auront une position double 
à l'infini qui causera un point double à l'infini dans toutes les trajec-
toires en dehors des deux points doubles ordinaires (type biquadra-
tique 2 du n° 12). 

lo. Un mouvement biquadratique peut montrer, outre son entraî-
nement droit nécessaire, un entraînement quadratique, c'est-à-dire 
un point du plan mobile qui décrit une conique. 

Selon le n° 9, la courbe représentante est alors la section du 
cylindre cinématique avec un autre cylindre. Maïs la représentante, 
étant biquadratique, porte en général quatre cônes, dont un encore 
pourra être un cylindre; en ce cas, le sommet du quatrième sera l'in-
tersection des axes de ces trois cylindres, donc un point de OA, qu'on 
pourra transformer en origine O. Nous trouvons ainsi : 

Un mouvement biquadratique peut avoir deux entraîne meats 
quadratiques. U équation du mouvement pourra être mise sous 
la forme 

F(c, s, a) — o, 

F étant une fonction homogène quadratique. 

Inversement, un cône F détermine une représentante qui porte 
deux autres cylindres. Ainsi, pour donner un exemple numérique, on 
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peut faire rester l'origine du plan mobile sur la droite Y = o, tandis 
que le point (ι; o) reste sur l'ellipse 

Χ2— 2XY -+- 3Y2-h 4X - 4Y - δ = o 

et le point (ο; i) sur l'hyperbole 
χ* + aXY — Y2 -h 4 X + 4 Y - 3 = o. 

1β. La quatrième classe comprend les mouvements sans entraîne-
ment droit, dont les courbes représentantes sont à triple courbure, 
situées toujours sur le bicylindre cinématique. 

La courbe la plus simple de ce genre est la rationnelle du qua-
trième degré, possédant trois points doubles apparents. Les trajec-
toires montrent donc trois points doubles (de seconde espèce), le 
mouvement est bien distingué du deuxième type biquadratique, 
puisqu'il ne possède ni entraînement droit, ni position double. 

La courbe représentante est projetée de chacune de ses cordes par 
un bicône quadratique, et inversement : la droite-sommet d'un bicône 
quadratique contenant la courbe doit être une corde. La droite-
sommet du bicylindre cinématique a donc deux points P, et P

2 

en commun avec la courbe. La représentante est déterminée par ces 
deux points, qu'on peut choisir arbitrairement, et cinq autres points 
P.,, P,

(
, P

5
, P„, P

7
, pris sur le bicylindre cinématique. Elle est l'in-

tersection de celui-ci avec deux bicones quadratiques, l'un à droite-
sommet Ρ, P, et passant par P

2
, Ρ„, P

5
, P

(i
, P-, l'autre à droite-

sommet P
2
P

3
 et passant par Ρ,, Ρ,, P

5
, P„, P

7
. Cette construction, 

comme sa démonstration, est en analogie parfaite avec celle d'une 
cubique gauche contenant six points donnés. 

On peut aussi donner sept points arbitraires sur le bicylindre, 
donc : 

Le mouvement du quatrième ordre sans entraînement droit est 
déterminé par sept positions du plan mobile. 

Il n'y a aucune difficulté à exécuter, par l'extension de la méthode 
de la géométrie descriptive à l'espace à quatre dimensions, la construc-
tion de la courbe dans une épure et à transporter les positions c, s, 
a, h obtenues dans l'épure cinématique. On pourra alors résoudre les 
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problèmes que nous avons indiqués dans le n° 12 pour le cas plus 
facile d'un entraînement droit. 

Le procédé pourra encore servir pour les mouvements d'ordre pins 
élevé si les représentantes admettent un traitement descriptif. 

17. Le mouvement cardioïdal, l'inverse de l'elliptique, est un cas 
particulier du mouvement du n° 16. 

En effet, les inverses selon les formules du n° 7 de deux espaces 
linéaires F, = o et F

2
 = o seront deux variétés quadratiques /, = ο 

et f
2
 — o. La partie du second degré dans ces équations sera linéaire 

en (— ac -h bs) et (— as — />c), comme celle du premier degré en c 
et s. Les quadriques à l'infini de /, = o et /2 = 0 passeront donc par 
les quatre droites : 

(1) l a — o, ia= bi, ia^z—bi, (2) (c = o, ( h — o ; (3) { c — — si: ; (4) ( c = si ; |s = o. 

Le bicylindre cinématique ne contient pas (i), par contre il passe 
par (2) et (3), tandis que (4) est sa ligne double; il reste de l'in-
tersection dégénérée totale une partie courbe du quatrième ordre 
à triple courbure. 

On obtient les équations de la courbe sous forme paramétrique en 
partant du plan à section elliptique 

A =px C -t- 7, S, 
Β p

3 C + </., S, 

l'origine étant prise au point commun avec le plan axial du bicy-
lindre cinématique. Après l'introduction de coordonnées homogènes 
w et W, les formules du n° 7 donnent : 

c ~ CW, s — — S\V, 
a =—px C'2-i- q,S2 -4- (p

2
— 7, ) CS, 

b = — Pi C2— 7, S2— (α>ι+ 7o ) GS, 
π—W2, 

les paramètres G, S, W devant satisfaire à la relation 

C2-h S2 = W2. 
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On voit que les quatre points à l'infini de la courbe (W = o) coïn-
cident en paires avec les points 

c = o, 5 = 0, <7 = 1, b — i 
et 

c — o, 5 = 0, α = ι, b——i, 

les points isotropes du plan axial. 
Pour les tangentes on trouve, par un léger calcul, indépendamment 

de ρ,, q
{)

 p>, q
it

 les droites (3) et (:>.). Les représentantes cardioï-
dales sont caractérisées par ces deux points à l'infini et ces tangentes. 
Ces données équivalent à quatre points de la courbe, celle-ci est déter-
minée par trois points arbitraires. Comme le mouvement elliptique, 
le mouvement cardioïdal est déterminé par trois positions du plan 
mobile (construction par inversion du mouvement). 

Un autre cas particulier des mouvements du n° 16 est formé par ces 
mouvements où les courbes polaires sont deux cercles, deux ellipses 
ou deux hyperboles symétriques, selon le n° 13. 

(Le cas de deux paraboles donnait le mouvement cubique.) 

18. Imaginons un mouvement quelconque. La courbe représen-
tante C possédera en un point Ρ régulier une tangente τ, un plan 
osculateur π et un espace oscillateur ε, ayant respectivement un 
contact biponctuel, triponctuel, quadriponctuel avec la courbe. La 
représentante C' du mouvement inverse aura aussi, en général, au 
point P' correspondant à P, une tangente τ', un plan π' et un espace t 
oscillateurs. 

Par la tangente τ on peut mener en général un seul plan ayant avec 
le bieylindre cinématique une section circulaire du système droit, 
puisqu'il passe par le point à l'infini de τ une seule parallèle de Clif-
ford de À

X
B

X
 de ce système. La rotation déterminée par cette section 

circulaire a en commun avec le mouvement donné deux positions infi-
niment voisines, elle est la rotation tangente ou instantanée pour 
la position P. 

La tangente τ' donne la rotation instantanée inverse. 
La distribution des tangentes aux trajectoires en tous les points 
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du plan mobile est, pour une position régulière d'un mouvement quel-
conque, identique à celle de la rotation tangente. 

Le plan osculateur tc contiendra en général une section elliptique 
du bicylindre cinématique, représentant un mouvement elliptique 
osculateur (n° 11). 

fjQ distribution des cercles osculaleurs aux trajectoires en tous 
les points du plan mobile est à chaque moment identique à celle dans 
le mouvement elliptique osculateur; la circonférence lieu des points 
qui décrivent des droites dans ce mouvement n'est rien autre que le 
cercle des inflexions bien connu. 

Le plan osculateur π' donne une représentante elliptique dont l'in-
verse, selon le n° 7, a un contact triponctuel en Ρ avec C; cette courbe 
inverse représente donc le mouvement cardioïdal osculateur (n° 17). 

L'espace osculateur ε a en commun avec le bicylindre cinématique 
un cylindre ne portant que des représentantes de mouvements à 
entraînement droit (n° 12). Afin de choisir parmi ces courbes celle 
qui, ayant en Ρ un contact quadriponctuel avec C, représente le mou-
vement le plus simple, considérons en même temps l'espace oscilla-
teur ε'. L'espace quadratique E' inverse de ε', selon le n° 7, aura un 
contact de ce genre. L'intersection du bicylindre avec ε et E' repré-
sente un mouvement paraconchoïdal (n° 14) ayant en commun avec 
le mouvement donné quatre positions infiniment rapprochées. Choi-
sissant, pour représenter l'élément différentiel de quatre points con-
fondus d'une courbe plane, la parabole hyper os culalr ice, nous 
avons : la distribution des paraboles hyperosculalrices aux trajec-
toires en tous les points du plan mobile est, à chaque instant, iden-
tique à celle dans le mouvement paraconchoïdal osculateur. 

Quant aux points singuliers de la courbe représentante, ils se 
retrouveront comme positions singulières dans le mouvement, les 
propriétés concernant ces points se traduiront en autant de propriétés 
de la cinématique du plan. 

Ainsi, supposant de nouveau les représentantes algébriques, les 
relations de Plucker-Cayley et de Salmon-Cremona pourront être 
appliquées aux mouvements à entraînement droit, comme leurs ana-
logues pour les courbes en E

4
 (Véronèse) aux mouvements sans cet 

entraînement. 
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19. Les mouvements considérés jusqu'ici sont, proprement dit, des 

ensembles de positions dépendant d'un seul paramètre. Mais la posi-
tion d'un plan par rapporta un au Ire ayant trois degrés de liberté, 
on peut imaginer aussi des ensembles de positions dépendant de 
deux paramètres. Leurs représentantes seront des surfaces, soit 
contenues dans un hyperplan (entraînement droit, n° 1*2), soit 
tordues, mais situées toujours sur le bicylindre cinématique. 

Le degré d'une telle surface est le nombre de points d'intersection 
avec un plan ou bien le degré de la courbe d'intersection avec un 
hyperplan. Sa signification cinématique est donc le nombre de posi-
tions que Vensemble a en commun avec un mouvement elliptique 
quelconque ou bien le degré du mouvement contenu dans Γ ensemble 
qu'effectue le plan quand on contraint un point arbitraire à rester 
sur une droite choisie. 

Prenant, avec la première définition, un plan de section circulaire 
droite, le degré devient le nombre de positions dans lesquelles un 
point arbitraire du plan mobile se trouve à une place prescrite dans le 
plan fixe. 

Un plan générateur du bicylindre cinématique aura en commun 
avec la surface une courbe de degré η, de sorte que 

2 η -4- /· — Ν, 

si Ν est le degré de la surface, k le nombre de fois qu'elle contient la 
droite A

X
B«; les mouvements parallèles (n° 10) contenus dans 

l'ensemble sont donc de degré n. 
Les seuls plans dans le bicylindre sont les plans générateurs, les 

ensembles de positions de premier degré qu'ils représentent sont 
donc ceux des positions d'orientation fixe. 

Puisqu'il n'existe pas de surfaces tordues du second degré, les 
ensembles du second degré ne sont autres que ceux dans lesquels un 
point du plan mobile est dans une droite du plan fixe. Les surfaces 
représentantes sont des cylindres ( n° 2). 

Toutes les autres surfaces dans le bicylindre cinématique sont 
tordues; la plus simple est celle du troisième degré, intersection avec 
un bicône ayant avec le bicylindre un plan générateur en commun. 
Chaque espace linéaire passant parce plan contiendra un autre plan 

Journ. de Math. (7· série), tome III. — Fasc. I, 1917. IO 
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générateur du bicylindre ainsi que du bicône, leur droite d'intersection 
appartiendra à la surface voulue, qui est réglée. Le mouvement 
d'orientation constante quelconque contenudans l'ensemble sera donc 
une translation (Ν = 3, η = k = i). Quand on assujettit un point du 
plan mobile à un entraînement droit, le mouvement qui reste possible 
dans l'ensemble sera en général un mouvement cubique. 

20. Considérons de nouveau les formules 

X = xc -+- y s -f- α, 
Y = — xs -f- yc -+- b

9 

sans supposer maintenant c et s liées par la relation 

C1 -H s - = I . 

La transformation est alors semblable en sens direct, le plan (X, Y) 
étant à échelle sjcs -h s2 : ι par rapport au plan (a?, y). Chaque point 
(c, s, a, b) indique une position semblable du plan mobile dans le 
plan fixe, le bicylindre 

c2 + s2 = r2 

rassemble les positions d'agrandissement r. La valeur /*= ι corres-
pond à la grandeur originelle; la valeur r■ = o, donc c=o, s = o, 
indique que les points à distance finie du plan mobile sont contractés 
en un point du plan fixe. 

Chaque courbe tracée dans l'espace cinématique représente un 
mouvement avec échelle variable. On étend sans difficulté la théorie 
développée dans ce qui précède à ce cas plus ample; signalons tout 
d'abord que le degré des trajectoires est encore égal à celui de la 
courbe représentante. 

On aura ainsi : 
Deux figures planes directement semblables déterminent un « mou-

vement semblable » du premier degré, où toutes les trajectoires sont 
droites. 

Une courbe plane représente un mouvement semblable dans lequel 
les trajectoires sont en général du degré et du type projectif de la 
représentante. Il y aura pourtant oç' trajectoires droites, correspon-



MOUVEMENTS ALGEBRIQUES DANS LE PLAN. ?5 
dant aux espaces linéaires du faisceau d'hyperplans porté par le.plan 
de la représentante. En ciTet, si 

Ρ c -t- Qs -+- H a + S b -t- 'Γ — ο 

est l'équation d'un hyperplan, le point 

x - H* h- S'2 ' y~ R2 + S2_ PR —QS PS -+- QR 

du plan mobile, intersection des droites 

Itx + S y = Ρ et Ry—Sa? = Q, 

décrira dans le plan fixe la droite 

RX + SY + Τ = ο. 

Le lieu, dans le plan mobile, des points à trajectoire droite est 
une circonférence. Donnant le plan de la "représentante par les 
équations 

Pi c Qi s + R ι ci -4- S ι b -(- 11 — o, 
P2 c Q2s Rjci —f- S2 b + 12 — o, 

on trouve l'équation de ce cercle : 

(x--h y2)(RiSâ—R
2
St) 

— j?(P,S, — P2s, H-QiR2—Q2Rt) 
"+~ Tt» — P2R1 — Qi S2 *+~ Q« Sj ) — (P, Q

s
 — P2Q1 ) —0, 

dont les points 

xh = ( Pi + λ Pg ) ( R, λ Rj) — (Qt-l· X Q2 ) ( Sj -+- λ So ) (R14-AR2)2+(S, + >S2)2 ' 

yh = ( Pi + λ Pg ) ( R, λ Rj) — (Qt-l· X Q2 ) ( Sj -+- λ So ) (R14-AR2)2+(S, + >S2)2 ' 

décrivent les droites du faisceau 

(R1 + AR1)X + (S,+ XS,)Y-t-(Tl-l· XT,) =0. 

Dans le mouvement semblable du second degré, les trajectoires 
sont en général des coniques qui sont toutes à la fois ellipses, ou 
hyperboles, ou bien paraboles. Le mouvement est déterminé par 
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exemple par cinq positions d'un segment AB, les points A,, A
2

, A.,, 
A

4
, A

s
 étant choisis arbitrairement sur une droite a, comme B,, B.,, 

B
3
,B

4
,B

5
 sur une droite β. 

La construction est plus facile encore si l'on donne « et β, la trajec-
toire conique γ d'un point C du segment AB (on peut prendre un 
cercle) et le rapport AC : CB. 

Les courbes à double courbure représentent des mouvements sem-
blables à un seul entraînement droit, celles à triple courbure les 
mouvements sans cet entraînement. 

Les surfaces et les hypersurfaces contenues dans l'espace cinéma-
tique représentent des ensembles de positions semblables dépendant 
respectivement de deux ou de trois paramètres. 

En un mot, toute la géométrie de l'espace à quatre dimensions aura 
son interprétation cinématique dans le plan, raison (ou prétexte) de 
plus dé nous occuper de cet espace. 


