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Sur la représentation conforme ;

Par P. MONTEL.

INTRODUCTION.

1. La représentation conforme d’un domaine (D), limité par un
seul contour (C) et contenu dans le plan de la variable Z, sur un
domaine (D*) limité par un seul contour (C’) se raméne a la repré-
sentation conforme de chacun de ces domaines sur un cercle () de
rayon un limité par la circonférence (¢) et contenu dans le plan des =.
La représentation est complétement déterminée si l'on fait corres-
pondre deux éléments de contact arbitrairement choisis I'un dans (D)
et l'autre dans (D’), c'est-a-dire si I'on considére comme éléments
homologues deux ‘points O et O’ intérieurs & ces domaines et deux
directions OT et O'T’, tangentes & des courbes passant respecti-
vement par O et par O’. 1l suffit, dans les représentations de (D) et
de (D) sur (d), de faire correspondre les points O et O’ d'une part,
les tangentes OT, O'T’ de 'autre, 2 un méme point o du cercle, le
centre, par exemple, et & une méme direction of passant par ce
point.
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2 P. MONTEL.,

C’cst Riemann qui a montré le premier la possibilité d’une telle
représentation ('). Appelons 5 = F (Z) une fonction faisant la repré-
sentation conforme de (D) sur () de maniére que le point O corres-
ponde au centre o du cercle. Posons FF(Z) = """, U et 'V étant des
fonctions réelles des variables X, Y (X + {Y = Z). La fonction U est
alors la fonction de Green correspondant au domaine (D) et au
point O; comme U + iV est analytique, V est une fonction associée
de U, elle est déterminée & une constante additive prés; il en résulte
que I (Z) est déterminé & un facteur constant prés de module égal

a un, ¢'?; les fonctions
5= ¢ F(7)

effectuent, quel que soit ¢, la représentation conforme de (D) sur ()
defagon que O et o se correspondent. Quand on fait varier ¢, le point 5
tourne autour de o d’un angle égal & la variation de ¢. On peut done
déterminer la valeur de ¥ de maniére que deux ¢léments de contact
en O et en o se correspondent : la transformation est alors comple-
tement déterminée.

La démonstration précédente montre que la représentation, quand
elle est possible, est complétement déterminée par la correspondance
de deux éléments de contact.

Mais, comme I’a montré Poincaré, on peut affirmer, dans tous les
cas, qu’il ne peut y avoir deux maniéres de faire la représentation
conforme de (D) sur (d) avec correspondance de deux éléments de
contact (*). Il est facile de I'établir : si l'on pouvait trouver deux
représentations z == I'(Z), ' = G (Z), il en résulterait unc.relation
entre s et 3’ fournissant une représentation conforme non identique
de (d) sur lui-méme, de maniére qu’un élément de contact cn o se
corresponde & lui-méme. Nous retombons ici dans le cas précédent :
la représentation conforme de (&) sur lui-méme est unique dans
les conditions supposées ct c'est évidemment ' = 5. Donc (%)
et GG (Z) sont identiques.

2. Dans quel cas la représentation conforme d’un domaine simple-

(") Riemany, Dissertation inaugurale (OEuvres complétes, p. 4o).
(?) Poincare, Acta mathematica, t. 1V, p. 231.
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ment connexe (D) sur le cercle (d) est-elle possible? La théorie de
Riemann repose sur l'existence d’une fonction de Green pour le
domaine (D). Or, M. Osgood a démontré 'existence de celte fonction
pour tout domaine simplement connexe dont la frontiére ne se réduit
pas & un point unique ('). La représentation conforme d’un tel
domaine sur un cercle est donc possible. M. Carathéodory, en con-
sidérant le domaine (D) comme la limite d’une suite infinie de
domaines (D, ) pourlesquels la représentation est possible, a démontré
la possibilité de cette représentation pour des domaines simplement
connexes trés généraux (?). Les fonctions £, () qui donnent la repré-
sentation conforme de (d) sur (D,) sont en cffet hornées : elles
forment une famille normale et, en appliquant a cette famille certains
théorémes que j'ai ¢tablis précédemment (*) et en introduisant une
généralisation d’un lemme classique de M. Schwarz, M. Carathéodory
obtient le résultat énoncé.

Je me suis plac¢ au méme point de vue : en remarquant que les
fonctions [, (z) et lewrs fonctions incerses forment des familles
normales, j’ai démontré la possibilité de la représentation conforme
pour un domaine simplement connexe quelconque dont la frontiére
ne se rédait pas & un seul point. C'est ce ue je montre dans le Cha-
pitre I du présent travail.

3. Considérons maintenant un domaine simplement connexe (D)
dont la frontiére est (C). Si I'on fait une représentation conforme de
I'intéricur de (D) sur Vintérieur du cercle (d) limité par la circonfeé-
rence (¢), la correspondance enlre les points fronticres est déter-
minée. Il reste & étudier ceite correspondance. Le cas ou le con-

(1) Osicoon, On the existence of Greens Function for the most general
simply connected plan region (Trans. Amer. Math. Soc., t. 1, 1goo, p. 310-
314).

(2) Canarntovory, Untersuclhungen iiber die Konformen Abbildungen von
Jesten and verdnderlichen Gebieten (Math. Annalen, v. LXXI1, 1912, p. 107-
146). ,

() Sur les suites infinies de fonctions (Annales scientifiqies de U'k'cole
Normale, 3° série, L. XX1V, 1907); Legons sur les séries de polynomes c une
variable complexe, p. 20. Paris, Gauthier-Villars, 1g10.
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tour (C) est formé par la réunion de plusieurs arcs analytiques est
classique : la représentation conforme est univoque et continue méme
pour les points des contours, c¢’est-a-dire pour les domaines fermés (D)
et (d). Le cas o le contour (¢) forme un seul arc analytique a été
traité par M. Schwarz; celui ot il se compose de plusieurs arcs analy-
tiques, par M. Picard. M. Painlevé s’est ensuite préoccupé le premier
du cas ou le contour n'est pas analytique : il a montré que la repré-
sentation est valable pour le domaine fermé en supposant seulement
que la tangente a la courbe (C) varie d’une maniére continue (*).
M. Carathéodory a étudié le cas d’une frontiére quelconque () et
cette étude a été reprise a un autre point de vue par M. Lindelf qui a
apporté des précisionsnouvelles (*). Je me propose d’apporter quelques
compléments & I’étude de cette correspondance et de montrer qu’elle
peut étre faite en utilisant seulement les théorémes généraux sur les
fonctions analytiques et en leur adjoignant une proposition nouvelle.
Voici I'énoncé de cette proposition :

Soit f,(3)y f2(5)yeevy fu(5),..., une suite infinie de fonctions
analytiques bornées dans leur ensemble dans lintérieur d’un
domaine connexe (A). St cette suite converge uniformément sur un
arc (v) arbitrairement petit du contour limitant le domaine, elle
converge ausst uniformément dans tout domaine intéricur & (A) et
dont la frontiére peut comprendre des portions de (7).

La démonstration de ce théoréme et de ses conséquences fait 'objet
du Chapitre 11.

Ce théoréme, généralisation nouvelle d'une proposition classique
de Weierstrass, permet, dans le Chapitre II[, de montrer d’abord qu’a

(') PaNLevE, Sur la théorie de la représentation conforme (Comptes
rendus Acad. Sc., t. CXIl, 1891, p. 653).

(*) Camrarneopory, Ueber die gegenseitige Besiehung der Rinder bei der
konformen Abbildung des Inneren einer Jordanschen Kurve auf einen Kreis
(Math. Annalen, t. LXXII, 1913, p. 305) et Ueber die Begrensuny einfach
susammenhdngender Gebiete (Math. Annalen, t. LXXIII, 1913, p. 323).

(®) LinoELOF, Sur un principe général de I’ Analyse et ses applications a la
théorie de la représentation conforme (Acta Societatis Scientiarum Fen-
nicee, t. XLVI, n° b, 1915, p. 1),
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tout point accessible Z, de la frontiére (C) correspond un point (z,)
de (c¢) tel que f(z) ait pour limite Z, lorsque z tend vers 3, par un
chemin quelconque intérieur a (d). On établit cn cffet que, dans le
cas contraire, f(z) aurait pour limite Z, sur un arc de (¢). Clest
I'extension au cas d’un point accessible quelconque, de la méthode
que M. Picard a fait connaitre pour un point Z, commun a deux arcs
analytiques distincts de (C) ('). On déduit de ce qui précéde I'étude
du cas ou tous les points du contour sont accessibles et, en particulier,
que la représentation conforme sur un cercle d'un domaine limité par
une courbe simple de Jordan est biunivoque et continue, méme pour
les points frontiéres.

Le méme théoréme permet d’examiner la nature de la correspon-
dance entre les points frontiéres pour les points z, de (¢) tels que le
domaine d'indétermination de f(z), lorsque s tend vers 5, par des
chemins intérieurs & (d), ne se réduise pas a4 un point. Soit E I’en-
semble des valeurs limites obtenues : cet ensemble qui est un continu
linéaire est la somme de I’ensemble E, des valeurs limites de f(3) sur
tout chemin aboutissant en 3, sans étre tangent a (c) et d’un autre
ensemble I, Le continu E forme un bout de la frontiére (C); sur ce
bout, les points P, de E, sont des points principaux, et les points de F
sont des points accessoires. Les premiers se distinguent des autres
par la propriété suivante : il existe une infinité de coupures du
domaine (D) ayant pour limite le point P et dont chacune sépare ce
point d’un point fixe arbitrairement choisi a Uintérieur de (D) (*).

Considérons une suite infinie d’arcs de courbes (/,), ({,), ...,
(%.),..., intérieures a (d), aboutissant en z, d’'un méme coté d’un
diamétre passant en ce point et telles que 'ordre de contact de ces
courbes et du cercle (¢) croisse avec n. Si E, désigne I'ensemble des
valeurs limites de /' (5) sur I'arc (/,), on a les inégalités

EoéEléEzg...gEng-..o

On peut donc dire que : l'ensemble des valeurs limites de f(z) sur

(1) E. Prcaro, Cours & la Faculté des Sciences de Paris en 1888 el Traité
d’ Analyse, 1™ édition, t. 11, 1893, p. 276.
(2) Cf. Caratntovory, loc. cit,, et LiNpELdr, loc cit.
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des arcs de courbes aboulissant en s, ne décroit jamais quand ang-
mente Uordre du contact de ces courbes et du cerele.

Les principaux résultals de ee lravail ont été énoncés dans une
Note insérée aux Comptes rendus de U Académie des Sciences, le

4 juin 1917.

CHAPITRE 1.

REPRESENTATION CONFORME DE L'INTERIEUR D'UN DOMAINE SIMPLEMENT CONNENE
SUR L'INTERIEUR D’UN CERCLE,

4. Considérons une suite infinie de domaines simplement con-
nexes

(Dl)s (D2)$ (Ds)y DR (Dn)7

)

ces domaines sont des ensembles ouverts de points. Les points qui
appartiennent 4 une infinité de domaines (D;) forment I'ensemble
limite complet des ensembles (D, ); les points qui appartiennent a
tous les (D;) 4 partir d’un certain rang forment I’ensemble limite res-
treint des ensembles (D,,). Si ces deux ensembles sont identiques, on
dit que les ensembles (D,) ont un ensemble limite qui coincide avec
chacun d’eux.

Les points P qui appartiennent & un cnsemble limite, complet
ou restreint, sont inlérieurs a une infinité de domaines (D;); pour
chacun de ces domaines (D), on peut tracer un cercle de centre P et
de rayon r; qui soit tout entier & I'intérieur du domaine (D;); mais les
nombres 7; ne restent pas nécessairemen! supcérieurs a un nombre
positif fixe; une infinité d’entre eux peut avoir zéro pour limile, en
sorte que les points P ne sont pas uniformément intérieurs aux
domaines auxquels ils appartiennent.

Supposons, par exemple, que le domaine (D,) soit celui d’une
ellipse dont les foyers soient les points +1 et —1 de Taxc des

abscisses OX et dont le petit axe soit égal a FIE L’ensemble limite com-
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plet ou restreint se compose du segment (— 1, +1) de OX, mais les
rayons r, ont pour limite zéro lorsque » augmente indéfiniment.

Donnons encore un exemple dans lequel I'ensemble limite est un
domaine. Dans le carré 0=XS 1, 0SYS1, menons les segments
paralleles 4 OY définis de la maniére suivante :

X=— (/(:l,Z,...,[),,——l),

p. étant le n¥m¢nombre premier; le domaine simplement connexe (D,)
est formé par les points du carré qui n’appartiennent pas aux cOtés ni
aux p,— 1 segments précédents. Tous les points du carré appar-
tiennent aux D, & partir d’un certain rang, car tous les segments sont
distincts; mais, pour chacun des points du carré, le rayon 7, a pour
limite zéro lorsque 2 augmente indéfiniment.

Nous sommes ainsi conduits i distinguer les points qui sont znifor-
mément inicéricurs a une infinité d’ensembles (D;), c’est-a-dire les
points P, centres d'un cercle intérieur & une infinité de domaines (D).
L’ensemble des points uniformément intérieurs & une infinité d’en-
sembles (D;) sera appelé Uensemble limite complet intériewr (Dg);
I'ensemble des points uniformément intérieurs a tous les ensem-
bles (D,) & partir d’un certain rang sera appelé l’ensemble limite
restreint intéricur (Dy). L’ensemble (D) contient I'ensemble (Dg);
si ces ensembles sont identiques, ils forment I'ensemble limite inté-
ricur (D). '

Par exemple, si (D,) est un cercle de centre O et de rayon 1 -+ ,il,

I’ensemble (D) est formé par l'intérieur du cercle de centre O et de
rayon 1. L’ensemble limite intérieur n’est autre que lintérieur de
I'ensemble limite des (D,). Mais, dans les exemples donnés plus haut,
I'ensemble limite se compose d’un segment ou d’un carré, tandis que
I'ensemble limite complet intérieur ne posséde aucun point.

3. Nous allons maintenant supposer que les domaines

(Dl)v (D2)| ey (Dlt)s
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soient bornés dans leur ensemble, ¢’est-a-dire soient tous contenus
dans un cercle fixe de centre O et de rayon M. Soit £, (z) la fonction,
supposée exister, qui fait une représentation conforme du cercle (d)

du plan des z, de centre o et de rayon 1, sur le domaine (D,);
on a

[/u(3) | <M.
Par conséquent, la famille des fonctions
(1) Ji(3), fa(3), ... fu(s), ...,

holomorphes dans le cercle C, est une famille normale : de toute
suite infinie de fonctions f,(z), on peut extraire une suite partielle
convergeant uniformément dans le domaine (d) vers une fonction
holomorphe qui peut étre une constante. Soit donc

f)‘t(z)’ f)‘,(z), ey f)\,,(z)q ey

une suite partielle, extraite de la suite (1), convergeant uniformément
vers la fonction limite f(z) et soit (D) I'ensemble des points du
plan Z qui représentent les valeurs de la fonction Z = f(z). Cette
région ne se recouvre pas partiellement; en d’autres termes, si s, et 3,
sont deux points différents du cercle (d), on a

S(3) # f(55).

Supposons en effet qu'il n’en soit pas ainsi et que f(z,)= f(3,)=a
sans que f(z) soit identique 4 a.
Pour n assez grand, les équations

N(2)=a

ont au moins une racine voisine de z, et une racine voisine de z,. Si
I'on trace deux cercles égaux de centres z, et z, et dont le rayon est
inférieur 4 la moitié de la distance de z, & z,, lorsque n est assez grand
I'équation précédente a une racine z| dans le premier cercle et une
racine z; dans le second ; les points z et z) sont donc distincts et I'on
aurait

S (33) =1, (5),
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ce qui est impossible puisque la fonction f, (s) fait la représentation
conforme du cercle (&) sur le domaine (D;,).

Ainsi, & chaque point de (D) ne correspond qu’un point de (d).
Je dis que la fonction f(z) fait la représentation conforme de (&)
sur (D), c'est-a-dire que la dérivée f'(z) ne s'annule pas dans (d).
En effet, f'(z) est la limite vers laquelle tend uniformément la suite

£,05) Lo ces Fi(3)y e

et comme f(5) n’est pas une constante, f’(3) n’est pas identiquement
nulle. Sil’on avait, pour une valeur z, intérieure & C,

./,(:'0) =0,

les équations
. /
Ha(5)=0

auraient, pour n assez grand, au moins une racine voisine de z,, et,
par conséquent, intérieure & (d). Mais cela est impossible parce
qae, f,.(z) faisant la représentation conforme de (d) sur le domaine
(D;,), sa dérivée f; (z) ne peut s’annuler dans (d).

Ainsi, lorsque (D) ne se réduit pas a4 un point, f(s) effectue une
représentation conforme de (d) sur (Dy).

Je dis que tous les points de (D) appartiennent a I'ensemble limite
complet intérieur (D) de la famille des domaines (D,). Soit, en effet,
Z, un point de (D) correspondant au point z,, intérieur & (d), et
tracons un cercle (I') de centre Z, et de rayon ¢ tout entier a 'intérieur
de (D,); au cercle (I'), 1a transformation Z = f () fait correspondre
une région intérieure a (d), contenant z, et limitée par un contour
simple () correspondant & (I'). Au contour (¥), la fonction £, (3)
fait correspondre un contour (T,) et, & I'intérieur de (y), correspond
Pintéricur de (T',) : en parliculier, 4 5, correspond un point Z}", inté-
rieur a (T,) et défini par la relation

[} f)\n( “0)'

/() =) <5

Journ. de Math. (7 gérie), tome HI. — Fasc. [, 1917. 2
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en tous les points de (y), contour compris; cela est possible puisque
la suite £; (5) converge uniformément vers £(z) en tous les points de
la région (y), contour compris. Tracons un cercle (I') concentrique

a(T)de rayon% Tous les points de (T',), pour n assez grand, sont

r . . o ] N . . y . . €
extérieurs & (I'") puisqu’ils sont & une distance inférieure & - d’un

point de (I'); d’autre part, on a, en faisant z = 3, dans I'inégalité pré-
cédente,

|Zo— 24| < 25

donc le point Z{" est & I'intérieur de (I") et, par suite, le cercle (I")
tout entier est intérieur au domaine limité par le contour (T,), et par
suite est intérieur & (D, ), puisque ce dernier domaine est simplement
connexe. Le cercle (I") appartient donc a une infinité de do-
maines (D,) et, par conséquent, le point Z, appartient a (D).

Nous avons écarté dans ce qui précéde le cas ol les f; (z) ont pour
limite une constante, c'est-a-dire le cas ou (D) se réduit & un point :
donnons un exemple de ce dernier cas. Dans un cercle (D) de
centre Z = o et de rayon 1, tracons, sur les rayons faisant avec OX
les angles

1 2 3 —1
0, — 2T, — AT, — 2, ..., Pr 21,

Pn Pn Pn Pn

p» désignant le 2 nombre premier, des segments limités, d’une part

a la circonférence de rayon 1, d’autre part a la circonférence de
I

rayon —-
Y p

n

(D,,) est formé par les points de (D) non situés sur ces segments;
ici, (D¢) se réduit & zéro. Considérons la suite des fonctions

Jiz)y, fa(s), ...y Sals)y ...,

f2(z) faisant la représentation conforme de (D,) sur (d), de maniére
que f3(0) = o. On peut extraire des f,(z) une suite partielle conver-
geant uniformément. Le domaine (D/) correspondant ne peut com-
prendre que des points du cercle (D); si ce domaine ne se réduit pas
4 un point, ces points de (D) appartiendraient & (D), ce qui est
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impossible. Donc (D) se réduit 4 un point et la suite partielle a
pour limite une constante nécessairement nulle puisque f,(0) =o0. 11

résulte de la que la suite des f,(s) tout entiére converge uniformement
vers zéro.

6. Considérons maintenant un point Z, appartenant & (D) et pro-

posons-nous de rechercher dans quelles conditions ce point fera partie
de I'un des domaines (D).

Le point Z, est le centre d’un cercle (I') tout entier intérieur & une
infinité de domaines (D,), que nous appellerons

(Dg)y D)y -y (Dy,)y vees
Ju, (), Ju(3)y ooy f!l-u(:)s sy

les fonctions de la famille f,(z) qui font la représentation conforme
du cercle () sur les domaines (D, ) et

Soilent

ou(2)y 9u(Z), ..., ou(Z), ...,

les fonctions inverses correspondantes. Considérons I’ensemble des
points de (d) correspondants a Z,, c’est-a-dire I’ensemble des points

z("l:‘—‘cpl’q(ZO)’ 5!“=:<Pl-'-a(zo)7 ey zﬂ:;:‘(?!lm(zo)a

Ces points sont & 'intérieur de (d); supposons qu'ils aient au moins un
point limite 5, intérieur & (d). Choisissons une suite particlle ¢, extraite
des o,, telle que g, (Z,) ait pour limite 5,. Nous pourrons, de la
suite f, (3), extraire une suite partielle convergeant uniformément
dans (d); soit

f).l(z)v f)\,(s)’ ceey fln(:)’ ey

cette suite et £(3) la fonction limite supposée non constante. Dans le
voisinage de 5,, les équations B

N.(3) =12,

ont une infinité de racines qui sont les valeurs z,_ pour » assez grand ;
comme 3, est intérieur a (d), il en résulte que

S(5) =1,
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et le point Z, appartient au domaine (D). Si /() est une constante,
cette constante est Z, et nous allons montrer que cela est impossible.

Notre raisonnement serait en défaut, si tous les points limitesdes s,
se trouvaient sur la circonférence (¢) du cercle (d). Nous allons voir
que cela ne peut se présenter que si, pour chaque suite partielle =, de
points 3, ayant un point limite unique sur (d), ce point demeure le
méme lorsqu’on remplace les nombres z, = 9, (Z,) par les nombres
v,,(Z), Z désignant un point du cercle (T').

En effet, les fonctions ¢, (Z) sont bornées dans leur ensemble
lorsque Z est dans (I'), puisque les points représentant les valeurs de
ces fonctions sont situés & 'intérieur de (d).

On peut donc extraire de la suite g, (Z), une suite partielle

o, (%), 9 (Z), ..., o,(2),

convergeant uniformément dans (I'") concentrique & (T) et de rayon
moitié, vers une fonction holomorphe ¢(Z). Si $(Z) n’est pas une
constante, les valeurs de cette fonction font la représentation conforme
de (I") sur un domaine (y') intérieur au cercle (d). En effet, la
convergence uniforme a lieu en tousles points de (I"), contour compris,
aucun point intérieur de (I') ne peut correspondre & un point du
contour de (d), puisque les fonctions 3, (Z) ne prenunent, dans le
voisinage de ce point, aucune valeur représentant un point de (c). Il
résulte de la que Z,, qui est intérieur a (I"), correspond & un point 3,,
intérieur & (y') et par conséquent & (). Dans ce cas, le point Z, nous
Pavons vu, appartient & un domaine (D).

Reste le cas ot 9(Z) est une constante 3, ;si 3, n’est pas sur (¢),
cette hypothése est inadmissible puisque, dans ce cas, les fonctions
inverses /, (5) donnent naissance & une suite partielle ayant une
fonction limite non constante f( ), telle que f(5,) =Z,.

Le seul cas d’exception est donc celui ou les fonctions ¢, (Z) ont
pour limite une constante dont le module est égal & 1. Ce cas ne
pourra évidemment se présenter s'il existe dans le cercle (I') un point
particulier P tel que les points s correspondants soient tous situés a
Lintérieur d’un cercle (c') de rayon moindre que 1. Plus généralement,
considérons I'ensemble des points Z appartenant au domaine limite
complet intérieur de la suite des domaines (D, ) et formant un



SUR LA REPRESENTATION CONFORME. 13

domaine (I') d’un seul tenant contenant Z,. Si I'on désigne encore
par (I") un domaine contenant Z, et limité par une courbe intérieure
au domaine (I') et trés voisine de sa frontiére, (I') sera comme (T')
un domaine d’un seul tenant et simplement connexe comme tous
les (D,,). Si les fonctions @, (Z) n’ont pas pour limite une constante de
module égal & I'unité, les points de (I") seront obtenus a I'aide d'une
suite £, (3) et (I") appartiendra au domaine (D) relatif a cette suite.

Il en sera en particulier toujours ainsi, si le domaine (I"') contient
un point P dont les correspondants z sont intérieurs a un cercle (¢’)
intérieur a (¢). Ceci nous conduit & restreindre le choix des fonc-
tions f,(3).

On peut toujours supposer que les domaines bornés (D,) ont un
point commun Z = o il suffit de faire subir une translation conve-
nable & ceux des domaines qui ne contiendraient pas le point O. Dans
la suite des raisonnements, nous pourrons simplement supposer que
les points ¢,(0), correspondant & O, sont tous situés a I'intérieur
d’un cercle (¢') intérieur & (¢). Dans ces conditions tout domaine (D)
contient O et tout domaine simplement connexe (I'") formé de points
uniformément intérieurs a une suite de domaines (D,,) et contenant O
appartient 4 un domaine (D,). En particulier, appelons (D,) Ien-
semble des points de (D) formant un domaine connexe contenant O,
ce domaine (D, ) appartient & tout domaine (D), puisque toute suite
infinie de fonctions f,(3) donne naissance a une suite partielle con-
vergeant vers une fonction f(s) dont le domaine (D) contient O et
par suite (D).

Supposons que la suite f,,(z) admette une fonction limite f(=) vers
laquelle elle converge uniformément, et soit (D), le domaine corres-
pondant & f(z), domaine qui contient le point Oj; tous les points
de (D;) appartiennent & (D,) et réciproquement; (D,) coincide
avec (D,). 1l n’existe d’ailleurs pas de domaine (D’) contenant (D,)
et formé de points uniformément intérieurs & une infinité de do-
maines (D,).

Réciproquement, étant donnés les domaines (D,,) et la suite f,(3),
puisque le domaine (D,) appartient a tous les (D,), toute suite par-
tielle extraite des f,(3) donnera naissance a une suite partielle nou-
velle dont la limite f(z) fournira un domaine (D) contenant (D).
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D’ailleurs, s’il n’existe pas de domaine (D’) contenant (D,) et formé
de points uniformément intérieurs a4 une infinité de domaines (D,),
tous les domaines (D) ainsi obtenus sont les mémes et, par consé-
quent, toutes les fonctions /(z) font la représentation conforme du
cercle (d) sur le domaine (D).

Si en particulier on suppose que les points o et O se correspondent
toujours, en sorte que f,(0) = o, quel que soit n et que les directions
positives des axes des abscisses se correspondent, c’est-a-dire que les
fonctions f,(3) ont deux éléments de contacts correspondants, il en
résultera que les fonctions f(s) auront aussi en commun cet élément
de contact; comme chacune d’elles fait la représentation conforme
de (d) sur (D,), ces fonctions sont identiques. Ainsi, de toute suite
infinie extraite des f,(5), on peut tirer une suite nouvelle ayant pour
limite f(z); il en résulte que la suite f,(s) converge uniformément
dans (D) vers f(s).

En effet, dans le cas contraire, il existerait un domaine (D,) inté-
rieur 4 (D) et un nombre ¢ tels que pour chaque fonction d’une suite
infinie

./'n.(:')f fll-_.(:‘)a ey fn,,(:’)a

extraite de f;(s), il existerait un point z pourlequel |f(z)— j,,',( )| > e
Alors il serait impossible d’extraire de cette suite une suite nouvelie
convergeant uniformément vers f(s) dans (D,).

Un cas assez simple est celui ol les ensembles (D) et (Dy) coin-
cident; dans ce cas, I’ensemble (D,) correspond & une fonction f( )
limite de la suite infinie f,(=).

7. Je me propose maintenant d’établir que tout domaine simple-
ment connexe (D) peut étre représenté d’une maniére conforme
sur un cercle (d).

Supposons d’abord que le domaine (D) soit borné et appelons (D)
’ensemble formé par les points de (D) et ses points frontiéres.

L’ensemble fermé (D’) est aussi borné. Soit O un point intérieur
4 (D). Enfermons tous les points de (D’) dans des cercles de rayon

r 1 l . . .
égal a —; il suffit, pour couvrir (D), d’un nombre fini de ces cercles,
puisque (D’) est fermé. Supprimons ceux de ces cercles qui contiennent
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un point frontiére : la région couverte par les cercles conservés forme
un ou plusieurs domaines limités par des arcs de cercle et I'un de
ces domaines contient O. Appelons (D,) le domaine simplement
connexe limité par le contour extérieur de ce dernier. Je dis que
tout point P de (D) est uniformément intérieur aux domaines (D,)
a partir d'un certain rang. En effet, tracons une ligne brisée
intérieure & (D) et joignant P et O et soit ¢ la distance de cette

ligne brisée & la frontiére de (D). Lorsque é < %v le cercle (T") de
6 . ' . . .
centre I’ et de rayon - est intérieur & tous les (D,); car, si I’on fait

v I 3 ] .
déplacer un cercle de rayon 3 ¢ de maniére que son centre décrive la

ligne brisée, ce cercle couvrira une région contenue toul entiére
dans (D,). Il résulte de 1a que tous les points de (D) appartiennent au
domaine que nous avons appelé (D,). D’ailleurs, tout point n'appar-
tenant pas 4 (D) (extérieur ou frontiére), n'appartient a aucun (D,)
a partir d’un certain rang. En résumé, les ensembles (D) ou (Dy)
coincident avec (D, ) ou (D). |

Soit alors £, (5), la fonction qui fait la représentation conforme du
cercle (d) sur (D,) de maniére que le centre 3=0 du cercle (d)
corresponde au point O et que les directions positives de Oz et OX
se correspondent. La suite infinie

.fl(z)? fz(z), ey frz(5)7

converge uniformément vers une fonction limite f(s) ; cette fonction
Z = f(3) fait la représentation conforme du cercle () sur le domaine
(D) de maniére que le centre o du cercle (d) corresponde au point O
de (D) et que les directions positives de Oz et O X se correspondent.
En effet, f(0) est la limite des nombres f,(0) quisont nuls; il est
donc nul. D'autre part f/(z) est la limite de f(s); or, tous les
nombres £, (o) sont réels par hypothése, donc /' (0) est réel.

8. Nous avons supposé que le domaine (D) était borné. Supposons
qu’il n’en soit pas ainsi. Deux cas peuvent alors se présenter : ou bien
il existe dans le plan Z un point Q extérieur 4 (D), ou bien tous les
points du plan appartiennent a(D) ou asa frontiére, c’est-a-dire
appartiennent a (D).
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Dans le premier cas, une transformation homographique, effectuée
sar la variable Z, permet de remplacer le point Q par le pointa
infini du plan Z et le domaine (D) par un domaine (A) borné. Si
'on fait la représentation conforme de (A) sur le cercle (d) 4 I'aide de
la fonction f(z), la transformation homographique inverse, effectuée
sur f(s), donnera la représentation cherchée.

Supposons maintenant que tous les points du plan appartiennent
a (D") et soit O un point de (D). Nous pouvons définir comme pré-
cédemment un domaine (D,) simplement connexe contenant O : nous
tracons pour cela autour de chaque point de (D') un cercle de

I . . . . .
rayon —, et autour du point & I'infini, que nous pouvons toujours

supposer appartenir a la frontiére de (D) en faisant, au besoin, une
transformation homographique sur Z, un cercle (I',) de rayon » ayant
son centre au point O. Les points de (D’) intérieurs 4 (T,) sont inté-
rieurs &4 un nombre fini des cercles précédents. Supprimons ceux de
ces cercles qui contiennent un point frontiére : la région couverte par
les cercles restants forme un ou plusieurs domaines limilés par des
arcs de cercle et I'un de ces domaines contient le point O. Appelons
(D,) le domaine simplement connexe limité par le contour extérieur
de ce dernier. Tout point de (D) est uniformément intéricur & (D,)
pour »n assez grand. Les fonctions f,(3) sont maintenant holo-
morphes dans (d), mais non bornées. Prenons sur la frontiére de (D)
deux points distincts « et 3. Les fonctions f, () admettent dans(d)
les deux valeurs exceptionnelles « et 3; on peut leur appliquer les
théorémes que nous avons utilisés pour les fonctions bornées ('); il
én résulte que la suite £,(s) converge uniformément dans (&) vers une
fonction limite f(z) qui fait la représentation conforme de (d)
sur (D). Ce raisonnement suppose que [a frontiére de (D) contienne
au moins deux points.

En définitive, tout domaine simplement connexe peut étre repré-
senté d’'une maniére conforme sur un cercle.

(*) Voir P, MontEL, Sur les familles de fonctions analytiques qui admettent
des valeurs exceptionnelles dans un domaine (Annales de U'Ecole Normale,
3¢ série, t. XXIX, 1912, p. 496) et Sur les familles normales de forctions
analytiques (Annales de U’Ecole Normale, 3 série, t. XXXIII, 1916, p. 242),
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9. Voici quelques exemples; on peut prendre pour D un cercle de
centre O dont on a enlevé les points d'un rayon OA ; soit encore un
cercle de centre O et de rayon un; sur chaque rayon faisant avec OX

T . e '
I'angle =+ — enlevons les points situés sur un segment ayant une extre-

S. . ] \ . I .
mité sur la circonférence et I'autre & la distance — du point O, enle-

vons aussi les points situés sur le rayon OX. Le domaine restant (D)
peut étre représenté sur un cercle.

Faisons dans le plan Z une coupure limitée a deux points A et B
distincts quelconques : on peut représenter sur un cercle le domaine

restant (D). On suppose, bien entendu, que la coupure ne morcelle
pas le plan.

Considérons la courbe de Cor nu définie par la relation

s
%oz [ ends

s désignant I'arc; un cercle d 2 rayon % dontle centreestle point Z(s)

décrit, lorsque s varie de — o & +o, un domaine simplement con-
nexe que 'on peut représenter sur un cercle. Il en est de méme du
domaine limité par l'axe OX, les droites X==x1 et lIa

. . 7r
courbe Y =1 +sm2X avec —15X<+1.

CHAPITRE II.

VALEURS LIMITES D'UNE FONCTION HOLOMORPHE POUR UN POINT FRONTIERE.

10. Avant d’aborder I’étude de la correspondance entre les points
frontiéres du domaine simplement connexe (D) et ceux dela circon-
férence (c), je rappellerai quelques résultats que j'ai déja établis sur
les valeurs limites des fonctions dans un angle et je démontrerai
quelques résultats nouveaux.

Considérons un angle AOB et une fonction f(z) bornée dansle
secteur limité par les cotés OA, OB et I'arc de cercle A;B, de
centre O. '

Journ. de Math. (7¢ série), tome I11. — Fasc. I, 1g17. 3
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Si f(z) tend vers la valewr o sur le rayon OL intérieur au
secteur, f(z) tend uniformément vers o dans tout secteur A'OB’
intérieur au premier lorsque s tend vers o.

Nous pouvons toujours supposer que z=o0 au point O et que

OA,=O0B,=1. Tracons les arcs de cercle de centre O, de rayons
1 I
I, ;) ;

Ao, A, A, oy Ay, .5 ladroite OB aux points By, B,, B,, ..., B, ...;

1 . .
» +++» = etc. Ces arcs coupent la droite OA (fig. 1) aux points

Fig. 1.

) =,___fuy/////////// %

i)

0 A, Ay A, A, A

les droites O A’ et O B' respectivement aux points A;, A’, ..., A/, ...,
etB;, B, ..., B, ..., etladroite OL aux points L., L,, ..., L, ....
Appelons A, le domaine limité par les droites OA, OB et les
arcs A, B,, A,.,B,.; et 4, le domaine limité par les droites OA’, OB’
etles arcs A, B4y ApseBros et posons

S =4(5)

Lorsque 3 et dans A,, le point :z,—‘ est situé dans A, ct comme f(5) est

borné dans le secteur, les fonctions f,(z) sont bornées dans le
domaine A,; ces fonctions forment une suite normale dans le
domaine A}, intérieur 4 A,. Or, elles convergent vers « en tous les points
du segment L,L;, puisque f,(3) prend sur ce segment, les mémes
valeurs que f(s) sur le segment L,,,L,.,. Il en résulte que la suite



SUR LA REPRESENTATION CONFORME. 19

converge uniformément vers o pour tous les points de A|. En d’autres
termes, pour n >>p, on aura

[/u(3) —a|<e
pour tous les points de A;. Or, si z est dans A,, |3]| est inférieur
a %et ‘;‘z—_—; est inférieur & 6= 2%,; donc, si
HEX
ona
‘f(:) - al <ég

a 'intérieur de A’OB'.

11. La démonstration s’étend, presque sans modification, au cas
ot I’on remplace le rayon OL par une courbe tout entiére a 'intérieur
de A OB et aboutissant en O ou par un continu quelconque intérieur
a AODB et contenant O ; en d’autres termes:

Si, lorsque s tend vers o en demeurant sur un ensemble parfait
continu quelconque contenant O el dont tous les points autres que O
sont intérieurs au secleur, f(s) a pour limite ., f(z) tend untfor-
mément vers o dans lout secteur A'OB' intérieur aiw premier,
lorsque 3 tend vers o. En particulier, le continu peut étre une
courbe simple (). .

Soient O A’ et OB’ deux droites contenues dans le secteur AOB et
telles que la courbe ou le continu OL soit & lintérieur de
Pangle A’ODB’ lorsque s est dans le secteur A;OB,. Supposons par
exemple qu'il s’agisse d’une courbe; il existe un arc /, de cette courbe

(*) J'ai démontré le théoréme relatif au rayon OL dans le Mémoire : Sur les
Jamilles de fonctions analyiiques qui admettent des valeurs exceptionnelles
dans un domaine (Annales de I'Ecole Normale supérieure, \. XXIX, 1912,
p- 519). Ce théoréme a été généralisé par M. Lindelof en remplagant la droite OL
par une courbe. Voir Sur un principe général de I’Analyse et ses applications
a la théorie de la représentation conforme ( Acta Societatis Scientiarum Fen-
nicee, t. XLVI, 1913, p. 10). M. Lindelof s’occupe aussi du cas oti la courbe OL
a des points communs avec OA ou OB. Je laisserai de coté celte hypolhése
parce que je n’aurai pas & 'introduire dans la suite,
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qui est tout entier dans A, et dont les extrémités sont'unesur A), B,
et I'autre sur A B, ,,. 1l suffit pour obtenir un arc tel que I, de
prendre un point dela courbe situ¢ & 'intérieur de A), et de se déplacer
successivement dans I'un et l'autre sens sur la courbe jusqu’a ce que
I'on rencontre un point L, , et un point L, , de la frontiére de A),. Ces
points ne pouvant étre sur les droites O A’ ni OB’ sont sur les arcs de
cercle précédents. Lorsque 5 est sur I'arc /,, le point 2”'5 est sur un
arc A, situé dans A, et joignant un point de A}, B, 4 un point de A}, B).
Les arcs A, ont pour limite un continu A, puisque les points limites
des A, sont au moins au nombre de deux, I'un sur A/, B, 'autre sur
A’ B;. En tout point z, de 4, f,(z) converge vers a; en effet lorsque »
est assez grand, z, est voisin d’un point z, de A, tel que

Ifn(:’u)"' U.I'<E;

or, a'intérieur de A, lesfonctions f,(z)sontuniformément continues,
on peut donc supposer que 5, est assez voisin de 5, pour que

‘fn(zo) _fu(:'n)|<5;

il en résulte que
[fu(30) —a| <28

quel que soit ¢, pour n assez grand. En tout point de A, qui comprend
une infinité de points, la limite de f,(5) est «; il en résulte comme plus
haut que la suite £,(s) converge uniformément vers « dans A} etla
conclusion est la méme.

On voit que, pour la validité du raisonnement, il suffit que I’ensemble
limite A ait une infinité de points. On pecut donc remplacer la
courbe OL par un continu quelconque ou méme par un ensemble
dénombrable convenablement choisi. Dans le cas du continu on
prendra, par exemple, pour /, 'ensemble des points de ce continu
contenus dans A,; /, a au moins un point sur chaque arc de cercle de
centre O et contenu dans A/, donc 2, et par suite A ont au moins un
point sur chaque arc de cercle de centre O et contenu dansA,. On
aurait pu raisonner de la méme maniére dans le cas de la courbe.

12. Appelons maintenant wvaleur exceptionncelle de f(s), loute
valeur o qui n'est prise qu’un nombre fini de fois par f(3) lorsque 3
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reste & I'intérieur du secteur A,O B,. Supposons que sur un rayon OL
contenu dans A OB, 'une des valeurs limites de f(z) soit une valeur
exceptionnelle « : je dis que, sur tout autre rayon O L/, asera aussiune
valeur limite. En d’autres termes, on peut énoncer le théoréme
suivant:

L’ensemble des valeurs limites exceptionnelles est le méme pour
deux rayons issus de O intérieurs a AOB ou pour deux courbes
quelconques issues de O el contenues dans un secteur A'OB’ inté-

rieur ¢ AOB.

Soit, sur le rayon OL, une suite de points

Sy B2 S ceey Say

tels que lim f(z,) =«, « étant une valeur exceptionnelle de f(s).
Posons

' f,,,(;):f(%’l‘ z)
et tracons un domaine A’ B!B)A’ limit¢, d’'une part, par deux
rayons OA’, OB’ intérieurs & A OB, aussi rapprochés qu'on le veut
de OA ou de OB et contenant OL et OL’; d’autre part, par deux arcs
de cercle de centre O et équidistants de 5, ; & ce domaine A,, la trans-
formation

= ~

~ ~no_
<] —_
-

~1

fait correspondre pour le point 2" un domaine semblable A, contenant
le point 3,, correspondant au point z,.

Toute suite extraite des f,(s) donne naissance a une suite partielle
ayantune limite f(z)dansA,; f(5,) estégala a, puisque f,,(z,)=71(5,).
Or, « étant une valeur exceptionnelle, les équations f,(3) =« n’ont
qu’un nombre limité de racines dans A,; donc f(z) ne peul prendre la
valeur a que si cette fonction est la constante a ('). Toute suite par-
tielle convergente extraite de la suite £, () a donc pour limite «; il en

(') Voir P. MonteL, Sur les fonctions holomorphes qui admettent des valeurs
exceptionnelles dans un domaine (Annales de U’Ecole Normale, t, XXI1X,

1912, p. 49o)
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résulte que la suite f,(5) elle-méme converge uniformément vers «
dans le domaine A,.

Désignons par ¢, le point de rencontre de OL’avec le cercle de
centre O et passant par 3, et soit

3
L= ’,,_"lCla
“1

le point %, situé sur OL’, est dans le domaine A, et
S(G) =Sn(C1)s

comme la suite f,({,) converge vers o, on voit que la suite /(C,) con-
verge vers «, lorsque n augmente indéfiniment, {, tendant alors vers o
comme z,.

Soit maintenant OL” une courbe contenue tout entiére dans I'angle
A’OB’; désignons par &, le point de rencontre de cette courbe avec le
cercle de centre O, passant par z,, ou I'un des points de rencontre
lorsqu’il y en a plus d’un. Le point &, est dans A, et le point

est situé dans A, ; on a d’ailleurs
Su(z0) = [ (&)

La suite f,(3) converge uniformément vers «; on a donc, lorsque n
est assez grand,
[/n(3) —a] <e,

quel que soit 5 dans A,, en particulier,
lfn(:':’l)'—'a l <s,

|f(Eu)—-a|<5-

c’est-a-dire

La suite /'(€,) converge donc vers «, qui est une des valeurs limites
exceptionunelles obtenues sur la courbe OL”. Inversement, on démon-
trerait de la méme maniére que toute valeur exceptionnelle obtenue
comme valeur limite surla courbe OL” peut aussi étre obtenue comme
valeur limite sur le rayon OL.

Il résulte de la que les valeurs limites exceptionnelles sont les mémes
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pour deux courbes contenues dans I’angle A’ OB’ puisque, pour cha-
cune d’elles, 'ensemble des valeurs limites est le méme que pour un
rayon OL contenu dans A'OB'. Si une courbe passant par O a une
tangente unique, il suffira que cette tangente soit distincte de OA et
de OB; sinon, les tangentes en O sont comprises entre deux droites
limites et il faudra que I'angle formé par ces droites limites et conte-
nant toutes les tangentes soit intérieur 4 I'angle A OB. Nous dirons
dans les deux cas que la courbe n’est pas tangente au bord de I’angle.

13. Sila fonction £ (z) ne prend dans 'angle AOB qu’un nombre
limité de fois chaque valeur, toute valeur limite « sera une valeur
exceptionnelle ; 'ensemble des valeurs limites sera le méme que pour
toute courbe non tangente au bord. Dans la suite, nous aurons surtout
a nous occuper du cas particulier ou la fonction ne prend jamais deux
fois la méme valeur.

14. Je démontrerai encore un théoréme relatif aux valeurs excep-
tionnelles. Supposons que, dans 'angle AOB, f(z) ne tende pas vers
une valeur unique « et soient « et § deux valeurs limites. Soient

Trs Zay ooy Ly
une suite infinie de points tels que £(x,) ait pour limite o ;
cl) Cza ey Cm

une suite infinie de points tels que f({,) ait pour limite §3; nous sup-
posons que les modules 7, des z, et les modules g, des {, décroissent
constamment lorsque » augmente et que la suite des modules

Pig Py P2y P2y I3y Piy eey ma Pao

soit aussi décroissante. Cela est toujours possible : ayant choisi x,, on
prend pour ¢, un point ¢ de module moindre que r,; puis on prend
pour x, un des z de module moindre que p, et ainsi de suite. On peut
alors énoncer le théoréme suivant :

Le rapport iﬁ a pour limite o lorsque n augmente indéfiniment.
n

Supposons qu'il n’en soit pas ainsi et qu’il existe une suite infinie
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de valeurs de ce rapport telle que tous les nombres de cette suite soient
supérieurs 4 un nombre fixe / ; on aura

1> ’Pl >k,
pour toutes les valeurs entiéres de i. Tra¢ons des arcs de cercle limités
a OA et OB et de rayons 7,,(1 + %), r,(1— L); on peut déter-
miner / de facon que
"nl(| - /‘ ) < Pn,-

ou
1 —h < ;1"—,
il suffit pour cela que ‘
1 —h<h
ou
1I>h>1— 4.
Nous prendrons
/‘.
h=71——.
2

Considérons alors le domaine D, limité par lesarcs de cercle 7, (1+4),
r,(1 —I) et les demi-droites OA’, OB’ intérieures & I'angle AOB.
Nous supposons que I’angle A’OB’ contienne les points x, et {,, au
moins & partir d’une certaine valeur de 7.

Les fonctions

Sl =1 (223)

l'm
considérées & l'intérieur de D, définissent une famille normale, et
toute fonction f, (3) prend la valeur f(«,,) au point

dont le module p’ est @l‘,,l. Ce nombre est supérieur a kr, ; on a donc

Py —p < (1—kYry, << hrp,

et le point 5" est dans D, .
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Toute suite infinie de fonctions f, (z) devrait donner naissance 4 une
suite convergeant uniformément dans D, vers la constante « et vers
la constante B, ce qui est impossible. Donc, toutes les suites telles

Pa;

que > ont pour limite zéro. Le théoréme est démontré. On verrait de

méme que le rapport ;*' a pour limite zéro lorsque » augmente indé-

Il+l

finiment. Il en résulte que le produit “xt f’" ou -==a aussi pour limite
zéro. o

Donc : Si,dans l’angle AOB, f(s) n'a pas une limite unique
lorsque s tendversséroel six, @y, .., @, ... forment unc suite infinie
de points de cet angle tels que f(w,) ait pour limile une valeur
exceplionnelle, et que entre |z,| et |x,.,| se trouve un des nom-
bres |C,| pour la suite desquels f((,) ait pour limile une autre

valeur exceptionnelle B3, le rapport l ;"'l a pour limite séro lorsque
n

n augmente indéfiniment.

15. Les propositions que nous venons d’établir sont toutes des
conséquences d’un théoréme fondamental sur les familles de fonctions
normales dans un domaine (D) : toute suite partielle admet au moins
une fonction limite vers laquelle elle converge uniformément dans
tout domaine (D’) complétement intérieur a (D).

Nous allons maintenant établir un théoréme plus précis sur les
familles de fonctions normales : cela nous permettra de préciser aussi
quelques-uns des résultats des pages précédentes. Voici ce théo-
réme :

Soit

Si(z) fa(3), oeny Su(R),
une suile infinie de fonctions, holomorphes et bornées dans un
domaine (D) et continues sur un arc Ap. de la frontiére (C) de ce
domaine. Si la suite converge uniformément sur l'arc ws., elle con-
verge ausst uniformément sur toul domaine (D) dont les points
intéricurs sont tous intérieurs a (D) et dont la frontiére peut
conlenir une partic \'w de ’arc M.

—

Journ, de Math. (7* série), tome III, — Fasc. I, 1917, ¢
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Nous supposerons ici que I'arc Ay est analytique et régulier ou
formé d’un certain nombre d’arcs réguliers analytiques. Nous verrons
plus loin comment on peut se débarrasser de cette restriction.

La démonstration repose sur le lemme suivant :

Si une suite de fonctions, holomorphes et bornées dans un
cercle (C) et continues sur la circonférence converge sur cetle cir-
conférence, la convergence étant uniforme, sauf en un nombre
Jini de points, cette suite converge uniformément dans le domaine
Jermé formé par le cercle dont on a enlevé des segments ausst
petils qu'on le veut contenant les points de convergence non uni-
Jorme.

Soit
wlz,y), ..., uy(x,y),

la suite formée par les parties réelles des fonctions holomorphes. Les
fonctions u,(x, y) sont bornées dans le cercle (C), continues sur la
circonférence, et leurs valeurs u,(s) sur cette circonférence con-
vergent vers une fonction (), qui est continue sur tout arc ne com-
prenant aucun des points a,, a,, ..., a, de convergence non uniforme.

La fonction
1 cosq 1
u(z, )=—fu(s) (— ———)ds,
Y nJe "\ 7 2R

s désignant I'arc de la circonférence (C) de rayon R, r la distance du
point (z, ¥) au point s, ¢ l'angle de la normale au point s avec la
demi-droite joignant ce point au point (, y), est une fonction harmo-

nique dans (C) puisque le second membre est 'intégrale de Poisson.
On a de méme

u(z,y) — up(z, y) = ;-E_-f[u(s) — un(s)] (co}s“? _ ﬁ) ds;
C
d’ot1

hula, ”—un(w,y)lél‘fl u(s) — un(s)| 2 ds,
' TJe -
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car on a toujours
r<2Rcosg.

Divisons le chemin d’intégration en arcs partiels, en marquant p arcs
de cercles ayant chacun pour milieu un point a,, a,, ..., a, et dont la
longueur totale ne dépasse pas ¢. Sur ces arcs, la différence

| e(s) — un(s)]

ne dépasse pas 2M, M désignant la borne supérieure de la valeur
absolue des fonctions u,(x, y) et, sur les arcs restants, cette différence
ne dépasse pas ¢ si 2 est assez grand. D’autre part, 'intégrale

€osQ 4

”
étendue & un arc quelconque est inférieure 4 2. On a donc

|, ) — wal, 7)1 S

+ 28 ().
Nous désignons par & la plus courte distance du point (z, ) aux arcs
de circonférence, dont les milieux sont a,, a,, ..., a,.

La convergence est donc uniforme pour tout pointintérieur; comme
en un point s de la circonférence, distinct des points a;, les fonctions
u,(x, y) et u(x, y) sont continues et prennent les valeurs u,(s)
et «(s), on voit que I'on peut adjoindre ce point s aux points de con-
vergence uniforme. Si donc on isole les points a;, & I'aide de petits
segments les contenant, la convergence est uniforme dans le domaine
fermé restant. Le méme raisonnement s’appliqgue aux jfonctions
coniuguées v,(x,y), et par suite aux fonctions données.

On peut aisément étendre 1'énoncé précédent. Le raisonnement
repose sur la possibilité d’énfermer les points de convergence non
uniforme dans des arcs dont la somme est aussi petite qu’on le veut.
Rappelons la définition de ces points. La convergence est uniforme en

(*) On pourrait aussi remplacer « et u, par zéro aux points ;. Cela ne
change pas la valeur des intégrales. On voit aussi que la suite u,(s) peut ne
pas converger aux points a;.
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un point s de (C), si I’on peut tracer un arc assez petit ayant ce point
pour milieu tel que la convergence des fonctions u,(s) soit uniforme
sur cet arc. Dans le cas contraire, le point s est un point de conver-
gence non uniforme. Il résulte immédiatement de cette définition que
I'ensemble des points de convergence non uniforme est fermé. S'il est
de mesure nulle, on peut enfermer les points de cet ensemble dans des
arcs dont la somme des longueurs est aussi petite qu'on le veut. Nous
dirons dans ce cas que la convergence est uniforme presque partou!
sur C. '

Donc, si une suite infinie de fonctions, holomorphes et bornées
dans un cercle (G), converge uniformément presque partout sur la
circonfeérence, celte suile converge uniformément dans le domaine
Jermé formé par le cercle d’ot U'on a exclu, par de petits segments,
les points de divergence ou de convergence non uniforme.

16. Considérons maintenant un domaine simplement connexe
limité par un contour formé d’un nombre fini d’arcs réguliers et ana-
lytiques et supposons qu’une suile infinie de fonctions holomorphes et
bornées dans ce domaine f,(3), f.(3), ..., fu(3), ..., continues sur
le contour, converge uniformément sur ce contour, sauf aux points A,
A,, ..., A,. On peut faire la représentation conforme de ce domaine
sur un cercle et étendre ainsi le lemme précédent au nouveau do-
maine.

17. 1l est maintenant facile d’établir le théoréme énoncé au début,
Extrayons de la suite f,(3), f.(z), ..., f.(5), ... une suite partielle

Ful3) S8 s a3,

convergente dans le domaine ouvert (D) et convergeant uniformément
dans tout domaine complétement intérieur a (D). Cette suite converge
uniformément sur I’arc Ap. versla fonction continue f(s). Soit (D’) un
domaine limité par un arc X'y’ intérieur & Ap et un arc (C') dont tous
les points, sauf les extrémités 7', p’, sont intérieurs a (D). Soit (D")
un domaine, formé par 'arc Aw. et un arc de courbe (C”) dont tous
les points sauf A, & sont intérieurs & (D) et contenant & son intérieur
les points intérieurs de (D’). La suite f, (s) converge sur la frontiére
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de (D”) et la convergence est uniforme, sauf peut-étre aux points A
et . Il résulte du lemme précédent que la convergence est uniforme
dans le domaine fermé (D) et que la fonction limite /(=) prend sur
Iarc N’y les valeurs f(s).

Une autre suite ‘partielle convergente extraite des f,(z) aurait une
fonction limite g(z) prenant les mémes valeurs f(s) sur Parc \'p/, de
sorte que la fonction f(3) — g(z) holomorphe dans (D) prend, sur
'arc analytique g, la valeur zéro. Cette fonction peut donc étre
prolongée analytiquement au deld de A'w’ 4 l'extérieur de (D); elle
est donc holomorphe sur X'y’ et par suite identiquement nulle.
Donc f(s) et g(s) sont identiques.

Toute suite convergente extraite des f,(z) a pour limite la méme
fonction holomorphe dans (D’). Il en résulte (') que cette fonction
converge uniformément dans le domaine fermé (D’) vers une fonc-
tion f(5) holomorphe dans (D’) et continue sur 'arc Vv o elle
prend les valeurs f(s).

18. La démonstration se simplifie lorsque les valeurs £ (=) prises
sur I'arc analytique Ap appartiennent & une fonction ¢ (), analylique
de 5 dans (D) et surAw. I suffit en effet de montrer que toute suite
JS2(z) converge dans le domaine (D”) vers une fonction analytique qui
prend sur Ap. les valeurs 9(3). Oron a

/;,(x)zi.ff':(“')dﬁ.; .f,i(:)f{:,
T ) 53— & 2”")@ 5—x

La suite f,(z) converge dans (D”), la convergence est uniforme
sur (C”) sauf peut-étre aux extrémités et sur Apn. Comme les f,(3)
sont bornées dans leur ensemble on a, en faisant croitre n indefi-

niment
’ 1 Sf(3)ds 1 o(s)ds
for= i [L22L 1 1 [ 20,
c !

2iw )., 5—a 2T w 53X

S(z) étant la limite des f,(z) dans (D”) et sur (C”). Dlailleurs,

(*) Voir P. MonteL, Legons sur les séries de polynomes a une variable
complexe, p. 21 (Paris, Gauthier-Villars, 1910).



Jo P. MONTEL,

puisque ¢(z) est analytique dans le domaine fermé (D)

cp(z)dz+ [ ¢(z)ds

— ———y

A z_fv

o(x)= —_

2T o 5— % 2T

d’ou, en retranchant,

fla) —o(x) = ;'.Eﬁ[f(s)——cp(s)]#.

Z—2x

Cette formule montre que la différence f(x) — ¢(x), holomorphe
dans (D") est continue sur 'arc X'y ol elle prend la valeur zéro : la
différence est donc nulle dans (D") et f,,(x) converge uniformément
dans (D") vers ¢(x). On peut supposer en particulier que g(«) soit
une constante « : ce cas est le seul que nous aurons & considérer dans
la suite.

19. Voici maintenant quelques conséquences du théoréme qui
précéde. Supposons que la courbe (C) soit formée par un nombre
fini d’arcs réguliers et analytiques et que les fonctions

fl(s)’ f.!(s) ey flt(z)?

soient holomorphes et bornées dans 'intérieur du domaine simple-
ment connexe (D) limité par le contour (C). Soient encore

iy Aofhas  vees Ngpny

des coupures simples du domaine (D), joignant deux points A, et 1,
de (C). Nous supposons que cette suite de coupures converge unifor-
mément vers un arc Ay. de (C), c’est-a-dire que, étant donné un
nombre % arbitrairement petit, & partir d'une certaine valeur de 7,
I'arc de courbe A, ., appartienne tout entier an voisinage v de Au (*).

Supposons, en outre, que les valeurs de f,(z) sur I'are A, u, con-
vergent uniformément vers un nombre ¢ lorsque n croitindéfiniment :
en d’autres termes, si 'on se donne le nombre ¢ positif, on aura,

(') Le voisinage 0 de l'arc Ap. estle domaine formé par les points intérieurs
a I'un des cercles de rayons v dont le centre est un point de Ap.
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pour n assez grand,
[ fu(3) —a| <e,

lorsque 5 est sur 'arc A, .

Dans ces conditions, on peut affirmer que la suite f,(s) concerge
uniformément vers o dans Uintérieur de (D).

Soit O un point fixe intérieur &4 (D); & partir d’un certain rang les
coupures A, &, partagent (D) en deux régionsdont I'une (D, ) contient
. le point O. Nous pouvons supposer qu’il en est ainsi & partir de n=1
et nous définissons alors une suite de domaines

(Dl)’ (Dﬁ)’ sy (Du)’ vy

(D,) étant limité par A,w, et l'arc (y,) de la courbe (C) limité aux
points A, u,; (D,) a pour limite (D) lorsque n croit indéfiniment.
Soit ¢,(3) la fonction qui fait la représentation conforme du
domaine (D,) sur le cercle (d) de rayon un, de maniére que le point O
corresponde au centre o du cercle et le point A, & un point a de la cir-
conférence : le point w, correspond alors & un point b, de cette circon-
férence. L'arc ab, reste supérieur & une longueur fixe (').

Appelons a'd' un arc de () conlenu, quel que soit r, dans ab, et
extrayons de la suite f,(5) une suite partielle convergeant unifor-

(") Ce point est facile & établir, Posons log ¢,(3) = U, + {V,; soient de méme
¢(s) etlogg(s) = U + ('V les fonctions correspondantes pour le domaine (D);
la fonction U, est nulle sur le contour formé par (y,) et A,u, et négative
dans (D,); la fonction U est nulle sur le contour (C) et négative dans (D); il en
résulte que U — U, est nulle sur (y,) et négative sur A, p,, donc U—~U,<o
dans (D, ). En un point de (y,) on a donc

4y _ dU,
dn dn’

en prenant la dérivée normale intérieure, comme le montre immédiatement une
figure. Comme

dvVv, _ dU,

ds T dn’

., dv, . . :
la dérivée 733 étant prise sur (y,) dans le sensdirect, on a, enallant de A, & p,
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mément dans 'intérieur de (D), suite que nous appellerons encore

fl(;)s f.’(;)’ vy f,,(Z),

Soit ®,(z’) lafonction inverse de 5’ =2,(z), posons F,(z")= f,|®,(z")].

La suite
Fi(s'). Fa(s')y oo Fu(s)y ...

converge uniformément al'intérieur de (d). F,(z") prend, sur ab,, les .
mémes valeurs que f,(3) prend sur A, ,, donclasuite F,(3") converge
uniformément vers a sur I'arc ¢'d’. Comme ces fonctions sont bornées
dans (d), elles convergent uniformément vers « dans l'intérieur
de (d) et en particulier au point o. Donc la suite f,(z) converge versa
au point O et comme ce point est arbitraire dans (D), la suite f,(3)
converge uniformément vers « dans l'intérieur de (D).

D’ailleurs la suite f,(3) est une suite convergente partielle quel-
conque extraite de la suite primitive. Puisque toute suite partielle
converge uniformément vers o dans (D), il en résulte que la suite
primitive converge aussi uniformément dans (D) et le théoréme est
établi.

20. Supposons en particulier que toutes les fonctions f,(3) soient
identiques entreelles : soit £(5) leur valeur commune; cette fonction
est partout égale & a. En d’autres termes, si une fonction f(sY), holo-
morphe et bornée dans un domaine, converge uniformément vers o
sur des coupures N, \, ayant pour limite un arc analytique hy. de lu
Jfronti¢re de ce domaine, celle fonction est identique ala constante o.

sur l'arc (y,) et en appelant ¢V, la variation de V,,

Vo= = Wngee [ 9V
ra) dn ‘ 0

La derniére intégrale a pour limite 8V lorsque n croit indéfiniment : donc

/\ ey v - . /\ -— » -
l'angle a@ob, ouan — 4V, est supérieur a 2w — 6V ou aob, a €t b étant les points
correspondants aux points A et p dans la représentation conforme de (D)

sur (d). On voit d’silleurs aisément que aob, a pour limite o,
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Nous n’avons pas supposé ici que la frontiére (C) tout entiére est
formée d’arcs réguliers et analytiques, car on peut évidemment rem-
placer une frontiére simple par une frontiére voisine comprenant
I'arc Ay et un autre arc analytique.

Nous aurons bient6t 'occasion d’appliquer le cas particulier signalé.

Voici d’abord des applications du théoréme principal et des consé-
quences précédentes.

21. Considérons de nouveau un angle AOB et une fonction f(3)
bornée dans le secteur limité par les cotés OA, OB et l'arc de
cercle A B, de centre O : Si f(x) tend vers a sur le rayon OA,
cette fonction tend uniformément vers o dans tout secteur AOB’,
tel que OB’ soit intéricur a AOB. Reprenons la construction indi-

quée au paragraphe 10 : nous tracons les arcs de cercles de rayons 1,
1 I y e . . oq
5? 5o *''» et nous désignons par A, le quadrilatére curviligne

AA,.,B,.,B,, par A, le quadrilatére curviligne A, A,,.B,..B..;
nous posons encore

5 =1(55)-

Les fonctions f,(z) convergent uniformément vers a sur le seg-
ment A, A, qui fait partie de la frontiére du domaine A,, donc elles
convergent uniformément vers « dans le domaine A| qui n’a en
commun avec la frontiére de A, que les points du segment A,A,
intérieur au segment A, A,. En d’autres termes, on aura pour n>p
et pour tous les points de A}, frontiére comprise,

|f,,(:~)—a[<£.
v he e L1 z e .
Or, lorsque z estdans A}, | z| est inférieur & - et IT;‘ est inférieur
2 2
1 .
a;;__c?,doncm
ls] <3

on a

|f(3)hal<53

pourvu que s soit dans I'angle AOB’ ou sur les cotés de cet angle.
Journ. de Math. (7* série), tome IIL. — Fasc. I, 1917. 5
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22. Remplacons maintenant le rayon OA par une courbe L con-
tenue dans AOB, tangente en O au rayon OA et dont nous suppo-
serons que toute portion ne contenant pas le point O est formée d'un
nombre fini d’arcs réguliers et analytiques. Nous définirons, comme
au paragraphe 11, les arcs L., L,.. et les arcs A, qui leur corres-
pondent par homothétie dans le domaine A]. Ici encore les deux
droites OA et OA’ sont confondues. Les fonctions £,(z) prennent,sur
les arcs A,, des valeurs convergeant uniformément vers o; d’autre
part, les arcs A, convergent uniformément vers le segment A,A; il
en résulte que les fonctions f,(s) convergent uniformément vers o
dans le domaine A}, frontiére comprise, ce domaine étant limité par
le segment B, B; de la droite OB’, par les arcs de cercle B;A,, BjA,,
limités aux points de rencontre avec la courbe A, ct par cette
courbe elle-méme. Ce domaine est homothétique du domaine
Arr Anra Lo Ly s on en conclut que f(z) converge uniformément
vers o dans |’angle formé par la droite OB’ et la courbe L.

23. Etudions maintenant ce qui se passe entre la courbe L et la
demi-droite OA. Supposons d'abord que la courbe L ait, au point O,

Fig. 2.

0

une courbure finie et non nulle; soient g et w les coordonnées polaires
d'unpoint M de L, en prenant OA comme axe polaire Ox; le rayon de

courbure en O est la limite R de‘—i% pour w tendant vers zéro et nous
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supposons que R est différent de zéro. Considérons ( fig. 2) le domaine
ODE, limité par Oz, I'arc de cercle OD appartenant 4 un cercle tangent
en O 4 O et de rayon inférieur & R, I'arc de cercle DE appartenant
& un cercle quelconque tangent en O 4 Oy. Nous pouvons toujours
supposer, en faisant au besoin une homothétic de centre O, que R est

' . 1 I b .
supérieur & — et supposer que les arcs OD et DE appartiennent & des
1
cercles de rayon --
2

La transformation conforme

sy =¢

REE

fait correspondre au point (¢, @) le point (p,, w,) et 'on a

cns )

pi=e F,

: sin o
Les cercles tangents en O & O, pour lesquels —~ est constant, se

transforment en droites issues de la nouvelle origine O,; les cercles
COSw

tangents en O a Oy, pour lesquels est constant, se transforment

en cercles de centre O,. Oux correspond & Ox,, I'arc OD & un seg-
ment O, D, de la demi-droite w, = 1; 'arc DE, 4 un segment D, E, de

. 3 1
la circonférence p, = —-

Le triangle curviligne ODE est représenté d’une maniére conforme
surle triangle O, D, E, etla courbe L a pour transformée une courbe L.,

tangente en O & une droite O, T d’argument — < 1. Supposons que
g | g R PP q

J(z) ait pour limite « lorsque 5 tend vers zéro sur la courbe L. La

fonction F(z.)=f<~loé~) correspondante tend vers a sur la
3

courbe L,. On en déduit que F(z,) tend uniformément vers « dans
tout angle D} O,E;, intérieur & D,O,E,, et contenant OT; il en
résulte que /(%) tend uniformément vers « dans tout domaine D'OFE
limité par des arcs de cercles tangents en O &4 Oz el de rayons
R, < R<R, arbitrairement ¢hoisis,
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Si f(5) n'a pas une limite unique, la méme transformation prouve
que P'ensemble des valeurs limites exceptionnelles est le méme pour
toute courbe contenue dans la région D'OLE’. On a doncla proposition
suivante :

Soit L une courbe intéricure & 'angle AOB, tangente en O a OA
et admetiant en ce point un rayon de courbure R non nul :

1° 8¢ f(3) tend vers o sur la courbe L, f(z) tend uniformément
vers o.dans U'angle curviligne D' O'E' dont les cités sont des arcs de
cercle tangents en O a OA et de rayonsR, et R, tels que Ry >R >R,
2° L’ensemble des valeurs limites exceptionnelles est le méme
pour toules les courbes contenues dans U'angle D'O'E’ et aboutissant

en O,

2%. Supposons maintenant que R = et que la courbe L ait
avec OA un contact d’ordre supérieur au premier. Si le contact est

P . . . '
d’ordre p, le rapport{:— a une limite finie non nulle. La représen-
b}
tation conforme

S5y = 3’

fait correspondre au point (p, ) le point (p,, w,) et 'on a
pr=p" W= pw;

a la courbe L correspond une courbe L, pour laquelle le rapport f)—‘: a

une limite finie non nulle; cette courbe est tangente en O, 4 O, z, et
sa courbure en O, n’est ninulle niinfinie, Nous sommes donc ramenés
au cas précédent. Sila courbe L a pour équation

pP=aw[1+ (o)),

¢(w) étant infiniment petit avec w et @ une constante positive; le théo-
réme est applicable au domaine curviligne limité par les courbes

pP=a,nl1+¢&(w)],
CpPr=aywf1+ g (w)],

\ .

§1(0), £5(w) étant des infiniment petits avec v et @, > a > a,,
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On arriverait aux mémes résultats si R était nul et si la courbe L
avait avec QA un contact d’ordre infériear & un.
Je laisse de coté le cas ol le contact serait d’un ordre non fini ().

25. Nous avons supposé dans tout ce qui précéde que la courbe L
avaiten O un rayon de courbure déterminé, c'est-a-dire que le rap-
port 2—% avait une limite lorsque w tend vers zéro. Il peut ne pas en étre
ainsi et ce rapport peut avoir une plus grande limite R, et une plus
petite limite R,,.

SiR,, n’est pas nul ni R, infini, il n’y a rien & changer aux raison-
nements que nous avons faits; il suffit de choisir des cercles de rayons
R, et R, tels que R, > R, et R, <R,,.

CHAPITRE III.

CORRESPONDANCE ENTRE LES POINTS DES CONTOURS.

26. Nous désignerons par (C) la frontiére du domaine (D) donton
fait la représentation conforme sur le cercle (d) de rayon un, limité
par la circonférence (c¢). Nous supposons que la représentation fait
correspondre i un point O de (D) le centre o de d et que, a unc
direction donnée partant de O correspond une direclion donnée par-
tant de o. Soit

‘:f(s)v

la fonction qui fait cette représentation ; f(3s) est holomorphe dans (d)
et ne prend pas deux fois la méme valeur 4 I'intérieur de ce cercle. La
fonction inverse

s=F(Z)

(') Quelques cas particuliers des propositions établies ici ont déja ét¢ démon-
trés par M, Lindelof [Sur un principe général de L’Analyse, etc. (Acta Socteq
tatis Scientiarum Fennice, t. XLVI, 1915 p.12)]. :
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est holomorphe dans 'intérieur de (D) et ne prend pas deux fois la
méme valeur. ‘

SoitZ2,,Z,, ...,7,, ...une suite infinie de points ayant pour limite
un point Z, de (C). Tout point limite de la suite 5,, 5,, 54, ..., 5, ...
des points correspondants est situé sur (¢). Carsi un point limite =
était intérieur a (d), il lui correspondrait un point Z; intérieur & (D)
qui serait un point limite des Z,. Inversement, si une suite infinie
Zyy Byy «+y Suy .- apourlimite un point 3, de (c), les points limites de
la suite correspondante Z,, Z,, ..., Z,, ... sont tous sur (C).

27. On dit qu'un point A de (C) est un point accessible s'il
existe une courbe simple (L) aboutissant en A et dont tous les points,
sauf A, sont intérieurs a (D). Cette courbe unit A & un point
quelconque intérieur a (D), le point O par exemple. On peutsupposer
que toute portion OA’ de cette ligne est composée d’'un nombre fini de
segments rectilignes ou analytiques. Soit, eneffet, A,, A,,...,A,, ...,
une suite de points situés sur la ligne simple (I.) et ayant A pour seul
point limite et supposons que le point A, ne soit pas sur |’arc OA,
quel que soit . On peut, autour de I'arc OA,, construire un domaine
simplement connexe composé de points intérieurs a (D); on pourra
par exemple considérer un cercle dont le rayon ¢ est inférieur a la
distance non nulle de OA, et de (C) et dont le centre est sur OA| :
le domaine balayé par ce cercle sera le domaine cherché. Dans ce
domaine, on joindra O & A, par une courbe analytique ou une ligne
polygonale. On opérera de méme sur l'arc A, A,, puis sur les
arcs A, A;, ..., A, A, .... La ligne (") ainsi obtenue répondra
aux conditions imposces.

Tous les points d'une courbe fermée simple (C) ou courbe de
Jordan sont accessibles. Mais tous les points frontiéres d'un domaine
ne sont pas accessibles. Cependant, I'ensemble des points accessibles
de la frontiére (C) d’un domaine est partout dense sur (C). Soit, en
effet, B un point quelconque de (C), je dis qu'il cxiste des points
accessibles aussi prés que I'on veut de B. Donnons-nous un nombre ¢
arbitrairement petit; il existe dans le voisinage de B un point B’ inté-
rieur & (D) et dont la distance & B est inférieure 4 ¢, Tragons le cercle
de centre B et passant par B', Les points de (C) situés sur la circon-
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férence forment un ensemble fermé et B’ est a l'intérieur d’un arc AA’
contigu a cet ensemble dont les extrémités A et A’ sont des points
frontiéres. Les points A et A’ sont accessibles, puisqu'on peut les

réunir au point B’ par des arcs de cercle et leur distance & B est infé-
rieure & c.

28. Soit A ou Z, un point accessible de (C) et (L) une courbe
simple aboutissant au point A et dont tous les points, sauf A, sont
intérieurs a (D). Lorsque Z décrit (L), le point = décrit une courbe ().
A toute suite infinie de points Z,, Z,, ..., Z,, ... situés sur (L) et
ayant pour limite Z,, correspond une suite infinie de points z,, 3., ...,
%, -..situés sur (/) et dont les points limites sont situés sur (c). Je
dis que les suites z, ont un seul point limite z,. Supposons, en effet,
que 'on puisse obtenir deux points limites =, et z; sur (¢) et corres-
pondant respectivement aux suites Z,, Zy, ..., Z,, ... et L, Z;, ...,
Z., .... On peut toujours supposer, en supprimant des points, si cela
esl nécessaire, que, lorsqu'on se déplace sur (L) en allant vers A, les
points Z et Z’ sont rencontrés dans ’ordre suivant :

*

Lo, 1, 1o ly, 1405, .., 1,1,
et que 1'on a, pour toute valeur de »,’
|5/z—50|<5, |5In“‘5lol<e>
e étant arbitrairement petit et
s, =F(Z,), z, = F(Z,).

Marquons sur le cercle (¢) les points 3, et 3, et tragons les arcs de
cercle (y) et (y) intérieurs & (d), de centres z, et z, et de rayon .
Quand Z décrit 'arc Z,Z’, = décrit un arc de () qui va d’un point du
segment hachuré voisin de z, 4 un point du segment hachuré voisin
de 55 il y a donc un arc a,a; de la courbe ({) qui joint un point «, de
'arc (y) & un point «, de 'ave (Y'). De méme, 1’arc Z,Z, nous donne
un arc a,a,, ...;1'arc Z,Z, nous donne unarc «,a,, .... Deux ares o, a,
et «,a, ne se coupent pas, si I'on a supposé que la courbe (L) ne se
coupe pas elle-méme. Les points «,, «,, ..., o,, ... ont donc pour
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limite un point «, de (c) situé sur (y), puisque f(«,) a pour limite Z,,
comme Z, et Z,. De méme «, ,, ..., 2, ... ont pour limite a, sur (c)
et (Y')-

Toute suite infinie de points =}, 5}, ..., 2/, ..., telle que =, soit sur
'arc a,o, a pour limite un point de I'arc de cercle «,c,; en effet, le

point Z, est situé sur ’arc Z,Z, et a pour limite Z,. Réciproquement,
tout point 8§ de «@,0; est un point limite ainsi obtenu; en effet, joi-
gnons 3 au point O par une courbe simple, le rayon Of par exemple,
ou un arc de cercle. Cette courbe rencontre les arcs «,a, en des
points z, qui ont nécessairement pour point limile le point §. Il résulte
de ce qui précéde que les arcs o, &, ont pour limite «,«;. La limite est
d’ailleurs uniforme : en d’autres termes, tracons le cercle de rayon 1 — ¢,
e étant arbitrairement petit ; ce cercle coupe (y) en un point « voisin
de a, et (y) en un point &’ voisin de a;. Si 7 est assez grand, o, o, est
tout entier a 'intérieur du quadrilatére curviligne ae, o), a’, car, s'il en
étaitautrement, il existerait un nombre e et une infinité de valeurs de n,

Ry, Ry ooy Npy e

telles que 'arc a,a, ait un point Z,':p extérieur au quadrilatére : la
suite z, aurait un point limite non situé sur le cercle (¢), ce qui est
impossible.

Il est donc établi que les arcs a,a, convergent uniformément vers
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l'arc &, ;. D'autre part, les valeurs de f(z) sur ces arcs convergent
uniformément vers la' constante Z,; il en résulterait, d’aprés le théo-
réme du paragraphe 18, que f(z) est constante dans (¢). On ne peut
donc pas supposer qu’il existe deux points z, et ;. Donc, lorsque Z
décrit la courbe (L) et s’approche de Z,, le point s décrit une
courbe (/) qui aboutit & un point unique z, du cercle (¢). Puisqu’il
existe une courbe aboutissant en z,, sur laquelle f(z) a une limite
unique Z,, on en déduit que f(z) a pour limite Z,, sur toute courbe
intérieure a (d), aboutissant en 3, et remplissant les conditions indi-
quées au paragraphe 23. En particulier, f(5) tend uniformément
vers Z, dans tout angle de sommet 3z, et dont les cdtés sont deux
cordes du cercle (d).

Réciproquement, supposons (ue le point 3, de (¢) soit tel que f(s)
ait pour limite la constante Z, sur une courbe simple () intérieure a (d)
et aboutissant en 3,. On sait que f(z) tend alors vers Z, sur toute
corde du cercle passant par 5, ou toute courbe simple non tangente
en 3, du cercle et méme sur certaines courbes tangentes au cercle
en s,, lorsque la courbe (/) a, avec le cercle (), un contact d’un ordre
déterminé. Je dis que le point Z,;, qui est sur la frontiére (C) du
domaine (D), est un point accessible. En effet, si s décrit, par
exemple, le rayon Os3,, le point Z décrit une courbe simple aboutis-

sant en Z,, dont tous les points, sauf Z,, sont intérieurs 4 (D). En
résume :

A un point accessible Z, de (C) correspond un point s, de (c) tel
que f(=) ait une limite unique 4, lorsque s tend vers zo sur un che-
min quelcongue intérieur ¢ (d) el non tangent a (¢). Réciprogue-
ment, si f(3) a une limite unique 1, quand s tend vers z, sur un
chemin quelconque intérieur a (d), tangent ou nona (c), Z, est un

point accessible de (C).

29. Le point 3, que nous faisons ainsi correspondre & un point 7,
de (C) a l'aide du chemin (L) est-il déterminé d’une maniére unique?
En d’autres termes, si nous remplacons le chemin (L) par un autre
chemin (L), la limite de s sera-t-elle le méme point 5, de la circon-
férence (c)? Nous pouvons loujours supposer que les chemins (L)

Journ, de Math. (7* série), tome I, — Fasc. 1, 1917, 6
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et (I") partent tous deux de O. Lorsqu’on suit le chemin (L) de O
jusqu’a A d’affixe Z,, le point 5 décrit une ligne (/) qui part de o et
aboutit & 5,3 lorsqu’on suit le chemin (L") de O jusqu’a A, le point s
décrit une ligne (/') qui part de o, et aboutit a 5,. Supposons que 3,
et 5, soient distincts, alors les chemins () et (/') ont un dernier point
commun intérieur lorsqu’on les suit & partir de o et il en est de
méme des chemins (L) et (L") suivis & partir de O. On peut d’ailleurs
toujours supposer que les chemins (L) et (L’) n’ont d’autres points
communs que O et A, car, dans le cas contraire, on fera jouer au
dernier point commun intérieur le réle du point O.

La portion (A) du domaine (D) qui est limitée par les courbes (L)
et (L’) est représentée d’unc maniére conforme par 5 =I(Z), sur la
portion (&) du cercle (d) limitée par (), (£) et ’arc () d’extrémités
3,et 3,. Supposons que (A) ne contienne, a son intérieur, aucun point
frontiére de (D) ; dans ce cas, lorsque s tend vers un point de (1), Z
tend nécessairement vers Z,. On en déduirait que f(s) est une cons-
tante dans (&), ce qui est impossible. Done 3, et 5, coincident.

Supposons inversement que les points 3, et =, coincident. On peut
choisir pour (I.) et (L) des lignes polygonales ('), et supposer
qu’aucun des points M, ou les lignes se traversent, ne soit un sommet
de (L) ni de (L’). Soient M,, M,, ..., M,, ..., les points ou se
traversent les lignes (L) et (). Partons de O; suivons (L) jusqu'au
point M, puis (L) entre M, et M,, de nouveau (L.)entre M, et M,, etc.
Nous définissons ainsi une nouvelle ligne -brisée (L,). On définit de
méme une ligne brisée (L) en suivant (L") entre O et M,, puis (L)
entre M, et M,, etc. Nous remplacerons ainsi (L) et (L) par les deux
lignes brisées (L, ), (L) ne se traversant pas. En modifiant un peu ces
lignes en leurs points communs, on en déduira deux nouvelles lignes
(L.), (L.,) sans point commun et allant de O en A. Sur chacune des
lignes (L,), (L)), (L.), (L)), la valeur 5=F(Z) a une limite
unique 3,, lorsque Z tend vers Z,. Cela résulte immédiatement du

(') Chacune de ces lignes brisées a tous ses points intérieurs a (D), sauf
Pextrémité A. Toute portion de chacune de ces lignes, limitée par deux points
inlérieurs, n’a qu'un nombre fini de cOtés, La construction de ces lignes est
indiquée au paragraphe 27,
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fait qu'il en est ainsi pour (L) et (L’). En résumé, si z, et 5| coin-
cident, on peut toujours supposer que (L) et (L’) n’ont d’autres
points communs que O et A, car, dans le cas contraire, on rempla-
cerait ces lignes par (L,) et (L}). La fonction z=F(Z) fait la
représentation conforme de (4) sur (&) de maniére que les points de
(L) et ({) d’une part, les points de (L’) et (7') de Tautre, se corres-
pondent. D'ailleurs lorsque 5 tend vers z, sur un chemin quelconque
intérieur 4 (&), nous savons que Z tend vers la limite unique Z,. I
en résulte que (A) ne contient pas d’autre point frontiére que A.
Donc :

Pour que deux chemins aboutissant & un méme potnt acces-
sible A de (¢) fassent correspondre & A, un méme point a de (c),
il faut et il suffit que le domaine (A) limité extérieurement par ces
courbes ne conticnne que le seul point frontiére A.

30. Dans le cas ou il existe deux chemins (L) et (L") aboutissant
en A et limitant un domaine (A) contenant un autre point frontiére
et par conséquent une infinité de tels points, ces deux chemins four-
nissent deux valeurs limites différentes z, et s,. Nous conviendrons
dans ce cas de dédoubler le point A qui comptera deux fois comme
point frontiére. D’une maniére générale un point A complera autant
de fois qu’il y a de chemins (L’) conduisant & des valeurs x| dis-
tinctes de 3, et distinctes entre elles. Ces différents points A super-
posés seront, par convention, distincts. Supposons par exemple
que (D) soit le domaine formé par les points intérieurs & une circon-
férence (C) de centre P, exception faite des points du rayon PQ
supposé appartenir & la frontiére. Chaque point A de PQ, sauf le
point P, devra compter pour deux : on pourra imaginer que la fron-
tiere PQ est fournie par les deux bords d’une coupure. Soit encore
un cercle (C) et le cercle (I') tangent intérieurement en un point A
de (C) et de rayon moitié de celui de (C). Menons, dans le cercle (I'),
les cordes

AB,, AB,; AB, AB,; ..., AB, AB;

“oey

faisant respectivement avec la tangente en A aux deux cercles les
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angles

41, —1; + = —=; cees + = —1;

2 2

Le domaine (D)) sera formé par les points intérieurs & (C) qui

n’appartiennent & aucune de ces cordes. Dans ce cas, le point A doit

étre compté une infinité de fois sur la frontiére (C). Il lui correspond
une infinité de points sur la circonférence (¢).

31. 1l résulte immédiatement de ce qui précéde que deux points
accessibles distincts Z, et Z; ne peavent fournir le méme point z,
de (¢). Nous avons vu, en effet, que dans ce cas, le domaine (A) qui
correspond a (&) ne peut contenir qu'un seul point frontiére. Donc :

A tout point accessible de la froniiére (C) de (D) correspond un
point unique de la circonférence (c). A deux points accessibles dis-
tincts correspondent deux points différents de (c).

32. Je vais maintenant établir la proposition suivante : soit Z;ou A
un point accessible de (C) auquel correspond le point =, de (c); si une
suite infinie de points Z,, Z,, ..., Z,, ... a pour limite unique Z,, la
suite des points correspondants z,, z., ..., 5,, ... a pour limite
unique z,. Nous supposons essentiellement que le point Z, n’est pas
compté plusieurs fois sur la frontiére ou que, s'il en est ainsi, on peut
enfermer les points Z,, sauf un nombre fini d’entre eux, dans un
domaine (A) formé de points intérieurs & (D) et du seul point fron-
tiére Z,.

Soit (L) une ligne polygonale joignant O 4 A 4 1'aide de pointsinté-
rieursa (D) [etintérieure & (A) si c’est nécessaire]. Tracons le cercle de

centre A et de rayon,—ll (n entier). Soit A, le dernier point de ren-

contre de (L) et de la circonférence, lorsqu’on se déplace de O
vers A. Le point A, intérieur & (D) appartient a un arc B,A,B/, de la
circonférence dont les points intérieurs sont intérieurs a (D) et les
extrémités B,, B, appartiennent 2 la frontiére (C). Les points B,
et B, sont accessibles et il leur correspond sur (c) les points by, b),; &
I'arc de cercle B,A,B), correspond un arc de courbe (A,) dont les
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points intérieurs sont intérieurs a (d). La coupure B, A, B, partage le
domaine (D) en deux domaines simplement connexes (D,) et (D).
Le domaine (D,) contient A sur sa frontiére et ne contient pas O; le
domaine (D,) contient O dans son intérieur. Cela résulte aussitét du
fait que la courbe (L) partie du point O de (D,), ne peut plus rentrer
dans ce domaine & partir du point A,, puisqu’elle ne rencontre plus
I'arc B,B), et qu’elle n’a, avec la frontiére de (D), d’autre point
commun que le point A. La coupure (A,) partage le cercle (d) en
deux domaines simplement connexes (d,) et (d,). Le domaine (d,)
contient & et ne contient pas 0. Le domaine (d,) contient o et ne con-
tient pas a.

En donnant & » toutes les valeurs entiéres, nous définissons ainsi
une suite infinie de coupures (,), (X,), ..., (A,), .... Chacune d’elles
entoure les suivantes. En effet, les coupures (A,) et (A,,,) ne se
coupent pas dans (d) puisqu’elles correspondent 4 des arcs de cercles

1
n -1
leur correspondent contiennent tous deux &, il en résulte que (2,)
entoure (A,,,). Je dis que (A,) a pour limite le point @ lorsque » croit
indéfiniment. En effet, s’il n’en était pas ainsi, (A,) aurait pour limite
un arc (A,) de la circonférence (c). Or on a, sur (A,),

concentriques et de rayons - et . Comme les domaines (d,) qui
n

. 1
1 /(5) —Zo| = —;
L]
donc, f(s) aurait pour limite Z,, uniformément, quand les coupures
s’approcheraient de (},). Cela est impossible, puisque f(5) n’est
pas constant.

Soit alors la suite Z,, Z,, ..., Z,, ... admettant 'unique point
limite Z, ou A. Pour chaque valeur de s, ces points, sauf un nombre
fini d’entre eux, sont contenus dans (D,); donc les points 5, 5., ...,
%py ... sont contenus dans (d,), sauf un nombre fini d’entre eux, et
comme le domaine (d,) se réduit & la limite au point z, ou «, il en
résulte que la suite z, a pour limite a.

33. Voici une conséquence immédiate de la proposition précé-
dente : supposons que les points accessibles Z,, Z,, Z, ..., Z}", ...
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aient pour limite le point accessible Z,; je dis que les points corres-
pondants 3, 5}, 3;, ..., 5., ... ont pour limite le point z,, correspon-
dant a Z,. Soit, en effet, {, un point limite de l’ensemble des
points z". D’aprés ce qui précéde, on peut choisir Z, tel que ce point
soit 4 une distance de Z" inférieure & :—l et que le point correspon-

dant s, soit & une distance de s{” inférieure aussi & :—L Les points Z,
ont pour limite Z, et les points 5, ont pour limite {,. D’aprés la pro-
position précédente, {, coincide avec z,. Comme ce raisonnement
s'applique & tout point Jimite des 5", la suite infinie de ces points a
pour unique limite 3.

Sur ’ensemble des points accessibles, z, est une fonction continue
de Z,. ‘

34. Supposons que la courbe (C) qui limite le domaine (D) soit
une courbe simple de Jordan. T'ous les points Z, de cette courbe sont
accessibles et lorsque Z, parcourt (C), 5, est une fonction continue
de Z,. On peut représenter les affixes Z, des points de (C) par la for-
mule Z;= ¢ (0), 6 ¢tant un nombre réel qui varie de o 4 2w; on a
9 (0) =9(27) et les valeurs de ¢ () pour deux valeurs quelconques
de 0 intérieures & I'intervalle (o, 2w) sont distinctes. La fonction ¢ (6)
est une fonction continue de son argument puisque (C) est une courbe
de Jordan. Le nombre =, est une fonction continue de Z,,donc de 6 et
par suite, puisque.|z,| == 1, 'argument ¢ de 5, est une fonction con-
tinue de 6, ¢ (0). Cette fonction varie toujours dans le méme sens de
¢, =y (0) & Yy=1 (2w); en eflfet, dans le cas contraire, ¢ prendrait
la méme valeur pour deux valeurs distinctes 0" et 0" et un méme
point 3, correspondrail & deux points Z; et Z; de (C). Pour la méme
raison I’arc §, ¢, n’est pas supérieur a une circonférence. Il n’est pas
inférieur non plus 4 une circonférence, car il y aurait un arc de la
circonférence (¢) qui ne serait pas parcourue par z,. Or, lorsque s
s’approche d’un point de cet arc, Z admet au moins un point limite
sur (C) et ce point, étant accessible d’une seule maniére, correspond a
un point unique de (¢). L’arc {, 4, couvre donc toute la circonfé-
rence (¢); en d'autres termes |§,—¢,|=2%. Donc Z est, inver-
sement, une fonction continue de z.
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Ainsi, lorsqu’'un domaine (D) est limité par une courbe simple de
Jordan, on peul faire la représentation conforme de ce domaine
sur un cercle (d) de mantére qu’a un élément de contact intérieur
a (D) corresponde un éliment de contact intéricur ¢ (). Les fron-
tiéres des deur domaines se correspondent alors d’une maniére
unwoque el continue.

La démonstration de ce théoréme fait simplement appel aux théo-
rémes classiques sur les fonctions analytiques.

33. Revenons au cas ou la frontiére (C) est quelconque. Le mode
deraisonnement du paragraphe 32 a montré que si I'on a une suite in-
finie d’arcs simples (A,),(A,), ..., (A,), ..., formant coupures pour (D)
et ayant pour limite le seul point frontiére Z,, les arcs correspondants
(A)y (My)s «evy (M), ... ont pour limites des points et non des arcs
de (¢), c’est-a-dire que, de toule suile infinie d’arcs, extraite des (%,),
on peut extraire une suite nouvelle ayant pour limite un point z,.

Soit z,, un point quelconque de (¢), et une suite infinie de points 3
ayant pour unique point limite z,. On peut extraire de cette suite,
une suite nouvelle z,, z,, ..., 5,, ... telle que la suite Z,,Z,,..., Z,, ...
ait un seul point limite Z, sur (C). Nous pouvons, comme au para-
graphe 32, tracer des arcs de cercles (A,) passant par Z, et formant cou-
pures pour (D). Les arcs de courbes correspondants ont pour unique
point limite 5,, puisque Parc (1,) passe par le point z, et que la
suite 5, a pour unique limite 5,. Les extrémités B,, B, des cou-
pures (A,) sont des points accessibles de (C), donc les points b,, b,
correspondent a des points accessibles. Le point 5, est un point limite
de points correspondants agdes points accessibles. Comme 3, est arbi-
traire sur (¢), on voit que l'ensemble des points 5, correspondant &
des points accessibles est partout dense sur (¢).

36. Appelons E le domaine d’indétermination de f(s) au point z,,
pour les valeurs de s intérieures & (d). Nous pouvons obtenir cet
ensemble en tragant des cercles de centre z, et de rayons indéfiniment
décroissants. L’ensemble E est la limite des domaines form¢és par les
valeurs de /(5) pour chacun des domaines intérieurs & la fois & (d)
et & ces cercles. E est un ensemble continu formé de points frontiéres
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de (C). Nous 'appellerons un bout de cette frontiére. Soit z,, 3., ...,
3,, ... une suite de points intérieurs a (), ayant z, pour limite et tels
que les valeurs Z, correspondantes aient une limite unique Z;,.

Supposons que 'on puisse tracer une infinit¢ d'arcs de cercle (A,)
ayant leur centre en Z;, de rayons indéfiniment décroissants, tels que
chacun d’eux forme coupure pour (D) de maniére que la portion (D)
du domaine (D), qui ne contient pas O et qui est obtenue & l'aide
de (A,), contienne une infinité de points Z,. Le point Z, est alors
appelé, par M. Carathéodory, point principal du bout E. Un
point Z; appartenant & Il qui ne posséde pas cetle propriété scra
appelé un point accessoire du bout E.

Pour le point principal Z,, aux coupures (A,) correspondent des
arcs de courbes (A,)ayant pour limite 3,. En effet, (A,) est une coupure
pour (d) et la portion (d,) de (&), qui ne contient pas o, contient une
infinité de points s, et par suite s,. Les différents domaines (d,) sont
emboités les uns dans les autres et ont pour limite z,.

Menons, dans le cercle (d), le rayon oz,. Ce rayon rencontre ia
courbe (A,) au moins en un point 3. La suite des points 5, a pour
limite 5., tandis que la suite des valeurs Z, = /(=) a pour limite Z;.
Ainsi, I'affixe Z; d’un point principal relalif & 5, est une des valeurs
limites de f () sur le rayon o3,.

37. Réciproquement, toute valeur Z,, limite d’une suite infinie des
valeurs de f(s) sur le rayon oz, est un point principal. Cetle réci-
proque a été ¢tablie par M. Lindelsf (). Je vais en donner une
démonstration reposant sur les principes que nous avons utilisés dans
ce travail.

Menons deux cordes 3, A et 5,B du cercle (d) également inclinées
sur le rayon o3,. Nous savons que dans I’angle fgo\B, I’ensemble des
valears limites de f(s) est le méme sur toute courbe aboutissant en o.

Soit Z, une des valeurs limites de f(z) sur le rayon. Nous avons vu
que Pon peut, par des arcs de cercles de centre o, découper dans

I'angle Az,B des quadrilatéres curvilignes semblables tels que f(3)

-

(') Sur un principe général de U dnalyse, eic., p. 28,
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converge uniformément vers Z, a I'intérieur de ces quadrilatéres. 11
en résulte immédiatement que I'on peut tracer, a Vintérieur de ces
quadrilatéres, unc suite infinic de cercles (©)), (v)), ..oy (¥0)s s
homothétiques par rapport a z,, dont les centres =}, 5, ..., 5,, ... sont
sur le rayon oz, et tels que, & I'intérieur du cercle (i.,), on ait

[/(5) =7, | <en

la suite décroissante ¢, ¢,, ..., €, ... ayant pour limite zéro.

La suite Z', Z,, ..., Z, ..., correspondanl & 3, 3,, ..., T,y «.v)
a pour limite le point Z,, de (C). [l faut démontrer que Z, est un point
principal. Admettons qu'il n’en soit pas ainsi, c’est-a-dire qu'il soit
impossible de trouver une infinité d’arcs de cercles de centre Z,, de
rayons indéfiniinent décroissants, formant coupures pour (D) et tels
que chacun d’eux sépare O d’uneinfinité de points Z,. Il en résulte que
lorsque le rayon d’un cercle (I') de centre Z est assez petit, aucune
des coupures, en nombre fini ou infini, formées par les arcs de ce
cercle ne posséde la propriété précédente. Soit p le rayon de I'un
de ces cercles; les points de (C) situés sur la circonférence forment
un ensemble fermé ct nous désignerons par (X,), (Z,), ..., (£.), -++)
les arcs de cercle contigus & cet ensemble. A ces arcs de cercles
correspondent des arcs de courbes (3,), (34), +--» (G4, --.. Puisque les
arcs (Z,) appartiennent au cercle (I'), aucun des arcs (o,) ne sépare o
de 5,. D’ailleurs, aucun des arcs (s,) n’est fermé : chacun d’eux
aboutit en deux points de la circonférence (c) correspondant aux
extrémités accessibles de I'arc (X,) correspondant a (g,,).

Pour cette suite (5,), les ensembles limites se réduisent tous & des
points, car s’il n’en était pas ainsi, on pourrait extraire de la suite (s,)
une nouvelle suite (¢/) admettant comme limite les points d'un arc (o)
de la circonférence (c). Les arcs de cercle (X)) correspondants sont
des arcs contigus & I’ensemble fermé des points de (C) situés sur le
cercle (1'). On peut extraire de la suite (X,), une suite nouvelle (X))
ayant pour limite un point unique Z, de (C) situé sur la circonfé-
rence (I'). Les courbes (7)) correspondantes ont encore (q) pour limite
et, 5 ¢tant pris sur ces courbes, f(s)a pour limite la constante Z,.
Nous savons que cela est impossible si () ne se réduit pas & un point.

Journ. de Math. (7* série), tome I1I. — Fasc. I, 1917, 7
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Appelons domaine (5,) celui des deux domaines en lesquels () est
partagé par la coupure (g,), qui ne contient pas o. Il résulte de ce qui
précede que, si p est un point quelconque intérieur a (d),il n'y a
qu’un nombre fini de domaines (s,) contenant le point p.

Prenons ¢, infériear & ¢ : je dis que le cercle (i) est tout entier i
lintérieur d’'un domaine (5,). En effet, le centre =/ est & 'intérieur de
I'un de ces domaines : supposons en effet le contraire, et tracons le
cercle (¢') de centre o et passant par 5,. Il n’y a qu’un nombre fini
d’arcs (s,) rencontrant ce cercle et aucun des domaines (5,) corres-
pondant ne contient 3| par hypothése. On peut donc tracer un che-
min [ joignant o & 5’ et ne rencontrant aucune courbe (3,). L.a courhe
(L)) correspondante joint alors les deux points O et 7 el ne rencontre
aucun arc (X,); elle ne rencontre donc pas le cercle (I'). Mais Z est
a I'intérieur du cercle puisque |7, — 7 | <&, < g et O est, par hypo-
thése, a U'extérieur de (1"); il y a donc contradiction ct ' appartient
& un domaine (s,) que nous appellerons (¢}). Le point =; est d’ailleurs
4 'intérieur du domaine puisque sur I'arc(¢),ona|Z — 7| = >¢,.
D’ailleurs, le cercle (p.)) est tout entier a 'intérieur de ('), cars’il en
sortait, il y aurait un point de ce cercle sur la frontiére (5,) | puisque
les points de (w)) sont tous intérieurs & ()], et cela estimpossible pour
la méme raison que pour le point .

Le cercle (@) est donc tout entier & l'intérieur du domaine (s)).
Par hypothése, le domaine (s)) ne contient pas z,; il y a, par suile,
sur le rayon Oz, des points =, et des cercles (p,) extérieurs & ce
domaine (). Nous pouvons toujours supposer que (i,) est le premicr
de ces cercles en supprimant, s'il le faut, des cercles intermédiaires.
Le cercle (i) est alors intéricur 4 un domaine (3,) nécessairement
distinct de (5,) et ainsi de suite. Nous définirons une suite infinie de
domaines distincts -

(7)) (g ooy (@)

tels que le domaine (s)) contienne (u,) toul entier a son intérieur.
De la suite (¢ extrayons une suite (o)) telle que les arcs de cercle
correspondants (X)) aient une limite unique Z,. Nous aurons alors une

suite de domaines
(a7)y (@3) oo (On)y enn
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contenant respectivement les cercles

”

(i) (I-L';)) coey (pa)s

a leur intérieur et tels que lorsque = est sur 'arc {(g), f(=) tende uni-
formément vers Z,. :

Je dis qu'un tel résultat est impossible. Par une homothétie de
centre 3, amenons tous les cercles (w,), qui sont homothétiques par
rapport & 3,, 4 coincider avec un méme cercle (i) de centre o. Ce
cercle (1) sera intérieur & tous les domaines (s,) résultant par homo-
thétie des domaines (s,). Appelons a, et b, les deux points de la fron-
tiere de (s,) qui correspondent aux deux points de rencontre de
I’arc (5,) avec le cercle (¢); I’arc de cercle a,b, correspondra a I'arc
du cercle (¢) qui fait partie de la frontiére du domaine (s).

Faisons maintenant la représentation conforme du domaine (s,)
sur le cercle (v) de rayon 1 du plan des { de mani¢re que les points a,
et b, correspondent & deux points o et 3 pris sur la circonférence (y).
Soit z = 9, ({) la fonction qui fait cette représentation et , le point
correspondant 4 s = o. Jedisque tous les points{, sont complétement
intéricurs & (v), c’est-a-dire qu’aucun point limite des {, n’est sur la
circonférence (). Dans le cas contraire, nous pourrions trouver une

v

suite infinie {,, {0 ..., ..y ..., extraite des, et telle que ¢, ait
pour limite un point { de la circonférence (). Des fonctions %,. (%)
correspondantes, on peut extraire une suite 9, ({) ayant pour limite
une fonction ¢ (L), laquelle fait la représentation conforme de I'in-
térieur de () sur un domaine (s) formé des points complétement
intérieurs aux (s, ). Le point o appartient nécessairement au
domaine (s) puisque les cercles (1) sont intérieurs a tous les (s,);
il lui correspond, 4 ’aide de lafonction g (£), un point ¢, intérieur au
cercle (y). Il en résulte que les points {,, qui font partie de la
suite {,, auraient pour limite {, et non {. Cette contradiction établit
notre proposition.

Considéronsmaintenantla fonction f'( 5) - Z,= g (s) quiprendsur
lesarcs(o7,),des valeurs dont le module tend vers zéro quand 2 augmente
indéfiniment. Par les transformations précédentes, il lui correspond
des fonctiens %, (() qui, sur I'un des arcs «f3, prennent des valeurs
de module indéfiniment décroissant. Comme les %, ({) sont bornées
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dans (¥), il en résulte que &, () a pour limite zéro dans tout domaine
intérieur & (y) et cette limite est atteinte uniformément. Enfermons
les points ¢, dans un tel domaine, on voit que £,({,) a pour limite
zéro; mais A,((,) a la méme valeur que g(s) au point 3;,, c’est-a-dire
f(z)—2Z,0uZ,— 7, Ainsi Z,—Z, tendrait vers zéro; mais ce
nombre a pour limite Z, — Z, ; il en résulterait que cette limite est
nulle, ce qui est impossible puisque son module est égal & p.

La proposition est démontrée : Z; est un point principal.

8. Soient A et B, deux valeurs limites sur le rayon Oz, et les
suites de nombres

~' ~'

~ge vy ~ny ey
N
<1y

-
. ~n R )

-l
ng
55,
ayant respectivement pour limite A et B. Appelons ¢, la distance
3, 3, et 7, la distance z, 3,. Nous supposons que la suite

Frs Py Fas P2y ooy Ty Pas

soil décroissante. Nous avons vu auparagraphe 14 que le rapport £
. P

n

a pour limite zéro quand 7~ croit indéfiniment. Par chacun des
points 5, ou =, passe une coupure ( A,) ou (A, ) séparantle point z; du
point o : on peut donner de la remarque qui précéde un énoncé ne
faisant intervenir que ces coupures ('), mais ce dernier énoncé n’est
que l'application au cas qui nous occupe de la proposition générale
établie au paragraphe 14.

39. Nous avons vu que I'ensemble des valeurs limites de f(3), au
point P, d’affixe z,, est le méme sur toute corde issue de z, et plus
généralement sur toute courbe passant en =, et non tangente a la
circonférence en ce point. Appelons E, I’enscmble des valeurs limites
ainsi obtenucs et F I’ensemble des valeurs limites de f°(z) qui ne sont
pas obtenues sur le rayon. On a

E=,+F.

Yy Cf. LinvELor, Sur un principe général de I’ Analyse, ete., p. 32.
) / Pe s yse, » P
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E, est I'’ensemble des affixes des points principaux relatifs & 5,; I¥
est I'ensemble des affixes des points accessoires. En particulier, E,
peut se réduire & un point unique Z, qui est alors accessible.

490. Soit 1, 1,, &,, ..., L,, ... une suite infinie d’arcs de courbes inté-
rieures & (d) et dont les contacts avec le cercle (¢) au point P sont
respectivement d’ordre o, 1, 2,...,n,.... Solent E;, E,, E,, ...,
E,, ... les ensembles formés par les valeurs limites de f(z) sur ces
arcs de courbes que nous supposons situés d’'un méme coté du
diameétre du cercle passant en P.

I’easemble des valeurs limites de f(z) sur les ares Uy, |,, ...,
byy «.., nedécroit jamais lorsque Dordre du contact augmenic; ¢n
d’autres termes, on a les inégalités :

£,

[IRA

E,

A

Nous pouvons, par une premiére représentation conforme, rem-
placer le cercle (&) par le demi-plan situé au dessus de la tangente P&
a ce cercle, le point P coincidant avec son homologue; les courbes
lyylyy ...y L, ... deviennent des courbes £, Z/, ..., I/, ... ayant avec
Px des contacts d’ordres o, 1,2, ..., 7, .... Soit (¢') le domaine
limité par un cercle tangent en P a4 Px et laissant /, & son extérieur, la
droite P elle-méme et un arc de cercle normal & Px au point P. Ce
domaine est un triangle curviligne que I’on peut, par la transformation
conforme du paragraphe 23, remplacer par un secteur circulaire (8"
de centre P dont un des rayons sera Px. Les courbes /,,7,,..., [, ...
deviennent des courbes I, I, ..., [/, ..., et la courbe /] n’est pas
tangente a Px. Soit F({), la fonction déduite de f(s) par la
représentation conforme qui substitue au plan des Z,le plan des ¢ ou
est tracé le secteur (8”). Les valeurs limites de F () sur £/ sont celles
de E,. Les points correspondants du plan des 7 sont principaux
pour le domaine (A) homologue de (8”). Il y a des courbes o/, tracées
dans (¢"), séparant P du bord circulaire du secteur et se réduisant a

la limite & P, sur lesquelles F(¢) a pour limite une valeur Z, de E,.
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Comme [, Z, ..., [, ... rencontrent ces courbes, la valeur Z, fait
pactie des ensembles E,,E,, ..., E,, ....

On raisonnerait de méme en partant d’une courbe /, et en opérant
les transformations indiquées aux paragraphes 23 et 24. Par con-
séquent, une valeur limite obtenue sur une courbe ayant en P un
contact déterminé avec (c), sera obtenue aussi sur tout arc dont le
contact en P est d’ordre supérieur a celui de la premiére courbe.



