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QUELQUES POINTS DE LA THEORIE DES INVARIANTS INTEGRAUX. 2/4I

Sur quelques points de la théorie des invariants intégraux ;

¥ Pan E. GOURSAT.

1. Je me propose de compléter sur quelques points les résultats
d’un Mémoire antéricur Sur les invariants intégrauc (Journal de
Mathématiques, 6° série, t. 1V, 1908, p. 331-365). Jemploicrai les
mémes notations que dans ce travail, sauf que j’¢erirai, afin d’abréger,

un seul signefpour désigner une intégrale multiple, ce qui ne peut

entrainer aucunc ambiguité.

Soient x,, ., ..., .r, un systéme de » variables indépendantes et
Az a5, (pSn) un systtme de fonctions de ces n variables, dont
chacune est affectée de p indices diffcrents =,, «,, ..., %,, pris parmi
les n premiers nombres. Les fonctions dont les indices ne différent
que par leur ordre sont égales au signe prés. Si (a), ), ..., %,) est
une nouvelle permutation des indices (2, %, ..., %,), ona

f\x,,z:. oz, = f\z".z;,.”.u”,y

!

le signe + convenant au cas ol les deux permutations sont de la
méme classe, et le signe — au cas ou ces permutations sont de classes
différentes. L'expression

1, / S As o dea ey, ... dig,

ou le signe ¥ est étendu & tous les arrangements des n premiers nom-
bres p & p, représente une intégrale multiple d’ordre p. Pour avoir la
valeur de cette intégrale étendue & une multipligité (E,) de I'espace
a n dimensions (z,, &, ..., r,), nous supposerons lescoordonnées d’un
point de cette multiplicité exprimées au moyen de p parameétres
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242 E. GOURSAT.

Uy, Uy «.., U, de fagon que la multiplicité (E,) corresponde point
par point & une autre multiplicité (¢,) de I'espace & p dimensions
(uyy yy ...y up). La valeur de lintégrale I, étendue 4 la multipli-
cité (E,), peut alors s’écrire sous I'une ou I'autre des deux formes

oxa ()xa d‘tau
—_ ¥ ' 2. LA
],,—- (- Aa““’_.“‘ap ()“I du: dllp dll' du._; v du,.,

le signe X étant étendu & tous les arrangements p a p des » indices,

D(zq,, 24, ..., zq)
lp.—:_f[z A, a .. o % o Jdu1du,...dup,

= %p D(llt, Ugy v v o llp)

le signe T étant étendu & toutes les combinaisons des indices p 4 p, et
les deux intégrales ¢tant ¢tendues a la multiplicité (e,). Quand on
change I'ordre danslequel on écrit les variablesu,, u,, ..., u,, la valeur
de I, peut changer de signe, de méme qu’unc intégrale de surface
change de signe quand on change le c6té de la surface suivant lequel
elle est prise. Dans ce qui suit, nousaurons a considérer des intégrales
étendues a une multiphcité (E,), qui varie d’'une manié¢re continue
avec un paramétre /. Les coordonnées d’un point de cette multiplicité
sont fonctions des p paramétres u,, ., ..., u, etde ¢. Une foisqu’on a
choisi 'ordre dans lequel on écrit les variables x; et les paramétres
(u,, u,, ..., u,) pour une valeur particuli¢re de ¢, on conservera le
méme ordre pour toutes les valeurs de ¢. Il est clair que la valeur de
I'intégrale multiple est une fonction continue de ¢.

2. Soit

) 1,,:[2 Aoy .., 20,2, ... das,

un invariant intégral d’ordre p du systéme

dz, dx,  _ dz,

(2) 'x—,——-i: ..... —X—n-::dt,

je supposerai, pour fixer les idées, que 1’on a écrit tous les coefficients
Ag.a,...a, COrTEspondant a tous les arrangements p a p des n premiers
nombres. Soit E,_; une multiplicité a p — 1 dimensions de I'espace
a n dimensions (z,, x,, ..., z,) non formée de caractéristiques, ¢’est-
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a-dire de courbes intégrales des équations (2). Quand on fait varier ¢
deoa T, le point (z,, @, ..., 7,) qui, pour ¢ = o, coincide avec un
point ), 3, ..., z, de Li,_, décrit un segment de caractéristique C
allant du point (%, ..., ;) & un point (i, z}, ..., ,), et ces
segments de caractéristiques engendrent une multiplicité E, limitée
par E,_,, par la multiplicité¢ E/,_| décrite par le point (z], &}, ..., x,)
et par une autre multiplicité E,_ engendrée par les segments de
caractéristiques issues des différents points de la multiplicité E, , qui
limite E,_,. Nous allons calculer la valeur de I'intégrale I, étendue a
cette multiplicité E,. Pour cela, supposons les coordonnées d'un point
(xf, x}y ..., x,) de E,_, expriméesau moyen de p — 1 variables indé-
pendantes u,, u,, ..., u,_,; les coordonnées d’un point de la multi-
plicit¢ E, seront alors des fonctions de u,, u,, ..., u,, et de la
variable ¢, pour lesquelles on aura

(2)' T

=\; (i=1.2,...,n).
I’intégrale cherchée peut s’écrire

— | = ) .
l,.—f -A‘\:x,.a,....‘a,, dzg, dxy,. .. d“z,,
i
»

» v

. Jr, Oz 0zq,

=] XA S I Yduy . .. du,_ dt

A/}. B &a e %S0 O, ot te- Lot
‘

la sommation indiquée par le signe X étant étenduc a tous les arran-

gements d’indices p 4 p. On peut encore écrire I,, d’aprés les rela-
tions (2),

¥ ox
(3) 1,,:/ dtf SCaa,. a2 0T T
v G

L@y, *
Pt duy du, dtp—y

en posant

([I) C:,.a.,....,,a,,_.=2 Aa,,a,....,a,..,,ixi;

i=1

cette expression de [, prend aussi la forme abrégée équivalente

T
(3y Ip:f dlf .‘.‘.Ca‘.,z,_..,,l,_‘dxz‘dx;,:... d.z'a',__,.
) Epo
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La valeur de 1, est une fonction de la variable 'I', dont la dérivée
! 3
pour T = o a pour valeur
dl, .
(5) F) =] 2Casndrades. .. drg,
By
Considérons cn sccond lieu une multiplicité I, définie en partant
de E,_, d’une facon plus générale. A chaque point (&, 3, ..., 1,
de E,_, faisons correspondre une valeur de 0 variant d’'une maniére
P
continue avec la position de ce point. Le segment de caractéristique
issue du point (xf, z)...., x%) déerit par le point (z,, xy, ..., @)

~

quand ¢ varie entre o el 0, engendre unc multiplicit¢ k,, hornée par

[i,_, et une autre multiplicité F, | lieu de extrémité du segment
variable de caractéristique. De chaque point /2 de cette multiplicite I,
part une caractéristique; si 'on fait varier 22 0 a4 T, le point m vient
occuper une position /', dont le licu est une autre multiplicité I, que
I’on peut évidemment déduire de E, en ajoutant & celle-ci la mul-
tiplicit¢ p, décrite par E,_, quand on fait croitrez dco a T, et en
retranchant la multiplicité w, décrite par I, _, quand # variedco a T
Puisque I, est un invariant intégral, Pintégrale I, a la méme valeur
pour les multiplicités E, et I, et par suite pour les multiplicités w,

’ [ ] dlp A . :
et u . La dérivée (ﬁ>o a donc la méme valeur pour les deux multi-
plicités F‘p-' et I

p-1?

S0 v — .
(6) /‘ -'(41,.1,,....1,,_‘ dzq,... (I'L':x,, = [ Sca,.a,.....al,. , Aoy, drg,..., ’{fa’,-.’

YEp i

quelle que soit la fagon dont 0 varic avec la position du point
(z}, ..., x,) sur E,_ . En particulier, si I'on suppose que % a une
valeur constante, on voit que

(7) IP"‘ :fr' C1|11:~ s Zpoy d‘r:‘t ({.7‘1, s dxa},~|

est un invariant intégral d’ordre p — 1 pour les équations (2) . Mais
c’est un invariant intégral d’une espéce particuli¢re, caril conserve la
méme valeur pour toute multiplicité que ’on déduitde Epﬂ en faisant
décrire a chaque point de E__, la caractéristique issue de ce point
suivant une loi arbitraire. En continuant d’employer le langage géo-
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métrique, si nous appelons twbe de caractéristiques la multiplicité
d’ordre p engendrée par les caractéristiques issues des différents
points d’'une multiplicité¢ d’ordre p — 1, non formée de caractéristiques,
et section de ce tube toute multiplicité continued’ordre p — 1 obtenue
en prenant un pointarbitrairementsurchacune de ces caracléristiques,
on peut dire que I'intégrale [,,»_‘ a la méme valeur pour toutes les sec-
tions d’un tube caractéristique. Nous dirons pour abréger que tout
invariant intégral qui jouit de celle propriété est atlaché aux carac-
leristiques. 1’apres cela, tout invariant attaché aux caractéristiques
estaussiuninvariantintégral pour le systémed’¢quations différentielles
obtenu en multipliant X\,, X,, ..., X, par unc fonction arbitraire
(', Ty o vy &), puisque les caractéristiques restent les mémes,

Ce qui précéde n'est au fond ue le raisonnement de M. Poincaré
(Acta mathematica, t. XIII, p. 66), présenté sous sa forme la plus
générale. Le résultal peut s’énoncer comme il suit:

De tout invariant intégral absolu 1, du systéme (2), on peut
déduire (en général) unincariantl, | attaché aux caracteristiques
de ce systéme.

On est ainsi conduit a se poser les deux questions suivantes :

1° Obtient-on par ce procédé tous les invariants intégraux attachés
aux caractéristiques ?

2° Un invariant intégral ¢tant donné, comment reconnaitre s'il est
attaché aux caractéristiques?

On verra que ces deux questions se résolvent en méme temps d'une
facon tres simple.

o. Dans lc travail antéricur déja rappelé, j'ai appelé (I2) I'opéra-
tion par laquelle on passe de I'invariant (1)1, & 'invariant (5)T,_,.
La liaison entre ces deux invariants peut étre résumée par la relation

di
(8) (Z2). =T

Pinvariant I,_, étant étendu 4 une multiplicité quelconque E, | et
Pinvariant I, & la multiplicit¢ E, que I'on déduit de E,_, par le
procédé expliqué plus haut. Il est clair que cette relation se conserve
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quand on change d’une fagon quelconque les fonctions inconnues
Xy Lyy « oy &, Sans changer la variable ¢. En d’autres termes 'opéra-
tion (E) est covariaate pour toute transformation de la forme

‘Ti:?i(yny'z-“-?)'u) (’.:'327--“");

apreés cetle transformation, les équations (2) sont remplacées par un
nouveau systéme
=dl.

(Y dy _dp

Y, T,

tandis que les invariants I,ctl, , deviennent respectivement
= f ENrnyg @ drey Loy [3Ch e dye, . dys

L’invariant],_ sedéduitde 1) dela méme fagon que 1,_, sedéduitdel,,
c’est-a-dire que 'on a

n
N ’ ;
(‘z..a.,....”z,,_.: EI Aal.a, ..... EM .,.iYi.

i=1

comme on peut le vérifier directement.
L’opération (E) appliquée a un invariant [, conduit & un invariant

I, , identiquementnulsilescoefficients A, , % vérifient les relations

n
N\ ,
(9) zAa..a,...‘,a,,-_,‘:)ii—-—' 0

i=1

pour tous les arrangements d'indices p — 1 ap — 1. J'ai appelé I}
lesinvariants qui jouissent de cette propriété. On voit immédiatement
que tout invariant I,, déduit d’un invariant I, par Popération (E)
est I'"; la réciproque sera établie un peu plus loin.

On peut caractériser les invariants I par la propriété suivante : la
valeur d’un invariant intégral 19, étendue a unc multiplicité
quelconque d'ordre p, engendrée par des courbes caractéristiques,
est toujours nulle; et réciproguement, tout invariant intégral jouis-
sant de cette propriété est un invariant intégral 17

Toute multiplicité d’ordre p composce de caractéristiques peut étre
définie conme la multiplicité E, considérée plus haut; les coordon-

nées (z,, Z,, ..., x,) d’un point de cette multiplicité sont des fonctions
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de p variables indépendantes u,, w,, ..., «,_,, ¢, dont les dérivées par-

p=1?
. dx '3 . . . . []
tielles —= sont égales aux fonctions X,. La valeur de l'invariant inté-

gral I, étendue & une multiplicité de cette espéce a donc pour expres-
sion
S ()‘1;“' d.xy o
|,,=fp 2 Aty ot G Xty s - it
'

ce qui peut s’écrire encore

ax
I,= [ 2 0zq, O%ap E Ag oz, i Xi Jduydu, ... diu,_, di.
U'.:,'

Jdu, dup,_, -
Cette intégrale ne peut étre nulle quelle que soit la nultiplicité

considérce que si tous les éléments sont nuls, c’est-a-dire.si I'on a
identiquement

0 n

0rs, Sl A X:;)=o

dll. * ()ll ) Ago Ky ooey poye N4 — 0.
p—

i=1

1l en est évidemment ainsi si les coefficients A, ,, . ,, de I'invariant
intégral I, vérifient les relations (g). Inversement, ces conditions sont
nécessaires, car pour un systéme de valeurs donnéesde x,, x,, ..., Zp,
on peut choisir arbitrairement les valeurs de toutes les dérivées par-

. ax; . . e 1 . .
tielles 37‘ L’invariant considéré est donc un invariant 1.
i

Il est évident que cette propriété est indépendante du choix des
inconnues. Si un changement de variables x,= 9, (¥\, Y2, -+ ¥»)
raméne le systéme (2) au systéme (2) et I'invariant intégral (1) a la
forme

() DO VRPN VEL S

si les relations () sont vérifiées.
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4. Supposons en particulier que U'on ait ramené, par un changement
de fonctions inconnues, le systtme (2) & la forme réduite souvent
cmploydée par Poincaré¢ dans ses raisonnements,

d\". d.yﬁ d.yu 1 ("_"n

(r0) rale el L =dl.

Toul invariant intégral d’ordre p est de la forme

/Ba..a,, ez, @Ya, dva, . .. dyq,

les coefficients B, , . nc dépendant pas de y,, cl pouvant étre
des fonctions quelconques de y,, )., ...y 3 Avee ce systéme de
variables les conditions (9) deviennent

/ -
no

Ba.‘a_. B N

Donc la différentielle dy, ne doit pas figurer dans Pexpression de
Pinvariant, pour qu'il soit un invariant I'; uninvariantde cetie espicee
ne contient donc ni y,, ni dv,, tandis qu’un invaviant intégral
quelconque ne contient pas y,, mais peut contenir //y,. Pourappliquer
Popération (LX) a un invariant I, nous supposerons qu’on 'écrive en
ne prenant (ue les combinaisons de » indices p a p, ct en mettant
toujours le facteur dy, le dernier dans les termes ot ce facteur figure.
Pour passer de 1, a I'invariant qui s’en déduit 12 il suffit alors de
supprimer le facteur dy, dans tous les termes ou il figure, et de
supprimer tous les termes qui ne contiennent pas ce facteur.
Inversement, étant donné un invariant 1%, on peut le déduire d’un
invariant 1, par Popération (E) (et en général d’une infinité de
facons). lin ecffet, cet invariant 1) étant ¢écrit en ne prenant que les
combinaisons des # indices p a p, il suffira d’ajouter le facteur dy, &
chaque terme de I/, et de lui ajouter ensuite un invariant quelconque
1,2,, pour avoir un invariant d’ordre p —+1 dont Pinvariant 1Y se
déduira par l'opération (E). Il est clair qu’on aura ainsi tous les
invariants d’ordre p +1 dont'invariant donné 1. se déduit par l'opé-
ration (E). lln'y a qu'un moyen d’appliquer ce procédé lorsque
p =1 — 1, car il nexiste évidemment aucun invariant I’ sauf zéro.
Tout invariant I, correspond donc d un multiplicateur déterminé du

systeme d’¢quations différentielles et réciproquement. C’est du reste
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en partant d'un multiplicateur que Poincaré a donné la construction
générale d'un invariant I,_, attaché aux caractéristiques, dans le cas
particulier ot 2 = 3 (voir aussi le n°® 16 de mon premier Mémoire ).
Les autres théorémes démontrés dans ce travail (n° 6-9) sur les inva-
riants I'; pourraient aussi étre ¢tablis aisément sur la forme réduite. Je
ne m’y arrélerai pas. Remarquons sculement qu'il est évident, d’aprés
Pexpression de cesinvariants, qu'ils sontattachés aux caractéristiques.
Supposons, pour simplifier, # = 3; un invariant 1') est de la forme

172 [ [ By ) dydye

Les caractéristiques sont des droites paralléles a I'axe Oy,. Etant
donné un tube de caractéristiques, il est clair que la valeur de 'inté-
grale 1}, étendue & une scction quelconque de ce Lube, estla méme
pour toules ces sections.

3. Il nous reste i démontrer que lesinvariants [ sont les seuls inva-
viants attachés aux caractéristiques. Ladémonstration directe suivante
sapplique a la fois & la proposition elle-méme et & sa réciproque.
Reprenons, comme au n° 2, une multiplicité E, (p < #) non formée
de caractéristiques, limitée par une multiplicit¢ E,_, qui peut dispa-
raitre si I, est une multiplicité fermée. De tout point m de E, part une
caractéristique, sur laquelle nousprenonsarbitrairement un point m’,
de facon & respecter la continuité. Quand le point m décrit E,, le
segment mm' de caractéristique engendre une multiplicité E,,  dont
la limite se compose :

1" De la multiplicité donnée E,;

2 De la multiplicité E, décrite par Pextrémité m’ du segment de
caractéristique considérée lorsque m décrit E,;

3" De la multiplicité E’ engendrée par les segments de caractéris-
tiques issues des différents points de E,H.

Cela étant, soit I, un invariant intégral. La différence entre les va-
leurs de Vintégrale multiple I, étendue aux deux multiplicités E, et E,
dans des sens correspondants (n° 1) est égale, d’apreés le théoréme
de Stokes généralisé, a I'intégrale I, étendue & E], augmentée d’une

Journ. de Math. (57 série), tome Lo -- Fase, 1L g0, 32
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intégrale 1), étendue a la multiplicit¢ E , , I\ étant un invariant
intégral d’ordre p +1 qui se déduil de I, par I'opération (D) (voirle
Mcmoire cité n® 2). Pour que cette diflérence soit toujours nulle, il
fautet il suffitque I'intégrale I, ¢tendue a E; et l'intégrale 1)), étendue
ak,,, soient nulles séparément.

Cette condition est nécessaire. En effet, on peut supposer que la
multiplicité E, disparait; il suffit pour cela de limiter E, et E' 4la
méme multiplicité E, . L'intégrale 1.}, ¢tendue & la multiplicit¢ E, |
formée de caractéristiqques doit donc étre nulle, ce qui exige que I'in-
variant intégral 1% soit un invariant 1% (n° 3). S'il en est ainsi,
Fintégrale I, étendue & la multiplicité ', qui est une multiplicité
quelconque formée de caractéristiques, doit aussi étre nulle. Donc I'in-
variant I, doitlui-méme étre uninvariant 1. Cette derniére condition
entraine la premiére, comme je I’ai démontré¢ dans le premier travail
(n°8).

En résumé, les seuls invariants atlachés aux caractéristiques sont

les invariants 1'’, dont les coefficients vérifient les relations (g).
p? 9

Remarque 1. — On peut encore démontrer comme il suit que les
conditions (g) sont nécessaires pour que I, soit un invariant attaché
aux caractéristiques. En effet, s’il en est ainsi, les condilions
qui expriment que I, est un invariant intégral doivent encore étre
vérifiées quand on multiplie les fonctions X, par une fonction arbi-
traire A(x,, ..., &,), puisque cela ne change pas les caractéristiques.
Pour qu'il en soit ainsi, la fonction A doit vérifier les relations

a1 \ L Jdi ]
duoy, (ZA“"""“/"\") -+ e <2 Axi.... a,,-\h) “+...==0.
\ A :

et, comme cette fonction A est arbitraire, les coefficients A, , ..., A,
doivent satisfaire aux conditions (g).

”

Remarque 11. — 1l résulte aussi de la démonstration précédente
que, si une expression

U= / XAy, n A%, ds, .. dra,

est une différentielle cxacle, et si les coefficients vérifient les condi-
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tions (9), cette expression est un invariant I"” des ¢quations (2). 11
est facile de vérifier ce résultat en combinant les équations () avec

les relations qai expriment que U est une différentielle exacte.

6. Nous n’avons considéré jusqu’ici que des invariants absolus.
Mais on peut aussi définir des invariants relatifs attachés aux carac-
téristiques. Soit, pour fixer les idées,

J,:[A,r[.z;,+...—'.— Apdr,

un invariant relatif du premier ordre du systéme (2), on peut le rem-
placer par l'invariant absolu

/OA; a\
oy L 4 R .
I, __f E g 4).01) dr;duv;.

Si cet invariant I} est [¥*“, le raisonnement du numéro précédent
prouve que l'intégrale J, prise le long d’une courbe fermée quel-
conque G, est ¢gale a la méme intégrale prise le long d’une autre
courbe fermée C,, obtenue en prenant, suivant une loi arbitraire, un
point 22’ sur la caracléristique issue d’'un point m de C,. En effet, la
différence de ces deux intégrales est ¢gale, d'aprés le théoréme de
Stokes géncralisé, i 'intégrale double 1, étendue a la multiplicité E,
engendrée par les segments de caractéristiques me n’, intégrale qui est
nulle d'aprés la propricté qui caractérise les invariants 1)

De tout invariant 147 on peut de méme déduire un invariant
absolu ou relatif d’ordre p altaché aux caractéristiques.

1l peut se faire qu’un invariant intégral 1, ne soit uninvariantl,’ que
pour I'ensemble des caractéristiques qui satisfonta certaines conditions.
Supposons par excmple que les équations (2) admettent une intégrale
premiére I = C. Les caractéristiques pour lesquelles la constante G
a une valeur déterminée forment un systéme dépendant de (n — 2)
constantes arbitraires seulement, et peuvent étre considérées comme
les caractéristiques d’un systéme de (1 — 1) équations différentielles
que I'on obtien Irait en résolvant par rapport a I'une des variables,
x, par exemple, la relation F = C, et portant cette valeur dans les
équations

, ([-l'| r[.'l'n_l
2 B T e = dt.
() X, Xon
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Si 'on fait la méme substitution dans 'invariant I,, on obtient un
invariant I, des ¢quations (2)" qui peut étre un invariant I')” pour ce
systeme. Mais on peut se dispenser de ce calcul, en vérifiant que I’in-
tégrale |, est nulle sur toute multiplicit¢ E, composée de caracté-
ristiques pour lesquelles la constante C a la méme valeur numérique.
Considérons par exemple le systéme canonique

dr, _JF  dp, __ OF

(11) -(—IT—Z)F;’ dt T Ox; (r=1.2.....n)

qui admet I'invariant intégral
(12) IQ:/‘jdx, dpy . ..+ dirn dpy;

4 moins que F ne soit une constante, cet invariant I, n’est pas 1),
D’autre part, le systeme (11) admet Pintégrale premitre F = C. Nous
allons montrer que lintégrale I, étendue a toute multiphcit¢ E,
engendrée par des caractéristiques, pour lesquelles la constante C a
une valeur numérique déterminée, est toujours nulle. En eflet, les
coordonnées (,, p,) de tout point d’une multiplicité de cette espice
peuvent s’exprimner au moyen de deux variables indépendantes ¢ et u,
les dérivées par rapport i ¢ étant dounées par les formules

dr; JF ap; _ JF

o T dps ot T o
On a alors

" "
ED(J',‘. Pi) AN ((}F n; _ JF o.r; ) . ()_l‘:

D( )y — amt \dp; du— dr; da ) du
i=1 i=1

Mais I étant constant sur cette multiplicité, on aaussi

JIF

—_ = 0.
dua

et par suite la valeur de I, est nulle (¢f. Hanamaro, Calcul des
variations, p. 154-153).

7. Les propriétés des invariants 1’ expliquent de la fagon la plus
simple pourquoi la connaissance d’un invariant I}, permet de

n-2



QUELQUES POINTS DE LA THEORIE DES INVARIANTS INTEGRAUX. 253

trouver une ¢quation Y(f) = o formant avec I'équation

<
EX,-EJT_/ —=o

i=1

un systéme complet. Supposons d’abord # = 3, et soil
(13) I = [A, dr,+ Aydx, + A, dz,

un invariant intégral du systéme

dr, _dz, _dz,

(th aX, = ax, = N,

= dt,

dont les cocfficients A, A,, A, vérifient la relation
AN+ AN+ A X == o,

Soit I' une courbe telle que les coordonnées (ryy 2y, w,) d'un de ses
points soient des fonctions d’un paramétre u vérifiant la relation

o.r, e, or,

N, — A + §— T
' ou e Jdu " du °

Il existe évidemment une infinité de courbes de cette espice puisqu’on
peut choisir arbitrairement deux des coordonnécs z,, x,, ,;, en fonc-
tion de u. Nous supposerons de plus cue la courbe T' n’est pas une

caractéristique ; il suffit pour cela de prendre pour x, et x, des fonc-
%% - X, %‘? ne soit pas nul. Cela étant, les
caractéristiques issues des divers points de I'engendrent une surface S,
et I'intégrale fA,dw. + A,dx,+ A;dx,, prise le long d’une courbe
quelconque située sur S, est nulle, puisque cette intégrale est nulle le
long de T, et que I'invariant considéré est I'. Tout élément lincaire
de S satisfait donc a la relation

tions de u telles que X,

(15) ANdr +Aydr,+ Ajdre,= o;

comme il passe évidemment une surface de cette espéce par tout point
de I'espace, il s’ensuit que I'équation précédente est complétement

intégrable, et l'intégration donnera une intégrale premiére du sys-
téme (14).
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Ce résultat se vérifie immeédiatement au moyen des relations

/\,Xl R Agx:_y+ A;; X;,: 0.
o\, J\, J\;

N(A) + A T A S gy O

=0 =1, 2.
o, 2oy ( 17 09)

(qui expriment que I} est un invariant absolu. En différentiant la pre-
micre par rapport & x, et comparant aux suivantes, on en déduit

X, _ N, N
I\ _dA, T 0N, dA, N, OA,

()E T oy duay e, dae, JE;

et par suite

M(«)Ay o,\2>+l\2({).A,_gi\i)_H:(m\g IALN

dry  dry deg ar, ar,) 0

ce qui exprime (ue l'équation A, dw, + A, dry+ A, de, est comple-
tement intégrable. Si Pinvariant IY n’est pas un invariant I'“”, on en
déduira par lopération (D) un invariant 1) ¢t par suite un multi-
plicateur. L’intégration du systéme (14) s’achévera done par une
quadrature.

Plus généralement, considérons un invaviant 1,

.
I,f?_zzfl Aoy g g dg o dry,

On peut déterminer unc infinité de multiplicités 15, ,, non com-
posces de caractéristiques, telles que lintégrale 1, étendue a ces

multiplicités soit nulle. En effet, supposons cette multiplicité E
définie par deux ¢quations

ne=2

Ly = ?l(xh Lgy vy Tug)s Tp = :?2('1"13 Lgy ouve s 7‘/1—-2);

intégrale étendue a cette muliiplicité a pour expression
fﬂ dridzx,...dr,_ .,

B dépendant des variables x, et des dérivées partielles du premier
ordre des fonctions 9, et 9,. Dans I'équation B ==o, on peut choisir
arbitrairement 'une des fonctions ¢,, v,, et I'autre est déterminée par
une équation aux dérivées partiellesdu premier ordre. On peut méme
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choisir la multiplicité de fagon qu’elle passe par une multiplicit¢ E,_,
donnée a I'avance, non composée de courbes caractéristiques.

Soit E,—, une multiplicité non composée de caractéristiques satis-
faisant & la condition précédente. Soit IS, la multiplicité engendrée
par les caractéristiques issues des divers points de E,_,. Nous allons
montrer que ['intégrale 1), étendue a une multiplicité quelconque

=2
E, , située sur V,—, est nulle. En effet, K, , se déduit de I,_, en
prenant un point sur chaque caractéristique issue des divers points de
I,—., ct, d’aprés la propriété essentielle de 'invariant 13", intégrale
étendue & E,_, est ¢gale a 'intégrale ¢tenduc a E,_,, c’est-a-dire nulle.

Ces multiplicités E,_,, qui sont évidemment des multiplicités inte-
grales du systéme (2), peuvent étre obtenues directement. D’une
facon plus générale, pour que I'intégrale

—_— N . .
), f_ N a g, o dy,

~

¢tendae & loute multiplicite IS, renfermée dans la multiplicite I,
définie par I'équation I = o soit nulle, on vérifie sans peine que la
fonction I¢ doitsatisfaire aux conditionssuivantes, de formes différentes
suivant la parité de p :
1" Si p est impair on a les conditions
o e , ol
- L

A..x,,—“—)l_ - \z‘.....z,”x
dey,.,

A L
Xy, Tae D,
avec des signes + el — alternativement.
2 Si p est pair, on n’a que des signes +
JF JdF

\xhz.m..z,,—" A R o e T O
Ten, oz,

Dans le cas actuel, ou p = n — 2, nous savons ¢ priori que ces
équations doivent former un systéme complet. On le vérifie immé-
diatement en supposantle systéeme (2 ) ramené ala forme réduite (10).

8. Je vais montrer en terminanl comment on peut compléter un
résultat démontré dans le Mémoire antérieur. Soit

) = / Nyl Ay di
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un invariant intégral relatif (ou absolu) du systéme (2); les conditions
pour qu’il en soit ainsi expriment que ’expression

(16) 2 X, B.,,) Ay + 2 .\',..ui,,) dey+. ..+ Z xkrs,,k) dr,.
koo

A=z A-=1
ol
YL
= .y, )’
est une difféventiclle exacte d U, et il est clair que U == const. est une

intégrale premicre du systéme (2). 1l peut d’ailleurs arriver que la
fonction U se réduise & unce constante, et dans ce cas j’ai indiqué le
parti que on peut tirer de la connaissance de Pinvariant J pour le
probléme de Pintégration.

Revenons au cas ou U (', &y, ..., x, ) ne se réduit pas a une cons-
tante. Imaginons (ue I'on fasse un changement de variables

=9 (Yis Yoy o on V) (E==1, i m)

de facon que cette intégrale premiére devienne y, = const. Les ¢qua-
tions (2) sont remplacées par un systéme

([.‘)’| — ‘l"‘.’ - - (l.)'ll o ’/.Y// .

(2) —‘—l—_-T: R Y, = o szt

pour lequel ona Y, =o. Quant & U'invariant intégral J, il se change
en un invariant intégral " du systéme (2

J s /u, dy ooy dy oy, dyy,
et il est clair que l'intégrale premiére y, doit se déduire de I'inva-
riant J’ de la méme facon que U (z,, z., ..., x,) se déduit de J. On
aura donc

n II. ’l
dy”_»<2 Yo by )d)-, i z}Ab,,A)dy,,. "":%—Dgf’
et

K=t /
et par suite, puisque Y, = o,

I n--1 n—1

—1
(=) 2\'4-12”.-1.«0, Cey 2\'/_/1,14./, TN Eykl)n;‘. i,

A1 A1

d
h =

-
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Lies » — 1 premiéres relations expriment, d’aprés la remarque du
n°® 3, que I'intégrale double

(18) /}.',/),,,‘([.r,‘//,n. (doh=1,2,...,n—1)

estuninvariant intégral 15" du systéme

".Y: — ’l.Vz — . ’[.)'n |
-‘—T-—-—YT ..._--‘—"—l-.._(ll,

ot 'on considére y, comme une constante. On a vu dans le premier
travail quelles sont les simplifications qui peuvent en résulter pour
I'intégration.

La conclusion est en défaut si I'invariant intégral (18) est iden-
liquement nul, ce qui exige que a,dy, +...+ a,—, dy,—, soit la diffé-
rentielle totale exacte d’une fonction

V= /a, dy + aydy,--. . .4ty dy, -y

en y regardant toujours v, comme une constante. Posons

. AT (g, da, .
Woa, — m - ”"—'l ;))’7//} s m—dy,,_, ;
on a
dW _da, dy, . . duy dy, da, dy, .. . Didtay d.yn—l>
At "y, dr T dy, , dt dy. dt VT gy, dt

n -1
N (da,, Ja;
:2‘ Y (= — 22,
WAL, Ay,
|

ct le second membre est égal & I'unité, d’apres la derniére des rela-
tions (17). On aura donc, dans ce cas, une nouvelle intégrale pre-
miere renfermant /,

d/ ) n-—
(19) _f Sy S consi

il en sera ainsi en particulier pour 2 = 3.

9. Revenons au cas oit 'on connait un invariant intégral ;" du
systéme ()

(20) i :j‘ A dr;dry;

Journ. de Math. (7* série), tome I, — Fasc. I1l, 1915. 33
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les n relations

Ay dry-i- A dag+-.. .+ Ay, de,= o,
(21) Agy dry - \sy drg 4. . .+ A,, dr,= o0,

Apdri-+Apdr,+...+ Ay de, = o,

qui se réduisent & n — p velations distincles (p> o), forment un
systéme complétement intégrable dont toutes les intégrales sont aussi
des intégrales du systéme (2). Si p>1, on peut ainsi former un
systéme complet admettant moins de 2 — 1 intégrales dislinctes qui
appartiennent au systéme (2). Si p = 1, lesystéme (21) est équivalent
au systéme (2), mais on peut en déduire un multiplicateur.

Supposons p > 13 les équations (21) admeltent ¢ =n — p inté-
grales distinctes que I'on obtiendra par l'intégration d’un systéme
complet de p équations. Imaginons que Pon fasse un changement de
variables x;=2,(¥,, )4, ..., ¥x) de facon que y,, ., ...,¥, soient
précisément ces z intégrales. L'invariant (20) se change en un nouvel
invariant de méme espéce 1,79

(20)’ V'= | Xay dy:dy,,

et le systéme invariant (21) devient

\ agy dy,+ ayp dys+. ..+ ay, dy,= o,
(21) ) Qg dyl‘*‘aﬂ‘.’dy‘."*‘---"*"aen dy,=o,

' a,, (/)/1 -+ Apa d)’2+ B < PP d}’n = 0.

Ce systéme doit étre équivalent au systéme dy, = o, ..., dy,= o; il
faut donc que tous les coefficients a,; pour lesquels 'un des indices 7
ou k est supérieur a ¢ soient nuls. De plus, le systéme

ay dy,+...+ a,,dy, = o,
Aaq, d)’1+o . azq d)’qz 0,

............... Ce s ey

andyy+...+agdy;=o

doit entrainer les relations dy, = o, ..., dy,= 0. Le déterminant de
Pfaff doit étre différent de zéro, et par suite ¢ = n — p est nécessaire-
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ment un nombre pair 2r, ce qui se déduirait aussi aisément de la
théorie du probléme de Pfaff. Les conditions

()a,'/,- da il i)_(& -
()_ Yy l)}',‘ ()UV 2 -

qui expriment que 3a; dy;dy; est un invariant 1{ montrent en outre
que les coefficients @, ol 7 et k sont au plus égaux a 2r, ne dépendent
que de y,, y,, ..., ... lLest clair que la connaissance d’un tel inva-
riant ne peut étre d'aucune utilité pour achever Pintégration du
syst®me transformé qui est de la forme

vy - fi& — ﬁ"ﬁi{ _ . dya

o o o Y'.’r-tl T Yll



