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Mémoire sur les nombres dérivés des fonctions continues;

" Pan Arxavo DENJOY.

<
i i
. .

[objet du présent-Mémoire est I'étnde des nombres dérivés des
fonctions continucs les plus générales. La conclusion essenticlle de cet
Ouvrage est que, si 'on néglige un ensemble de mesure certainement
nulle, en un point quelconque, les dérivés extrémes d'une méme
fonction continue se groupentsuivant 'un des (quatre modes suivants :
1° les dérivis extrémes sont + % et — 22 pour chaque coté; 2° le
dérivé supérieur droit est + =, le dérivé inféricur gauche est — =, les
deux autres dérivés extrémes étant finis et iearx; 3¢ il existe une
dérivée bilatérale finie; 4° les nombres dérivés extrémes ont les mémes
valeurs (u’au second cas, les cotés ¢tant échangés.

Ces quatre types d’associations peuvent étre réalisés sur des
ensembles doués séparément ou simultanément de mesures posilives
dans tout intevvalle (').

(") Ce Mcémoire est la premicre partie d'un travail beaucoup plus vaste
«sur da dérication et son caleul inverse ». Le Mémoire complet, étant trop
¢tendu pour paraitre en un seul recueil. a ét¢ scindé en plusieurs fragments.
Le premier pavait ci-aprés, et je remercie la rédaction du présent journal d'avoir
hien voulu l'accepter. Yen ai donné Panalyse dans trois Notes des Comptes
rendus (31 mai, 1 juin et g aonl 19135 vorr également 1 et 22 aveil 1g12).

Fn vue d'éviter & mon lecteur des recherches auxiliaires dans dautres
Ouvrages, jai pris soin d’expliquer, au fur et & mesure des besoins logiques, tous
les résultats cités dans ma rédaction sans étre absolument classiques. Néanmoins
une lecture essentielle préliminaire @ ce Mémoire est celle des Legons sur
UIntégration, publiées par M. Lebesgue dans la collection Borel, A cause de la
fréquence des références empruntées a ce livee, jele désignerai toujours ci-apres
par les seules initiales L. /. Je ne saurais également trop recommander au lec-
teur 'étude prealable des Legons sur les fonctions discontinues de M. Baire,
parues dans la méme collection.

Journ. de Math. (¢ série), tome I. — Fasc, 11, 1915, lll
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CHAPITRE 1.

GENERALITES SUR LES FONCTIONS ET LES ENSEMBLES (').

Notions d’ordre descriptif.

1. Commencons par rappeler ou spécifier le sens figuré donné 4 un
certain nombre de termes dans la théorie (ui va nous occuper. lLies
locutions « appartenir & un ensemble », « étre contenu dans lui »,
et, de préférence, lui « étre agrégé » sont synonymes. Il en est de
méme entre elles pour les expressions « ne pas appartenir », ou « étre
étranger » a un ensemble. Le sujet du verhe désigne un point ou
un autre ensemble. Au lieu d’ « ensemble », nous dirons parfois
«agregat »,

2. Nous désignerons par une méme letire, ou un méme chiffre, un
nombre et le point figurant celui-ci sur un axe indéfini ol ont été fixés
les points o et + 1. Soient a ¢t b deux nombres inégaux ou points
distincts. En rigle générale, quand nous énoncerons un couple de
nombres désignés par des lettres, le premier sera Loujours le plus petit.

3. La précision du langage nous oblige & distinguer par des expres-
sions particuli¢res les divers cas ot un nombre «, ni inférieur & @, ni
supérieur & b, est, ou bien obligatoirement compris entre cux, ou bien
susceptible ¢galement de coincider avee I'un d’cux. M. Borel exprime
la premicre éventualité, définie par la double inégalité :

(1) a<lxr<hb,

en disant que .z appartient (sens étroit) a intervalle abj il traduit la
seconde définie par

(=) a’ b,

(") Voir, pour les définitions contenues dans ce Chapitre, une Note des
Comptes rendus, 3y mai 191,
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en disant «ue x appartient (sens large) a lintervalle ab. 1|
sera peut-¢tre plus concis ¢t non moins clair de poser les défi-
nitions suivantes. Le premier ensemble, déterminé par les inéga-
lités (1), sera appelé Uintervalle ab. l.e second ensemble, défini
par (2), sera nomm¢ le segment al. Nous distinguons donc intervalle
et segment dans I'espace lin¢aire, comme, dans 'espace 4 # dimensions,
on distingue les continuums ct les domaines. Au sens ainsi précisé, un
intervalle ’a que des points intéricurs, si 'on convient de dire
qu’un point est intéricur & un ensemble E s'il n’est entouré que de
points de I'ensemble ou encore s'il n’est pas limite de points étrangers
a I'ensemble. Pareillement tout point étranger a un segment lui est
exléricur, en entendant par point extérieur i un ensemble un point
situé dans un intervalle dont tous les points sont étrangers & 'ensemble.
Nous dirons encore qu’un enscmble E’ estintérieur & un ensemble E si
tous les points de E' sont intéricurs a I, Tous les points d’un inter-
valle lui étant intéricurs, tout ensemble agrégé a lui lui est intérieur.
Un intervalle est intérieur i lui-méme.

« et b sont étrangers a leur propre intervalle. Nous les appellerons
cxtréndtes de leur intervalle, mais non pas « points extrémes », car
ni @ ni b ne sont des points de 'intervalle ub. Au contraire, « et b sont
agrégés au segment ab et en seront indifféremment appelés les points
extrémes ou les extrémités. Les ensembles

(3) a.x<b,
(%) a<<eld

seront appelés indifferemment : le premier « intervalle ab accru de a »
ou « segment alh diminué de b », le second « intervalle ab accru de 0 »
ou « segment ab diminu¢ de « ».

Il est équivalent de dire qu’un point, un ensemble sont intérieurs &
un segment alh ou qu’ils sont agrégés a l'intervalle ab. Si un segment s
ou af est agrégé a un intervalle ab, c’est-a-dire si tous les points de ¢
sont agrégés a l'intervalle ab, « — a et b — 3 sont toujours positifs,
Jamais nuls. Au contraire, un intervalle { agrégé 4 un segment s peut
parfaitement avoir les mémes extrémités que lui. Si un segment ¢ est
agrégé a un segment s, ils peuvent avoir des extrémités communes et
méme coincider. Il en est de méme pour deux intervalles dont I'un
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est agrégé 4 l'autre. 1l suffit de se reporter aux inégalités (1) pour
voir que, si deux points sont agrégés & un méme intervalle, le segment
les joignant est lui aussi agrégé a cet intervalle.

Si deux intervalles «h, @'’ ont en commun un point «, si ¢ est le
plus grand des nombres «, 'y 'un et autre inférieurs & a«, si o est
le plus petit des nombres 4, /" Pun et Pautre supérieurs & a, les
deux intervalles ad, @’'b ont en commun tout intervalle # et nul
point étranger & lui. Au contraire, deux segments peuvent avoir cn
commun un seul point, extrémité de 'un et de Pantre.

4. Nous rappellerons en langage bref le sens de certains adjectifs
dont on qualific les ensembles : fermé = contenant tous ses points
limites; deuse en lui-méme = admettant chacun de ses points pour
points limites; parfait =fermé¢ et dense en lui-méme; réduc-
tible = dont le dérivé est dénombrable, ou dont un dérivé d’un
certain ordre fini ou transfini est nul; « complémentaires 'un de
'autre relalivement & un ensemble I” » se dit de deux ensembles
agrégés & P, ne possédant pas de points communs et reproduisant I
par leur réunion.

5. Unensemble fermé est dense sur unsegment s quand il contient
enticrement un segment agrégé & s. Donc un ensemble fermé est non
dense sur s si, dans toul segment agrégé a s, il existe des points
¢trangers a I, donc des intervalles étrangers & E. Un enscmble fermé
est dit partoutl dense sur s s'il coincide avec s. Un ensemble non
fermé est dit, en n.éme temps que son dérivé, dense, non dense ou
partout dense sur un segment (ou un intervalle). Sidonc 'ensemble 1
est partout dense sur alr (segment ou intervalle), dans toul inter-
valle intérieur a «h, 11 a au moins un point. Si Il est non dense sur ad,
tout intervalle situ¢ dans «b en contient un autre ou H n’a pas de
points. Si 1l est dense sur ab, il y a un segment de ab ol H est partout
dense ().

- (1) M. de la Vallée-Poussin (Cours d’ Analyse, 3< édition, p. 54) parait donner
une acception toute différente & I'adjectif dense. Selon cet auteur, un ensemble est
dense si entre deux quelconques de ses points il en posséde une infinité. Au sens
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6. Tout point étranger & un ensemble fermé lui est extérieur. Un
ensemble fermé s’obtient en retranchant d’un intervalle continu une
infinité d’intervalles deux & deux sans points communs,

Si I'ensemble fermé considére K est agrégé et, par suite, intéricur a
Pintervalle ab, lous les intervalles extraits de al ont leurs deux extrdé-
mitéssur 19, sauf le plus & gauche et leplus a droite de tous, ces derniers
ayant 'un pour extrémité droite «, I'autre pour extrémité gauche b.
Les premiers sontappelés intervalles contigus (*) a .. Nous réservons
a ces deux-ci le qualificatif de semi-contigus 4 1. Un ensemble fermé
a deux points extrémes, 2 et 3. Il s’oblient en retranchant du seg-
ment 23 un ensemble d’intervalles tous contigus 4 L. Quand nous
parlerons d'un segment contigu i un ensemble fermé, il s’agira d'un
intervalle contigu accru de ses extrémités. Un ensemble fermé est
dense ou non dense sur un intervalle (ou un segment) ab, en méme
temps «ue son cnsemble complémentaire form¢ par ses intervalles
contigus ct semi-contigus est non parlout dense ou au contraire
partout dense sur af. La condilion nécessaire et suffisante pour qu'un
ensemble fermé soit parfait est que deux quelconques de ses contigus
ou semi-contigus n’aient pas d’extrémité commune.

On distingue sur un cnsemble parfait P les points de seconde
espéce, limites de points de I’ des deux ctés, et les points de premiére
esptce, extrémités d’intervalles contigus a I’ensemble. Nous appelons
points de premicre espéce gauches et points de premiére espice droits
respectivement les extrémités gauches et droites d'intervalles contigus.
Il y ades points de P infiniment voisins des premiers du coté gauche,

~

ainsi convenu, un ensemble parfait discontinu devient dense si I'on en retranche
toutes les extrémités de ses contigus, Cette définition différe donc essentiellement
de celle du texte, généralement adoptée d'ailleurs par les analystes. En distin-
guant les points limites d'un ensemble linéaire quelconque en 1™ et 2° espeéce,
selon quils sont limites des deux cotés ou d’un seul (les points de 17® espéce sont
toujours en infinité dénombrable), 'ensemble dense de M. de la Vallée-Poussin
est identique & notre ensemble dense en lui-méme et ne contenani que des
points de 2* espéce (sauf, si I'on veut, le plus grand et le plus petit de ses élé-
ments).

(') Nous traiterons le mot « contigu » indifféeremment en adjectif ou en subs-
tantif, comme on fait du mot « voisin »,



110 ARNAUD DENIJOY.

des scconds du coté droit. Nous conserverons la méme classification
des points limites d’un ensemble ferm¢é quelconque IS, Les extrémités
des contigus & K seront soit des points isolés, soit des points de
premicre espéce, droits ou gauches, sclon qu'ils sont limites de IX du
cOté droit ou du cote gauche, les autres points de I, non extrémités de
contigus ct nécessairement limites de E des deux cOtés ¢tant appelés
points de seconde espece de L.

Un ensemble ferm¢é se décompose en un ensemble parfait I et un
ensemble dénombrable A réductible dans chaque intervalle contigu
a P. P sera appel¢ le noyau de .

Tout ensemble fermé dénombrable est réductible.

7. Nous disens qu’une fonction f est croissante de v @ «'y x et x’
¢tant distinets, si la différence f(2') — f(.r') n'est pas nulle el a le
signe de «' — . Nous disons sclon 'usage que [ est croissante dans
wn intercalle © ou sur un segment s si clle est croissante entre toul
point & et lout point ' agrégés 'un ct 'autre a l'intervalle 7 ou au
segment s. f est dite décroissante dans les conditions mémes ot — f
est croissante. Quand une fonction est soit croissante, soit décroissante,
sans qu’il soit utile de préciser davantage, on la qualifie souvent de
« monotone », adjectif dont le gallicisme n’est peut-&tre pas de trés
bon aloi. En considération de ce que, . allant de « et b, une fonction
a sens de variation constant sur ab, quitte sa valeur initiale f(«)pour
gagner sa valeur finale f() par une oscillation simple dans I’échelle
desnombres, nous dirons qu’une telle fonction est unioscillante sur ab.
Si elle présente un scul maximum ou un seul minimum dans
I'intervalle ab, nous la qualifierons de hioscillante. Le sens des mots
tri-, quadri-oscillante s’explique de lui-méme. Une fonction possédant
un nombre total de maximums et de minimums supérieur a 1, mais
non davantage spécifié, sera dite plurioscillante; et enfin multi-
oscillante si elle en a une infinité. Une fonction unioscillante sur un
intervalle ab est caractérisée, quand on la suppose continue, par la
condition que f(«x') — f(«) n'est jamais nul, quand .« et «’, agrégés
4 I'intervalle considéré, sont distincts 'un de 'autre.

8. Nous dirons qu'une fonction est constanie en un point, si elle
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est constante dans tout un intervalle entourant ce point. Une fonc-
tion f constante cn tout point d’un intervalle a/ est constante sur tout
Iintervalle ab ().

9. Cestun théoréme connu (L1, p. 12) qu'ure fonction continue con-
stante dans tout contigu & un ensemble fermé dénombrable est con-
stante entre ses points ectrémes. En cffet, soit 15 un ensemble fermé
quelconque dans les contigus duquel une fonction continue f est con-
stante. Soient «, 3 les extrémités de . Considérons 'ensemble I des
points M de I'intervalle «3 ot £ n’est pas constant. Par hypothése, si
petit que soit un intervalle contenant M, £ y prend au moins deux
valcurs distinctes. En un point quelconque é¢tranger & 15, donc intérieur
aun contigu de E, f est constant. Donc, tous les points de P sont
agrégeésall. Pest évidemment fermé. Je dis (que P n’a pas de pointisolé.
Sinon, un tel point M séparerait deux intervalles j et & o P> n’aurait
pas de points. f, constante en tout point de j, esl constante sur j (8).
Elle est de méme constante sur A. Soient f( /) et f(/) les valeurs
uniques qu’elle prend sur chacun de ces intervalles. £ étant continue ct
M étantextrémité de j, on a f(M)=7/(/). On a de méme f(M)=/(k).
La réunion de j, de & et de M forme un intervalle ot f est constant.
Donc, f est constant en M, contrairement & I'hypothése (que M est
agrégeé a I’. Donc, P> ensemble fermé sans points isolés est parfait.
Deux cas sont alors a distinguer : 1 I£ est dénombrable. Alors P ne
peut pas exister, puisque E ne contient pas d’ensemble parfait. Donc

(') Eveflet. soient ¢ un pointde cet intervalle et .z un point quelconque com-
pris entre ¢ et b, Je dis que f(.r) = f(¢). En effet, par hypothése. ¢ est dans
un intervalle 23 ou {(c) ot f est constant. Soit L la borne supérieure siricte
des points .’ intérieurs i «h et ont f(.r') = f(¢). L. appartient au segment 84,
Je dis que L est en &, Sinon L serait compris entre 3 et h, donc intérieur
aab. Lestintéricur dun intervalle £(1.), oi f est constant. L. étant point limite
des .r', il y a dans (L) des points &/ oir (") = [ (). Done, dans (L), / est
égal & f(¢) et Lon'est pas la borne i droite des /0 ce qui contredit notre hypo-
thése. Done, dans Pintervalle @l en tout point & droite de ¢, f est égal & /().
On montre qu'il en est de méme 4 gauche de . Done fa une valeur unique en
tous les points de Pintervalle «b. Si f est continu, f esl constant sur tout le
segment ab.



112 ARNAUD DENJOY.

S est constant en tlout point intéricur & af. f étanl continu est
constant sur tout le segment «f (*).

2® Si K n’est pas dénombrable, soit H son noyau. I’ est agrégé a H,
si P existe, ce dont la possibilité est bien connue et va étre rappelée a
I'instant. f étant constant en tout point étranger & I, est constant
dans tous les contigus et semi-contigus a I situés sur l'intervalle x3.
It fn’cst constant en aucun point de P. Nous reviendrons sur cette
question dans la deuxiéme Partie ct mettrons en ¢vidence un ensemble
parfait remarquable agrégeé a .

10. Rappelons comment, I’ ¢tant un ensemble parfait non dense et
horné, on construit une fonction continue conslante dans les conligus
i P et cependant variable dans tout intervalle contenant au moins un
point de P. Rangeons, en une suite unique el sans répétitions, les
nombres d’un ensemble dénombrable partout dense sur linter-
valle o — 1 et intéricur & lui; par exemple Ies nombres

/{

’ s e — sy

o

(l) -

2

-] -
-
PRI

les entiers /& ¢tant tous impairs. Il est possible de donner & chaque
contigu de P un rang tel que deux contigus quelconques présentent

' e A . . 15
géométriquement la méme situation mutuelle que les nombres — de

méme rang possédent dans 'échelle des grandeurs. En effet, donnons
'indice 1 au plus grand contigu de P> ou, si plusicurs contigus (en
nombre fini) possédent la longueur maximum, donnons cet indice 1
au plus a gauche d’entre cux. u,, u,, ..., u, ¢tant choisis et disposés

L ] A . .
mutuellement comme le sont -, 7, 7, -+ — ou N, N,, ..., N,, si
2474 ‘

am

(") Cette démonstration évite emploi des nombres translinis, dont la consi-
dération fournit cependant Pexplication la plus satisfaisante (LI, p.12) du
théoréme précédent, 'ensemble dénombrable E ¢tant rvéductible, cest-a-dive
ne possédant plus de dérivés non nuls a partir d’un certain rang. Bien que nous
soyons appelé i faire dans ce Mémoire un usage essentiel et inévitable de l'or-
donnance transfinie, cependant, en vue de suivre les préférences probables de
beaucoup de nos lecteurs, nous donnerons. dans la mesure du possible, des
démonstrations indépendantes de cette nolion.
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N,., nombre consécutif a N, dans la suite (1) admet, parmi les
nombres N, d'indices inférieurs a lui, pour plus proches voisins N, &
gauche, N, & droite (I'un au moins de ces deux points existe), u,,, sera
parmi les contigus a P situés i droite de «, et & ganche de u,, celui
(ui, n'ayant sa longucur surpassée par celle d’aucun autre, est en
méme temps le plus 4 gauche possible. A cause dela non-densité de P,
il y a unc infinit¢ de contigus i I dans l'intervalle borné par «, ct u,.
L’application de la régle est toujours possible.

Tous les «,, d’indice inférienr & »# 4+ 1 seront situés relativement
d n, ., du méme eoté que les nombres N, correspondants sont relati-
vement a N,,,. 1 est aisé de voir ¢ue le tour de chaque contigu a I
finit par venir. Tous ces contigus recoivent done un numéro d’ordre.
Deux quelconques d’entre eux sont placés 'un par rapport a 'aulre
comme les points N de méme rang le sont entre eux.

Considérons maintenant un point 5 quelconque de . 1l constitue
une coupure cutre les intervalles « situc¢s & sa gauche et les inter-
valles «” placés & sa droite. Les points N homologues des premiers
ct les points N” homologues des seconds forment eux-mémes deux
classes entre lesquelles tous les N, se répartissent et telles ue tout
nombre de la premiére est 4 ganche de tout nombre de la seconde.
Ces deux classes déterminent un nombre coupure v qui correspond au
point de P considiré. A denx points de P, % et ', correspondent deux
points ¥, 7" du segment o — 1 disposcs comme le sont % et 7, sauf le
cas o1t Z et 3’ sont extrémités d’un méme contigu u,,, auquel cas 7, et %’
ne sont pas distincts, mais coincident avec N,. A tout nombre du
contigu u, faisons corvespondre N,. Alors, st ¢ el b sont les points
extrémes de P, a tout point . compris entre « et b correspond un
nombre g(.z) unique, invariable sur chaque segment contigu a P,
fonction continue de .~ et croissante quand on passe d'un point de I &
un aulre situ¢ a sa droite.

Soit 4(«) une fonction continue quelconque de «, arbitrairement
définie danslintervalle o — 1. 4] 2(«)| =7.(x) estla fonction continue
la plus générale, constante dans chaque intervalle contigu a P, Con-
venons de dire (u’une fonction est croissante (ou décroissante) sur P
si elle est croissante (ou décroissante) de l'un a ["autre de deux points
quelconques de P, non extrémités d’'un méme intervalle contigu.

Journ. de Math. (- séric), tome L. — Fase, 11, 1913, 15
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Alors, si v(u) est la fonction croissante la plus générale, v[g ()]
et — v| z(«)] sont les fonctions les plus générales constantes dans
tout contigu & P, et respectivement croissantes ou décroissantes
sur P,

10 bis. Ftant donné un ensemble fermé quelconque E dont chaque
contigu z a recu un numéro d’ordre propre, supposons (ue relati-
vement & «, nous définissions un certain nombre V,, positif ou négatif,
tel que la série V, soit absolument convergente. Alors, .« et o’ étant
deux nombres quelconques (x < '), nous désignerons par (zXz')V,
la somme 5(z, «") des termes de la série V,, relatifs aux intervalles «,
entiérement agreégds a lintervalle wa’. Done, si x et .’ sont sur B
(méme si x et «’ sont points de premicre espice de I, le premier
gauche, le second droit), tout contigu ayant des points compris entre
et x’ estreprésenté dans la série o, car ses deux extrémités sont
agrégées au segment «’. Si x est intérieur & unintervalle », ou a,,
V, ne figure pas dans la série 7, ni V,si ¢, < x'< b,. Mais, si .z est a,
ou si &’ est b, o contient respectivement les termes V, ou V,. A titre
d’exemple, si nous prenons V,= u, et si A(x) est la mesure de E
(voir ci-dessous) entre son extrémité gauche a et z, le lecteur mon-
trera 'identité suivante :

(rX2xYu,= 2/ —x — N2 ) = A(x)]) — o (bp— &) — o' (2'—a,)
avecw =o,sizestsur £, o =1siaq,<r b, o =o0six estsurFE,
o' =1sia,z' b,

Si . surpassait ., nous poserions
(eX)YV,=— (2'Zx)V,.
Mais il est toujours sous-entendu, si mention expresse du contraire

n’est pas faite, que, dans 'expression o(x, z), le premier nombre x est
inférieur au second o',

11. Les notations précédentes étant adoptées, soit I£ un ensemble
fermé borné. Considérons une fonction ainsi définie pour toutes les
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valeurs de .« agrégées au segment ab des extrémités de E :

y(z)=(alax)V,,
sixzestsur E;
y(z)=(alz)V,+ yn(x)
si
a,<xr<b,,

y.(x£) ¢tant une fonction définic exclusivement sur «,. Dans la seconde

expression de y (), on pourrait écrire le premier terme (aZa,)V,.
On a le théoréme suivant :

La condition nécessaire el suffisante pour que y soit continue est
que y,(x) : 1° soil continue sur u, acec les valeurs initiales et termi-
nales o et V5 2° ait sur u, une valeur absolue maximum infiniment

. 1
2 ay —_—
pettle avec =

Montrons d’abord la nécessité de ces conditions, donc qu’elles sont
vérifiées si y est continu.

En effet, .« étant intérieur & u,,, (aZz)V, coincide avec (afa,,)V,.
Donc, sur le champ a, < < by, ol y, est défini, y ne differe que
par une constante de y,, (). Donc, y,(«) doit étre continu en tout
point intérieur & u, et de plus tendre comme y(x) vers une limite
quand x tend vers a, et vers b, sans quitter u,. En désignant
par y.(a,) et y,,(b,) ces deux limites, la fonction y,, est maintenant
définie et continue en tout point du segment a,,0,,. On doit avoir

y(anx) = lim )(.l‘) = (a.‘.}a,,,) V,+ lim ym(x)r

=y =y

y(bm) = liT }'('T):(azam)vyn'f‘ ll'? ym(‘l;)»

les valeurs limites correspondant 4 des variations de x intérieures

A u,.
De la en se reportant aux valeurs de y en a,, et b, savoir

y(am) — (azam) Vn
et

)’(blﬂ) = (aZbI’l)vn= (azaln) V"+ V"l‘
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on trouve
J’m(am )=o, Ym (I'm) = V.

La premiére condition des y, est donc établie.

La seconde résulte de ceci que, n croissant indéfiniment, u, tend
nécessairement en longueur vers zéro, si I est borné. Car la série u,
est alors convergente. Or, y,(x) est la différence y(«)— y(a,)
quand x est sur u,. La continuilé des fonctions étant uniforme, la
valeur absolue maximum de y, () sur son intervalle de définition «,
tend vers zéro quand n croit indéfiniment, puisque x — «,. positifel
inféricur & u,, tend aussi vers z¢ro. Les conditions énoncées sont donc
nécessaires.

Montrons qu’elles sont suffisantes. D’abord si y, () défini sur
Pintervalle «,, cst continu dans cet intervalle, el tend vers zéro
quand « tend vers a,, vers V,, quand .« tend vers b,,, « restant dans
les deux cas intéricur a u,, y(«x), qui ne différe de y,(«) a4 Iin-
téricur de u,, que par la quantit¢ (aXa,)V,, tend vers

(a;‘.’a,,,)vu—_—‘}’(ﬂm)
et vers
(020111)\,;z+ vm: (”:b'")v":y(b"’)

respeclivement quand x, sans uitter I'intérieur de «,, tend vers a,,
et vers b,,. Donc, y est conlinu sur tout segment contigu a I ct pour
I'intérieur de ce segment, en particulier en toul point de premiére
espéce de I, droit ou gauche, du cot¢ opposé a I et aux points isolés
de E des deux cotés. Il suffit done d’établir la continuité de y aux
points de L non isolés, pour les deux cités en ceux de seconde espéce,
eten ceux de premiére espéce pour le seul coté ou ils sont limites de
points de P. C’est seulement ici qu’intervient I’hypothése

limfy,(c)|=o.
n o

Donnons-nous un nombre ¢ positif et montrons la possibilité de
définir 4 de facon que I'inégalité | — «'| < /b entraine |y — y | < 3¢,
quels que soient x et « agrégés au segment ab. Soit d’abord,
conformément & la derniére hypothése, un nombre N, tel que, pour
toute valeur de » supérieure & N, 2|y, («x)|<e. Alors, si . et 2’ sont
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agrégés a un segment u,, d’indice supéricur & N,, on a
‘.}"—]| = lym(x’) _ym(x) ‘ < l)'m(x’)l + '}’m(‘z) l< e

Pour chaque segment «, d’indice au plus ¢gal 4 N,, y étant continu
sur lui, il est possible de définir un nombre £, tel que, x et 2’ élant
simultanément agrégés & ce scgment «,, l'inégalité |o - «'| <A,
entraine |y’ — y| <. Soit £, le plus petit des nombres 2, &y, ..., /iy
Alors, si @ et x’ sont deux nombres agrégés & un méme segment v, et

distants entre cux de moins de Ay, que 'indice » surpasse ou non N,
on a

' —rl<e
La série V, étant par hypothése absolument convergente, posons
Pn.:] Vn-o-ll -+ | Vn+-.:| +...

et soit N, un nombre tel que ¢y < e. Désignons par A; la plus petite
des longueurs des intervalles w,, ..., u,. Si la distance de
deux points s, ¢ est inférieure a A, les indices des intervalles «,
enticrement agrégés a lintervalle s¢ surpassent tous N, et la
somme (sX¢)V, est en valeur absolue inférieure a4 p,, donc a e.
Prenons pour / le plus petit des deux nombres 4, et /. Soient . et &’
deux nombres (uelconques du segment ab et distants de moins de 4.
Si.cetw’ sontagrégeés au méme segment u,, d’aprés | — x| << b < by,
|y — x| est inférieur & . Si x et «’ sont séparés par des points
de £, on a, en supposant x inférieur a «’,

(22", =(a2r)V,+ (222" )V, + 0V,
w ¢lant nul si « est sur B, égal & 1 six est intérieur & intervalle «,.
De la I'égalité

Y —y=(x22" )V, o[y, (bp) =y, (2)] + o' [ye(&') — y4(a,)]
avec
Ye(by) =V, Yqlag) =o,

w étant nul si . est sur P, égal & 1 si « est intérieur & u,, ' étant nul

si ' estsur K, égal & 1 si «’ est intérieur a «,. Mais, d’aprés

o< al— 2 < N,
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le premier terme est inférieur 4 ¢ en valeur absolue. D’aprés b, — .«
etx’ — a, < &' — x < Iy, ¢ surpasse aussi la valeur absolue des deux
derniers termes. Donc, | ' — y| < 3¢ moyennant

o< —~ax<<h el a<lr<<x'<b.

La continuité de y () est donc élablie en tout point du segment ab
étranger ou agrégé a E.
La condition
lim|y,(z)|=o0
nwo

est indispensable a I'exactitude du théoréme. Nous aurions V,=o,

avec
T —a,

Ya(x)=sinam )

et les conditions de convergence absolue de la séric V,, celles de
continuité de la fonction y, () sur «, seraient vérifi¢es. y ¢tant

(a:x)vn"" “’ym(x)

avecw =0 ou w =1selonquex estagrégéa Eouintérieura u,,, y serait
bien continu hors de I et aux points de E isolés, et encore aux points
limites de premiére espéce de 15 du coté opposé a 15. Mais en tout point
de seconde cspéce de E des deux cdtés, aux points de premicre
espéce du coté de E, y(ix) serait discontinu et admettrait toutes les
valeurs limites du segment — 1, + 1.

41 bis. Soit f( ) une fonction continue sur le segment ab des points
extrémes de E. Posons

Va=f(bn)—=Slan) et yu(z)=f(2)—f(am).

¥, étant défini uniquement sur le segment u,. Supposons enfin la
série V, absolument convergente et soit

y(z)=f(a)+(alz)V,+ wya(z),

o étant nul si z est sur E et égal & 1 si « est dans 'intervalle u,,.
Je dis que, si E est dénombrable, on a f(«)=y(x). Soit (x) la
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différence f(x) — y(«). Nous voulonsprouver que 0 est nul. Iin effet,
[ étant continu, | y,(«)|, comme nous 'avons montré, tend vers zéro
pour » infini. Donc, y(«) est une fonction continue. Donc, ) est
continu. Or, dans l'intervalle «,,, y ne difféere de y, et par suite
de f que par une constante additive. Donc, dans lintervalle «,,
0 estconstant. Donc, E ¢tant dénombrable, et 0 continu,  est constant
entre les extrémités a et ) de I5. Comme 0 est nul en a, 0 cst iden-
tiquement nul. I’expression de f(x) est donc établie.

Supposons E non dénombrable, soit P son noyaun parfait. Alors,
toujours dans '’hypothése de la convergence absolue de la série V,,
0 est constant sur chaque segment U, contigu a P, E étant
dénombrable ct fermé sur le segment U,. Mais 0 n’est pas nécessai-
rement nul dans tous ces contigus. Si A est Pextrémité gauche de P,

5(AN)Y=9%a)=0
et par suite
Y(A)=/f(A).

Soient A, el B, les extrémités de U,,. I étant dénombrable sur U,
nous avons dans cet intervalle I'identité

f(x) :f(Ap) —+ (A:.Z‘)V,,, -+ OJJ’m(-Z') :f(AI’) +)(x) - y(AI’)’

o ¢tant o ou 1, sclon (ue x cst sur K ou intéricur & u,, intervalle
lui-méme inclus dans U,. Quand « varie dans U, posons

Y,,(x) =f(r) —f(A,,) =y(x) —y(A,,).

Je dis que : 1°la série Y,(B,) = f(B,) — f(A,) =W, est abso-
lument convergente, et 2° si nous définissons ainsi Y (z) :

Y(2) =/(A) + (AZS2)W,+ o'Y,(z),

7 At - roce a P interi )
w’ étant o ou 1 selon que .- est agrége a P ou intérieur a U, y(x) est
identique & Y (). Nous avons cn effet

W["—: Yp(B[') :y(B/') "'y(A/') :(“\p:Bp)\/n'

Donc, quel que soit % sur I’, 'expression (AXE)W, est une série
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double formée avee les termes de la série (AX5)V,, de manitre
que chaque terme V, de la seconde figure dans P'un des W, et
dans un seul, une fois et une seule. La deuxiéme séric étant
absolument convergeante, il en est de méme de la premicre |ce qui
donnc un sens a la définition de Y ()| et toutes deux ont la méme
somme. Or,

AZHW,=V(E) = V(A (AX)V, =y () —r(A),

I’¢égalité de ces quatre nombues signifie que Y - ) est coustant
sur I”, ct par suite nul comme en A, d’aprés Y(A) = f(A) = y(\).
Or, l'expression de Y, montre que Y —py est conslant sur U,.
Y ct y ctant l'unc et Pautre continues pour des raisons de méme
nature, Y — ¥ est bien nul, et y(«) est susceptible de revétir la
forme de Y.

Ce qui préctde nous fait comprendre pourquoi nous ne consi-
dérerons guére d’expression de la forme y que dans le cas ol
I est parfait. Dans I'hypothése de la convergence absolue de la
série V,, la séric y peut en cffet &tre supposce réduite commie
nous venons de le faire dans chaque contigu au noyau P de
I’ensemble fermé K. D’ailleurs, dans un intervalle sans points
communs avec P, toute fonction continue f est caractérisce, a une
constante additive prés, par les y, d’oi résultent les V,, tandis «u'il
n’en est plus de méme dans un intervalle contenant des points de P.

Nous montrerons un peu plus loin que, sila séric des valeurs absolues
maximum de y, () sur «, est convergente, on peut en conclure pour
la plupart des points de seconde espéce de P I'existence d'une dérivée
nulle pour y, sans que la continuité de y, soit méme nécessaire.

12. Nous appelons avec M. Baire portion d'un ensemble parfait I
I'ensemble des points de I’ situés sur un segment continu ;j possédant
a son intérieur au moins un point de > et par suile une infinité non
dénombrable de points, avec celte réserve que les extrémités de
sont ounon incorporées & la portion considérée suivant u’elles ensont
points limites ou points isolés. Ce dernier cas se présente si j a une
extrémité commune avec un intervalle « contigu & P, tous les autres
points de « ¢tant intérieurs a /.
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Considérons par exemple I'ensemble parfait classique obtenu en
retranchant dusegment o — 1 les points intéricurs au tiers médian, puis
de chacun des deux segments conservés, les points intérieurs a leurs
tiers médians et ainsi de suite. Les points restants sont, comme on
sait, ceux (u'il est possible d’éerire dans le systéme numérique de
base 3, avec les sculs chiffres o et 2. Les points de cet ensemble

. Y . i 1 . '
situés dans 'intervalle A forment une portion ayant pour extré-

o R] 1 . 1
mités -, 5+ Les points ; ct
9 3 A

EENNIH

sont de seconde espéce. Les points
_— 3 . .
de I agrégés au segment -, = forment une autre portion de P, tandis
‘ 44
I
7
4

Jortiori non parfail, donc ne constituant pas unc portion de I.

que intercalle détache de I un ensemble non fermé ct «

P IS

' 1 8 Ve . .
Le segment . : ~» dont les extrémités sont sur P, contient une portion
00

. . . 1 8
de I’ nc¢ renfermant ni 'un ni Pautre des points o> lesquels sont

isolés dans I'ensemble commun a P et au seement. La portion définie
8

. .y e . o9 = -
par cc méme segment linéaire a pour points extrémes . (; kn somme,

une portion de ¥ est un ensemble parfait o agrégé a P et contenant
tous les points de U situés dans Uintercalle de ses propres points
cxtrémes (ceux de o).

Au lieu de portion de P, nous dirons parfois segment de P. Pour
éviter toute confusion, nouns qualificrons de l/néaire un segment
continu.

15. On dit qu’un ensemble frrmé est dense sur I, s'il contient au
moins unc portion de I'. Oun dit qu'un ensemble non ferme I3 est
dense sur P, st 'ensemble des points (L, PP) commun a X et a PP a
pour dérivé un ensemble (ferm¢é) dense sur P, donc admet dans son
dérive (lequel est tout entier sur P) une portion de P. K est dit
partout dense sur P si 'ensemble (K, P) admet pour dérivé la tota-
litt de P. Un ensemble G non dense sur I est donce tel que I'en-
semble (G, I’y n’admet dans son dérivé (G, 1) aucune portion de P’.
Cetle définition ¢quivaut & la suivante : (i est non dense sur P si

Journ. de Math. (¢ sévic), tome 1. — Fasc. 11, 1915, 16
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toute portion de P en renferme une autre ne contenant aucun point

de G ().

14. Clest une propricté essentielle des ensembles non denses sur
un enscmble parfait continu ou non que la réunion d’unc infinité
dénombrable d’entre eux ne peut pas reconstituer I'ensemble parfait
qui est lcur base commune. La démonstration en est simple. A la suite
d’ensembles non denses E,, E,, ..., I5,, ..., on fait correspondre unc
suite de portions de ’ensemble parfait I, soil @,, @, ..., &,, ..., de
maniére que @, soit compris dans @,_, ct ne contiennc aucun point
de E,, couple de conditions toujours réalisable connaissant =, , &
cause de la non-densité de E,. Les &, ont en commun au moins un
point étranger & tous les II,. Doncla réunion des I, n’épuise pas .
D’ailleurs, =, peut étre choisi intérieur i n’importe quelle portion &
de P. Done, I’ensemble G des points étrangers & tous les E, est
partout dense sur P. De plus, G, pas plus que I’, ne peut étre épuise
par Uextraction d’une infinit¢ dénombrable d’ensembles non denses.

15, M. Baire a désigné, sous le nom d’cnsemble de premiére cate-
gorie sur P, tout ensemble K réuniond’une infinité dénombrable d’en-
sembles non denses sur P. Les ensembles agrégés a I et ne présentant
pas ce dernier caractére sont appelés par le méme auteur « ensembles
de deuxiéme catégorie ». Ces dénominations nous paraissent pré-
senter le défautde n’étre passuffisamment explicites par elles-mémes
clles ne possédent pas ce caractére éminemment souhaitable d’¢éveiller
dans 'esprit du lecteur ou de 'auditeur, grice aleur scule ¢tymologie
ou & leur simple acception dans le langage courant, I'intuition du
sens spécial et précis qu'on veut leur donner. De plus, il me parait

(") Soit I un ensemble fermdé agrégé a ensemble parfait I’ et non dense sur
lui. Soient « et 3 les extrémités d'une portion & de H. Tous les points de @
font partie de I’, mais si, entre 2 et 3, P n'avait pas d’autres points (néces-
sairement inclus dans des contigus & &), @ serait une portion de P, Il contenant
une portion de I’ serait dense sur ce dernier. Pour que H soit non dense sur I:
19 il n’est pas nécessaire que, dans tout contigu i H, I’ posséde des points, mais
29 les contigus a Il contenant des points de P doivent éire ainsi distribués que
toute portion de 1 admette des contigus de cetle sorte.
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essentiel de faire jouer un role particulier, entre tous les ensembles
«de deuxiéme catégoric », & ceux qui sont complémentaires d’un
ensemble « de premiére catégorie ». Ceux-ci sont obligatoirement
partout denses, nous 'avons vu, sur I'ensemble parfait continu ou
discontinu auquel on les rattache. Les autres au contraire, sans étre
non denses, peuvent n’avoir pas de points dans certains intervalles
(ou certaines portions de P). Par exemple les deux intervalles o — 1
et 2 — 3 sont 'un et l'autge des ensembles indécomposables en une
infinit¢ dénombrable d'ensembles non denses. Ils ne sont cependant
ni I’'un ni Pautre partout denses sur le continu. Nous sommes conduits
a subdiviser la seconde catégorie en deux, les catégories 2a et 20,
ainsi distinguées 'une de 'autre : Sur ensemble parfait P, un
ensemble (2/) a pour complémentaire un ensemble de premiére
catégorie; un ensemble (2a) et son complémentaire sont de deuxiéme
catégorie 'un et 'autre.

Considérons les premiers ensembles. On obtient I'un d'eux R, en
extrayant ind¢finiment, de ’ensemble parfait P, des ensembles non
deunses sur lui. R est 'ensemble des points jamais retranchés, et qui
subsisteraient seuls si 'on effectuait, d’un seul coup, cette infinité
d’extractions. Je propose d’appeler G un résiduel de P. C'est donc
par définition le complémentaire d’un ensemble de premiére catégorie
sur P.

Nous qualificrons d’inexhaustible sur I'ensemble parfait P, continu
ou non, un ensemble I agrégé & P et qu'on ne peut constituer avec
une infinité dénombrable d’ensembles non denses sur P. C’est exac-
tement I'ensemble géndéral de seconde catégorie de M. Baire. Inver-
sement, on ne peut pas‘ épuiser I en retranchant de lui une infinité
dénombrable de ces derniers ensembles. De la, le nom proposé
d’ensembles inexhaustibles. Tout résiduel est inexhaustible, mais la
réciproque n’est pas vraie. Une propriété essentielle d'un résiduel
de I” est en effet d’¢tre partout dense sur I’, tandis que deux portions
complémentaires de P, séparées par un contigu, sont 'une et 'autre
inexhaustibles et toutefois bien évidemment, aucune n’a de points
sur 'autre. La propriété capitale des résiduels est la suivante. Deus:
résiduels ou méme une infinité dénombrable de résiduels relatifs a
un méme ensemble parfait P ont en commun un résiduel de P. Car
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I'ensemble R commun & deux ensembles R,, R,, ou & une infinité
d’ensembles R, a pour complémentaire D la réunion des complé-
mentaires D,, D,. ..., D,, ..., de R, R,, ..., R,, .... 81 D, cst la
réunion d’une infinit¢ dénombrable d’ensembles non denses sur P, il
en est de méme de D. Donc R, ensemble commun aux R, et complé-
mentaire de D, est un résiduel de P.

R et I étant 'un résiduel, l'autre inexhaustible sur ', R et |
ont des points communs. En effet, si nous retranchons de 1 tous
les points appartenant en méme temps au complémentaire D de R, il
reste des points de I, sinon I serait agrége i D et par suite de premicre
catégorie. D’ailleurs les points de I étrangers & D forment un
ensemble I' inexhaustible s’il en est ainsi de 1. Or, I est Pensemble
commun & R et & I. Done, un résiduel et un ensemble inexhaustible
ont en commun un ensemble inexhaustible. Mais deux ensembles
inexhaustibles n’ont pas nécessairement des points communs.

Reste 4 désigner les ensembles de premiére catégorie. Un ensemble
de cette sorte peut étre partout dense, constituer unc pleine ¢paisscur
du continu (woir ci-apres), il a néanmoins une trame plus disloquce,
plus granuleuse que son complémentaire. Celle de ce dernier est
plus touffue, plus unie, plus cohérente que celle-la, si ces derniéres
expressions peuvent s'appliquer & un ensemble généralement discon-
tinu, tout au moins s'il est lin¢aire. Sil'on veut adopter une ¢pithéte
s'appliquant au cas des ensembles & plusicurs dimensions, il faut
qu'elle convienne également & des aspects aussi opposés que les
suivants : d’un coté 'ensemble comprenant les droites d’abscisses
rationnelles paralléles a 'axe des y, associ¢es aux droites d’ordonnées
rationnelles paralléles & I'axe des ., ou, avee plus de deux dimensions,
la tolalité des plans paralléles & 'un quelconque des plans de coordon-
nées et situés & une distance rationnelle de celui-ci; d'un autre coté,
I'ensemble (dénombrable) des points i coordonnées toutes ration-
nelles. Dans la premiére espéce, deux points quelconques de I'en-
semble peuvent étre toujours reliés par un continu agrégé a lui, il
n'en est jamais ainsi dans le complémentaire entre deux quelconques
de ses points. Cest le contraire pour la seconde espéce, entiérement
discontinue, a4 'oppos¢ des ensembles complémentaires. Des qualifi-
catifs assez mnaturels tels que « rompu », « disjoint » doivent étre
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rejetés & cause de la structure quasi continue d'ensembles auxquels
on scrait conduit & les attribuer. « Dissociable » n’évoque pas une
idée suflisamment caractéristique. On peut songer & uliliser en
radicaux des mols tels que « grille », « crible », & rappeler que ces
ensembles « amplifient » les ensembles non denses. Je propose
dappeler gerbe ou ensemble  gerbé sur Uensemble parfait P
continu ou non, la réunion d’une inlinit¢ dénombrable d’ensembles
non denses sur P.

Notions d’ordre métrique.

Les définitions précédentes sont relatives aux propriétés descrip-
tives des cnsembles. [es propriétés descriptives sont celles qui se
conscrvent dans une transformation continue ainsi que son inverse.
Les propriélés métriques sont celles qui subsistent dans une transfor-
mation du type précédent, mais possédant de plus un coefficient
diff¢rentiel fini en tout point.

16. Au point de vue descriptif, les ensembles se caractérisent
essentiellement par leurs propriétés & I'égard de la densité. Descripti-
vement, U'ensemble quasi vide est ’ensemble non dense, et par
extension I'enscmble gerbé. Le théoréme de M. Baire : « une fonction
de classe 1 (ou limite de fonctions continues) est ponctuellement
discontinue sur tout ensemble parfait » ou plus précisément « les points
de continuité sur P d’une fonction f de classe 1 forment un résiduel
de P, les points de discontinuité de f sur P constituant un ensemble
gerbé », ce théoréme pourrait encore s’énoncer ainsi : « Descriptive-
ment, une fonction de classe 1 eslL presque partout continue sur chaque
ensemble parfait ». Une transformation continue quelconque mais
toujours croissante ou décroissante cffectuée sur . conserve les pro-
pri¢tés de densité ou de non-densité des ensemnbles. Elle laisse donc
invariantes les classifications des ensembles en résiduels, inexhaustibles
ou gerbés. Mais nous verrons plus loin (63) qu’elle ne conserve
nullement en général le caractere d’épaisseur (19) ou de non-épaisseur
présenté par un ensemble. On montrerait sans peine que ces caractéres
sont maintenus quand la transformation posséde en chaque point une
dérivée finie (4 signe constant, pour la continuité de la transforma-
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tion inverse). Il est remarquable que dans I’¢tude de diverses catégo-
ries de fonctions, entre autres les fonctions analytiques, les fonctions
sommes de séries trigonométriques, dont la définition est en rapport
étroit avec la notion de dérivée (les premiéres ont une dérivée par
rapport a 3, les sesondes sont des dérivées secondes généralisées par
rapport a l'arc), les points ot ces fonctions jouissent de proprictés
exceplionnelles ou perdent leurs caractéres fondamentaux, en un mot
les singularités de ces fonctions forment des ensembles sc répartissant
naturellement en classes différenciées les unes des autres, simulta-
nément par 'allure des fonctions au voisinage de ces ensembles el
par les propriétés métriques de ces derniers. A 'appui de cette obser-
vation, je rappellerai les oppositions lypiques présentées entre elles
par les fonctions analytiques uniformes au voisinage de leurs singu-
larités discontinues, selon que celles-ci ont une longueur nulle, ou
une longueur finie, ou une longucur inlinic avec aire nulle ou aire
non nulle, ete. Il est assez naturel d'ailleurs que, Pexistence d’unc
dérivée aux points réguliers indiquant la possibilité de mesurer la
variation élémentaire d’une fonction de « ou de s au moyen de la
variation ¢lémentaire de . ou de z, 'étendue des points ol certaines
irrégularités se présentent intervienhe dans la nature des aspecls
exceptionnels offerts par la fonction dans leur voisinage. Le point de
vuc métrique se présente dans les moindres détails de ’étude des
fonctions analytiques. Il se manifeste en particulier dans cette méthode
de raisonnement universelle dans cette théorie et consistant d ramener
chaque proposition & un théoréme sur la croissance. Dans le présent
Mémoire, les principaux résultats obtenus découleront de P'association
des propriétés métriques des dérivées et nombres dérivés des fonctions
& leurs propriétés descriptives. Nous ne devons pas oublier, en effet,
gu'une dérivée bi- ou unilatérale estla limite d’une fonction continue

flx+h)y— f(x)
h
ensembles quasi vides intéressant les dérivées ou les nombres dérivés

sontdonc de deux sortes, les ensembles sans épaisseur et les ensembles
gerbés. Complémentairement, les ensembles quasi universels, les
ensembles pour lesquels les locutions « sur I'un deux » et « presque
partout » sont synonymes, seront aussi bien, selon les cas, les résiduels
que les pleines épaisseurs.

, h tendant vers zéro bi- ou unilatéralement. Les
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17. Nous allons rappeler les définitions essenticlles utilisées dans
la mesure des ensembles, et présenter de cette opération une analyse
succincte, mais indispensable pour la suite de ce Mémoire (').

I)’aprés MM. Borel et Lebesgue, un ensemble I, rectiligne, situ¢
sur un segment s dont la longueur esL prise pour unité, est dit mesu-
rable, s’il est possible, pour toute valeur de :, de définir deux
familles d’intervalles 2,(2), %,(¢), tels que : 1° tout point de I, est
intéricur 4 unintervalle %, et tout point de I%,, complémentaire de E,
sur s, est intérieur & un intervalle 9,5 2" /,(¢) et /,(c) désignant
respectivement la somme des longueurs des intervalles 5, et 7,
satisfont aux inégalités 1</, () + ,(¢) <1+ ¢ On montre alors
que, = tendant vers zéro, /,(c) et /,(c) tendent respectivement en
décroissant vers deux limites /, et /, qui sont leurs bornes inféricures
et dont la somme est ¢videmment I'unité. /,(z) et /,(¢), chacun supé-
ricurs a leur limite, 'excédent de moins de <. {, et l, sont appelés
respectivement mesure ou longucur de K, et de I5,. Un ensemble
et son complémentaire sont donc simultanément mesurables ou non.
e résultat sutvant est fondamental dans la théorie de la mesure:
[’ensemble formé de la réunion d’une infinité dénombrable d’en-
sembles deux a4 deux distincts ct mesurables, est mesurable et a pour
longueur la somme des mesures des ensembles composants. Ou en
regardant leurs complémentaires, ’ensemble des points communs
aunc infinité dénombrable et ordonnée en suite simple, d’ensembles
mesurables dont chacun est agrégé au précédent, cet ensemble est
mesurable ct sa mesure est la borne inféricure des longueurs des
enscmbles dont il est le résidu. Par suite : un ensemble dénombrable
est de mesure nulle; un ensemble, formé des points intéricurs a une
infinit¢ d’intervalles dont deux quelconques d’entre cux n’empictent
pas I'un sur autre, est mesurable et a pour mesure la somme de la

(') Les résultats des nos 18-20 ne prétendent a aucune originalité. Lls sont
une conscéquence loute naturelle des définitions de la mesure donnée par
MM. Borel et Lebesgue, & qui revient uniquement la priorité globale de tous
ces corollaires. Mais leur utilité dans les applications métriques des ensembles
est extréme et ils s'imposent d’cux-mémes a 'attention des géomélres, comme
le montre la fréquence avec laquelle ils ont été énoncés. (Voir, par ex., Fator,
Bull. Soc. math., t. XL1, 1913; Dexsoy, Comptes rendus, 7 mars 1910, etc.).
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série formée par les longucurs des intervalles, lesquelles peuvent,
comme on sait, toujours étre rangées dans une suite unique. Un
ensemble fermé étant toujours complémentaire d’un censemble du
type pricédent est mesurable. Je me horne @ rappeler tous ces résul-
tats en renvoyant le lecteur pour de plus amples explications anx
travaux de M. Lebesgue. Mais il sera intéressant d’¢elairer la notion
d’ensemble mesurable par la breve analyse suivante,

I18. Supposons inféricur & /, le nombre ¢ figurant dans la défini-
tion des intervalles g,(e) et 9.(2). La longueur totale des 4.(2), soit
l,(2), estinféricure a /, + z. Soit I¢,(¢) 'ensemble des points qui ne
sont intérieurs & aucun des 3,(¢). F,(¢) est fermé. I,(2) ne com-
prend aucun point de E,, donc est agrégé a K,. Le complémentaire
de IY,(¢), constitué par les contigus & I¥,(e), a chacun de ses points
intéricur & au moins un intervalle 5,(c). La longucur totale des con-
tigns & I°,(¢) est donc au plus égale i celle des z,(z2), soit /,(¢).
I',(¢) a donc une mesure au moins égale i 1t — /,(z2) >/, —e. Soil
P, (2) le noyau parfait de I¥,(z). Un ensemble fermé et son noyau, ne
différant que par un ensemble dénombrable, ont méme mesure. Nous
aboutissons donc a la conséquence suivanle qui sera par la suite
d’une applicalion constante:

Etant donné un ensemble ¥ de mesure positive, si petil que soit le
nombre positif ¢, il cxiste un ensemble parfail agrégé a o ot dont
la mesure différe de moins de e de celle de L.

Ce théoréme nous conduil 4 une proposition Lres imporlante.
Soient / la mesure de 1 et ) un nombre positif inférieurd 1. Nous pou-
vons déterminer un ensemble parfait P, agrégeé d 1o et de mesure
supérienre a (1 — 0)/. Soienl ' I'ensemble des points de E élrangers
a P, et /' la mesure de K. /' est inféricur a 07, Si /7 est différent de
zéro, déterminons un ensemble parfait P, agrége a 197, et dont la
mesure surpasse (1 — 0) /', et ainsi de suile. GGéndralement, supposons
déterminés les ensembles parfaits Py, Py, .0, P, deux a deux dis-
tinets, agréges a k. Soit 1, de mesure /7, Pensemble des points
agreges & 1 et érangers a PP, P P Alors P, est par défin-

tion un cnsemble parfait agrége i 15 (donc distinel des P; d’indice
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2l

inférieur) et de mesure supéricure & (1 — 0) /™. Cette régle étant
appliquée successivement aux valeurs enti¢res de », nous trouvons
que 1" est inférieur & 0”/. Deux cas peuvenl se présenter. Ou
bien, pour une valeur finie de #, /" sera nul et alors I est la réunion
d’un nombre fini d’ensembles parfaits, donc au total un ensemble de
ce méme type, augmenté d'un ensemble de mesure nalle. On bien, si
/" west jamais nul, tout point de I est soit dans I'un des P, soit
dans 157 pour toule valeur de #, donc dans 'ensemble I commun
aux 15 (chacun d’enx étantinelus dansle précédent). /7 tendant vers
zéro, 1l est forecément de mesure nulle. Kn résumé :

Un cnsemble mesurable est la somme &’ une tnfinité dénombrable
d’ensembles parfaits et d’un ensemble de mesure nulle ().

Ce resultat ramene la notion de la mesure 4 deux éléments, 'un &
la vérité parfaitement clair et naturel, concernant les cnsembles
parfaits (la longucur d'un tel ensemble est I'execs de la longueur
du segment support de I'ensemble sur la somme des intervalles con-
ligus, leurs longueurs ¢tant, comme il est possible, ordonnées en unc
série) ; Pautre plus difficile & saisir, rassemblant en lui ce qu’il y a de
plus ingénieux et de plus profond dans la définition de MM, Borel
el Lebesgue, et intéressant spécialement les ensembles de mesure
nulle, lesquels sont deseriptivement en géndral infiniment plus com-
pliqués que les ensembles décomposables en une infinité d’ensembles
parfaits. Observons, en effel, que Pensemble ramassant en lui toute
la longueur de I5 est gerbéy si e complémentiive de 17 est partout
denses et que nous avons montré du méme coup le théoréme suivant
Tout cnsenehle mesurable (dont le complémentaire est partoul
dense) est la somme un cnsemble gerbé et d’un ensemble de

mesure nulle (*).

19. Une notion indispensable & I'étude approfondie des fonctions

(") Sl s'agissait de mesure spatiale & deux ou plusieurs dimensious, les
démonstrations et leur conclusion »’étendraient i des cas sans aucune difficulteé,
(*) Sile complémentaire D de I n'est point partout dense, I'énoncé précédent
est encore vrai. Pour s’en rendre compte, il suflit, dans chaque intervalle m (en

Journ. de Math. (¢ série), tome 1. — Fasc. I, 191, 17
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dérivées est celle de I'épaisseur d’un ensemble mesurable. Nous appel-
lerons épaisseur d’un ensemble I sur un intervalle ab, le quotient
par la longueur ab, de la mesure de la partie de I située sur ah. Ce
rapport est évidemment compris entre o et 1 inclusivement.

Nous appellerons épaisseur d’un ensemble E en un point M,
agrégé ou étranger 4 I, la limite unique, si elle existe, de I'épaisscur
de E sur un intervalle i contenant M ct dont la longueur tend indé-
pendamment vers zéro. Si I posséde en M I'épaisseur e, pour toute
valeur de ¢, on peut déterminer / de fagon que, dans tout intervalle
contenant M et de longueur inférieure & 4, 'épaisseur de I est com-
prise entre ¢ — e ct ¢ + .

La somme des épaisscurs d’un ensemble et de son complémentaire
sur un méme intervalle est ¢videmment égale & 1. Donc, leurs
¢paisseurs en un méme point uelconque sont simultanément définies
ou non, et dans le premier cas, leur somme est 1.

Si E n’a pas en M d’épaisseur définie. nous appellerons epaisseur
maaximum ct épaisseur minimum de E en M, respectivement la plus
grande ct la plus petite limites possibles de I'épaisseur de E sur 7,
quand 7 contenant M tend indifféremment vers zéro en longucur. Les
deux nombresainsi définis sont ¢videmmentagrégés au segmento — 1.

Nous dirons (qu’un ensemble est épais, si sa mesure n’est pas nulle,
qu’il est épais en lui-méme, sisa mesure n’est nulle dans aucun inter-
valle contenant intéricurement un de ses points. Les ensembles de
mesure nulle scront aussi appelés ensembles sans épaissenrou encore
ensembles minees. Nous dirons qu'un ensemble V) est épais en un
point M, agrége ou ¢teanger a F, si, dans tout intervalle contenant M

~

ason intérieur, K est ¢pais ('), L’ensemble E, des points au voisinage

infinit¢ dénombrable) oit D n’a pas de points, dajouter & D tous les nombres
rationnels de w. On diminue E et I'on accroit I) d’un ensemble ¢ dénombrable, ce
qui ne change pas les mesures de E ni de D. Au nouvel ensemble £’ substitué
a E appliquons le théoréme précédent. F' est décomposé en une infinité dénom-
brable d'ensembles parfaits I, nécessairement discontinus, augmentée d'un
ensemble mince e¢'. F est donc la réunion des P,, accrue de I'ensemble e + ¢/,
lui aussi mince, puisque e est dénombrahle.

(') Siun ensemble K a Pépaisseur «n en un point M, son complémentaire )
posséde l'épaisseur séro en ce méme point. Mais ceci n’empéche nullement que D
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desquels IS est ¢pais, est fermé, ne contient pas de points isol¢s, donc
est parfait. Dans chaque intervalle contigu a I, E a une mesure
nulle. Donc, les points de E étrangers i I, ont unc mesure to-
tale nulle. Ainsi, on ne diminue pas la mesure d’un ensemble en le
réduisant & ceux de ses points au voisinage desquels il est épais. Dans
tout intervalle contenant un point de I£,, I et par suite E, ont une
mesure positive. Donc, E, est épais en lui-méme. Si K est fermé,
1%, lui est évidemment agrégé. 11 est visible que le théoréme du n® 18
peut s’¢énoncer ainsi : Tout ensemble mesurable épais est la réunion
d’une infinité dénombrable d’ensembles parfaits épais en eux-
mémes, dour & dewr distinets et d’un ensemble mince. Les ensembles
parfaits décrits dans cet énoncé peuvent toujours étre supposcs dis-
continus, méme si Pensemble & décomposer est ou conlient un inter-
valle (p. 128).

Nous dirons qu'un ensemble constitue une épaissceur pleine (sous-

soit ¢pais en M, c’est-d-dire que, dans tout intervalle contenant M, D ait une
mesure positive; pas plus que le fait pour une fonction de posséder en un point
la dérivée zéro n’entraine qu’elle soit constante dans tout un intervalle contenant
ce point (il n'y a pas simplement analogie des deux cas, I’épaisseur en un point
est une dérivée). 1l faut d'autre part concevoir qu'un ensemble et son complé-
mentaire peuvent étre simultanément épais en tout point d’'un méme intervalle.
Supposons, en eflet, le segment 0 — 1 décomposé en une infinité dénombrable
d’ensembles parfaits P, deux i deux distincts, disconlinus, épais en eux-mémes,
augmentée d’un ensemble mince v. Dans tout intervalle intérieur au seg-
mento — 1, une infinité d’ensembles I, possédent des points. Dailleurs, la
réunion d’un nombre quelconque fini de P, constitue un ensemble parfait non
dense. Soil ¢, un nombre positif tendant vers zéro quand p croit. Jattribue i
I'ensemble I, d’abord I'ensemble n, puis les / premiers ensembies I, Py, ..., P,
en nombre suffisant pour que leur réunion ait ses contigus tous inférieurs a ¢,.
Ensuite, j'aflecte 4 D les ensembles suivants Py, ..., P;, en quantité suffi-
sante pour que I'ensemble parfait formé par eux ait tous ses contigus inférieurs
a g,. Et je continue ainsi la répartition des P, entre E et D alternativement. il
est visible que, dans tout intervalle inclus dans 0 — 1, chacun de ces derniers
ensembles existe et est épais. Pareillement, par un groupement des P, effectué
suivant une régle analogue 4 la précédente, on pourrait décomposer le seg-
ment o—1 en une infinité dénombrable d’ensembles E,, deux & deux distincts
et chacun épais en tout point. Ces considérations aident & saisir tout lintérét
du théoréme du n° 20.
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entendu : du continu) si son complémentaire est de mesure nulle. La
loculion « sur une épaisseur pleine » remplacera pour nous 'expres-
sion fréquemment employée « presque partout » dont le défaut est
de présenter deux sens différents selon les points de vae, métrique ou
descriptif, ou I'on se place. Nous dirons qu'un ensemble E agrégé a
Uensemble ¢pais P constitue une pleine épaisseur de P, si le comple-
mentaire de E relativement & I” est mince ou encoresi I£ et I’ ont méme
wesure. Nous allons démontrer le trés important théoréme suivant :

20. L'épaisseur d’un cnsemble mesurable est égale @ un, en
chacun de ses points, sauf éventucllement en cews d’un ensenible
mince. Qu encorve @ U'épaisseuar de Voest eale a wn, sur une pleine
épaisseur de L.

Une preuve immédiate de cette proposition est fournie par ce
théoréme de M. Lebesgue : Si f est sommable, 'intégrale besgienne
de f entre « ct . a pour dérivée f sur une ¢épaisseur pleine. Si l'on
sc rappelle (ue, par définition de la somme besgienne, Pintégrale
d’une fonclion ¢gale & ww sur un ensemble el & zéro sur son com-
plémentaire, est ¢gale & la mesure de I'énsemble dans Uintervalle ot
Pintégration est effectuée, il est ¢vident que la mesure de I entre «
et . admet, sauf ¢ventuellement en un ensemble mince, pour dérivie
Punité si .z est dans I, et zéro si .« est extévieur a 1. Done, en dehors
de ces poinls exceptionnels, . étant agrégé a L, Pépaisseur de E
dans un intervalle ayant « pour extrémilé fixe tend vers 1 quand
I'intervalle tend vers zéro. Il en est par suite de méme si Uintervalle
tend vers.c en le contenant. La proposition est ¢tablie par M. Lebesgue
dans ses Lecons sur Ulntégration (p. 123, 124), a vrai dire sans
faire intervenir explicitement la notion d’épaisscur. Mais, comme il
est au fond assez naturel, le théoréme relatif a la dérivée de I'intégrale
besgienne d’une fonction sommable, loin de précéder Papplication
que nous en avons faite, I'utilise au contraire en réalité comme lemme
préliminairement démontré. Etablissons donc directement cetle pro-
position sur I’épaisseur des ensembles en leurs propres points.

Remarquons d’abord qu’il suffit, d’aprés la décomposition effectuée
des ensembles mesurables, d’¢tablir ce théoréme pour un ensemble
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parfait. Car, si I est la réunion d'une infinité d’ensembles parfaits
deux & denx distinets, ¥,, ¥,, ..., ,, ..., et d'un ensemble de
mesnre nulle R, il est ¢vident que sur un segment quelconque I'épais-
seur de I est égale a la somme des ¢paisseurs des ensembles I4,. Elle
est donc au moins égale & Pépaisseur de chacun d’eux, sur un méme
segment et par suite en un méme point. Si donc I"épaisseur de I,
est 1 sur 15, sauf aux points d'un ensemble mince I, aux points de &
érangers a k5, 15, .., B, ..y, R, Pépaisscur de F sera 1. Ces points
exclus forment un ensemble mince. Le théoréme sera done établi si
nous le démontrons pour un enscnble parfait.

21. Soient P un tel ensemble, / sa mesure non nulle, @ ct b ses
points extrémes, @,y &y, ..., t,, ... sesintervalles contigus sur le
segment b (ue nous prenons pour unité de longucur. Soient A el ¢
deux nombres fixes, choisis le premier trés grand, le second Irés
petit. Nous pouvons trouver un entier N tel que Ry = vy + uy,,+. ..

soit inféricur i %\ Les intervalles «,, u,, ..., uy enliérement int¢-
ricurs & «b ct deux & deux sans points communs, sont séparés sur ab
par N + 1 segments (ue je désigne dans Pordre ou ilssont rencontrés
quand on parcourt ab de gauche a droite, par 2, g,y ..., g5y Ces
N + 1 segments, extrémilés comprises, renferment la totalit¢ de P,
leur partic complémentaire ¢tant constituée par les divers inter-
valles «, d’indices supérieurs & N. La somme des longueurs des g,
esl donc supérieure a /[ et exactement égale 4 /+ Ry. Considc¢rons
les intervalles j ou plus précisément j (N, A) sans poinls extérieurs
aux z,,(mZN+ 1) ct sur lesquels I'épaisscur totale des u, est au
moins ¢gale & i\ Voici«ce qu’il faut entendre par cette derniére
expression.

P c¢tant discontinu, j contient des points ¢trangers & P, donc
agréges a certains w,. Parmi ces «,, les uns sont enti¢rement situés
dans j, les autres ont sculement une partie commune avec y. Dans
tous les cas, les points communs & 4 et a cerlains «,, ou encore les
points appartenant & j et étrangers 4 P forment un ensemble dont la
mesure est la somme des «, ou portions de u, situces sur j. Notre

iypothese est (qgue celle mcesure surpassc o our tou in cr-
hypothé tq u J £, pour tout int
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valle j(N, A). Observons d’ailleurs que les u, pénétrant dans un tel
intervalle j ont un indice 2 surpassant forcément N, puisque tout
intervalle j est enti¢rement situé¢ sur un segment g, et par suite n'a
de points communs avec aucun des u, d’indice inférieur & N + 1.
Considcrons les points intéricurs & au moins un intervalle j. Ces
points forment des champs linéaires. Soit / I'un de ceux-ci. Je dis
que ¢ peut étre couvert avec une collection d’intervalles j(N, A) de
maniére (ue tout point de ¢ soit intérieur & I'un de ces j(N, A) et
deux au plus. Observons cn effet que siune suite d’intervalles j(N, A),
SOIt J\y fay «vvy Juy -+, tend vers un intervalle limite J, je veux dire si
les extrémités de j, tendent respectivement vers celles de J @ d’une
part,les j, sonttous & partir d’un certain rang intéricurs au méme seg-
ment p,,, d’autre part sur J 'épaisseur totale des #, est au moins /—\'—

Donc J est un intervalle J(N, A). Nous exprimons cette propricté
en disant que les J(N, A) forment un ensemble fermé d’intervalles.
De ceci résulte (woir Note 1) le point & établir. Développons-en
unc démonstration.

Prenons dans i d’extrémités « et ¢ un point intéricur quelconque v.
Parmi tous les j(N, A) admettant ¥ a son intérieur ou I'ayant pour
extrémite gauche, il y en a un, d’aprés Phermétisme des 7, dont une
extrémité est la plus & droite. Si ces conditions sont remplies par
plusieurs j, nous choisissons parmi ccux-ci le plus grand qui existe
certainement, pour la raison é¢noncée a I'instant. Soient j, cet inter-
valle, v, son extrémité droite et v, son extrémité gauche. y est en v,
ou entre v, et ¥,. De méme j, sera l'intervalle j(N, A) : 1° conte-
nant ¥, & son intérieur ou l'ayant pour extrémité gauche, 2 dont
Pextrémitc droite v, est la plus ¢loignée & droite et le plus grand de
ceux qui satisfont a ccs conditions, s’il y en a plus d’un. Nous défi-
nissons successivement J,, 7,, .... Deux cas se présentent. Ou bien un
point ¥, ,, extrémité d’un j,, est en . L’opération est arrétée. Ou
bien, il y a une infinité de points y,, & indices entiers positifs. Dans
tous les cas, v, est I'extrémité droite de j,_,; v, peut étre intérieur
4 j, ou étre son extrémité gauche, et j,, parmi les j ainsi particula-
risés, est le plus long de ceux dont P'extrémité droite v,., est la plus
éloignée possibledey,.y, esttoujours en dega de 'extrémité gauche de

i
Jp+s(h > 0), sinon j,serait mal choisi et devrait étre remplacé par j, 4.
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vp st évidemment au dela de Uextrémité droite v,_,., de j, 4, les v,
progressant vers la droite quand leur indice croit. v, n’est donc intéricur
a aucun j, d’indice différent de p. Si y, n’est pas intérieur & j,, lequel
coincide alors avec ¥y, y,..,, d¢signons par j/, unintervalle j quelconque
contenant v,. /, laisse & son extérieur y,_, et ¥, sinon j, , ou j,
auraient ¢t¢ choisis par erreur. Dans la suite j,, intercalons j/, entre
Jo-1 et j,. Si alors j, empiéte sur j,.,ousur s,  quand ce dernicr
existe, j, et j,. (ouj,, ) recouvrent y,v,,, coincidant avee j,, que
nous supprimons. Dans la suite restante, un point compris entre v,
ct b est ¢videmment couvert par au moins un intervalle de la
suite (,, /,)- Je dis qu'il I'est par deux au plus. Six en effet est en
un point v, il appartient en propre a j,, si j, le poss¢de a son inté-
ricur, sinon j, existe ct est seul a contenir y,. Si x est distinct des v,,
il est entre deux points tels que <, et v,.,. Seuls peuvent pénétrer
dans cet intervalle j , /., /', ou j .. Est-il possible que . soit inté-
ricur a lrois d’entre cux simultanément? Non, car J'p, et j,., n'y
pénétrent pas simultanément, puisque, si j;,“ existe, j,., coincide
avec v,., Yp..- l.es trois intervalles contenant . seraient donc ou
bien j,, ju, /., oubien j o j., j,... Mais, si j et ousij,etj,.,
ont en commun des points intéricurs, j, ne figure pas dans la suite.
Nous aboutissons & une contradiction. En opérant entre v, ct «
comme entre v, ct 3 en échangeant le role des extrémités droite et
gauche des intervalles, on recoucre i ou 23 acec une famille j(i)
d’intervalles | de telle maniére que chague point de a3 soit inlé-
rieur a.aw moins un el au plus dewr dentre cu (V).

La somme des longueurs des j(1) est au plus égale i 27 et d’ailleurs
au motns ¢gale a 7. Mais chaque intervalle j(i) contient des u, en

longueur totale au moins ¢gale a L\ En additionnant les longueurs

des j(7)yd'unc partetcelles des u,intérieurs i chacund’cux d'autre part,
on trouve deux nombres dont le premier est au plus A fois le second.
Mais le premier est au moins /. Le sccond est au plus le double de
la somme (/) des «, intérieurs & 7, puisque chaque u, ou portion
de w, apparticnt simultanément & deux intervalles j(/) au plus.

(') Cette partic de la démonstration pourrait étre supprimée si 'on sup-
posait connus les résultats exposés dans la Note 1.
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Done, /< 2A5(i). Et en ajoutant les longucurs de tous les champs /
en nombre fini on infini recouverts par les j(N, A), on trouve un

«©
. R . N ' .
nombre A inféricur & 2A }_u,,: 2A Ry <e. Done, ¢ élant supposé
N+t

inféricur & /, en retranchant des 3, tous les champs 7, il reste néces-
sairement un ensemble de mesure supéricure a /— e Soit 15(N, A)
cel enscmble évidemment ferme. De quelles propriétés jouit un
point (N, A) de cet ensemble, ce point étant supposé distinel des
extrémités des segments z,,? U'n tel point n’étant intéricur 4 auncun
des j(N, A), dans tont intervalle w contenant (N, A) ou plus sim-
plement ., ct n’atteignant pas 'un des w, d'indice inféricur & N +1,
donc o étant intéricur a P'un des 3, Uensemble des uy,,y ...,

" . . e L ' .
sur o une ¢paisseur inféricure a 1 Donc, I'épaisscurde I” sur w est au
. I . . e ' . . ' .
moins 1 — - Or les limites d'indétermination de Pépaisscur en .r,

s'cutendent comme étant celles de Pépaisscur de I sur un intervalle
conlenant .« et tendant vers lui. On ne change donc pas ces limites en
bornant cet intervalle 4 ne varier comme w que sur z,, auquel .
est supposé intéricur. Donc, la plus petite de ces limites est certai-
nement an moins égale & 1 — ,i\ Remarquons que E(N, A) est
agrégé a P et méme non dense sur P, Car, A surpassant 1. loul point
soil inlérieur i uy,, soit distant de ny, , de moins de (A —1)u, el
agrégé a Pan des z,, est inlévieur i un intervalle /0N, A, done
est étranger & KON, A) Aucun point extéricur & PPy ni méme
(sauf les extréemités de w,, w,, ..., 1uy) aucun point de premicre
espree de P one faisant partie de (N, A). co dernier est
agrégé a P et ne peat contenir aucune portion de P. Comme
il est fermé, il est non dense sur P>. Retranchons de (N, A)
les extrémités de w,, w,, ..., u,, c¢ qui nous laisse un en-
semble 15,(N, A) ne contenant aucun point de premiére espice
de P. E,(N, A) s'obtient donc en retranchant de «/ tous les seg-
ments «,, ainsi que les points des j(N; A) agrégés a P. Toul inter-
valle JON 44, A) estoun intervalle j(N, A) sans que dhaillears la
réciprogue soit vraie en géndral. Done, Pensemble 15, (N, A est
compris dans tous les ensembles )i, (N + &, A). Faisons croitre N
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indéfiniment. Le produit 2 AR, tend vers zéro et par suite la mesure
de E,(N, A), supérieure & / — 2AR, et inférieure évidemment & [,
tend vers ce dernier nombre. [.’ensemble E(A) des points appar-
tenant & 'un au moins des I,(N, A) a donc méme mesure que P.
En tout point de K(A), ce point étant nécessairement agrégé a l'un
des E,(N, \), la plus petite ¢paisseur de I” est au moins 1 — 1\ Le

complémentaire G(A) de E(A) relativement & P est de mesure nulle.
Remarquons cu’en tout point de ce dernicr ensemble la plus petite

épaisscur de I’ est au plus 1 — % Iin effet, soit «’ un point de G(\)

ct de scconde espéce sur I, 'épaisseur minimum aux points de pre-
miére espéce étant zéro. Quel que soit N, z’ appartient 4 G(N, A),
donc est intérieur & un intervalle j(N, A) situé dans un segment g,
compris entre deux des u,, u,, ..., uy géométriquement consécutifs.
- . " . . 1

Sur j(N, A) P'épaisseur des «, est au moins X Done, celle de P est

1 . . ’
au plus 1 — %- Or, cet intervalle j, dépendant de N, a une longueur

. . .  { A . . .

infiniment petite avec N’ de méme que z,, si les intervalles contigus

a4 P,supposés partout denses, sont tousdans la suite «,. L'épaisseur de P
, . o . ' . 1

en .’ a donc sa plus petite limite au plus égale 4 1 — £ En donnant

i A une suite de valcurs indéfiniment croissantes, on obtient des
ensembles E(A) chacun inclus dans le précédent et ayant tous pour
mesure /5 ou des ensembles (G(A) contenant chacun le précédent et
tous minces. Lensemble I commun aux E(A) a pour mesure /. Fn

toul point de I, Pépaisseur de I surpasse 1 — %, quel que soit A.

Elle est donc égale & 1. La mesure de G, complémentaire de K sur P,
est nulle. G est constitué par la réunion des points de I’ ot I'épais-
seur n’existe pas ou différe de 1. L’ensemble K (A) est gerbé sur I'.
Iensemble (i (A) malgré sa mesure nulle est un résiduel de P. Les
ensembles I, partie commune aux I5(A), et (i, réunissant les G (A),
appartiennent aux mémes catégories respectives.

22. Remarquons encore que, si {(x) est la mesure del'ensemble K
1 que,
entre un point fixe a (& gauche duquel la mesure de E sera comptée

Journ. de Math. (3¢ série), tome 1. — Fasc. 11, 1913, 18
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négativement) et un point variable x, I'épaisseur de E et la dérivée
de /() existent ou n’existent pas simultanément et dans le premier
cas elles ont laméme valeur. Soient Hle complémentaire de Fet A ()
sa longueur entre @ et x. On a /(x) + A(.) =& — a. La dérivée
de /+ A existant loujours et étant l'unité, E et H ont donc une
¢paisseur définie aux mémes points et leurs deux épaisseurs quand
elles existent ont pour somme 1. Or, les ensembles ¢ de I et vyde H,
ot respeclivement I'épaisseur de I et celle de H ne sont pas définies
ou différent de 1, ont 'un et I'autre une mesure nulle. Donc, en
dehors de I'ensemble mince ¢+ 7, '¢paisseur de I est soit zéro,
soit 1. Nous conclurons de lia qu'il est impossible de construire un
ensemble Y. dont U'épaisseur soit partout définie, si ni V. ni son
complémentaire ne sont de mesure nulle. Car, dans 'hypothése
opposée & celle-ci, la dérivée /(.r) existerait cn tout point, prendrait
effectivement les valeurs o et 1, mais ne recevrait les valeurs intermé-
diaires & 0 et 1 qu'en un ensemble de mesure nulle. Or, ceci est cn
opposition avec une propriété essentielle des fonctions dérivées. Mais
il est toujours possible de réduire un cnsemble E i ne posséder que
des points ol son épaisseur cst définie, puisqu’en retranchant de I
les points ou il n’en serait pas ainsi, on ne modifie la mesure de I
dans aucun intervalle, donc on lui laisse la méme épaisseur, définie
ou indéterminée en tout point.

25. P élant toujours un ensemble parfait épais en lui-méme, sup-~
posons définie sur chaque segment contigu «, 4 I une fonction y, ()
prenant en a, la valeur zéro, en b, la valeur V,, non nécessairement
continue sur «,, mais telle que le macimum de |y, ()| soit lo
terme géneral w, d’une série convergente. La série V, est a fortiori
absolument convergente. « ct b étant les extrémités de P, délinissons
sur le segment @/ une fonction y par la relation

Y= (aZe)N4wmoy (),

@ ¢tant nul si o estsur P, égal &1 si 2 estintérienr & u,,. Je dis que y
est continu en lout point de seconde espéce de P ot a, relativement
a.ry une dérivée nulle sur une pleine épaisseur de P.

Le théoréme sc réduit & celui qui concerne I'égalité & 1 de Iépais-
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seur de I, si 'on fait y,(v)=x —a, V,=u, Alors y est la
mesure entre ¢ et x de 'ensemble complémentaire de . La dérivée
de y est 'épaisseur de ce dernier. Llle est bien nulle sur une pleine
¢paisseur de I'.

Nous allons d’abord montrer la continuité de y en tout point Z
de I au moins pour le coté o % est limite de points de P. En effet,
soit Y, (.z) une fonction définie sur «, seulement, continue, unioscil-
lante, nulle pour x = «,, valant V, pour 2 = 0,. Posons, w ayant le
sens déja dit, Y(z) = (aXax) V,+ o Y,,(z). Y (x) est continu partout,
comme nous I'avons va (I1). Soit O(zx)= Y (x) — y(x). y sera
coulinu aux mémes points que 0 et pour les mémes cotés. Or

}‘/l(“v)—yu(""‘)‘ < 24,

Dong, |0()| - 2@w,,. Je dis que, cn tout point 5 de P, § est continu
pour tout coté o il est limite de 1°. Car (%) est nul, et si x tend
vers = d’un ¢coté ot £ estlimite de points de I’ le rang minimum
des «, ayant au moins un point commun avec I'intervalle £Z eroit
ind¢finiment quand |2 — %] tend vers zéro. Sinon, du coté considéré,
un des w, serait & une distance nulle de %, ce qui est absurde si % est
limite de I’ de ce méme coté. Donc, si w, tend vers zéro pour # infini
et cn particulier si la série w, est convergente, 0 et par suite y(x)
sont conlinues en tout point de seconde espéce de P des deux cotés,
et du cote de P en tout point de premiére espéce.

Nous élablirons I'égalité y'(x) = o sur une pleine épaisseur de P,
grice @ un mode de raisonnement trés analogue & celui ui nous a
servi dans le théoréme sur I'épaisseur des ensembles.

B ¢tant un segment dont les extrémités sont situées sur P, dési-
gnons par o () la somnie des | V,| relatifs aux intervalles «, ayant au
moins un point commun avec 3 et par suite intérieurs & lui (les extré-
mités de 3 élant sur P). Si les segments B,, f,, ..., 5, satisfaisant
a cette derniére condition sont adjacents et consécutifs, si § est le
segmenl réunissant les précédents, 5(B) est évidemment la somme
des 5 (B,).

Cela posé, A ¢tant un nombre positif quelconque et fixe, consi-
dérons, pour une valeur entiére et déterminée de N, U'enscinble des
intervalles j(N, A) satisfaisant aux conditions suivantes : 1° leurs
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extrémités sont sur I’; 2° ils sont sans points communs avec les inter-
valles u,, u,, ..., uy, donc agrégés & I'un quelconque des seg-
ments g, p., ..., Py, Séparés sur al par ces derniers intervalles;

3° o[/(N, A)] vaut au moins %j(N, A). Je dis que les inter-

valles j (N, A) forment un systéme fermé. Ln eflet, soit «,3, un
intervalle j (N, A) tendant, pour p infini, vers un intervalle af. Il
nous faut montrer que «f satisfait aux trois conditions des inter-
valles (N, A). ’abord &, et B, étant sur P, il en est de méme de a et
de § (premiére condition). a,f, tendant vers un intervalle limite
¢t ¢lant loujours agrégé & 'un des segments g, est & partir d’une
certaine valeur de p situé toujours sur un méme g,,. Done a3 est sur
ce dernier ct par suite sans points communs avec «, pour #Z=N
(deuxiéme condition). Enfin, nous avons vu, en ¢tablissant la conti-
nuit¢ de f, que, a, tendant vers « sans quitter I’ et 3, tendant de fa
méme facon vers 3, les plus petits indices des w, intérieurs soit
a aa, (ou a,a), soit i 33, (ou,3), croissent indéfiniment avee p.
Done o (a,2) |ou g (aw,) selon que a est supérieur ou inférieur i x|
et 3(B,8) oua(38,) lendent vers zéro. 5(a,3,) ne différant de o (af)
que par la somme des deux nombres précédents aflectés d’un signe
convenable, on a bien lim. s («,3,) = o(a3) et

g(a3)=lim g(a,b,) =

I
Bp—a, A

B—a

(troisicme condition).

Le systtme j (N, A) étant ferm¢ est équivalent & un systéme strict
choisi en lui-méme, soit (j). Les points intéricurs & au moins
un j (N, A) ou, ce qui est équivalent, & au moins un (), forment des
intervalles ¢ deux a deux distincts. Nulle extrémité de I'un des 7 n’est
intérieure a I'un des j (N, A). Tout point de / étant intérieur & au
moins un () et & deux au plus, les extrémités des () intérieures a i le
décomposent en segments alternativement agrégés a un seul (j) ou
a deux (j). Soient j, les premierset j,les seconds. Ona i =Xj, + £j,
et la longueur totale des () intérieurs a ¢ est évidemment supérieure
a i et exactement égale 4 Xj, +22j,=7{+2Xj,. On a de méme
a(i)=2Z20(j,) +Xa(j,). Dailleurs, tout intervalle (j) ayant des
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points communs avec ( et par suite intérieur a 7, est décomposé en
un /, et deux j,, et a(j) vaut la somme des nombres 7(;,) et (;.)
relatifs aux ¢léments 7, et j, de (j). Donc, pour chaque intervalle ¢,
chaque j, appartenant & deux (j) et chaque j, & un seul,

Sa(f)=2a(j))+220(/a),

la sommation étant dans les deux membres é¢tendue a tous les /, /,, /,

. . . . . . . 1 .
intérieurs & /. Mais le premier membre est au moins ¢ £(), donc au
I

. 1. e e e . L.
moins /. Le second membre est inférieur & 20 (7). Donc
L

{<2A0(0).

Telle cst 'inégalité vérifiée par chaque champ recouvert par les

J(N, A). Ces champs sont deux & deux distincts par définition et

intérieurs aux N + 1 segments ¢,,. Les «, intérieurs 4 'un des ¢ ont
o] “m n

a
done un indice n supérieur & N. Donc, si / désigne la somme X |V,],
N1

la somme des £, longueur totale du champ recouvert par les j (N, A),
est au plus 2 A ¢. Cette longucur tend vers zéro quand N croit indéti-
niment.

Considérons maintenant 'intervalle «,(A) de méme milicu que «,

et obtenu en rallongeant «, de chaque coté de Aw,. La longueur
de «), vaut donc u, + 2Aw,.
Excluons de ab : 1° les segments u,, u,, ..., ug; 2° les seg-
ments j (N, A); 3° les segments uy,,(A), p étant un entier positif
quelconque. La totalité des points exclus forme un ensemble dont la
mesure est inférieure a

N * > E
Su,+2A 0+ 3w, (A) =S u,+ 2A (4 sy),
1 N+1 1

en posant sy,= X «, (sy vaul au moins /). { désignant la longueur
N+1

de P, soit b/ — a — Xu,, les points exclus ont une mesure au plus
1

égale d b—-a — 1+ 2A(1y+ sy). Si donc N est choisi assez grand
pour que 4 A s soit inférieur a /, le segment ab comprend des points
non exclus. Ces points forment un ensemble E(N, A) dont la mesure
vaut au moins [ — 4 As,.
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Je dis d’abord que E(N, A) est agrégé 4 P et méme ne comprend
que des points de seconde espece de P, En effet, le segment «, étant
agrégé au segment u«, (et intérieur & lui, si w,=~o0), tous les seg-
ments u,, que leur indice soit inférieur & N + 1 ou supérieur a N,
sont compris dans les éléments constituant le complémentaire de
E(N, A) surab.

E (N, A) est donc agrégé a PP. Sa mesure surpasse / — 4 A s,. Donc,
son complémentaire relatif &4 P a une mesure inférieure & 4As.
D’ailleurs E(N, A) est inclus dans (N + 1, A). Car, tous les élé-
ments exclus de ab pour obtenir K(N + 1, A) figurent parmi ceux
qui concernaient E(N, A). En effet : 1° le complémentaire de I2(N)
est formé pour une part des segments u,, Uy, ..., Uy, Uy, ,, Uy, -
ensemble contenant celui des segments w,, u,, ..., Uy, Uy, Us,sy -+« oy
relatifsa 1L (N, A), puisque w«y,, contient &y, ; 2° le reste du complé-
mentaire de (N, A) est constitu¢ par les ¢léments en excés dans les
segments j (N, A). Or, tout segment j (N + 1, A) esl un segment
J (N, A). Car, d’abord j (N + 1) vérifie la condition 5 (;)z -/'(j et
posséde ses deux extrémités sur 5 de plus, j(N 4+ 1) enti¢rement
étranger a chacun des intervalles u,, ..., u,, 'est en particulier aux N
premiers de ces intervalles. C’est donc bien un intervalle j (N, A).

Donc, 'ensemble £ (A) réunissant tous les IN(N, A) et agrégé a P
comme chacun d’eux, a pour mesure la limite de leurs mesures, soit /.
E(A) est une pleine épaisseur de P. Je dis que, £ étant un point
quelconque de E(A), donc un point agrégeé i un certain IX(N, A) (et
f(x)

4 tous les suivants), le quotient: T e peut avoir de limites

L — ¢

v ey

13 3 - . '
excédant xen valeur absolue, quand « tend vers % par valeurs infé-
rieures ou supérieures.

En effet, £ agrégé 4 E(N, A) est un point de seconde espéce de P

1) ’

nécessairement intérieur a 'un des segments ¢,, £a, ..., gy, SOIL

a p;. x tendant vers ¢ finit par devenir et rester intérieur 4 ;. « étant

agrégé & p;, supposons-le d’abord situé sur P. On a ¢videmment et en
supposant par exemple & < x,

et pour r < %, )
|/ (2) = f(E)|Sa(x).



SUR LES NOMBRES DERIVES DES FONCTIONS CONTINUES, 143
( . .
Or, nous avons ¢ (%) ou 5(x§) < + |& — £|, sinon Zx serait un
segment j(N, A) et £ serait étranger 4 E(N, A). Donc

£—¢

1
<a

quel que soit x dans z; sur P.

Soit maintenant x intéricur & z; et en méme lemps étranger a P,
donc intérieur a unintervalle «,, dont I'indice excéde nécessairement N.
On a, % n'étant ni intérieur ni extréme & «,,, | — | > Aw,,. Or, q,
et b, étant les extrémités de w,,, supposons d’abord & > %. Alors

/(Z‘) —f(:') =Ym (1) +/.((I,,,) —f(i)'
Donc, | f () — f(8)| est inférieur &

I . 2 -
Wy K ((1,,,—‘;_) < K (‘I"—'Q .

Si w estinférieura £, f(5) — f(x)=[f(Z) — f (D) + V,, = yu(x).
Alors| f(x) = f(%)| <—k(’;’ —0,)+ 2w,,,<%(_’;'—x). Donc, quel que

. ‘ ' " . (.I' - (.C-) 4 P . . 3
soit x sur z;, agrégeé ou étranger a P, !—?)-_/— est inférieur a 1
N . . 3
Aucune des valeurs limites de ce quotient ne peut donc excederT-

Donnons & A une suite discréte de valeurs croissantes et tendant
vers + =, Les ensembles 15(A) correspondants sont chacun contenus
dans le précédent. Car, si A < A’y K(N, A") est inclus dans X (N, A).
La mesure de chacun des K (A) étant /, ils ont en commun un
ensemble ayant cette méme mesure et, comme eux tous, agrégé a .
Cel cnsemble L est donc une pleine épaisseur de 1. En un point %

de I, aucune valeur limite de M

ne saurait, xr tendant

9

a . . TR}
vers Z, surpasser 1+ si grand que soit A. Donc, en Z, fa une deérivée

nulle. Or, K estune pleine épaisseur de P. C. Q. F. D,
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CHAPITRE IL

THEOREMES FONDAMENTAUX SUR LES NOMBRES DERIVES,

24. Nous appellerons variation (ou variation simple) d’une fonc-
tion continue f entre « et b, la différence f(/) — f(a). Nous appel-
lerons wvariation absolue (ou arithmétique) de f entre @ et /) la
valeur absolue de la variation simple de f cntre les mémes points,
soit | (D) — f(a)|, et enfin wariation relatice entre a et b le
quotient par b —a de la variation simple de f enlre ces points,
f(b)—/(a)

b—a

soit - Nous d¢ésignons respectivement les trois nombres

définis & Dinstant par les notations V(f, a, &) ou (aVh)f,
VR(f, a, b) ou (aVRb) f, VA(f, a, b) ou («VAD)f. La lettre f
pourra étre supprimée quand il n’y aura aucunc ambiguilé possible
concernant la fonction dont il s’agit. D’aprés les définitions posées,
nous avons

V(f, ba)=—V(f,a,b), VA(a,b)=VA(b,a), VR(a,b)=VR(b,a).

Je rappelle que,sauf mention expresse du contraire, de deux nombres
énoncés successivement sous forme de lettres, et jouant des roles
symétriques, le premier est toujours supposé moindre que le second.
IXn vertu de cette régle, si @ est inférieur & b, nous n’écrirons jamais
VA (b, a) ni VR(b, a), mais toujours VA (@, b) et VR(a, h). kn
particulier, b — « étant positif, une inégalité telle que VR(f,a, /)<=
ou > peut encore s’écrire

S —fl@)<a(b—a) ou  >B(h—a)

23. La variation relative VR(f, .,z + /A) de f entre un point
immobile z ¢t un point variable .» 4+ 4, suivie quand / tend vers zéro
par valeurs toules positives, posséde dans le cas le plus général, pour
champ de ses valeurs limites, un segment continu, fini ou infini, dont
’extrémité maximum Ay est appelée nombre dericé supérieur droit,
Pextrémité minimum ¢, étant le nombre dérivé inférieur droit. Ces
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dcux nombres peuvent étre infinis. Noussommes conduits 4 distinguer
~N ~ .
sept cas : 1°dqg=0,=+=%; 2" N, =+ =%, 9, fini; 3* ), =+ =,

o . ~ S ) ~ N

o= -~ =%} 4* A, fini, 2, fini, avec ;> 2,3 5° Ay= o4, 'un ct 'autre
Y . » v . ~ N

finis; 6° A, finl, 6y =—=%; 7° A= 0, =—x.

Dans les cas 1°, 5°, 7°, o1t A, ct 5, coincident, on dit que f(.r') a une
dériviée droitey limite unique da quotient VR(f, oy .+ £ quand /4
tend vers zévo par valeurs positives. La dévivée est alors la valeur
commune des deux dérivés extrémes supposés coincidents, + % la
premicre fois, un nombre fini la seconde, — = la troisicme.

Sapposons A, et 3, distinets. Soit ., un nombre compris entre 3,
et 2, Llégalive £+ h) — f(r) =, est réalisée pour une infinité
de valeurs positives de A tendant vers zéro, & cause de la continuité du
quotient VR (f, x, x + /), elfective tant que / differe de zéro. En
effet, VR (f, #,.r + £) admettant pour valeurs limites 4, et 5,séparés
par gy, il existe un nombre Ay tel que VR(f, &y e+ h ) > wy, puis b,
inférieur a A, tel que VR(f, oy ) <wyy leyyey et by, se délinissant
tour a tour, posilifs, décroissants contrairement i l'indice, tendant
vers zéro, et satisfaisant alternativement a Uune et a Pautre des inéga-
ites VR(fy wy o+ Dy ) >0y et VRS, 2y w0+ D) <y Entre
deux termes de la suite /4, la fonction continue VR(/f, .y .o+ 1)
prend donc au moins une fois la valeur u,; v, sera appelé un dérice
médian droit de [ en .r.

L’égalité d’un dériveé extréme avee la variation relative de £ entre .«
el .o + h, réalisée pour uneinfinité de valeurs de 4, tendant vers zéro,
est nn cas exceptionnel.

On définit parveillement, en faisaut tendre £ vers zéro par valeurs
négatives, les deux derieds gauches, supérieur A, et inférieur Sy
respectivement plus grande et plus petite limite de la variation
relative de f entre a+ A ct . quand / tend vers zéro par valeurs
négalives, et les dérivés médians gauches, qui sont tous les nombres
intermédiaires & A, ct 5, et qui coincident pour unc infinité de valeurs
négatives infiniment petites de h avee VR(f, .+ h, ).

Quand les dérivés extrémes gauches coincident, leur valeur com-
mune prend le nom de dérivée gauche. f est dite avoir une déricér,
si les deux dérivées droite et gauche existent et coincident.

Pour éviter des confusions, nous qualificrons souvent de « bilaté-

Journ. de Math. (7® série), tome 1. — Fasc. 11, 19153, 1)
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rale » la dérivée ordinaire d'une fonction f. Une dérivée valant pour
un scul coté, qu'il estinutile de préciser, sera appelée dérivée « uni-
latérale ». Une dérivée latérale sera considérée comme la réunion des
deux dérivés extrémes relatifs au méme cOté et non pas comme un
dérivé médian.

26. Ces définitions pouvant présenter dans I'esprit du lecteur
certaine obscurit¢ quand elles s'appliquent & des nombres infinis,
expliquons & titre d’exemple leur sens dans deux ou trois de ces cas :

1° Un nombre dérivé gauche est + =, et il n’y a point de dérivée
gauche. On a alors forcément A, = + =, ¢, élant fini ou infini
négatif. La traduction arithmétique de cette hypothése est I'existence,
si pelit que soit x el si grand (ue soit A, d’un nombre positif £ infé-
rieur a «, lel que

VR(fix—h, £)>A ou f(o)—f(x—h)>A#,

sans que ces inégalités soient vérifices pour tous les nombres / infé-
rieurs 4 un nombre positif «. Ou encore, il y a deux suites 4, /., ...,
Iy o5 By By ooy By ooy décroissant & zéro et telles que, pour la
premiére, VR(f, «, x — h,) tende vers =+ », VR(f, x, x — I,)
tendant soit vers — =, soit vers un nombre fini. Aucontraire, 2°on a
la dérivée gauche + » en x, si, quel que soit A, on peut calculer « de
manicre que la simple inégalité o < /& < 2 entraine

Sy —f(e—=h)>Ah

. () — [0 — hy .
+ = ost alors la limite de £ '/{(' 'n) pour loute suite /,
n

décroissant vers zéro.
Enlin, 3° £a pour dérivée - » en.c, si i tout nombre positif A on
peut faire correspondre un nombre = positif, tel que la seule con-

dition |/| <« entraine AC lz/()~_f(.z') <= AL

27. Le théoréme suivant nous permettra fréquemment d’éliminer «a
priori Phypothése de certaines associations de valeurs pour les quatre
nombres dérivés extrémes d’une méme fonction en un méme point.
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Tutoreme. — Les points oi le dérivé supérieur pour Uun des céiés
est moindre que le déricé inférieur pour Uautre coté forment un
ensentble dénombrable.

Nous démontrerons préalablement une propri¢té générale des
ensembles parfaits & deux dimensions (*). Donnons le nom de somumet
d’un tel ensemble P 4 I'un de ses points M, s'il existe un angle TMT
d’ouverture inféricure & = et contenant tous les points de I’ voisins
de M, j’entends tous les points de P situés dune distance de M inférieure
A un certain nombre positif dépendant seulement de M. Je dis qu’un
ensemble parfait ne peut posséder qu’une infinité dénombrable de
sommets. ln effet, convenons d’appeler « suffragant » d’un ¢lément
quelcongue N de P, tout point H du plan, pour lequel N est sur P le
point plus rapproché de H. Géométriquement, la propri¢té caracteé-
ristique des suffragants de N est que le cercle de centre 1 et de
rayon LN ne contient i son intérieuraucun point de 1’ et n'en possede
sur sa circonférence aucun différent de N. Tous les points intéricurs
au rayor 1IN sont suffragants de N si H Pest. Un point H du plan ne
peul ¢videmment étre suffragant de plus d’un point de P’. Tout point
de P n’a pas nécessairement de suffragant. Mais nous allons montrer
que les suffragants de tout sommet de I’ forment un ensemble conte-
nant une aire. Des aires deux & deux distinctes étant nécessairement
en infinit¢ dénombrable, la méme propriété de puissance en résultera
bien pour les sommets de P.

Soient donc M un sommet de P et v un cercle de centre M et de
rayon g, tel que tous les points de I intérieurs & y soient dans le sec-
teur TMT’ d’angle au centre « inférieur & =. Linlevons du cercle v, de

1
part et d’autre de ce secteur, un quadrant de v. 1l reste dans ¥ un
secleur T, MT, d’ouverture = — x. Limitons ce dernicr & sa portion
intéricure au cercle ¥’ concentrique a v et de rayon moitié¢ moindre.
Lie secteur de v’ obtenu, soit M=, a tous ses points II suffragants
a M. Car, la circonférence (@ de centre H et de rayon HM est inté-

rieure au cercle y et n’a de commun avec le secteur TMT que le

(') Voir Comptes rendus de 'Académie des Sciences de Paris (11 juillet
1910). L’énoncé et la démonstration s’étendent sans difficulté au cas de plusieurs
dimensions.
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point M. Donc, C ne contient & son intéricur aucun point de I, ni sur
son contour aucun, sauf M. I.’intéricur du secteur <M=’ est donc suf-
fragant & M. Les M sont bien dénombrables.

Le théoréme sur les nombres dérivés va se déduire immédiatement
du précédent. f(.x) étant une fonction continue, le point &, y = f(«)
décrit, . parcourant le segment ah, un ensemble parfait, savoir la
courbe C représentative de f(.). Si, en un point &, 3, est inféricur
A ¢,, soient 2p la somme de ces nombres ¢t 4o leur différence,

&

onald,<p—wel,>p+ o On aurad’une part

Je)—f(x,)

£— 2y

< p-—m

dés que « — ., positif sera inféricur & un certain nombre /4, ; d'autre
(1] 19
part
VACH R ACKY,

£

=>p+m,

£y

dés que o — «x, négatif surpassera — /r,. Noit /A le plus petit des
nombres /, et A,. Soit M le point de C ayant pour abscisse .x,.
L’angle de sommet M, ayant pour ¢6té gauche TM de pente p + o,
pour coté droit MT" de pente p — o etouvert dans le sens des y néga-
tifs, angle valant moins de = (exactement = — 2 w), contient manifes-
tement tous les poinls de C intérieurs a la bande «, —- h < wy+ h
et a fortiori au cercle de centre M et de rayon /. Donc, M est un
sommet de I'enscmble parfait C. Donc, 'ensemble des points M el
celui de leurs projections .z, sur O sont dénombrables. Le chan-
gement de w en — w et de f en — /fnous donne la méme propriété
pour I'ensemble des points ., ot / vérific l'inégalité A, < ¢,

n pacticulier, 'ensemble des points ot une fonction posscéde pour
chacun des deux cotés une dérivée unilatérale différente, cet ensemble
est dénombrable.

Nous énon¢ons maintenant un théoréme fondamental pour celte

étude.
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Premier Théoréme des nombres dérivés (théoréme descriptif).

28. P étant un ensemble parfait continu ou non, s’itl existe une
infinité d'intervalles S,, S,, ..., S,, ... dont la longucur tend vers
séro, n croissant, dont les extrémités pour un méme cété (gauche,
parexemple), ¢y, €yy eeey €4y oon 110800 Loules ugrégées a P, 2° forment
un ensemble partout dense sur V; si, d’autre part, la variation
relative 1, de la fonction continue f sur S,, ou bien «) reste cons-
lamment supérieure a un nombre fice k, ou bien b) reste constam-
ment infeérieure a k, ou bien ¢) tend vers une limite unique finie ou
infinie Iy alors, dans ces conditions respectives, l'ensemble des poinis
de P ott, du cité opposé au premier (done droit d’aprés notre pre-
miére hypothése), f posséde a) son derivé supéricur au moins égal
ak, by son déricé inféricur au plus égal a b, ¢) le nombre | pour
déricé médian ou extréme, Uensemble ainsi défini est partout
dense sur P, et méme c’est un résiducl de V.

En cffet, donnons-nous une suite de nombres positifs ¢,, <,, ...,
€., .., tendant vers zéro. Pour x = ¢,, nous avons I'égalité

Jd,)—/(x)

d, -z

ou VR(f, =, d,)=L,.

Mais le quoticnt de diflérences figurant au premier membre est une
fonction continue de « en ¢,. Il existe donc un intervalle ¢, ), ou g,
contenant ¢, & son intérieur, pouvant toujours étre suppos¢ inférieur
d ¢, en longueur, et cn tout point .- duquel le quotient considéré est
compris entre /, — ¢, et [, + ¢,. En outre, la valeur du quotient n’¢tant
d’ailleurs pasobligatoirementdéfinie pourx =d,,, supposonsc, entre ¢,
etd,. Désignons indifféremment par E I'ensemble défini dans I'énoncé
ctsusceptible de trois acceptions diverses suivant I'hypothése réalisée
par les /,. Je dis que tout point £ agrégé & une infinité de s, appar-
tient & . Il faut prouver pour cela que : 1° % est agrégé a P, 2°en &,
[ satisfait aux conditions différentielles énoncées. En effet, d’abord la
longueur de s, étant inférieure a ¢,, et &, contenant ¢, agrégé a P
(les d, n’ont aucune relation obligée avec P), £ est un point limite
de points de P, donc fait partiede P supposé parfait. D’autre part, si g,
contient %, 'extrémitédroite d, de I'intervalle S, de méme indice que 5,
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surpasse 5 ct en est & une distanceinférieure & 5,+ S,, g, et S, empic-
tant 'un sur 'autre. Done, pour la suite des s, contenant &, d, tend
vers § par valeurs supérieures. Enlin la variation velative VR(/, §, ,)
est, pour la m¢éme suite de valeurs de n, comprise entre /, — ¢, etl, +¢,.
Donc, toutes ses valeurs limites qui sont des dérivés droits médians
ou cxtrémes de f en ¥ sont comprises dans I’ensemble des valeurs
limites de la suite /,. Si donc @) /, surpasse &, f posstde en § un dérivé
médian ou extréme au moins égala A et par snite on a Ay (5) 7 A
de méme si b) [, <k, ¢q(5)<k, et si ¢) lim{,={ lini ou infini,
3(E)2L, 284(5).

Tout revient done & montrer que 'ensemble des points intérieurs &
une infinité d'intervalles 7, est partout dense sur I, et méme que c’est
un résiduel de P. Etablissons par des raisonnements ¢lémentaires la
premicre allégation. Soit & une portion (uelconque de I’. Prouvons
I'existence d’un point de 15 sur @, ¢ et b ¢tant les points extrémes
de @, soil @ un point de @ intermédiaire aux précédents. A cause

de la densité des ¢,, il existe unc suite de points ¢, tendant
vers a. La longueur de s, tendant vers zéro (uand » croit, nous
pouvons trouver un premicr point ¢, (désigné désormais par vy,)
agrégé a @, en méme temps que l'intervalle 5, correspondant, soit w,,
cst intérieur & ab. w, ayant & son intérieur ¥, agrégc a P, contient
une infinit¢ de points de P. Soit @, une portion de I’ intérieure
A w,, a, et b, ses extrémités. Nous y délerminons de méme un
point ¢,, désignons-le par v,, dont 'intervalle 5, soit w,, est intérieur
d a,b,, etnouscontinuonsindéfiniment selon un progrés ¢vident. Nous
établissons ainsi une succession de segments «b, w, a,b,, w,, ...,
a, b,y ®, ., ..., chacun intérieur au précédent. «

mités d'une portion m,, de P intéricure a w,,. a,, ¢tant un point quel-
conque de @, distinctde a,, et de b,,, il existe, i cause de la densité des
points ¢,,, une suite de ces demie.rs tendant vers «,,. A partir d'un
certain rang, les points de cette suite auront leurs intervalles s, res-
pectifs intérieurs & a,,b,,. Soit v,,,, 'un deces points et w,,,, son inter-
valle 5,. w,,,, contenant un point de P, savoir v,,,,, en contient une
infinité; soit @,,,, une portion de P formée par ceux-ciet @, b,..,
les extrémités de ,,,,. Le segment w,, étant intérieur & ©,,_, et doué
d’'une longueur infiniment petite quand son indice croit, tend vers un

. et b, sontles extre-
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point 5 intérieur & lui pour toute valeur de i, et, comme nous I'avons
vu, agrégé 4 . Donc, I'ensemble IX possede au mnoins un point dans
toute portion @ de P. Il est partout dense sur I’. Mais notons que,
scules les valeurs limites de I, intervenant pour borner A, ou 2, dans
les cas @) et b), il est possible de substituer, aux hypothéses respec-
tives /,> h ou I, < I, celles-ci moins restrictives : les [, R’ admettent
point de limite inféricure (cas a), ou supérieure (cas b) a k.

29. Montrons maintenant que IS est un résiduel de . En effet,
les 3, c¢tant définis comme plus haut, considérons I'ensemble H,
des points de I’ non intérieurs & s, 6., ..., 5,, .... Cet ensemble
est ¢videmment fermé puisqu’un point ¢tranger a H,, étant intéricur
a un intervalle 5, totalement ¢tranger & Hy, ne peut pas étre point
limite de cet ensemble. Je dis (ue H, est non dense sur I’. Dans
le cas contraire, il existerait une portion @ de I dont H, posséderait
tous les points. Or, I'ensemble «, ¢lant dense sur P, il existe, entre
les points extrémes « ct b de ®, au moins un point ¢,. L'inter-
valle 5, correspondant, renfermant ¢,, contient de @ toute une
portion dont aucun point intéricur ne fera partie de H,. Donc,
I, est non dense sur P. Mais ce raisonnement est fond¢ sur ce que
Pensemble ¢, ¢, ..., ¢,, ... est partout dense sur . Si nous suppri-
mons un nombre limité de points ¢,, cet ensemble ne cesse pas
d'¢tee dense. Soit done I, 'ensemble des points de P non intéricurs
a3,y 50y .... H,, quicontient I, est non dense sur I’ (et d’ailleurs
fermdé). Considérons Pensemble Il réunissant H,, H,, ..., H,, ....
Il est gerbé sur P, Soit G le résiduel de P complémentaire de H.
Tout point M de G est intérieur 4 une nfinité d’intervalles 5,. Car,
si ce point M étaitintéricur sculement a un nombre limité d’entre eux,
le plus grand des indices de ceux-ci aurait une certaine valeur p.
M appartiendrait a tous les ensembles H,,,, H,,., ..., doncaH et non
pas & (5. Donc M est agrégé a Pensemble I qualifié dans 'énoncé.
Donc E contient G. Donc E est un résiduel de P.

50. lixaminons plus particulicrement Uhypothese ¢) et désignons
par E, (0) ensemble des points de I” oii [ estun dérivé droit (médian
ou extréme) de f. Une conséquence essenticlle pour 'ensemble E, (/)
de sa propriété d’étre un résiduel de P est que tout ensemble de méme
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nature a nécessairement avec lui une infinité de points communs for-
mant eux aussi un résiduel de P, et méme celle-ci (qu'une infinité
dénombrable d’ensembles analogues 4E,(/)ont ¢n commun une infinité
dense de points formant encore un résiduel. Nous pouvons dailleurs
voir directement que : si nous avons deux ensembles ¢, &, partout
denses sur P, extrémités chacun pour un coté unique (identique ou
différent pour I'un et I'autre ) de deux familles d’intervalles correspon-
dants 5, T, les ¢, ¢tant par exemple tous extrémités gauches des S,
les &, ctant tous extrémites droites des T, les variations relatives /,
de fsurS,, g, de fsur T, tendant respectivementvers [ et'y, quand
ncroit, les longueurs de S, et de T, tendant vers zéro en méme temps
moyennant ces hypotheses, il existe sur P un enscmble partout dense
ol simultanément / est un dérivé médian ou extréme droit et ¢ un
dérive extréme ou médian gauche. Il suffit, aprés avoir deéfini des
intervalles 7, analogues aux g, et construits pour Pensemble (2, T,),
de reprendre les raisonnements du numéro 28, en les appliquant
alternativement a la suite ¢, et & la suite g,.
succession de segments ab, oy, a, by, vy ooy @y Dy iy G Dy
Wity Qyryy Usrry ++ -y chacun inclus dans le précédent, les v, ¢tant
choisis parmi les <, comme les ©,,,,, le sont parmi les 5,. «,, b, ¢tant
les extrémités d’une portion @, de I intéricure w, ou & v, sclon (ue
p est pair ou impair. La possibilité de déterminer cetie suite résulte de
la présence sur toute portion de P, des ensembles ¢, et g, séparément.
Les portions @, ont en commun un point Zagrégé & P, intévicur i nne
infinité de 7,, & une infinité de <, et on, par suite, fadmet les dérvives /
droil et ¢ gauche. L'ensemble des points communs a b5, (/) et i 15, (y),
ot respectivement f a pour dérivédroil /et pour dérivé gauche ¢, est
donc bien partout dense sur P. Les dérivés peuvent ¢étre miédians ou
extrémes, sans autre précision possible en général.

Il est inutile d’envisager une infinit¢ dénombrable d'ensembles de
points analogues a I'ensemble ¢,. Ni1'on connait, en cflet, une infinité
dénombrable de quantités analogues & /, dont chacune est limite des
variations relatives de /' sur une suite d’intervalles pareils & S,. i
extrémites gauches situées comme les ¢, sur P et partout denses sur
lui, ces (uantités ont deux bornes supéricures et inféricures (finies ou
infinies), Let L', Mais, quel que soit 2 et I'infiniment peltit positif ¢,,

Nous envisageons une
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il est visible, d’aprés nos hypothéses, qu'il existe sur tonte portion
de P assignée d’avance un point-C, extrémité gauche d'intervalle
inférieur i ¢, et ol la variation relative surpasse L. — ¢,. Les C, peuvent
donc étre répartis densément sur P H en résulte que 'ensemble 1, (L)
est partout dense sur P et est méme un résiduel. L'ensemble 15, (L)
jouit également de ces proprictés. Donc, en un résiduel R de P,
L et L’ sont des dérivés médians ou extrémes droits. Mais alors,
en tout point de R, tout nombre intermédiaire & L. ct & I est un
dérivé médian droit de f. Nous n’obtenons donc rien de plus en
considérant une infinit¢ dénombrable d’ensembles de points ¢, et
d’intervalles S, relatifs 4 une infinit¢ dénombrable de nombres limites
analogues a [, les ¢, ¢tant toujours des exlrémilés gauches des S,
qu’en nous bornant & envisager deux ensembles de points et inter-
valles, faciles & former au moyen des premiers, et ayant trait aux
bornessupéricures et inférieures des /.

Pareillement, si les ensembles associés () analogues a (¢, S,)
avec des ¢, extrémités des S, pour un méme coté, mais droit ou gauche
selon 'ensemble (K), donnent chacun des variations relatives de f
sur S, tendant vers une limite propre pour # infini, il est superflu,
pour obtenir les conclusions optimum de ces données, d’envisager
plus de quatre ensembles (K ), deux au plus pour chaque coté.

Applications du Premier Théoréme.

Les applications du Premier Théoréme fondamental seront trés
nombreuses au cours de ce Mémoire. En voici les principales.

31. [, étant un nombre défini sur intervalle ¢,d, ou S, infiniment
bref pour n infini (/, étant plus précisément dans ce paragraphe la
variation relative de f sur S,), convenons de dire que ensemble I,
admet en un point M de V la valeur limite '\ finic ou infinie, s'il
existe une suite choisie parmi les ¢, et tendant vers M de maniére que
les nombres [, tendent en méme temps vers A.

Les points de P analogues 4 M, ot I'ensemble /, admet la valeur
limite A, forment évidemment un ensemble fermé. Supposons ce
dernier coincidant avec P. Quel que soit ¢, il est possible de trouver, si

Journ. de Math. (7* sévie), tome I.— Fasc. II, 1913, 20
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pres que 'on veut d’un point M quelconcue de P, un point ¢, tel que.
pour le méme indice », {, différe de A de moins de ¢, siA est fini (soit
du signe de A et surpasse 1 ; ¢ en valeur absolue si A est infini). En
choisissant sur I’ une suite M,, partout dense sur > (par excmple
I'ensemble ¢numéré des points de premiére espéce de P) et, parmi les
points ¢,, 'un d’cux, soit y,, distant de M,, de moins de ¢, (infiniment
petit positif quelconque) et donnant pour le nombre /,de méme indice
une valeur A, différant de A de moins de ¢, si A est fini (surpassant p
en valeur absolue et du signe de A, si A estinfini), il est visible que
les v, sont denses sur P et que A, tend vers . Le Premier Théoreme

Y4
nous permet immédiatement de conclure :

Avericatiox L. — S, étant un intercalle infiniment bref quand n
eroity el dont Ue.ctrémité gauche (droite) déerit un ensemble partout
dense sur Uensemble parfait P, si la variation relative 1, de [
sur S, admet en tout point e P la valour Uimite X, finie ow infinie,
A sera un déricé médian ouw extréme droit (gauche) de fen tout
point d’un résiduel de P.

Quand A est +x(—a), nous disons que /, est non bornée supi-
ricurement (inféricurement) dans toute portion de P ou au voisinage
de tout point de . Dans ce cas, / admet I déricé supérieur (infé-
ricur) droit +x(— %) en un résiduel de P,

o2, Avericanion Il — Si Lensemble B, (l) des points od f a pour
derivé median ou extréme droit un nombre l est partout dense surl’,
cel ensemble est un résiducel de P,

E,(!) ¢tant partout dense sur P, nous pouvons en extraire une
infinit¢ dénombrable de points ¢, ¢,, ..., ¢,, ..., partoul denses sur P,
d’apres ce principe facile 4 vérifier (*) qu’il est toujours possible

(*) Il suffit naturellement de prouver cette assertion pour un ensemble borné
puisqu'un ensemble non borné est la réunion d’une infinité dénombrable
d’ensembles bornés. Si donc Pensemble E est sur le segment ab, divisons ce
dernier en n segments ¢gaux et sur chacun de ceux qui contiennent au moins
un point de E, choisissons indifféremment un de ceux-ci. L’ensemble des points
¢élus pour toutes les valeurs de n est évidemment dénombrable, posséde les mémes
points limites que |2 el en contient tous les points isolés. La démonstration
s’étend immédiatement au cas des ensembles a plusieurs dimensions.
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d’extraire d'un ensemble quelconque un ensemble dénombrable ayant
méme dérivé que lui (et méme, de plus, contenant tous ses points
isolés, lesquels sont en infinite dénombrable). Soit vy, ey covy ey o,
la suite des points de cet ensemble. / ¢tant en ¢, un dérivé droit, il
existe un intervalle ¢,d, d’extrémité gauche ¢, de longueur inféricure
a ¢, (infiniment petit positif indépendant) et ot la variation relative
de f differe de { de moins de ¢, si { est fini, est du signe de { et supé-
ricure cn valeur absoluc i #, si / cst infini. Nous sommes dans les con-
ditions d’application du théor¢me fondamental. L’ensemble E,(/) est
donc partout un résiduel.

Sont donc des résiduels sur I”, dés u’ils sont partout denses sur I,
les ensembles oli zéro est un dérivé médian d’un cote, ol f a son
dérivé supéricur infini positif pour un coté donné, son dérive infé-
ricur pour un coté déterminé infini négatil. Mais ce serait une crreur
de croire (que dans ’hypothése ou la dérivée droite existe el vaut + =
en un ensemble partout dense sur P, cet ensemble est un résiduel.
Non, tout ce u'on peut conclure de cette hypothése d’apres le Pre-
mier Théoréme, c'est que 'ensemble des points ot 'un des dérivés
droits (ct forcément le dérive supéricur) est + =, cet ensemble est
un résiduel. Mais rien n’exige qu’en tous les points de cet ensemble
le dérivé inférieur droit soit lui aussi + ec. Il faudrait pour cela sup-
poser de plus qu’il existe en tout point une dérivée droite.

33. Nous déduirons immédiatement de ce qui précede la propo-
sition suivante :

Les points ole un dérivé supéricur (ou inféricur) de coteé déter-
miné est infini positif (ou négatif), forment un ensemble ouw bien
non dense sur toul ensemble parfait, s'il est dénombrable, ou bicn
contenant un cnsemble parfait, s'il est non dénombrable.

Soit par exemple a étudier 'ensemble E,( + =) ol le dérivé supé-
rieur droit est + o, et que nous désignerons pour abréger par D.
Nous utiliserons deux résultats généraux de la théorie des ensembles,
¢tablis I'un et P'autre dans la Note I : 1° tout résiduel d’un ensemble
parfait contient lui-méme un ensemble parfait; 2° un ensemble non
dénombrable est dense sur I'ensemble parfait constitué par les points
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au voisinage desquels il est non dénombrable. Cicla posé : 1°si D est
dénombrable, il n'est dense sur aucun cnsemble parfait, car s’il était
dense sur 'un d’eux P et par suite partout dense sur une portion &
de P, il contiendrait un ré¢siduel de &, donc un ensemble parfait; il
ne serait donc pas dénombrable; 2° si D est non dénombrable, soit Q
I'ensemble parfait constitué par les points au voisinage desquels D
est non dénombrable. D est partout dense sur Q. Donc, il en contient
un résiducl et par suite un ensemble parfait. C. Q. F. D.

Le méme énoncé vaudrait si D ¢tait ensemble ot un dérivé
mcdian ou extréme de f prend une méme valeur « (*).

oA, Avericanox Il — Si une fonction admet pour un méme cété
une dérivée unique en chaque pornt, il est impossible que les deux
ensembles oi cette dérivée est | pour le premier, I’ pour le second
sotent Uun ot I autre denses sur un méme ensemble parfait.

Sinon, { et I’ seraient sur un méme résiduel dérivés médians ou
extrémes pour le ¢6té considérc. Il n'y aurait donc pas de ce coté une
dérivée unique en tout point.

Un cmploi essenticl du Premier Théoréme est de démontrer la non-
densité sur un ensemble parfait P de certains ensembles c,, ¢léments
d’unc association du type (¢,, S,), moyennant 'hypothése de 'absence
sur I’ de certains dérivés unilatéraux de valeur finie ou infinie donnée.

o8. Avenicatios IV, — Sile dérivé supérieur d’une fonction pour
un coté donné est fini en chaque point, sur tout ensemble parfait
continu ou discontinu, Uensemble des points aw voisinage desquels

(') Voir la Note 2 au sujet de la décomposition de tout ensemble en deux,
Pun dense en lui-méme (noyau), 'autre non dense sur tout ensemble parfait
(ensemble clairsemé). D'apres le théoréme de M. Baire, les raisonnements faits
ci-dessus pour I'ensemble D s'étendent & tout ensemble E ou une fonction fde
classe un prend une méme valeur donnée a. Si, en effet, E est dense sur un
ensemble parfait P, 'ensemble f 3£ x est gerbé sur P. Donc E est un résiduel
de P; il contient par conséquent un ensemble parfait. Donc I'ensemble f= o ou
bien est clairsemé et par suite dénombrable ou bien renferme un ensemble

parfait.
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ce méme deérive est non bornée supe’ricuremenl est non dense sur P.

Rappelons les définitions suivantes : une fonction % est dite bornée
en un point M sur un ensemble E continu ou non, mais dont M est
un point limite, quand M est intérieur & un intervalle i tel que les
valeurs absolues prises par  aux points de E situés dans i sont infé-
ricures 4 un méme nombre. Si I'on veut simplement que 9 soit
une fonction bornée supéricurement (inférieurement) sur E en M,
'ensemble des valeurs positives (négatives), seules considérées, prises
par % sur E doit étre inexistant ou borné. Si donc o est non borné
(ou non borné supérieurement) sur E en M, ol 2 peut néanmoins
avoir toujours une valeur numérique finie, c’cst que la circonstance
suivante sc produit : si petit que soit un intervalle contenant M,
ily a sur lui des points de X ou la valeur absolue (ou simplement
la valeur elle-méme) de 3 surpasse l'entier », quel que soit ». Il existe
alors une suite de pointsM,, M,, ..., M,, ..., agrégés a E, tendant
vers M, et tels que la suite 2(M,) ait pour points limites + ® ou — ,
ou l'un et 'autre (au moins le premier pour les fonctions non bornées
supérieurement).

I.’ensemble des points d’un ensemble parfait P (continu ou discon-
tinu) au voisinage desquels 9 est non borné sur P, est évidemment
fermé. Si donc un tel ensemble est dense sur P, il contient une por-
tion & de P. Mais alors, sur toute portion &' de o existe, quel que
soit A, un point z de P ol [g(x)| > A, et plus précisément 2 > A,
s’il s’agit exactement d’une fonction 9 non bornée supérieurement.
Restons dans cctte derniére hypothése. Si alors % est un dérivé droit
de £, fa donc un dérivé droit infini positif aux points d'un ensemble
partout dense et méme résiduel sur P. Donc, en supposant 3 partout
fini, nous aboutissons a une contradiction (').

On obtient des théorémes analogues pour les fonctions 4 dérivé
supérieur gauche non borné supérieurement sur un ensemble parfait P
et pour les fonctions a dérivé inférieur gauche ou droit non bornés
inférieurement. L’ensemble des points de P ou le dérivé considéré

(') Voir MontEL, Legons sur les séries de polynomes @ une variable com-
plexe, p. 109, et la note au bas de cette page; également Comptes rendus,
23 décembre 1g12.
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est non born¢ (supérieurement ou inférieurement selon les cas) est
non dense sur I’. En particulier, si une fonction admet partout unc
derivée finie pour un méme cété, droit par exemple, Uensemble des
points au voisinage desquels cette déricée n’est pas bornée est non
dense sur le continu. L’ensemble des points d’un ensemble parfait
quelconque P oi les valeurs prises par elle sur P ne sont pas
bornées est non dense sur .

En effet, cette dérivée ¢ coincide en chaque point avec les dérivés
inférieur et supérieur droits de f. Or, I'ensemble ¢ des points de P
au voisinage desquels ¢ n’est pas borné sur P est la réunion de deux
ensembles (pouvant d’ailleurs coincider en tout ou partic) ¢, et ¢,
constitués respectivement par les points ol % n'est pas borné¢ supé-
ricurement pour le premicr, inféricurement pour le second. Si ¢ est
dense sur P, il en est de méme de 'un au moins des deux ensembles ¢
et ¢;. Si c’est le premier, le dérivé supérieur droit de f sur un résiduel
d’unc portion de I est + o, et, comme f a partout par hypothése une
dérivée droite finie, nous aboutissons & une contradiction, comme on
en trouverait une si ¢; ¢tait dense sur P.

‘ncore plus particulicrement, si f admet partout une déricée
Jinie 9 (donc une dérivée unique de chaque c6té et la méme pour les
deux cotés), sur tout ensemble parfait Y, I'ensemble des points
de P au voisinage desquels 5 est non borné sur P, est non dense
sur P. Ce résultat jouera un role fondamental dans la derni¢re Partie
de ce Mémoire ().

(') Cette proposition découle trés simplement, comme celle du n° I, du
théoréme de M. Baire sur les fonctions limites de fonclions continues ou de
classe un, ainsi que la suivante : Si, sur un ensemble parfait I’, il existe un
ensemble dénombrable et partout dense ¢, ou les valeurs ¢ de la dérivée (sup-
posée existante en tout point) d'une fonction continue f tendent vers une
limite /, ’ensemble des points oit ¢ =/ est un résiduel sur P, et celui ou ¢
difféere de / d’une quantité supérieure a un nombre positif quelconque o est
non dense sur P,

Ceténoncé est bien visiblement inclus dans les théorémes ci-dessus démontrés.
i.es deux ensembles v =/ et |9 — /| > o« ne peuvent pas, nous I'avons dit, étre
simultanément denses sur un méme ensemble parfait P.

Rappelons que, d’aprés le théoréme de M. Baire, sur un ensemble parfait
quelconque P, I’ensemble des points de continuité (relativement a P) d’une
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36. Uncdifférence importante est a signaler entre le cas du continu
et celui d’un ensemble pacfait discontinu (*). Si une famille d’inter-
valle S, tendant vers zéro en longueur ont leurs extrémités gauchesc,

fonction de classe un est partout dense sur P, ou que I'ensemble des points ou
Poscillation (relativement & P) de la fonction surpasse un nombre positif quel-
conque est non dense sur P. D’aprés ceci, le premier est un résiduel de P. Mais
notre ¢tude fournit en plus des résultats essentiels sur les nombres dérivés
médians ou extrémes, lesquels ne sont pas, comme les dérivées, des limites de
fonctions continues, et ne peuvent donc pas donner lieu a une application du
théoréme de M. Baire.

(') La continuité ou la discontinuité d'un ensemble parfait P o sont étudiés
des nombres dérivés constituent deux cas bien distincts. Montrons-le par des
exemples :

1° Si une fonction posséde en tout point d'un segment continu ab un nombre
dérivé positif (A, ou A,) pour un coté invariable, elle est croissante sur ab
(démonstration analogue a celle des n° 48 et 48bis). Mais nous réaliserons
(60 et 1) des fonctions nulles sur un méme ensemble parfait discontinu P et
admettant en chaque point de celui-ci le dérivé droit +«. L’excés de I'une de
ces fonctions sur z sera partout décroissant sur P, avec cependant le dérivé
droit += en tout point de P.

2° Supposons qu'une fonction f ait en tout point de P tous ses dérives droits
positifs (6,>0). En résultera-t-il que f soit croissante sur P? Nullement.
/f est dite croissante sur P, rappelons-le, dés qu’elle est croissante de tout point
de I & tout point de P, sauf le cas ou ces points sont simuitanément extrémités
&’un méme contigu, et ol une variation nulle et non pas nécessairement posi-
tive de f est admise entre ces deux points. Disons qu’elle est totalement crois-
sante sur P, si la restriction de la définition précédente est supprimée. D’aprés
le Premier Théoréme, les points N de P au voisinage desquels existent des
couples &, x' agrégés & P et entre lesquels f n’a pas une varialion positive, ces
points N forment un ensemble K non dense sur P (et d’ailleurs fermé). Sinon
I'inégalité 6, <o serait vérifiée en un résiduel de I’. Le lecteur verra sans peine
que, dans tout contigu « i K contenant des points de P, ceux-ci se répartissent
en un nombre limité ou une infinité dénombrable de portions de P, sur chacune
desquelles f est totalement croissante, n’ayant d’autres points d’accumulation,
si elles sont en infinité, que les extrémités de «, deux a deux sans points com-
muns, donc séparées les unes des autres par des intervalles contigus o P, fayant
une variation non positive sur chacun de ces derniers contigus. Cest 1i tout ce
que permet de conclure de plus général I'hypothése 0y > o, vérifiée en tout
point de P. On voit quel degré de liberté la discontinuité de P laisse a f qui
serait croissante sur le continu avec la seule hypothése A; > o.
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partout denses sur le continu, elles ont également leurs extrémités
droites d, partout denses. Si donc la variation relative de f sur S,
tend vers une limite { pour » infini, £ poss¢de de chaque coté / pour
dérivé médian aux points de deux résiduels respectifs, donc simulta-
nément aux points d'un méme résiduel, constitu¢ par I'enscmble
commun aux deux précédents.

En particulier, si les points ou lc dérivé supérieur droit est + o«
forment un ensemble partout dense, il en est de méme des points ol
le dérivé supérieur gauche est + =, et il y a une infinité dense (et
méme résiduelle, comme toujours) de points on les dérivés supé-
rieurs sont de chaque c¢oté + . Celte conclusion est a rapprocher
d’une propriété connue des quatre dérivés extrémes d'une fonction
continue, savoir que le maximum et le minimum de ces quatre
nombres dans un méme intervalle coincident. On le prouve en remar-
quant que la variation relative d’une fonctlion continue non linéaire f
entre deux points quelconques « el b est certainement surpassée par
chacun des dérivés inférieurs el surpasse chacun des dérivés supé-
rieurs en certains points intérieurs & ab. Soient en effet (LI, p. 70)
M un point figuratif de f d’abscisse comprise entre a et b, mais
étranger au segment AB joignant les affixes correspondants a @ et b;
D une droite intermédiaire & M et & AB et paralléle & ce dernier
segment; P, P, ', Q les points communs & la courbe 2, f(x)cta D
rencontrés sur la courbe en allant de A i B, et caractérisés respecti-
vement ainsi : le premier en venant de A, le dernicr avant M, le
premicraprés M, le dernier avant B. En supposant M au-dessusde AB,

J) = /(@)

b—a«
en P’ les dérivés droils sont au moins égaux i ¢; en Q' les dérivés
gauches, en () les dérivés droits sont au plus ¢gaux a ¢. Kt méme les
pentes de AM ¢t de BM comprenant entre elles ¢ (p. 213), certai-
nement pour chaque cdté sur P'arc AB, en des points divers, les
dérivés &, S, surpassent ¢, A, A, sont inféricurs & v, I'égalité ¢lant
exclue. La démonstration serait analogue si M ¢tait au-dessous de AB.

De la résulte bien que si le dérivé supérieur droit, par exemple,
est + « en un ensemble partout dense, le maximum des trois autres
dérivés extrémes est + « en tout point. Mais il faut faire appel au
théoréme fondamental pour en conclure que le dérivé supérieur

et désignant par ¢ le quotient s en P les dérivés gauches,
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gauche est -+ = en un ensemble dense ct de plus résiduel, donc qu'il
y a cn un ensemble dense et méme résiduel les deux dérivés + o de
chaque co1é. Enfin, de ce que les dérivés inférieurs ont pour maximum
en tout point + %, toujours dans la méme hypothése de la densité
de E,(-+ =), il serait illégitime de prétendre s’appuyer sur le théo-
reme fondamental pour en conclure que ces dérivés inférieurs sont
eux aussi + » en un cnsemble dense. De ce qu'un dérivé inférieur
droit a pour maximum en tout point + o, nous conclhions seulement
a P'existence, sur un résiducl, du dérive droit + . Il est évident
(ue, partout ot celui-ci existera, il sera le dérivé supérieur, mais rien
ne prouve ct, en général, ce serait faux, qu’il soit en méme temps le
dérivé inférieur en aucun point.

En tout cas remarquons que toutes les fonctions 3 égales & Pun
quelconque des dérivés médians pour un ¢été incariable ont en tout
point méme maximum ct méme minimum; car ces nombres sont
compris entre les nombres analogues relatifs aux dérivés supérieurs et
inférieurs pour le cote considéré, lesquels coincident dans tout inter-
valle. Mais il serait inexact, comme nous le verrons, de prendre pour ¢
en chaque point un dérivé médian ou extréme pour un coté indiffe-
rent. Nous trouverons, en cffet, des fonctions non constantes admettant
le dérivé médian zéro en toul point pour un c4té au moins (p. 222).

36 /is. Remarquons enfin que, s'il s’agissait non pas du continu,
mais d'un ensemble parfait P quelconque, rien n’obligerait (nous en
verrons des exemples) les dérivés médians ou extrémes d’un coté &
prendre une valeur donndée, finie ou infinie sur un résiduel de P, sous
la seule condition que cette valeur soit un dérivé médian ou extréme
pour l'autre c6té sur un résiduel de P. En effet, si, par exemple, le
premier coté est le droit et / le dérivé médian droit constant sur un
résiduel de I, il y a bien une infinité d’intervalles S, 4 longueurs infi-
niment petites avec ,-E» d’extrémités gauches partout denses sur P et ot
la variation relative de f tend vers [. Mais rien n’oblige les extrémités
droites des S, & étre elles aussi sur P. Donc aucune conclusion pour
le coté gauche n'est possible @ priori. Il y a cependant deux sortes de
cas ou les S, ont leurs deux extrémités sur P, et ol la connaissance
de conditions remplies par les dérivés de £ pour un méme coté déter-

Journ. de Math. (7* série), tome I. — Fasc. II, 1915. 21
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min¢ cn tous les points d’un ensemble parfait discontinu, permet d’en
conclure certaines particularités pour les dérivés du coté oppose.
I’un des cas, que nous cxaminerons le second, est celui ot I'on fait
expressément cette hypothése concernant les S,, par exemple en
prenant pour S, les intervalles contigus a I’ (application V ci-dessous).
L’autre est celui o, du premier coté, on suppose 'existence d’une
déricée égale & un nombre fixe, fini ou infini, ou encore plus géné-
ralement 1'existence de deux limites finies, ou simplement d’une seule
bornant les dérivés du premier coté.

L'application du théor¢me du n® 27 nous fournit une premicre
conclusion importante pour 'autre coté. Soit, par exemple, parmi
les points de I, 2 'ensemble de ceux ou ¢ est unc dérivée unilatérale
droite (hypothése @). En tous les pointsde I, sauf éventuellement en
ceux d’un ensemble dénombrable, / est un dérivé médian ou exiréme
gauche. Dc méme, si en chaque point de E (dont nous ne considérons
que les élémentsagréges a ), tousles nombres dérivés droits sont (5)
compris entre Let L’ (L. < L") ou seulement () inférieurs & L.’ ou seu-
lement () supérieurs a L, dans chacun des cas respectifs précédents,
cn tout point de Ii, exception faite éventucllement d’un ensemble
dénombrable, on aura () le dérivé supérieur gauche plus grand que L
ct le dérivé inféricur gauche moindre que 1./, ou sculement (¢) la
scconde ou seulement () la premiére de ces deux conclusions.

En particulier, si E contient I”, si donc en tout point de I, 'une des
hypothéses a, b, ¢ et d est vériliée, les conclusions correspondantes
scront vérifices non seulement en un résiduel de I, mais encore sur
un ensemble ne différant de P que par une cxceplion dénombrable.
Par exemple, si en tout point de P, on a une dérivée droite infinic
positive, les points de P ou le dérivé supéricur gauche n’est pas + o,
font un ensemble dénombrable. Nous formecrons d'ailleurs des
ensembles de cas ol, avec une dérivée droite inlinic en tout point
d’un ensemble parfait (mince) P, une fonction ne possédera pas de
dérivée gauche sur cet enscmble.

Supposons maintenant que l'une des hypothéses «, b, ¢, o soit
verifice dans un ensemble E dense sur P, I ne contenant aucun point
de premiére espéce gauche de P, donc tout point de L ¢tant limite
de points de I’ situ¢s a sa droite. Je dis que les conclusions énumé-
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rées ci-dessus pour le coté gauche el correspondant it ces hypotheses
respectives sont vraies sur un résiduel de PP. Placons-nous, par
exemple, dans la premiére hypothése, des raisonnements tout pareils
convenant aux autres cas.

Supposons en effet (ue du cote droit, sur 'ensemble 15, f posséde
en tout point une dérivée ¢égale a /, ce dernier nombre ¢tant fini ou
infini, positif ou négatif. Alors tout point M de I est extrémité
gauche d’un intervalle MM’ tel qu’entre M ct toul point de cet inter-
valle, la variation relative de / differe de I d'une quantité inféricure
a un nombre ¢ (expression & modifier comme il a éLé souvent explique,
si { est infini). Mais, si M est limite du cote droit de points de P,
autrement dity si M n’est pas extrémité gauche d’intervalles contigus
a ', nous pouvons trouver sur MM’ des points M, de P aussi voisins
de P qu'on le voudra. M, est alors Uextrémité droite d'un certain
intervalle MM, sur lequel la variation relative de / diffeve de [ de
moins de ¢. Nolre hypothise de Pexistence de la dérivée droite / étant
admisc en tout pointde K, le lecteur n’aura aucune difficulié a prouver
la possibilité d’¢tablir un ensemble partout dense sur P de points g,
extrémités droites d'intervalles T, infiniment pelits pour » infini, o
la variation relative de f differe de I de moins de /—" On peut done
conclure & coup sur de notre hypothése I'existence en un vésiduel de P
du dérive gauche médian ou extréme £,

Des développements analogues aux précédents justifient un énonce
el que celui-ci: I8 étant un ensemble agrégeé a P, dense sur P
et ne contenant aucun point de premiére cspéce de Py si, en
tout point de K, le déricé inférieur pour Uun au moins des cotes
surpasse L, alors en tout point & un résiduel de Py les dérices supé-
rieurs des dewr cotés valent aw moins 1.,

De méme, si, en tout point d’'un ensemble I partout dense sur 1
el formé de points de seconde espéee, Uun aw moins des dew.r dérivés
supérieurs est motndre que 1., en tout point d’un résiduel de 1, les
deur dérives inférieurs sont au plus égaur a L. Ces deux ¢énoncés
ne constituent un progres réel quesi I et 15 sont dénombrables, auquel
cas le théoréme du n° 27 ne fournit aucun secours.

IFaisons maintenant I'hypothése expresse que les S, ont leurs deux
extrémités sur P. Clest le cas du théoréme suivant, extrémement
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important ct qui nous permet de conclure, en partant de I'existence
de nombres dévivés partout finis sur P, & des propriétés remavquables
pour les variations de f dans les contigus & . Cette proposition est
encore une conséquence immédiate du Premier Théoreme.

37. Avenearios V. — Si les rariations relatices de la fonction
continue [ surles intervalles contigus a 1 admetient, en tout point
de U, lavalear limite U finie owinfinie, Lest un dérice médiai droit et
gauche en tous les points d’un résiducl de P, Ou encore, siy, au
voisinage de tout point de ¥, cortaines des mémes variations rela-
tives surpassent (sontinfévieures &) un nombre five ky les dérioés
supéricurs (infévieurs) de chaque coté en tous les points d’un rési-
duel sont aw moins (au plus) égaur a k.

38. (Tres important.) Si les dérivés extrémes de f sur P sont
Jints en chagque point, les points de P aw voisinage desquels les
variations relatives de [ sur les contigus @ P ne sont pas boruces
Sorment un ensemble non dense swr PP, En effet, dans le cas on
Pensemble de ces points serait dense, / posscderait de chaque coté
des dérives infinis sur un résiduel de . On voit méme qu'il est
possible de maintenir la conclusion de ce dernier énoncé en restrei-
gnant Uhypothése a Uexistence en tout point, au moins pour un c¢été,
d’un couple fini de dérives extrémes, coté pouvant d’ailleurs changer
d’un point & un autre.

Ce théoréme nous permettra, comme il est facile de le pressentir,
d’entreprendre I'élude de la variation de f entre deux points quel-
conques d'un ensemble parfait I”, connaissant les variations de f
dans tous les intervalles contigus a P ety sur P, la valeur de dérivés
extrémes supposés finis. Nous donnerons encore deux aulres ¢noncés
trouvant leur application dans les cas ot 'on sait 'inexistence sur un
ensemble parfait de dérivés infinis d’un signe donné pour un certain
coté (VI) ou simplement Pinexistence de dérivés infinis pour 'un au
moins des cotés (VII).

a9. Appelons wariation relative supéricure de [ dans ab
au dela de ¢ le maximum de la variation velative de fentre ¢ et
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VR(/, a, x)= ﬁ—’%—}#"—) pour les valeurs de « comprises entre a
et b. Nous désignerons ce nombre par VR, (/) «, ab), en supprimant
méme la lettre f s'il 0’y a pas de confusion possible et @b pouvant
¢tre remplacé par toute autre désignation du segment ab. Le mini-
mum du méme quotient sera appelé la variation relatice inféricure
de f dans ab aw dela de a et désignée par VR, (f, a, ab). Yaotre ces
deux nombres sont les rariations relatives médianes, valeurs du
quotient VU (/, ¢, ) en un point quelconque . du segment ab. On
définit de méme les variations relatices supéricure cb infeéricure
de f dans ab en dega de b comme ¢lant respectivement le maximum
ct le minimum de VR(f, », ) dans ab. Nous les désignerons par
VR, (/, ab, b) ct VR, (f, ab, ). La variation relative de f dans ab
est une variation relative médiane ou extréme de f dans ab a la fois
au dela de @ ou en deca de 0. On démontre sans peine I'énoncé

suivant, ot u,, savoir a,b,, désigne I'un des éléments dénombrés de
I'ensemble des conligus a .

Avrpricarioy VY. — Si e dérivé supéricur droit de f n'est + =
en aucun point de U’ ensemble parfait P, les pointsde |’ auvoisinage

desquels VR, (f, a,, u,) r'est pas borné supérieurement forment
un ensemble non dense.

It encore, ¢erivons les quatre lignes suivantes :

D=A,< -+, VR, == VR (f, a,. u,);
D=d; > — o, VR, = VR(f. a,, u,);
D=4, < + oo, VIR, = VR, ([, v, by);
D=g¢, >—x, VR, = VR,(/, u,, b,).

D, inféricur & + =, signifie : D fini ou infini négatif; D, supérieur
A — o, signific : D {ini ou infini positif. Alors, si D et VR, ont simul-
tanément les acceptions indiquees sur P'une quelconque des quatre
lignes, quand l'inégalité concernant D est vraie en tout point de P,
on conclut it la non-densité sur P de 'ensemble des points de P au
voisinage desquelsles VR, ne sont pas bornés dans le sens indiqué
par leurs indices s ou /. Prenons par exemple la troisiéme ligne. On
a le résultat suivant; Si le deérivé supérieur gauche est, en tout point
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d’un ensemble parfait P, fini ou infini negatif, dans toute
portion o de P, il est possible de définir une autre portion @', telle
que, pour tout iniercalle u, ouw a,b, contigu a ', lavariation relative
supérieure de f sur u, en deca de b, est inféricure a un méme
nombre fixe A. Quel que soit u, contigu & &’ et v, inlérieur a u,, on
aura donc

f(ba) —./('/n) < A(bp—fn)

40. Appelons oscillation relative de f sur ab la plus grande valeur
de S(3)—/(a)

b— a
points de ab ol f atteint son minimum et son maximum. Ce nombre
OR( f, ab) est positif si £ n’est pas constant entre a et b. OR est au
moins égal a la valeur absolue de la variation relative de f entre a
et /. D’autre part, on a

Ofy ab)=S(®)—Sf(a)=1/(3)—=f(a)] -+ [S(a) =T ()],
les deux différencesdu dernier terme étant d'ailleurs positives ou nulles
d’aprés les inégalités f(2)Zf(a)Sf(B). La plus grande de ces
différences surpasse la moiti¢ de O( £, ab). 1l ya donc un nombre v,
savoir soit «, soit §, tel que 2| /'(y) — f («)| > O(/, ab) et par suite

=1 (@]
’/—((

» % et B étant sur wh. x et B sont respectivement des

> OR(f, ab).

Donc I'une au moins des variations relatives extrémes (supcricure ou
inférieure) de f dans «b au dela de « surpasse en valeur absolue la
moitié de OR (f, ab). 1l en est de méme de I'une au moins des varia-
tions relatives extrémes de f"dans ab en deci de b. Dela, ce théoréme
(que nous utiliserons par la suite.

Avvuicxtion VIIL — S/ pour un cété aw moins (constant ou
variable) les déricés extrémes de f en tout point de Y sont finis,
I’ensemble K est non dense sur P, des points de P au voisinage
desquels Uoscillation relative de f sur w, est non bornée ().

(*) Et par suite I'ensemble des points de P au voisinage desquels la série des
oscillations de f sur les u, diverge est non dense sur I’, puisque ce dernier
ensemble est évidemment inclus dans K (voir Comptes rendus, 22 avril 1912),
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il. Nous avons vu que, eu égard au mode de groupement des
dérivés extrémes finis ou infinis, distincts ou confondus, en un
point x et pour un méme coté, 7 cas sont possibles. En associant
les diverses circonstances susceptibles de se produire simultanément
pour I'un et 'autre c6té, on trouve 4g cas, dont chacun est réalisable
en des points isol¢s, comme un instant de réflexion suffit & le faire
comprendre. 1l est également probable que ces 40 cas peuvent
sec présenter chacun sur tout un ensemble clairsemé (non dense
sur tout ensemble parfait). Les résultals antéricurement acquis
dansl’¢tude des dérivés, nous inclinenta considérer uniquement parmi
les ensembles denses sur un ensemble parfait, ceux qui conticnnent
cux-mémes un ensemble parfait. 1l est donc intéressant de rechercher
si chacun des 49 cas est réalisable simultanément en tous les points
d’un ensemble parfait P. Certains s’¢liminent immédiatement; si, par
exemple, nous avons en tout pointde P> une dérivée droite + =, nous
aurons ¢galement en tout point de P, sauf éventuellement en une
exception dénombrable, le dérivé supéricur gauche + s (27 et 36 /is).
Le premier cas droit ne peut donc sassocier & aucun des cas gauches
4° @ 7°, du moins simultanément en tout point de P. Il y aurait lieu,
quand I'un des 49 cas comprend des deux ¢dtés au moins un dérivé
extréme fini, de subdiviser ce cas selon les relations d’égalité ou
d’inégalite présentées entre cux par ces deux dérivés ('), Je laisse au
lecteur le soin d’effectucr par le détail cette ¢tude. Donnonsseulement
deux exemples, Uun d’une dérivée infinie en tout point d’un ensemble
parfait discontinu sans épaisseur (cas 1° gauche et droit), 'autre
d’un dérivé supcérieur droit infini positif associé aux trois autres
dérivés extrémes simultanément nuls (cas 2° droit et 5° gauche).

A2. Exemple 1. — Soitun ensemble parfait mince I; u,y u,, ...,
&,y ..., ses intervalles contigus énumérés par ordre de longucurs
non croissantes, la méme lettre désignant I'intervalle et sa longueur.
Construaisons une fonction croissante y = f'(x) définie sur le seg-
ment o — 1, ¢gale & = en ses deux extrémités, avec une dérivée

(') On trouverait 103 modes distincts pour grouper les quatre dérivés
extrémes en un méme point et non pas 83 seulement, comme je ’ai énoncé aux
Comptes rendus (31 mai 1913). Le théoréme du n°e 27 élimine & lui seul
trente-une de ces associations sur les ensembles non dénombrables.
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infinie en ces points, pour le coté intérieur au segment, par exemple
2 Y P P
y=::n|'c51n\/.r, (oZy..1, olax"I1)

Donnons-nous un nombre //, jamais décroissant, infiniment grand
avec n ct tel que la série u,/, soit convergente (').
Soicnt a, et 0, les extrémités de w,,. Posons

T — a,
>
Up

€ —a 2
=l u, (—" = Z h,u,arcsin
yn nl, )y T, T nty
pour a, &’ h,. v,s’annule a 'origine a, de u, et prend la valeur 4, u,
a son extrémité b,. Cela pos¢, utilisant une notation d¢ja expliquée
(10), définissons ainsi une fonction continue f(x) sur le segment ab
limit¢ par les points extrémes de E:

S=(aZr)h,u, + wy,,(z).

o ¢tant nul si x est sur E et égal a un si x étranger & E est intéricur
au,,doncsia, <x<b,.

Je dis qque fa une dérivée finie en tout point extérieur & E ct infinie
sur IX (infinie positive, puisque f est croissant).

Si @ est intéricur & un intervalle u,, pour examiner la limite

de Ji—r—l——f(—) quand z’ tend vers x, il suffit de considérer les valeurs

de x’ intéricures & u,,. La fonction f ne differe dans «,, de y,, que par
une quantité constante. y,, a, en chaque point intérieur & u,, une
dérivée finic et continuc. Il en est donc de méme de f. De plus, v, a
une dérivée infinic a droite en a,, et & gauche en b,,. Il en est encore
ainsi de f.

Il nous suffit de montrer qu’en tout point de F limite de 12 du cite
droit, f admet + » pour dérivée droite et pareillement qu’en tout
point de E limite a gauche, f posséde + o pour dérivée gauche,

(*) On peut prendre 5, = r_|l+—1’ o étant positif et r,, désignant le reste de la
série «, arrétée a ce dernier terme : P = Upsy+ Ugsa, ... Voir de la Vallée-
Poussin, Cours d’'Analyse infinitésimale, 3¢ éd., p. 4o7, et aussi dans le Bul-
letin de la Société mathématique, t. XL, p. 223, une Note que je n’aurais pas

rédigée si J’avais pris connaissance des exercices proposés par M. de la Vallée-
Poussin.
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Ltablissons la premiére ‘assertion. Soient % un point de E distinct
desa,, et z un nombre supéricur 4 §. Il y a des points de E entre &
et z. Donnons-nous un nombre A positif si grand que nous voudrons,
mais fixe. /4, croissant indéfiniment avec n, soit N le rang a partir
duquel /4, surpasse A. Aucun intervalle , n’ayant son extrémité
gauche en %, parmi les points a,, a,, ..., aysitués a droite de &,
soit ¢ la distance 4 £ de celui d’cntre eux qui en est le plus voisin.
3 est positif. Le segment £ a £ + & ayant ses extrémités agrégées a L,
tous les intervalles u, qui ont au moins un point appartenant a ce
segment sont enti¢rement intérieurs & lui et, se trouvant placés a
droite de % et distants de £ de moins de ¢, ils ont tous un indice au
moins égal a4 N. Soit « un point quelconque de ce segment 5, 5 + ¢.
Sizestsur E,ona f(x)— f(§) = (£¥w) h,u,. Mais nsurpassant N,
h, surpasse A. Donc, f(z)— f(5)>A(E2x)u,=A(x—3),
I'égalité des derniers nombres provenant de ce que, E étant mince, la
distance de deux quelconques de ses points est ¢gale 4 la somme de
ses contigus compris entre ces deux points. Supposons maintenant x
hors de E, toujours entre £ et % + ¢ et intérieur & un certain con-

tigu #,,. On a toujours m > N. Ecrivons
S(x) —fE)=(Zan) ptn+yn(z)>A(an —E)+ ym(x).

Le quotient par x de la fonction y = 5 arcsin yz tend vers -+

quand « tend positivement vers zéro. Il est d’ailleurs positif et con-
tinu sur le segment o — 1 diminué du point o. Donc il posséde un

. o e e L} [} n : /n n
certain minimum positif /. D’aprés % >l on a2z~ | Donc,

L — Ay,
=)
et, d’aprés m > N,
f(x)—f(£)> A(am—g) + IA(x—am)'

)'/rx(‘r) > ”’m(x - am)*

Soit  le plus petit des deux nombres 1 et {. On a
f(z)—f(E)>pA(x—¥),

quel que soit  entre £ et £+ ¢, aussi bien sur E que hors de E.
¢ étant positif, indépendant de «, et calculable pour chaque valeur
de A, 1 enfin étant une constante numérique, f posséde en & la

Journ. de Math. (7* série), tome [. — Fasc. I, 1913, 22
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dérivée droite + 2. On montre tout parcillement qu’en tout point
de E, /' a une dérivée gauche infinic positive. Donc, en tout point
de I, fala dérivée bilatérale + .

435. Cet cxemple donne licu & I'importante remarque suivante.
Ajoutons & f une fonction ((.) constante dans chacun des w, et
cependant croissante entre deux points quelconques de K non simul-
tanément extrémités d’un méme intervalle contigu. Si

Sile)=/(r) +(r),

la dérivée de f,(.¢) est la méme que celle de /i Uintérieur de tout
intervalle contigu a 1. Dans tout aulve cas, () n’étant pas décrois-
sant et la dérivée de £ é¢tant + o, f, posséde aussi la dérivee + e
Observons donc dés maintenant (u'une fonction continue n'est pas
déterminée par la condition de posséder en tont point unc dérivée
donnée o si cette dérivée n’est point partoul finie et plus précisément
si clle est infinie d’un signe unique sur un ensemble parfait, ce qui
aura toujours lieu dés (ue I'ensemble |3 = = sera non dénombrable,
auquel cas I'un des ensembles g = + = et 3 = — o« cst lui-méme
non dénombrable. (Voir LI, p. 75, ol la réponse i la question précé-
dente est considérée comme dubitative.)

A%. Rien ne serait plus simple que de modifier 'ensemble précé-
dent de fagon a obtenir avec une dérivée droite infinie positive des
dérivés inférieurs gauches finis, ou infinis négatifs. Remarquons
d’abord que l'existence de la dérivée droite + o en lout point d’un
ensemble parfait P détermine nécessairement sur P, en dehors d'une
exception dénombrable possible, le dérive supérieur gauche + oz,
Mais les raisonnements faits pour ¢tablir Pexistence de la dérivée
droite valent encore si l'on remplace y, par toute autre fonc-

. aTr—a vy N )
tion A, u, Y (Ti’\) » pourvu que Y («) défini de o a 1 et supposé égal
\ n /
4 x aux extrémités de Pintervalle : 1° ait la dérivée droite + o« a
'origine; 2° surpassc une fonction y = [z dans le méme intervalle,

/ étant une conslante positive. Prenons pour Y une fonction telle
que y2. — .r*, ordonnée d'un quadrant circulaire, ayant sa tangente
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horizontale pour .z =1, ou bien telle que z + (1 — ), ordon-
née d’unc cllipse ayant ses tangenles verticales pour v =o ¢tz =1.
En posant toujours f (x) = (aZx)byu, + 0 Y, (r),w élantnul si . est
sur P et égal & 1, pour @, <w<b,, on a, avec la dérivée droile + »
en tous les points de I’, dans le premier cas, une fonction croissante,
donc i dérivés jamais négatifs admettant la dérivée gauche zéro en
toute extrémité droite d’intervalle contigu & P; dans le second cas,
une fonction admettant la dérivée gauche — = aux mémes points.
Dans le premier cas, sur un résiduel de 12 et par suite sur tous les
ensembles pacfaits inclus dans ce résiduel, nous aurons en tout point
la dérivée droite + o, le dérivé supéricur gauche + =, le dérive infe-
ricur gauche o. Dans le sccond eas, il scra pareillement possible
d’extraire de E un ensemble parfait en tout point duquel / possé-
dera la dérivée droite + o et @ gauche les dériveés extrémes +
et — =. Nous verrons un peu plus loin que Pexistence d’une dérivée
droite + = ne peut se produire en tout point (ue sur un ensemble
mince. Il est & peine utile d’ajouter qu’en changeant f(.2) en — f(x),
« en — ¢, on obticndrait, selon les cas, des exemples de dérivées —er,
dedérivées seulementdroites — oo, de dérivées sculement gauches + e,
ou — w, cn tous les points d’un méme ensemble parfait.

3. Exemple 11. — Nous allons donner un exemple de fonction
possédant sur un ensemble parfait le déricé supericur droit + =,
les trois autres dérivés extrémes élant nuls. Nous montrerons un
peu plus loin que 'ensemble parfait ol ces circonstances se réalisent
doil nécessairement étre dépourvu d’¢paisscur.

Soient I’ un premier ensemble parfait quelconque, w,, ..., u,, ...,
ses intervalles contigus, « ct b ses points extrémes. Construisons
une fonction continue f possédant : 1° une dérivée finie et continue
cn tout point extérieur & 1’5 2° une dérivée gauche nulle en tout
point de 5 5 un dérive inféricur droit nul en tout point de P 4° un
dérive supirieur droit infini (positif) en tout point de premiére
espece gauche de 1.

Nous prendrons /= o sur P, Pour définiv £ sur «,, considérons
en premier liew une fouction Y (&) satisfaisant aux conditions sui-
vanles : 1 Y () est délinie sur le segment o —- 1, positive a P'inté-
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rieur, nulle aux extrémités, continue partout; 2° Y(z) admet une
dérivée continue en tout point intéricur au méme segment, nulle
et continue en 1, infinie & 'origine, la dérivée en ces deux derniers
points étant nécessairement relative au seul c¢Oté intérieur au seg-
ment o — 1. Par exemple, on peut choisir Y = (1 — x)? /. Conside-
. . " . « o1
rons la fonction suivante définie entre o et 1, y(z)=sin’*- Y ().
Elle n’est jamais négative. Elle est nulle une infinité de fois en des

. I ] .« " .
pomls r == et -2—7r, ..., tendant vers l’orlgme par valeurs décroissanles.

Elle touche Y en une infinit¢ de points « = ——'l—
(/.' -+ ;)r
et nel’excéde jamais. Donc, en tout pointintérieur a l'intervalle o — 1,
y a une dérivée finie; au point 1, ou 'Y et Y’ s’annulent et sont con-
tinues, y et ¥’ s’annulent et sont continues. A l'origine, y a son dérivé

inférieur droit nul & cause de yZo pour toute valcur de x et y = o

(k entierZ o)

pour x = '/.—lr'r A Vorigine, le dérivé droit supéricur de y est + o, &

cause de y =Y pour z = et de ’existence d'une dérivée

2
(2hk+1)7
infinie positive pour Y a l'origine. Enfin, le maximum de y dans I'in-

tervalle o — 1 est un nombre positif / au plus égal au maximum de Y.
N 2 (TR . s T —a, .
Prenons y,(x) = u,,y(——un ) x variantde @, 4 b,, —,— varie deo

a 1. u, est donc le champ de d¢finition de y,. y, s’annule en a, et b,
est continue intérieurement & u, et bornée par les nombres o et lu}
dont le second est infiniment petit avec «,. Donc, si nous prenons f
égal & y, sur chaque u, et & o sur I, fest continu.

y, a une dérivée finie en tout point intérieur & u,. Donc, f en
dehors de P a une dérivée finie (et méme continue) en tout point.
En b,, v, a une dérivée gauche nulle. 1l en est donc de méme de f.
Pareillement fen tout point @, a mémes nombres dérivés droits que y,,
donc + = ct 0. Je dis que f posséde en tout point de P le dérivé infe-
ricur droit zéro. Ceci a été prouvé pour les points a,. Soit £ un point
de P distinct des a,, donc limite de points de P situés a sa droite.
On a f(%)=o. z tendant vers %, quand «x est sur P, f(z) est nul;
quand x est étranger a I’, f(x) n'est en tout cas jamais négatif.
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: . .
Done M admet la limite zéro, mais nc posséde aucunc limite

-
négative. Donc, en %, le dérivé inférieur droit est nul. Cette propricte

appartient donc a tous les points de P distincts des a, ou confondus
avec eux. On montre par le méme raisonnement que, dans le cas ou
L estsur P ct distinct des b,, donc limite de points de I situés a sa

gauche, la plus grande limite du quotient JE) =/ | tendant vers &
c— &

en croissant, est zéro. Pour montrer qu’en £ comme en b,,il ya une
dérivée gauche égale a zéro, il reste donce seulement & montrer que
le dérivé inférieur gauche est nul en tout point de 1.

Donnons-nous ¢, nombre positif (uelconque, ct montrons la possi-
bilité de calculer un nombre positif 2 pour la valeur de § considérée

de fagon que, si E—h <z <L¢, on ait f(%) — f(x) > —(E—x)g,

: Ve Puisaue 255 : —
ou f(x) < (3—x)z. Puisque — tend vers zéro pour x =1 et est

continu quand x varie entrec o et 1, cette fonction a un certain

€z —a,
(.r) Y "

maximum @. Donc {"——l =u, ——I"—”— a dans l'intervalle a,b,

nT Ay

l—— —

Uy,
pour maximum w@u,. Soit donc N un entier a partir duquel, pour
toutes les valeurs de n, wu, <, ce qui est possible, u, tendant vers
zéro. Alors, quel que soit x appartenant & un intervalle u,, d'indice
supérieur & N, on a f(x) < (b, — x)z. D’autre part, pour les inter-
valles en nombre fini «,, «,, ..., uysur chacun desquels f ou la fone-
tion y, de méme rang a une dérivée gauche nulle en b,, il existe un
nombre A tel que, pour tout point .z intéricur & 'un de ces inter-
valles, soit «,, et distant de son extrémité droite de moins de 2, on
ait f(x) < (b, — x)e. Alors, quel que soit « appartenant & un inter-
valle quelconque u,, d’indice supéricur, inférieur ou égal & N, mais
en tous cas distant de 4,, de moins de 4, on aura f(.) < (b, — ).
Soicnt maintenant Z un pointde P etz un nombre quelconque compris
entre 5 — hetl. Sizestsur Pyona f(x) — f(%) = o. Si z n'est pas
sur I, mais est intérieur & un intervalle «,, on a b, — » <% — < h,

donc f(x) < (b, — x)e, donc L (5 —w)e, et enfin o M > —c.

—_—
<

En tout point § de P, il y a donc une dérivée gauche nulle. Et
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d’autre part nous montrons méme, fait sans inlérét géncral d’ailleurs,
PACR I A

w—£
est uniforme, le paramétre de la convergence ¢lant .o — %, infiniment
petit négatif.

En résumé, nous avons construit une fonction f poss¢dant, en tout
point une dérivée gauche nulle, en tout point un dérivé droit infé-
rieur nul, et cependant, en un ensemble de points a, dense sur un
ensemble parfait I’, un dérive supérieur droit infini. Mais, 'ensemble
des a, ¢tant dense sur P, les points ou le dérivé supérieur droit
est + o forment un résiduel de P Ce dernier contient donc lui-méme
un ensemble parfait en chaque point duquel, comme il a été annonce,
le dérivé supérieur droit est + =, les trois autres ¢lant nuls.

uesur ’ensemble P des points §, la convergence vers zéro de
q )

43 bis. On transformerait sans aucune difficulté cet exemple de
fagon & joindre en toul point i un dérive supéricur droit + =« trois
autres dérivés extrémes linis distincts ou confondus, leurs inégalités
devant loujours ¢tre compatibles avec les conclusions des n™ 27 et
36 bis.

Second Théoréme des nombres dérivés ( Théoréme métrique).

/A6. Nous arréterons la ce début de reéalisation ou d’¢limination
des 49 cas définis plus haut. Nous allons porter notre attention sur le
point de savoir si ces divers cas peuvent se présenler sur la totalite
d’un ensemble épais, alin de retenir uniquement ceux qui répondent
A cette condition. Non pas que les ensembles minces soient négli-
geables dans la détermination des fonctions par leurs nombres
dérivés. Tout au contraire, nous verrons et il est connu qu'une fonc-
tion peut avoir sur une épaisseur pleine une dérivée nulle et n'élre
constante dans aucun intervalle. Mais il se trouvera que les opéra-
tions inverses de la dérivation examindes ultéricurement etappliquées
a des données ¢ conduisent toujours & des fonctions indépendantes
d’unc modification arbitraire de 2 sur un cnscmble sans ¢paisscur.
Nous découvrirons ultérieurement des rapports caractéristiques de ces
fonctions avec les ensembles parfaits minces cl cela nous justifiera
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d’attacher une grande importance aux propri¢tés métriques des
ensembles sur lesquels les divers 49 cas distingucés plus haut se
réalisent.

A7. Nous ¢liminerons préalablement deux circonstances impos-
sibles it obtenir en tout point du continu. Elles nous seront 'occasion
d’appuyer cette opinion justifitce par d’autres cxemples, que la
démonstration de certaines propri¢tés des fonctions dérivées se
simplifie souvent quand on les envisage seulement comme des
nombres dérivés (extrémes ou médians) pour un coté ou pour I'autre,
c'est-a-dire comme des valeurs limites particuli¢res des quo-
tients VR(f,xz,2") ou VR(/f,t',.x), quand, x étant invariable, 2’ tend
vers i par valeurs supéricures ou inférieures. Ainsi la proposition
qu'une fonction dJont la dérivée est partout nulle est une constante
s¢ démontre trés simplement sans faire appel & aucune formule d’ac-
croissements finis quand on remplace la dérivée par un dérivé quel-
conque pour un coté invariable.

A8. Une fonction continue possédant en chaque point et d’un
certain ¢ité incariable un déricé nul, médian ou extréme, est une
conslante.

Supposons par exemple que le dérivé considéré soit droit. Soit ad
un segment en tout point duquel I’hypothése du théoréme est vérifiée.
Donnons-nous un nombre positif quelconque . 1l existe certainement
un point z & droite de a ct dans I'intervalle ab, ot on a

(n |f(z) = f(a)] <e(z —a).

Soit % la borne & droite des points situés entre a ct b o la relation
précédente est vérifiée. Je dis que 5 est en b. En effet, en cette borne
droite %, on a, par raison de continuité, la relation

| /(&) = /()] ze[e—al.

Mais en 5 il y a un dérive médian nul & droite; donc, si = n’est pas
y ” ) I
en b, il y a un point %,, compris entre Z et b, oti 'on a

(&) =S <e(E—8).
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En ajoutant les dcux derniéres inégalités, on trouve
/(&) —fla)| <e(§—a),

et § n’est pas la borne droite des points vérifiant P'inégalité (1). Donc
g est en b. On a donc |f(D)— f(a)|Se(b — a), quel que soit «.
Done f(b) = f(a). Immobilisons a. La valeur de f en un point
arbitraire b est f(a), une conslante.

Si nous remplagons les mots déricé médian droit par le simple mot
dérivée, nous avons sans autre modification une démonstration du
théoréme sur les fonctions a dérivée partout nulle, qui, partant imm¢-
diatement de la définition de la dérivée, me parait atteindre beaucoup
plus rapidement son but que la démonstration habituelle, celle-ci
supposant I’établissement préalable de la formule des accroissements
finis. Un corollaire intéressant du théoréme démontré 4 l'instant est
celui-ci :

Une fonction continue ne peut pas avoir en tout point d’un inler-
valle ses dérivés extrémes d'un méme cété doués de signes opposés,
ni en particulier égaux l’'un ¢ + », autre @ — .

Car alors, en tout point de cet intervalle elle admettrait de ce
méme coOté le dérivé médian zéro et serait constante dans 'intervalle.
Tous ses dérivés seraient nuls contrairement a 'hypothése énoncée.

Ces résultats sont établis dans l'ouvrage de M. Lebesgue (p. 72),
mais 4 I'aide d’inégalités généralisant pour les nombres dérivés la for-
mule des accroissements finis.

48 bis. On montre par un raisonnement de méme forme qu'un
nombre dérivé d'un certain c6té ne peut pas étre infiniment grand
d’un signe donné en tout point d’un intervalle. Car, si par exemple
le dérivé inférieur gauche était partout — oo sur le segment ab, il y
aurait, si grand que fat le nombre positif fixe A, des points 2’ compris
entre a et b, et ou 'on aurait f(b) — f(«') << — A(b — ). La borne
a gauche des points x’ (tous situés par hypothése entre @ et b) ne
saurait étre (on le voit comme dans le cas du dérivé nul) un point &
supérieur a a. Donc la borne & gauche des points « est en a et 'on
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a f(b) — f(a)< — A(b — a), ce qui est absurde, A étant un nombre
positif quelconque et f étant continue, donc finie en a et b.

Les deux théorémes précédents n’empéchent pas, nous le mon-
trerons plus loin (63), qu'une méme fonction continue ne puisse
posséder les trois dérivés zéro, + et — = a la fois, au moins unila-
téralement en tout point, et des deux cdtés sur une ¢paisseur pleine.

49. Pour démontrer 'impossibilité de certaines associations de
dérivés finis ou infinis sur des ensembles épais, nous tirerons grand
parti du théoréme suivant, susceptible, selon les applications, de
diverses formes particuliéres qui n’en modifient ni I’esprit, ni le mode
de démonstration. Cette nouvelle proposition concerne les rapports
des nombres dérivés et des ensembles parfaits, discontinus exclusive-
ment. Le Premier Théoréme ne distinguait pas le continu des autres
ensembles parfaits.

Seconn Tutoreme. — Si en tout point d’un ensemble parfait
d’épaisseur e entre ses points extrémes a et b, le dérivé supérieur
droit de la fonction continue f surpasse \, si dans tout intervalle u,
ou a,b,, la variation relative inférieure de f en de¢a de b, sur-
passe — u., la variation relative de f entre a et b est aw moins

he —p(1—e¢).

Nous supposerons d’abord A et i non négatifs, ce qui constitue le cas
le plus important. Soit § un point quelconque de P. Le dérivé supé-
rieur droitde f en % surpassant A, il existe, dans toutintervalle ayant %
pour extrémité gauche, des points &, ou

(1) SE) —=S(&)>h(E—E).

Nous dirons que deux points sont associés selon Uinégalité (1)
s'ils peuvent étre dans la relation précédente substitués respective-
ment, le plus grand & %,, le plus petit & §&. Nous ferons une double
remarque. La premiére, c’est que, sila relation (1) est vérifice pour
deux couples adjacents &,, £, %,, toujours énoncés par valeurs crois-
santes, elle est vérifiée pour le couple des points extrémes %%,. 1l en
serail encore ainsi, au cas ol une et une seule des inégalités (1)
relatives & 'un et I'autre couple serait transformée en égalité. Notre

Journ. de Math. (7* série), tome I. — Fasc. 11, 1915, 23
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seconde remarque, c’est que, a cause de la continuité de f enx, I'iné-
galité

(2) JE)= (1) > A — o),

ol on laisse maintenant &, immobile, sera vérifiée pour toutes les
valeurs de .¢ intérieures & unintervalle 2%, d’extrémité droite %.

Cela pos¢, le dérivé supérieur droit en a dépassant A, il existe des
points §,(a) & droite de @, intérieurs & ad et associés & a suivant
Pinégalité (1). Si b est associ¢ & a, la variation relative de fentre a
et b surpasse A et @ fortiori he. La formule est établic (A et u ¢tant
positifs). Supposons (u'il en soit autrement. Alors les Z,(a) ont une
borne a droite y, o, i cause de la continuité de f, on n’a pas 'inéga-
lité contraire 4 (1), ni davantage l'inc¢galité (1), sinon, dans ce der-
nier cas, v, pourrait étre repoussé vers la droite. On a donc en v,

f(*/,)—,f(a)—_—)‘(y,—(l).

v, D'est pas sur I’, sinon, 4 cause de 'existence en v, d'un dérivé
droit supéricur a A, il existerait un point ¥" a droite de v, et associé¢
selon I'inégalité (1) & v,, donc & a, conclusion absurde, ¥’ surpas-
sant ¥,, Y, est donc intérieur & un certain contigu & I, intervalle
dont je désigne par 3, I'extrémité droite. Remarquons que, d’aprés
notre hypothése sur la variation relative de f sur les u, en deca
des b,, nous avons f(B,) — f(v,) > — w(B, — ). Avec B, j'opére
comme avec a. Je détermine y, par la condition d’étre la bhorne
a droite des points de ab, situés & droite de 3, et associables & §,
d’aprés I'inégalité (1). En général, v, est intérieur i un intervalle
contigu & P, soil a,f,, etc. L’opération se poursuit tant que vy, n’est
pas en b. Deux cas sont a priori possibles. Ou bien, I'un des v, est
en b. L’opération est arrétée. b est associé & v, selon I'inégalité (1)
ou selon I'égalité limite de cette inégalité. Latotalité de ’'ensemble P
est sur les segments avy,, 8,vs ..., B._yYs ce dernier identique
4 B,—,0, et chacun des intervalles v, 3,, v, 85y - .+, Vuoy By est agrégé
4 un intervalle contign & I> avec communauté de U'extrémité droite.
Ou bien, aucun des vy, n’est en h. Comme par hypothése ils sont tous
sur le segment ab, ils sont tous entre a ct . Comme ils progressent
vers la droile quand n croit, ils ont donc un point limite M, éga-
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lement limite des 3, et par suite agrége a I’. Je dis que M est en b.
Sinon, il existera un intervalle M'M & tous les points z duquel un
méme point M, situé 4 droite de M et & gauche de & est associable
selon (1). Mais vy, tendant en croissant vers M, est, & partir d’une
certaine valeur p de n, compris entre M’ et M. Or, la relation (1)
étant vraie pour le couple (v,, M,) et aussi, sauf son changement en
égalité, pour (8, ,,7,) est vraic pour (8,.,, M,). v, ne satisfait donc
pas 4 sa définition d’étre le point de ab bornant & droite les points
associables 4 3, ,. v, ne peut donc pas étre intérieur 4 M'M. Donc v,
ne pcut pas tendre vers M.

Donc, s'il y a une infinité de points v,, ils tendent vers 4. On a,
quel que soit m,

(2) /(")_f(a): [f(?l) —f(@]+ [f('/a) —f(KBI)] +eet [f('/m) _f(lam—l)]
+[f(r3l)—f(71)]+°'+f [(pmf—l)'—f(‘/m-—l)]"'[f(b)_.f(ylll )]7

les v, coincidant tous avec / & partir d’un certain rang, ou étant en
infinité. Dans ce second cas, chaque terme dec la premiére ligne est
égal au produit de A par la longueur du segment ol il exprime la
variation de f. Donc, la somme de cette ligne est

)\(a71+317?+"°+x3111—17111))

ay,, ... étant les longueurs des segments limités par a et v, etc.
Elle tend vers la somme / de la série constituce par les longueurs des
segments 3, v, qui, remarquons-le, portent la totalit¢ des points
de P situés entre @ et . La somme des termes de la premiére
ligne tend donc vers AL quand m croit indéfiniment. Le dernier
terme de la seconde ligne tend vers zéro, f étant continue. D’ailleurs,
la variation relative inférieure de f sur 'intervalle contigu d’extre-
mité droite 3, et en deca de B,, étant supérieure & — w, nous avons

[f(ﬁl) _f(7l)] +.ooo+ [f(ﬁm—t) —f(y;;;—l)] > — [-’-((31'/1""- e 5m~-l 71;;—1)‘

En résumé, nous avons rassemblé I’ sur une suite infinie de seg-
ments tendant vers /, de longueur totale £. Nous trouvons

(3) SO)—f(a)>rh--p(b—a—h).

Cette relation ne fait intervenir les signes ni de A ni de .



t80 ARNAUD DENJOY.

Si vy, coincide avec b, mais non pas y,_,, les variations relatives
de f sur ay,, sur B,v,, ..., sur B,_,y,_, sont toutes égales a A, et au
moins égales & A sur §8,_, vy, ou B,_,b. Donc, les termes de la premiére
ligne dans I'égalité (2) ont une somme au moins égale a

)\((’l'/,‘*" ﬁ)‘/g—{-. e 5,;_.11)) :)\Il,

/. désignant toujours la somme de la série finie ou infinie §,y,.,. Dans
tous les cas, que le nombre des intervalles contenant la totalité de P
soit infini ou fini et méme égal a 1 (quand y, coincide avec /), on a
toujours la formule (3). Supposons maintenant A et p. positifs. Alors,
nous renforgons I'inégalité en remplacant / par un nombre plus petit,
savoir la mesure de I’ entre a et b. Cette mesure étant e (b — a),
nous trouvons bien (aVRD) f > Ae — (1 —e).

SiA et . ne sont pas positifs, nous allons montrer que, dans la
formule (3), & peut étre supposé aussi voisin qu'on le veut de la
mesure de P, soit M =¢ () — a). Remarquons d’abord qu'on a
toujours M< /- < b—a. Du segment ab retranchons les N plus
grands contigus de P, u,, u,, ..., uy et soient, dans I'ordre ot nous
les rencontrons, 2, £,y ..., Px.1 l€s segments restants, deux a deux
sans points communs. Soient M,, M,, ..., M, les mesures de P sur

ces segments. On a 2 M,= M. Appliquons au segment p, la for-

mule (3). Il existe un certain nombre %; compris entre M, et p, (ou
égalant g,) tel qu'on ait
V(f, pi) > thi—p(pi— hi) (i=1,2, .., N41).

Or, d’aprés notre hypothése sur le minimum des variations rela-
tives de f sur les u, en deca de b,, on a

V(f, ;) >—pu; (i=1,2,...,N).

En faisant la somme de toutes les inégalités obtenues et en remar-
quant que

Vi, )=V (fop)+ [V (L), b—a= e+ X

il vient, en posant 2/@,: H,,

V(/,a b)>1Hy— p(b—a—Hy).
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IM< Nhi< Do

M<l|x<b-—a—2u,~.

Or, nous avons

done

Mais le dernier terme de ces relations, quand N croit indéfiniment,
tend vers M. Donc, 11, tend vers M. Donc, quels que soient les signes
de A et u, on a bien

V(f,a,b)2iM —n(b—a—M)
ou

) VR(f, a, b)Zle—p(1—e¢).
€. Q. F. D,

Désignons respectivement par S et T la somme des termes de la
premiére ct de la seconde ligne dans I'égalité (2), que m puisse
devenir infini ou doive rester fini, les §, et v, étant obtenus comme il a
été expliqué a la page 178. La scule condition de leur existence est
que le dérivé supérieur droit de f surpasse A en tout point de P, et
alors, dans lesecond membredel’inégalité (3),lec terme A/ bornant in-
férieurement Sest exact. Le second termede (3), soit — w (b — a — 1),
borne inféricurement T, quand VR(f, z, b,) > — 1 pour tout
point x de u,. Remplacons cette derniére hypothése par celle-ci
beaucoup moins restrictive : V(f,x, b,)2 — wu,, supposée vérifiée
également quel que soit « dans u,. ln faisant tendre x vers ,, on
voit que u ne peut pas étre négatif. Alors T surpasse

__y.(z,ﬁ,—}- +<X,,,ﬁm+ ...):—p.t,

si 'intervalle contigu renfermant <, est a,(3,. Désignons par 4’ la
somme
aa;—{-ﬁ,otz-*-...—*-ﬁ,,_‘a,, ...

des segments conservés dans ab quand on en retranche les con-
tigus «,3,. Ces segments conservés renferment la totalité de . Donc,

h'> M. D’ailleurs

Zal’ pp""zﬁpa/wl: T4+ M=0b-—a.
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Donc, T surpasse — w(h —a—»~’) et 'on a dans notre nouvelle
hypothése la relation

(3 bis) Fb)—fla)y>hh—p(b—a—h),

avec
M<hh<h<b—a.

i étant nécessairement positif ou nul, le sccond membre de (3 bis)
surpasse Al — (0 — a — M); mais, pour embrasser le cas oi A
serait négatif, on aché¢ve la démonstration comme plus haut et I’on

trouve encore
JO) =~ f(@) 2 IM —p(b—a—M),

d’ou la relation (4).

L'inégalité¢ V(f, £, b,) — uu, sera vérifice quel que soit « dans
un cas particulier important, cclui ot Coscillation relative de f sur u, ou
OR (f, u,) est inferieure a p.. Car N (f, ., b,) est en valeur absolue
inférieur a l'oscillation de f'sur «, (*).

49 bis. Le lecteur devra remarquer qu’un raisonnement analogue
au suivant ne serait pas légitime : « Tout point % de P estintérieura un

intervalle Z'%, entre les extrémités duquel I'inégalité (1) est vérifice.

Recouvrons P avec un nombre fini d’'intervalles 2'%,. Le champ
recouvert contient I’ et se compose d’'un nombre limité d'intervalles /.
Il est possible de cheminer en conservant l'inégalité (1) de 'extrémité
gauche & l'extrémité droite de chacun de ces intervalles 7. » Clest
ici que serait la faute. En effet, il n’est pas exact que la vérité de

I'inégalité (1) d’'une part entre les extrémités gauche et droite d’un

(*) Appelons altération relative supérieure (ou inférieure) de f sur un
intervalle a3 au dela de « le maximum (ou le minimum) du quotient

f(-r,) —f(2)

5—x

pour & <.r < 3. Désignons ces nombres par ARs(f, &, 23) et AR,(/, a, 23).
De néme, {'altération relative supérieurc (oninférieurc) de f sur o en decd
S =/(r)

de {3 est le maximum (ou le minimum) de poura << << 3. Nous
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intervalle a3, d’antre part entre celles d’un autre intervalle «'{,
entraine sa validité entre « et 3’ quand o’ est intérieur & aff, et B a o'y
Si par exemple dans lc cas d’une dérivée droite (el non pas seulement
du dérivé supérieur droit) surpassant A en tout point de P, il est
permis de supposcr que, x ct & étant sur I, fows les points de a3
d’une part sont associables i «, (ue tous ceux de o'’ sont associables
4 o', d’otr la conclusion légitime que « et 3’ sont associables, il n’en est
plus de méme si tous les dérivés droits ne surpassent pas A. Car alors,
a l'intéricur de «f, les points . associés & o forment un cnsemble pré-
sentant des lacunes ou peul précisément se trouver «’. Si nous ne
supposons pas qu'aux points de I” tous les dérivés droits de f surpas-
sent A, rien ne prouve qu’au dela d’un pointZ choisi au hasard sur P,
on puisse trouver un seul point Z, agrégé & P et associable 4 £ par la
relation (1).

Mais substituons & la premiére hypothése du théoréme relative aux
dérivés, celle-ci, plus restrictive que, en chaque point de P, f a son
dérive inférieur droit surpassant N. Nous pouvons élargir notre
seconde hypothése concernant les variations relatives de f sur «, en
decia de b,. 1l n'est plus nécessaire que toutes surpassent — w. I/

désignons ces valeurs par AR (f, o3, B) et AR;(f, 23, B). Si o, et B, sont
respectivement les points du segment a3 ot f est maximum et minimum, on a :

AR((f, &, 23) = 'LM AR (f, 2, 23) = ./(51)—/(0‘)’

3—2 ’ B—a
AR (f, a3, 3) = L(a’_))‘_’;ﬁ, AR(Sf, 25,3) = ﬁ%%{@

Rappelons d'ailleurs que OR(f, 23) = M{g—#'—\ On a les relations

immeédiates suivantes :

0 ZAR(fy 2. 23)ZOR (S, 23).
‘ —OR(/, 2BV ZAR (S, =, 2B) 0,
" OR (/. 23) = AR,(f. 2, a3) — AR;(/, 2, 23),
AR, 2, 23) ZVR (S, a3)ZAR( S/, 2, 23).

(3)

Ces relations subsistent en remplagant avec les mémes indices / et s
AR(S, a, a3)

par AR (f, 23, 3). On a alors des relations (3 bis). Eafin, si AR, est positif, il
en est de méme de VR sur le méme intervalle et pourla méme extrémité et 'on
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suffit que Uune d’entre elles, la variation relative de f sur u,,
surpasse ce méme nombre — p.

in effet, M(x) étant la mesure de P entre a et x, soil Il I’ensemble
des points 3 de I’ ou existe un nombre A () vérifiant le systéme
d’inégalités

6) flxy—=Sf(a)zh(r)y—plox —a—h(x)], M(x)lh(z) zxz—a.

E est fermé, 4 cause de la continuité de M () et de f. Tous les
points x associés & a par la relation (1) vérifient les inégalités (G)
eny faisant & () = x — a. Or, ¢,(a) surpassant A, tous les points
d'un intervalle aa, sonl associés & a selon (1). D’ailleurs, a ¢tant
limite de P du coté droit, P admet des points sur aa,. Tous ceux-ci
appartiennent a E qui existe donc. Soit % I'extrémité droite de E.
Je dis que £ = J. Sinon, on aurait £<b. Or: 1*si 5 est limite de points
de P situés a sa droite, ceux-ci, au-dessous d’une certaine distance a §,
sont tous associés & £ selon (1). Soit &, 'un d’eux. On a

SE)—SfE)>R(E—E), ME)—M@E)<E—e

a AR, << VR,. Mais VR, peut étre négatif, dans le cas oit f est sur «f3 maximum
en o ou minimum en 3. Or simultanément AR, est nul. De méme, si AR; <o,
on a VR;S AR;. En toul cas, p étant positif, les inégalités VR, < pou VR; > —
entrainent respectivement AR; << p et AR;> — p sans réciprocité.

Les relations (3) et (5 bis) d’une part, les relations entre les AR et les VR
d’autre part, permettraient d'énoncer respectivement les applications VI et VII
du Premier Théoréme en y remplacant pour la premiére les lettres VR par AR,
et pour la seconde les mots « oscillation relative de fsur u, » par « altération
relative extréme de fsur «, au deld de a, ou en deca de b, ». Le lecteur, en se
reportant aux endroits indiqués, vérifiera 'exactitude des nouveaux énoncés,

Le Second Théoréme subsiste en y remplacant les variations relatives sur les
contigus a P par les altérations relatives de mémes noms. Seulement p est alors
nécessairement positif ou nul. D'ailleurs I'hypothése ainsi transformée est impli-
quée dans la premiére. Elle est beaucoup moins restreinte. Elle 'est également
moins que I'hypothése OR(u,) < pm. Ou pourrait donc, puisque toutes deux
donnent les mémes conclusions (pour 2 0), ne considérer que celle des altéra-
tions. Sculement, dans les applications ultérieures du Second Théoréme, toutes
les fois qu'une inégalité du genre AR, > — p sera vérifiée sur chacun des u,, il
en sera égalemenl ainsi toujours de I'une ou de l'autre des inégalités VR, > —
ou OR < p el ces derniéres seront les plus directes a établir.
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De I4, en tenant compte des inégalités (6) oti & est remplacé par £,
FE—=S(@>UhE) +E—E]=[fi—a—(E—=H—hE], ME)<h(@+E—ELi—a.

Posons i(%,) = A(5) + %, — 5. Il est visible que %, est dans I,
2° Si au contraire § est l'extrémité gauche d’un contigu « de P,
soit §, Pextrémité droite de . On a

SE) =S > —pE—8), ME)=M().
Donc,

SE) - fa)>A@)—plé—a—h(B)], M(&)TA(E)<E—a

Posant /(%,) = A(%), on voit encore que %, est dans E. Donc,
'extrémité droite de I est nécessairement . Donc, I'inégalité (3) est
établie, & élant un nombre compris entre M, mesure de P sur ab,
et b — a. On en déduit comme plus haut la formule (4).

49 ter. Pour rassembler dans un méme Tableau toutes les formes
susceptibles d’étre données au Second Théoréme, indiquons dans une
premiére colonne la classe (droite ou gauche) de dérivés D auxquels
s'applique lc théoréme, — dans la seconde, leur relation d'inégalité
avec A, — dans la troisi¢mne, si cette relation, vraie en tous les points
de P, est satisfaite par certain dérivé, au moins un, le dérivé supé-
rieur, ou par tous quand elle 'est par le dérivé inférieur, pour le coté
désigné en téte de la ligne bien entendu, — dans la quatriéme, I'iné-
galité supposée vraie sur tous les u,, ct concernant : les variations
relatives de f prises soit en deca des b, quand les D sont droits, soit
au dela des a, quand les D sont gauches, et qui toutes, et en parti-
culier la supérieure ou I'inférieure suivant les cas, doivent vérifier
I'inégalité écriteavec u ouavec — u (de signe quelconque); ou encore
Ioscillation relative ORwu, de f; ou enfin la variation relative de f
sur u,; — dansla cinqui¢me, I'inégalité finale concernant la variation
relative de f entre @ et b, ¢ désignant P'épaisscur de P entre a et b.
Dans la quatriéme colonne, les trois hypotheses intéressant u et
correspondant 4 une méme ligne dans les deux premiéres colonnes
sont de moins en moins restrictives, quand on les ¢numére de bas en
haut. Pour la premiére et la troisitme hypothése, 1 est de signe

Journ. de Math. (7* série), tome L. — Fasc. II, 1915. 24
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quelconque; pour la scconde, w est positif. La premiére implique la
troisiéme. De méme la seconde, toujours du type ORw, < . (positif),
entraine — w << VRu, << . donc I'existence d’une borne supérieure
et d’unc borne inféricure pour VRu,. Mais la premiére condition,
liant & @, nombre de signe quelconque, la variation rvelative de f
sur u, en deca de b, on av dela de @,, n’entraine pas nécessairement
ORu,<|w], ni une autre relation invariable. Par exemple, / peut
lre croissant entre a, et x agrégé & w,, d'ou VR.(/, a,, w,) o,
avec un dérivé droit nul en a@,, donc — w = o, sans qu’on cn conclue
ORu,So,donc = o. De méme, la condition vérifiée par OR n’entraine
rien concernant les VR, et VR,. Car, les nombres VR (f, a,, ) ou
VR(f, =z, b,), contenant en dénominateur un nombre infiniment
petit aux points @, ct b,, peuvent avoir leurs bornes extrémes VR,
et VR, infinies, tandis que ORu, est toujours fini. Mais cette dernicre
circonstance nous fait dire que la premiére hypothése bornant d’un
coté les VR, ou les VR, est plus restrictive que la scconde bornant
ORu,. Faisons une derniére remarque. La valcur exactede A a, en
général, une grande importance. Celle de v n’en a aucune. 11 suffit
que  soit fini. Car les résultats que nous voudrons faire apparaitre
se manifesteront entre des points séparé¢s par une ¢paisseur de I aussi
voisine de 1 que nous le voudrons.

Hypothése Hypothése
régissant concomitante
les dérivés sur
Les de f les variations de f
dérivés en tout point daus tous
sont de P, les contigus a P, Conclusion.
‘ A ( —P<un\’nbn |
droits << T p>0Rue, he—u(1—e) (aVRD) f
'_ Cleve vannn —p<VRu, ‘
‘ 5 [ p>u,NRb,
droits A>T | p>ORu, re+p(1—e) Z(aVRb)s
'Ad........ B> Vi, \
| A { —p<a,VRu,
gauches A< # I p>ORu, he—p(t—e)i(aVRO) f
" Ogovv vnnns —p<VRu,
( P | p>a, VR, |
gauches A> | FTTrr { p>O0Ru, he+p(1—e)(aVRb) f
'\ , P p>VRa, ’

Voici les conséquences trés importantes que nous tirons du Second
Théoréme.
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Applications du Second Théoréme.

50. Areuicamiox I. — L’ensemble des points o f a d’un cété
déterminé une déricée infinie est sans épaisscur.

Montrons que 'ensemble E ot A, = ¢, = + = est de mesure nulle.
Dans l'hypothése contraire, E contiendrait un ensemble parfait épais
cn lui-méme P,. Soit «, ou a,b, un intervalle contigu & P,. Les con-
tigus u, sur lesquels la variation relative de £ est inféricure ou égale
a un nombre fixe, zéro par exemple, ont leurs extrémités non denses
sur P,. Sinon, si I'’ensemble H de ces extrémités était dense sur P,
donc partout dense sur une portion P, de P, f admettrait cn tout
point d’un résiduel de P| un dérivé inférieur droit négatif ou nul, et
non pas une dérivée droite infinie positive. Il y a donc une portion P
de P, ot H n’a pas de poinlet o1, parsuite, la variation relative de f
dans tout intervalle contigu & P est positive. Alors, £(4,)2 f(a,) sur
tout contigu a P, ou VRu,>o0. Soient a et b les points extrémes
de P. Consultons notre Tableau ot se résume le Second Théoréme.
Prenons A si grand que nous voudrons. Suivons la premiére ligne
el ses subdivisions. Le dérivé droit ¢, (1™ et 3¢ colonne) surpasse A
(2¢ colonne) en tous les points de P et, dans tous les intervalles
contigus a I, la variation relative de f est positive (4° colonne). Donc
(aVRb) f> he (5¢ colonne). Or, e n'est pas nul, P étant comme P,
¢paisen lui-méme. ll est donc impossible (ue cette relation soit vérifiée
quel que soit A. Le théoréme est donc démontré pour 'ensemble E

défini par
Ad = 6([ = 4+ .

On lc montrerait de méme pour les ensembles o f posséde une
dérivée droite infinie négative ou unce dérivée gauche infinie d'un signe
donné. A fortiori, est-il impossible d'avoir une dérivée bilatérale
infinie sur un ensemble ¢pais. Si donc nous voulons dans notre étude
réserver un traitement spécial aux ensembles minces,nous n’avons pas
a nous occuper du premier ni du septiéme cas de la classification
dennée au n° 25. Montrons quec le quatriéme cas ou A, et 5, sont finis
et distincts ne peut se présenter que sur un ensemble sans épaisseur.
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81. Areuicamion 1. — L’ensemble des points ot une fonction
ne posséde pas de dérivée d’un certain cdté et ol d’autre part ses
dérivés pour ce méme coté sont finis est de mesure nulle.

Cette proposition offre une grande analogic avec un théoréme de
M. Lebesgue : savoir que, si dans tout un intercalle, les dérivés
extrémes d’une fonction continuc sont en chaque point fous les
quatre finis et s'ils sont sommables dans cet intervalle (ou appar-
tiennent i une fonction & variation bornée), I'ensemble des points ou
la dérivée n’existe pas est de mesure nulle sur ce méme intervalle.
Mais ici, nous ne supposonsrien de connu sur les dérivés en dehors de
'ensemble ou nous les considérons. Rien n’empéche qu’ailleurs, ils
soient infinis, aussi souvent que le tolérent les proprictés logiques des
nombres dérivés. 4 fortiori, ne supposons-nous rien touchant la som-
mabilité de nos dérivés dans tout un intervalle, puisque nous les con-
sidérons exclusivement sur un certain ensemble, discontinu dans le cas
le plus général. Enfin, nous n’admnettons nullement qu’aux points de
cet ensemble, les quatre dérivés soient finis. Il nous suffit que deux
d’entre eux pour un méme coté soient finis et distincts, le c6té pouvant
d’ailleurs varier d’un point & I’autre. Lnfin, un peu plus loin, nous
conclurons de I'existence sur un ensemble Ii de dérivés tous finis
pour un méme coté constant ou variable, a I'existence d’unec dérivée
bilatérale sur une pleine épaisseur de I, sans avoir besoin d’aucune
hypothése complémentaire sur les dérivés de la fonction pour le second
coté aux points de K (*). Observons, pour terminer, que nous établis-
sons toutes ces propri¢tés des nombres dérivés sans faire appeld aucune
notion de somme intégrale. Démontrons notre énoncé.

L’ecnsemble, épais par hypothése, en tout point duquel, ou bien
les dérivés exirémes droils, ou bien les dérivés extrémes gauches sont
finis et distincts, se décomposc en 'ensemble I on la premiére hypo-
thése est vérifice, et en 'ensemble K ot c'est la scconde. E et E
peuvent d’ailleurs a priori avoir des points communs, mais I'un au
moins est de mesure non nulle. Supposons que ce soit E. Alors, en

(1) M. Montel, utilisant un résultat contenu dans ma Note du 21 avril 1912
(Comptes rendus), a montré (Id., 23 déc. 1912) I'existence d'une dérivée sur
une pleine épaisseur de I'ensemble ol les quatre dérivés extrémes sont finis.
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tout point de I'ensemble épais E, f posséde partout deux dérives
extrémes droits finis et distincts.
Désignons par H,, I'ensemble des points de E satisfaisant & la

double condition &, < 5 < '% < A,. Tout point - de E appartient

dun ensemble H, , pour au moins une valeurde p, quel que soit 7 supé-
rieur & inverse de la différence positive A, (z) — 2,(«). Les H, , élant
en infindé¢ dénombrable, I'un au moins d’entre eux, soit II, est ¢pais
si' 2 'est. Désignons pour cet enscrable par 2 I'inverse du premier
indice n ct soit P, un ensemble parfait épais en lui-méme agrégé a H.
En tout point de I’, on a

Sy pl<<(p+1)h<Ay

p ¢tant un certain entier positify négatif ou nul.

L’application du Second Théoréme va étre aisée.

Considérons les intervalles contigus a P, et Uoscillation relative de
la fonction f sur chacun d’cux. Est-il possible que, pour toute valeur
du nombre positif A, cette oscillation surpasse A dans des intervalles
dont les extrémités forment un ensemble G(A) partout dense sur P, ?
Non, car nous avons dé¢montré (40) que, dans ce cas, I'ensemble des
points ou, de chaque coté, I'un au moins des dérivés est infiniment
grand en valeur absolue, cet ensemble cst partout dense sur P,. Donc,
Aqet o, étant finissur P, pour une certaine valeur i de A, il existe une
portion I’ de P, ne contenant aucun point de G(w.). P, étant épais en
lui-méme, P P'est également. Dans tout intervalle contigu a P, I'oscil-
lation relative de f est au plus égale a u. Intre deux points quelconques
%, B de P séparés par une épaisseur e de P, d’apreés les relations vérifiées
pari,et 3, en loul pointde I, la variationrelative de faura des limites
fournies par le Second Théorime (vroirle Tableau de la page 186) A,
surpassant(p + 1)k, cette variation vaut au moins(p +1)he—u(1—e).
Pareillement, 8, ¢tant inféricur a plt, cette méme variation est au plus

.

- € Ry
» vérifice pourdeux
¢

points (uelconques de I’, e désignant I'épaisseur de I’ entre cux.
Ceci est absurde, puisque, par des choix appropriés de a ct de B,
celle ¢paisseur peul élre supposéc aussi voisine de 1 qu’on le veut (20).

ple 4+ v.(1 — ). Onadonclinégalitc h < 2
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82. 1l est donc établi que les cas 1°, 4°, 7° du n° 23 ne peuvent pour
un c6té ou pour un autre se produire que sur une épaisseur nulle.
Si donc nous négligeons les ensembles minces il nous reste comme
seuls possibles les cas désignés ainsi :

AtAy =4+, 0y= — o, At A, =+, 6= — oo,

B = + o0, Oy fini, B': Ay = + w, 4, fiui,

C: Ay =dqfinis (dérivée droite finie),  C': A, = o, finis (dérivée gauche finie),
D: A, fini, 8y = — =, D' A, fini, 8, = — o,

Peut-on associcr indifféeremment 1'un des quatre cas gauches a I'un
des qualve droits, ce qui nous donnerait 16 combinaisons possibles?
L’application 111 du Second Théoréme va nous permettire de constater
que chaque cas de I'un des groupes s'allie & un cas bien déterminé de
I'autre groupe, sauf éventuellement sur une épaisseur nulle.

3. Aveuicarion 1. — L’ensemble des points ol le déricé supé-
riecur d'un coté est + » coincide avec celui des points ot le dérivé
inferieur du coté opposé est — o, a une épaisseur nulle prés.

9y
respectivement par les conditions suivantes: 1°4, = + &, 5, > — =;
2 8> -, Ag= ey I o= e, A< 4+op 10, <+
¢y = — ®, ol les inégalités m < + » ou m’'> — = désignent, la
premiére un nombre m fini ou infini négatif, la seconde un nombre m’
fini ou infini positif, ces quatre ensembles sont de mesure nulle.
Supposons qu'il en soit autrement. L’un de ces ensembles est doué
d’¢paisseur. Supposons que cesoit le premier. E contient un ensemble
parfait P, épais en lui-méme et en chaque point duquel le dérivé
supérieur droil est + o, le dérivé inférieur gauche étant fini ou infini
positif. Soit u, d'extrémités a,, b,,un contigu & P. Formons la variation
relative inféricure de f sur u,en deca de b, soit(u, VR b,),. Les points
au voisinage desquels les nombres (#, VR 4,); nesontpas bornés inf¢-
rieurement, forment un ensemble non dense sur Py, sinon il y aurait
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une portion de P, ol 'ensemble ¢, = — o serait partout dense, con-
clusion contraire 4 notre hypothése que cet ensemble n’a aucun point
sur . [l y a donc un nombre positif 1 et une portion I’ de P, telle que
les nombres (u, VR b,); relatifs aux contigus & P sont tous supérieurs
4 — u. Dailleurs, puisqu’en tout point de P, il yale dérivé droit + o,
A, borne inférieurc de ce dérivé sur P, peut étre pris aussi grand
qu'on le veut. Nous aboulissons a une absurdité d’aprés le Second
Théoréme nous donnant entre les extrémités a et & de I” une variation
relative de f supérieure & Ae—uw (1 —e), w étant fixe et A aussi
grand qu’on le veut.

On montre exactement de méme que les trois autres ensembles E,,
%5y I¥; sont sans épaisseur.

54. Tirons de cette proposition I1I la conséquence annoncée. Si
le cas A est réalisé sur un ensemble ¢pais «, I’ensemble a, des points
de « ol I'on n’avra pas ¢, = — » (arapprocher de A, = + =) et I'en-
semble a, agrégé & a et ot 'on n'a pas A, = + o (d'aprés ¢, = — @)
sont I'un ct P'autre sans ¢épaisseur. Donc I'ensemble o' oti le cas A’ est
réalisé contient une pleine épaisseur de a. La réciproque est vraie.
Donc, les cas A et A’ ne peuvent se présenterisolément I'un de I’autre
qu'en une épaisseur nulle. On montre exactement de méme que le
cas B ne s'isole de D', C de C'; D de B’ qu'en des épaisseurs nulles.
Donc, Uensemble des points d’'un segment se décompose, a une
épaisscur nulle prés, en quatre ensembles oi sont réalisés respecti-
vement les couples de cas (AA’), (BD'), (CC’), (DB'). Nous allons
montrer de plus que les dérivés finis paraissant dans les trois derniers
couples sont nécessairement égaux entre eux, a une épaisseur excep-
tionnelle nulle prés. Occupons-nous d’abord du cas particuliérement
remarquable (CC’) ou nous avons une dérivée finie de chaque coté.
L’ensemble des poinls ot il y a une dérivée droite coincide, & une
¢paisseur nulle prés, avec celui ot il y a une dérivée gauche. Mais on
sait que l'ensemble des points ou la dérivée droite et la dérivée
gauche, supposces existantes, différent 'une de l'autre est dénom-

brable (27). Donc :

83. Arrricatiox IV, — Si f posséde en tout point d’'un ensemble
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épais R une dérivée finie d’un coté, clle posséde une dérivde
bilatérale sur une pleine épaisseur de R,

Xt par suite, en rapprochant ce résultat de la proposition 11 : Si
sur un ensemble épais G, f posséde des dérivés finis pour un méme
coté, constant ou variable, f posside une dérivée bilatérale sur une
pleine épaisscur de G.

‘nfin, ¢tablissons le théoréme saivant, dont I'énoncé me parait
entiérement nouveau, non sculement comme les précédents par sa
généralité, mais méme par la relation qu'il exprime en certains nom-
bres dérivés:

56. Arrucation V. — L’ensemble des points otvun déricé extréme,
de rang et de cétés quelconques, est fini et différent du dérive
extréme de rang ct de coté opposés aux sicns, cet ensemble est
mince.

Il s’agit de montrer que I'ensemble I caractérisé par les conditions
Ag fini, 8,5 A,, et les trois cnsembles analogues définis en échangeant
d’une part les lettres ¢ et A, d’autre part, lesindices d et g, sont tous
les quatre minces. Montrons-le, par exemple, du premier. Nous
savons d’abord que I'ensemble : A, fini avec ¢, = — s, est mince (33)

13 I\ ' . "
et aussi que I'ensemble A, < ¢, est dénombrable (27). Si donc E est
épais, il le demeure encore si nous le réduisons & I'ensemble : ¢,
fini < A, fini. Nous pouvons par suite trouver, comme nous 'avons
déja expliqué, un nombre positif /4 et un entier p positif, négatif ou
nul, tel que ’ensemble K ainsi conditionné :
dq fini <ph<(p+1)h <<, fini

soit épais.

Soit P, un ensemble parfait épais en lui-méme agrégé a K.

De ce que ¢, est fini sur P, je conclus que, 4, ou a,b, désignant
un contigu quelconque a P, Pensemble des points de P, au voisinage
desquels la variation relative inférieure de f'sur «, au dela de a, n’est
pas bornée inférieurement, est non dense sur I,. Car, si les nombres
VR, (f, a., u,) étaient non bornés inférieurement en tout point
de P, (ou d’une portion de P,), il y aurait des dérivés droits infinis
négatifs. De méme 1’ensemble des points ou (z,VRD,), f n’est pas
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borné supérieurement est non dense sur P,, parce que sur P, il n’y
a pas de dérivé supérieur gauche infini positif. 1l existe donc une
portion P de P, etun nombre positif w, tel que dans tout intervalle «,
contigu & P, on ait '

(@ VRu)if > — 1y (un VR by)sf < p.

D’ailleurs en tout point de P, les dérivés A, et 3, vérifient les
inégalités caractérisant K. Donc, en consultant le Tableau de la
page 186 aux quatriéme et septiéme lignes, nous trouvons, « et
étant deux points quelconques pris sur P,

(p+1)h—p(1—e) («VRB) fiph +p(1—e),
d'ou
1—e
e

h < 2 ’
relation impossible, u et % étant fixes, tandis que e peut étre rendu
par un choix approprié de « et de 3 aussi voisin de 1 qu’on le veut.

CHAPITRE III.

REALISATION DRS QUATRE CAS FONDAMENTAUX DES NOMBRES DERIVES.

87. Les cinq résultats essentiels établis par I'application du Second
Théoréme ne nous empéchent nullement d’admettre, et nous confir-
merons cette opinion par des exemples effectifs, que, si un dérivé
extréme d’un certain c6té est fini sur un ensemble épais ou méme sur
une épaisseur pleine, le second dérivé extréme du méme coté peut,
sur des épaisseurs non nulles du premier ensemble, étre aussi bien
infini que fini. Mais, fait trés remarquable, que I'un ou 'autre de ces
deux derniers cas se présente, il y aura toujours du c6té opposé &
celui du premier dérivé un autre dérivé extréme égal a celui-ci (avec,
bien entendu, I'exception possible d’'un ensemble sans épaisseur).

Appelons associés deux dérivés extrémes relatifs 4 un méme coté;
opposés, deux dérivés extrémes relatifs a des cOtés et & des rangs

Journ. de Math. (7* série), tome 1. — Fasc. 1I, 1915. 25
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différents, par exemple A, et 8,. Les cinq propositions résultant du
Second Théoréme se résument dans ’énoncé suivant :

Sauf aux points d’une épaisseur nulle, deux dérivés associés sont
égaux s'tls sont finis (1), inégaux si l'un au moins est infini (1).
Deux dérivés opposés sont simultanément finis et égaux (IV et V)
ou infinis et inégaux (HI).

De ceci vésulte qu'il n'y a de dérivé médian bilatéral que dans
le cas (AAN") odtles déricés extrémes de chaque cbté sont + » et — =,
et alors tout nombre fini est un déricé bilatéral médian. Ce cas
est méme le seul ou il y ait au moins deux dériveés bilatéraux distinets,
en négligeant toujours les ensembles minces (*).

Nous désignons par [BD’|, |[CC’[, [DB’] au lieu de (BD’), ..., les
associations de dérivés exprimécs par ces dernicres parenthises, mais
en y supposant de plus les dérivés finis égaux entre eux. Pour montrer
I'indépendance mutuelle des cas (AA’), [BD’|, [CC], |DB’[, nous
prouverons d'abord que, le troisi¢me étant mis & part, chacun des
trois autres peut étre réalisé isolément sur un ensemble parfait épais,
en dehors duquel la fonction posséde une dérivée finie et continue;

(1) Soient C la courbe représentative de la fonction continue /' et M un point
de C. Appelons angle dérivé droit (gauche) en M, I'angle formé par les
positions limites des demi-droites joignant M a un point M’ de C, d’abscisse
supérieure (inférieure) a celle de M, et tendant vers celle-ci. En négligeant dans C
un ensemble de points se projetant sur Oz en une épaisseur nulle, les angles
dérivés latéraux Ay et A, présentent nécessairement 'une des quatre dispositions
simultanées suivantes. Soient M s et M s respectivement les demi-paralléles a Oy
ascendante et descendante mendes par M.

1° A, et A, valent chacun deux droits et sont biadjacents, leurs cotés coinci-

dant avec Mz et Mz’ (cas AA');

2° et 4° A4 et A sont non nuls, adjacents et supplémentaires, leur coté com-
mun étant soit M s (cas [BD']), soit M3’ (cas [DB’}]);

3° Az et Ag sont nuls, portés par une méme droite indéfinie (tangente) incli-

née sur Oy (cas |[CC']).

Si f posséde une dérivée seconde généralisée, A, et A, sont opposés par le
sommet. Les cas [ BD'] et [ DB’] ne peuvent se présenter,
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ensuite, que les quatre cas pcuvent ¢tre réalisés séparément sur
une ¢paisseur pleine ou simultanément dans tout intervalle sur des
¢paisseurs non nulles. Enfin, nous rappellerons ce fait connu qu’une
fonction peut avoir une dérivée (3" cas) coincidant sur une ¢paisseur
pleine avec une fonction continue quelconque sans différer par une
simple constante de la primitive de cette derni¢re dans aucun inter-
valle.

o8. Mais auparavant, examinous, d’apres les théories précédentes,
ce que l'on peut conclure de 'hypothése d’une fonction continue f
possédant en chaque point au moins un dérivé extréme fini 3. Nous
supposons donc que ¢ coincide en chaque point avec I'un des quatre
dérivés extrémes sans (u'on sache lequel, le coté et le rang de ce
dérivé pouvant d’ailleurs changer d’un point & un autre. Soit P un
ensemble parfait quelconque, continu ou discontinu. Nous pouvons
énoncer, d'aprés le Premier Théoréme, le résultat suivant :

Si f posséde en tout point aw moins un déricé extréme fini,
Uensemble H est non dense, des points de P aw voisinage desquels
simultanément les deux dérivés inféricurs de f sont non bornés
inféricurement sur P, et les deur déricés supéricurs sont non
bornés supérieurement sur P.

‘n effet, s’il en était autrement, il exislerait une portion © de P
dont chaque point appartiendrait & 'ensemble ferm¢ H. Alors, chacun
des dérivés supérieurs serait + » sur un résiduel de &, chacun des
dérivés inférieurs scrait — o sur un résiduel de @. Ces quatre résiduels
auraient en commun un résiduel de @ en chaque point duquel aucun
des quatre dérivés extrémes ne serait fini, ce (ui est contraire a notre
hypothése que 'un d’eux coincide avec la fonction finie ¢. Donc, sur
toute portion P, de P, il existe une portion P; en tous les points de
laquelle on a : ou bien A, < m,, ou bien 5, m,, ou bien A, < my,
ou bien ¢, < m,, m, ou m, ou m, ou m, étant fixes sur . Observons
d’abord que, si I’ est le conlinu, les quatre dérivés extrémes ayant
méme maximum et méme minimum dans toul intervalle, on peut
énoncer le résultat suivant:
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Si @ nombre partout fini coincide en tout point avec l'un ou
Uautre des quatre déricés extrémes d’une fonction continue, 'en-
semble K des points au voisinage desquels ¢ n'est borné ni supé-
rieurement ni inféricurement (sur le continu) est non dense sur le
continu.

Supposons que P différe du continu. Faisons intervenir le Second
Théoréme. Le cas (AA’) n’est nulle part réalisé¢, puisqu'il ne com-
prend aucun dérivé extréme fini. Supprimons de al I'ensemble 7 sans
épaisseur o I'on n’a aucun des cas [BD’], [CC'|, [DB’]. Alors, sur
I'épaisseur pleine complémentaire E, en chaque point, les dérivés
extrémes finis coincident entre eux, donc avec g. Si donc un dérivé
supérieur est borné supérieurement ou si un dérivé inférieur est borné
inférieurement sur toute unc portion de P, il en est exactement de
méme de ¢ considéré sur P hors de v. Enfin, tout point de 7 étranger
a K étantintérieur a un intervalle ol ¢ est borné soit supérieurement,
soit inférieurement, réduisons v i sa partie , commune avec K. Nous
concluons ainsi notre analyse :

VI bis. Si une fonction continue posséde en tout point un dérivé
extréme fini ¢, de rang et de cbté indifféremment variables, il est
possible de négliger un certain ensemble mince et non dense sur le
continu v, tel que, P étant un ensemble parfait quelconque, les
points de P au voisinage desquels, sur P et hors de v,, p n’est borné
ni supérieurement ni inférieurement, forment un ensemble non
dense sur P.

89. Exemple 111. — Réalisation sur un ensemble parfait discon-
tinu épais en lui-méme du cas [BD’| avec une fonclion possédant
hors de cet ensemble une dérivée continue.

Montrons qu'il est possible & une fonction continue d’avoir, sur un
ensemble de la nature dite, pour dérivé supérieur droit + =, pour
dérivé inférieur gauche — x, les deur autres déricés étant finis et
égaux, plus précisément nuls. Soient P cet ensemble, a et b ses points
extrémes, u,, Uy, ..., Uy, ... ses intervalles contigus. Choisissons f
nul sur P. Sur chacun des u,, faisons f positif, continu et pourvu
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d’une dérivée continue a I'intéricurde u,. A cette fin,lavaleury, de f
sur #, se déduira d’une fonction y(z) définie sur l'intervalle o — 1
par transformation linéaire séparément de la variable et de la fonc-
tion. y(x) aura pour nombre dérivé supérieur droita 'origine + o,
et pour dérivé inférieur gauche au point 1, — =. Posons

Y(x)=4yr(1 —x).

Pour que, 4 l'origine et au point 1, les dérivés de y (x), respecti-
vement droit et gauche, non encorc examinés soient nuls, nous multi-
plierons Y () par une fonction oscillant de o a 1,avec une fréquence
infinic aux deux extrémités du segment. Nous choisissons pour ce
facteur S

sin? - — o —..
x(1—x)

et pour ne pas modificr le maximum de Y entre o et 1, correspondant

4 &= <, nous prenons
2
= T,
bh =~
Soit donc

¥ (@)=4yz(1 —z) sint — ",

(11— x)’
y est continu, jamais négalif, mais nul en une infinite de points
admettant les deux valeurs limites o et 1; y a pour maximum ['unité
qu’il atteint pour x = i-; y(x) a une dérivée finie et continue en tout

point comprise entre o et 1. En zéro, ses nombres dérivés extrémes,
définis seulement & droite, sont o et + . In 1, ses dérivés extrémes
gauches sont o et — . Posons

pata)y =y (£20),

u,

et portons notre attention sur le choix de s, (ue nous déterminons
de la fagon suivante : u, estsilué sur un certainsegment compris entre
deux é¢léments géométriquement consécutifs de la suite : point a,
point b, intervalles u,, u,, ...,u,_,. Ce segment a une certaine lon-
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gueur p,. Prenons r,=yp,. Je dis que /, maintenant entiérement
défini, satisfaitaux conditionsimposées i ses dérivés. D’abord, vérifions
la continuité de /. p, ¢tant la longueur de I'un dessegments conservés
entre a et b, quand on a extrait de ab les intervalles contigus u,,

) 1 . .
Uay «ooy Uy,_yy Py tend vers zéro avec ~» puisque P ne contient par

hypothése aucun segment continu. Par suite, le maximum de f
sur u,, soit r, = \/p_,,-, tend vers zéro avec u,. Donc, selon un résultat
antérieur (11), f est continu en tout point dusegment ab. En tout point
extérieur a P, fcoincidant avec une fonction y, est continu et pos-
sédc une dérivée finie. Aux points de premiére espéce de P, f possede
du coté oppos¢ a P un nombre dérivé nul et un autre infiniment
grand de signe conforme & I'énoncé du probléme. Soit d'ailleurs & un
point quelconque de P. f (%) est nul. f(a) étant positif ou nul,

./(.Z‘) _ (7-) ’ . . ' . . . . . . . e
——x—__%c’— n’est jamais négatif si x est a droite de &, jamais positif

si x est & gauche de %. D’ailleurs, quel que soit &, il y a de part et

d’autre de § une infinité de valeurs de = tendant vers £ et ot £ est nul.
Si § est de seconde espéce, ce sont entre autres les points de I’ tendant
de I'un ou l'autre c6té vers £. Si £ est de premiére espéce et fron-
tiére de u,, les x sont : du coté de § oppos¢ a u,, les points de I’; du
méme coté que u,, les pointsen infinité voisins de % et ol s’annule y, («).
Donc, en tout point de P, le dérivé inférieur droit et le dérivé supc-
rieur gauche sont nuls.

Passons aux deux autres dérivés. Supposons§ de seconde espéce.
La suppression progressive dans ab des intervalles u, w,, ..., u,, ...,
laisse successivement 5 sur des segments ¢!V, o, ..., &7, ..., dont
chacun est compris dans le précédent, dont le nombre n’est pas
limité, puisque P ne contient aucun segment continu, dont I'un d’cux
enfin ne disparait pour faire place au suivant 4 la suppression d’un
intervalle contigu & P que si cet intervalle supprimé se trouve préci-
sément lui appartenir.

Quand nous passons de ¢/ a p»*", c’est que nous venons d’intro-
duire & Pintérieur de o un intervalle u, sur lequel nous attribuons
a f des valeurs non partout nulles, mais atleignant pour maximum

précisément y/o'” en un certain point x, (d'ailleurs milieu de w,).
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x,— &| est inférieur 4 p'?. Donc,

S (zp) — [(&) - \/5m 1

= ——3]
£y— E rp—é 6 \/P“"

¢ étant compris entre — 1 et —+ 1 et possédant le signe de x, — &, donc
étant positif ou négatif, selon que w, est a droite ou & gauche de §.
Or, est-il possible (ue ce signe soit invariable & partir d’une certaine
valeur de p? Nullement. Lin effet, % étant supposé de seconde espéce,
est intérieur & tous les segments g'? le conlenant, et étranger a tous
les segments «,,. Est-il possible qu’a partir d’une certaine valeur £ de p,
I'intervalle «, dont I'extraction de ¢'” remplace le segment antérieu-
rement conservé g contenant &, par le segment ¢#*" contenant
encore &, est-il possible que ces w, soient tous d'un coté invariable
de £? Non, car si les u, considérés étaient tous par exemple a droite
de £, entre 'extrémité gauche de 2™ et §, il n'y aurait jamais d’inter-
valle «, extrait. Donc, le segment limité par ces deux points serait
agrégé a P qui ne serait pas discontinu, contrairement a notre hypo-
thése. Donc, lesu, extraits successivement des p'”, opération substi-
tuant p'P*" 4 glP), sont tantot d’un coté de &, tantot du coté opposé, sans
qu’il y ait évidemment aucune loi générale réglant cette alternance.
Mais les points z,, intérieurs aux u,, sont eux aussi en infinité des
deux cotés de £. Ils tendent vers &, puisque la longueurdu segment g'»

L] ’ ’ . ’ ’ el
contenant z, tend vers zéro avec 3 Donc, en § le dérivé supérieur

droit est + =, le d¢rivé inférieur gauche est — oo,

Si % est de premiére espéce dans P, % appartient pareillement tou-
jours aux segments conservés au moment de la #i™ opération consis-
tant dans la suppression sur ab de u,. § est donc comme tout a I'heure
situ¢ sur une suite de segments conservés pi", 2, ..., @ . .3 mais,
comme il est extrémité d’'un intervalle #,,, quand on supprime dans le
segment @ auquel £ est & ce moment intérieur, l'intervalle u,,
¢ devient extrémité de g#+". Il restera extrémité de tous les p@+* sui-
vants et le coté de £ ou se trouveront ces segments sera le coté opposé
a u,, celui ou il est limite de points deP. Si, par exemple, £ est extré-
mité gauche de «,, on aura x, — 5 <o, si u, est extrait de ¢ en



200 ARNAUD DENJOY.

supposant p > q, et par suite
Lz —=f () __ vp*

1
zp—§ E—xp ~_\/(m-

Donc, le dérivé inférieur gauche en& est — =, comme en tout autre
point de P. (Nous avons déja vu que le dérivé supérieur droit en &
est + =, d’aprés le choix de f sur u,). On montre exactement de
méme que le dérivé supérieur droit en toute extrémité droite d’inter-
valle contigu & P est, comme partout ailleurs sur P, + o. Les con-
ditions annoncées sont donc partout réalisées sur P. Le changement
de fen — f nous donnerait sur P le cas [DB’]. La substitution de — =
a x changerait le signe des dérivés mais aussi leurs cotés, donc
laisserait subsister le cas [BD'].

Une trés légére modification 4 la construction précédente nous
donnera le cas (AA’) sur le méme ensemble P, la fonction ayant tou-
- jours hors de P une dérivé finie et continue en chaque point.

60. Exemple 1V. — Réalisation sur un ensemble épais en lui-
méme du cas (AA’). — Choisissant toujours f nul sur P, nous
faisons coincider f sur u, avec une fonction y, ainsi définie dans
cet intervalle. Prenons toujours

| Y(2)= V=,
mais

Yo(x)=Y(z) sinE(—lé-}—)
k étant une constante numérique; y, posséde un certain maximum
positif p et un certain minimum négatif — p' atteints pour deux
valeurs 6 et 0’ de z; y,(x), continu entre o et 1 et nul en ces deux
points, a également une d¢rivée continue dans cet intervalle, sauf aux
extrémités, ot il a pour dérivés extrémes vers lintéricur + oo

et — . Nous posons
x—a,
Yn== "n}'o( )’

Un

r, étant choisi, comme il a été dit, égal a y/p”. Le maximum et le
minimum de y, sont respectivement r, . et — r,’ atteints en a,+ 0 u,
el a,+ 0'u,, 0 et 0’ étant fixes. On verra sans aucune difficulté qu'en
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tout point § limite de points de P d’'un seul coté ou des deux, les
quatre nombres dérivés extrémes ont bien les valeurs + = pour les
deux supérieurs et — o pour les deux inféricurs.

61. Exemple V. — Fonctions réalisant les quatre cas fonda-
mentauwr, soil isolément sur des épaisseurs pleines, soit simulta-
nément sur des ensembles partout épais.

Nous utiliserons les fonctions auxiliaires suivantes. Appelons
Sonction doublement nulle sur un ensemble parfart, ou méme sim-
plement ferme H, une fonction nulle sur H et dans un rapport borné
avec le carré de la distance de « 4 I, quand « n’appartient pas a II.
Si x est situé dans I'intervalle «, ou @, b, contigu a II, selon que « est
inféricur ou supérieur a M, la distance de . 4 Il est « — a,
,')‘2

ou b, — x. Soit § cette distance. Le quotient - _e
(x--a,)(b, - x)

st,
1

1 .
dans P'un ou lautre cas, —— ou ————— Il est compris
(by— ) (2 —a,)?

1 . .
entre — et i_ Une fonction doublement nulle sur H est donc égale

" n

s (b=—ay) (b, — )
sur &, a A( n)* (0 )
ul

appelé le coefficicnt relativement a H de cette fonction doublement
nulle sur H. Une fonction doublement nulle séparément sur divers
ensembles fermés a, relativement 4 chacun d'eux, un coefficient
propre.

» A ¢tant borné. Le maximum de | 4| sera

L'expression (L_——.E,)(ifnx)
-

—— étant manifestement décroissante en
x —5 et & — x supposés positifs, si_f est une fonction doublement
nulle sur H et de coefficient A, on a, pour toute valeur de & comprise
entre deux points quelconques % et ¥ agrégés a H,

lf(x)le(”‘(;’;,"_“ri)._T“‘)‘.

De la définition de la double nullité de / sur H résulte que le quo-

tient £ =S @) oy borné, quels que soient 5 sur H et x indifférem-
(x—¢)*

ment situé, et enfin que f posséde une dérivée nulle en tout point
de H.

Journ. de Math. (7° série), tome I. — Fasc. 1I, 1915, 26
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62. Supposons le segment o — 1 décomposé indifféremment en
quatre ensembles E,, E,, Ii;, I5, partout ou non partoul ¢pais ou
minces. Montrons la possibilité de définir une fonction f réalisant res-
peetivement sur unc pleine épaisseur de Ky, Ky, By, I, chacun des
quatre cas fondamentaur. Si E, (127 4) n'est pas mince, nous le
décomposons en une infinit¢ dénombrable d’ensembles parfaits dis-
continus ( 19), épais en cux-mémes, deux d deux distinets, Q;y Q.4 ..,
Qs+ oy augmentés d’'un ensemble mince E.. Deux ensembles QQ,,
dont I'indice divis¢ par 4 donne deux restes différents appartiennent &
deux cnsembles I; différents et sont eux aussi distincts. La réunion
des ensembles (), conslituc une ¢paisseur pleine. Désignons par P, la
réunion des cnsembles Q,, Q,,..., Q,. Q, est intéricur & cerlains
contigus #,_, (en nombre limité) de P, . Soit Q) _, la portion
de Q,, situce dans u), ,. Nous allons montrer la possibilité de définir
une fonction continue f réalisant le /™ cas fondamental sur Q;, 4 &
la fois pour toutes les valcurs enticres de /i et les qualre indices ¢.

La fonction f'sera définic comme étant la somme d’une série
Sitfotr oo+l

Supposons que f,, soit une fonction : 1° doublement nulle sur P,,_,

v e o prs . . 9.
avec un coefficient inférieur & — ; 2° réalisant sur Q,, le " cas fonda-

4.)4/"

mental si 7z — i est divisible par 4; 3° possédant une dérvivée finie en
tout point étranger a I,,. Je dis que moyennant ces conditions : 1° la
série f, converge; 2° sa somme / cst unc fonction conlinue; 3° en
tout point de Q,,, / réalise le méme cas fondamental que /,,.

En effet, soit ¢, la distance de « & I’,,. D'apres la premiére hypo-

. . . . N .
these des f), et inclusion de P, dans I, ,, on a toujours, que ¢, soit
nul ou positif,

T .,

Ifm—w)[ - E,‘,,T/, O;‘I’

pour toute valeur enti¢re et positive de p. 2¢,, ¢tant loujours inférieur
a 1, la série f, est ¢videmment uniformément convergente et sa
somme / est une fonction continue. Posons

Sa=fi+Sot+ oo+ 0 Ry =— o4 o0,
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nous avons
/: Sm l‘i",[m -+ "/n'

S,... est la somme d’un nombre limité de fonctions dont chacune,
d’apres la troisicme condition des /,,, st douée d’une dérivée finie
en tout point étranger & I°,_ ; car un tel point est « fortior:
éteanger a Py, Py, ooy Py, Ly Quanta R, dapeés la limitation trouvée

N
— s e
am ~m bl

pour | f,.+,], cette fouction est en valeur absoluc inféricure i

elle est donc doublement nulle sur P, et y posscde la dérivie zéro.
Donc, en tout point de I'ensemble simultan¢ment agrégeé a P, et
¢trangera P,,_,, c’est-d-dire en tout point de (), la dillérence f'— /),
posséde une dérivée finie 2. 51/, réalise un des (uatre cas fondamen-
taux en un point de Q,,, ¢n ce point, / réalisera le méme cas fonda-
mental; car & un dérivé latéral infini de /,, correspond pour le
méme coté le méme dérivé infini pour /, et & deux dérivés extrémes
finis et égaux pour f,, correspondent pour f les deux mémes dérivés
extrémos finis et égaux.

La réalisation annoncée sera donc effective si nous savons, sur tout
élement QY _, former une fonction f,, présentant le cas fondamental
désire. Pourle cas [CC'|(m = 3 + 4 &), nous posouns f,, = o. Pour les
aulres cas, désignons par L (P) l'une des fonctions construites
selon les regles des n™ 89 ct 60, ct réalisant sur 'ensemble parfait I
le cas (AA’"), |BD’|, [DB] que l'on veut, L(I") ayant d’ailleurs
une dérivée finie et continue hors de I>. On peut toujours supposer
la valeur absolue de () inféricure & «sn en divisant cette fonction
par un facteur convenable indépendant de . Désignons par 1), le

2
produit $ | Q%] < ('t—”""()llcglngf" T, b ¢tant le produit de $(Q),)
par un facteur continu, dérivable et positif i intéricur de u),, réalise
en tout point de cet intervalle, cten particulicr entoutpointde Qs
le méme cas fondamental que (%) (*). D'ailleurs J” est double-

~m

ment nul, de coefficient un au plus relativement au couple (al, b),).

m m

(') / élant continue et douée d'une dérivée finie au point . & dant au méme
point continue, considérons les propriciés différenticlles du produit fg en ce
méme point. Si fest nul en .z, fg posséde la dévivée f'g au méme point et y
réalise parsuite le cas [CC/). Si () n'est pas nul, p €tant pour un des cotés
un dérivé quelconque médian ou extréme de g. les nombres dérivés de fg se
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Posons f,,= o sur tous les segments restant sur o —1 quand on en

. : s on .V oan
retranche les intervalles cn nombre fini «, _, et f,,= S ¢,,_surg, .

Il est visible que la fonction f,,, complétement définie sur le
segment o — 1, vérific les trois conditions exigées d'elle, et cela
quel que soit le cas fondamental désigné pour étre réalisé sur Q,,.
La construction que nous avions en vue est donc eflectuée.

63. Exemple VI. — Montrons qu'une fonction peul acoir en lout
point d'une épaisscur pleine une dérivée nulle (cas |CC')) sans étre
constante dans aucun intervalle.

Counsidérons, en cffet, sur deux segments : @/ compos¢ de points z,
@3 constitu¢ de points &, deux cnsembles parfaits admettant ces
points extrémes ¢énoncés, le premier P, d’épaisseur supérieure
a0 sur ab, le seccond II, de mesure nulle. Nous définissons comme
nous I'avons expliqué (10) une premicre fonction g(z) sur ab, une
dcuxieme y (%) sur B, croissantes I'une sur P,, l'autre sur 1l,, con-
stantes g () sur les segments contigus de I,, v (%) sur ceux de I, et
prenant chacune, sur ces divers segments, I'ensemble ¢ des valeurs

I

rationnelles de la forme 7 (K entier impair) positives et inféricures

a un. Les points de seconde espéce .« de P, et % de 11, d’unc part, les
segments contigus a P, et ccux de 11, d’autre part, quand g(x) ety(%) '
prendront sur eux les mémes valeurs, seront par définition considérés
comme éléments homologues des deux ensembles. Sur deux segments
contigus homologues, nous faisons correspondre 'une a l'autre les
extrémités de méme coté. Alors, quel que soit x, agrégé a Py, il lui
correspond un nombre %, et unscul agrégeé & 11,, et réciproquement.

déduisent linéairement de p, selon une formule. ap 4+ 3. avec a = f, 3 =g/".

Car, dans P'égalité
ars

Mg A Ag .
WS W v Ll vt

31- tend vers une limite finie f” et Ay vers zéro, quand A est infiniment petit,
-

Done si, en .r, & réalise un des quatre cas fondamentaux, et si f est positif,
fg réalise le méme cas fondamental. Si f est négatif, les deux cas (AA'), [CtV]

sont conservés, [BD'] et [DB'] sont échangés.
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Deux nombres de I’, ont pour homologues dcux nombres de II,
offrant le méme sens d'inégalité. A deux éléments (points ou inter-
valles) distincts de P,, I'un gauche, 'autre droit, correspondent
dans 1I, deux ¢léments de méme nature, le premier gauche, le second
droit. Nous ne modifierons plus la correspondance des points de P,
et de IT,. Nous allons seulement répartir dans leurs contigus homo-
logues de nouveaux enscmbles que nous ferons correspondre entre
eux comme P, et I[,. On peut supposer que I'on donne les mémes
numcros d’ordre aux intervalles contigus «' et ' correspondants dans
les deux ensembles. Alors, si #” ct «! sont contigus a I’,, uf étant &
gauche de «’, o} est encore i gauche de w?. Sur chaque segment
contigu 4 P, d’extrémités «a), b,, ayanl pour correspondant o3}
contigu a I, nous placons un ensemble parfait 1’; de points
extrémes a’, 0%, de mesure supéricure a 0.a’0}. Plagcons de méme
sur ) 37 un ensemble parfait I} de mesure nulle et d’extrémités af, BY.

Nous pouvons ¢tablir entre les points de I’; et ceux de 1I; d’une
part, entre leurs intervalles contigus d’autre part, unc correspondance
respectant la disposition des ¢léments homologues. P ayant pour
extrémités af, b, tout point de I'intervalle a} b} est soit agrége a P,
soit intérieur & un contigu (el non pas un semi-contigu) de cet
ensemble. Il en est de méme pour tout point de P'intervalle 23} rela-
tivement a II;. Tout point de ab est soit agrégé i I'ensemble parfait
P, réunissant I, ct les P}, soit intéricur & un contigu de 'un des P}
(de méme les contigus de l'ensemble II; réunissant II, et les II;
sont exclusivemenl les contigus & ces derniers ensembles). Dans le
premier cas, le point «, de P, a un homologue %, sur II,. Dans le
second cas, le point &’ étranger & I’, est intérieur & un contigu u} de
'un des P%. Son homologue %' n'est pas encore défini. Mais 1l sera
intérieur a o7 contigu & T4 homologue de «%. 1l est facile de voir
que deux éléments ¢, £ points ou contigus de P, ont des homologues
7, = de méme nature présentant la méme disposition. Cela est ¢vident
si £ et ¢ sont 'un el lautre identiques ou agrégés i des éléments
distincts, points ou contigus de 1, d’aprés la croissance de la corres-
pondance établic entre points et contigus de P, d'une part, points et
contigus de I, d’autre part. Les seuls autres cas sont ceux ou / et /’
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supposés distincts sont agrégés au méme contigu «) a P,, auquel cas
ce sont des ¢léments distincts d'un méme ensemble parfait I et
leurs homologues =, =', agrégés a o/, sont des éléments de méme
nature de II7. Or, les caractéres de la correspondance (P}, I1}) main-
tiennent la méme conclusion,

Nous allons maintenant définir deux suites d’ensembles parfaits
Py, Py ooy Ppyccosur a1, 1, oo 1L, L. sur a3, ot les explications
précédentes nous permettront d’aboutir plus vite aux conclusions.
Chacun des P, d'une part, chacun des 11, d’autre part, contient les
précédents et est agrégé a tous les suivants. Supposons réalisée entre
les éléments, points et contigus de P,, et ceux de I, une correspon-
dance croissanté biunivoque et réciproque. Soient u) el o) deux
segmenls contigus homologues queclconques de P, et 1l,.. FFormons
deux ensembles parfaits discontinus P”,, et II}, |, ayant respectivement.
mémes points extrémes que les segments «' ct w), le premier d'épais-
seur supéricure a 9 sur u, le second métriquement nul, mais avec des

. . . e e I .
contigus toujours inférieurs en longucur & —- Istablissons une corres-

pondance du type maintes fois énoncé entre les éléments de P} et
ceux de 1I”. Si I’,,, est la réunion de I, et des 2., si Il,,, réunitll, ct
les I, ,, les correspondances établies entre les points de P, ct de Il,,
entre les éléments, points ou contigus des P¥ et ceux des 1,
constituent une correspondance entre les ¢léments, points ou contigus
de P,,, et les éléments de méme nature relatifs & 11,,,, avec conser-
vation de la disposition; on le montre comme pour rr+ 1= 2. [’ho-
mologue d’un point «, de P, restant le méme quand on consideére «,
comme agrége 4 P, cet homologue reste le méme quand on consi-
dére ., dans I,,,, quel que soit p. Cet homologue est Loujours un
point %, de II,. Et réciproquement quand on passe d'un point de 1I,
4 un point de ab. l.ec complémentaire de I’,,, a sur ab une ¢paisseur
inférieure & celle du complémentaire de P, multipliée par (1 —0).
I.a premiére cst donc inférieure a (1 — 0)'. De méme, le complé-
mentaire de II, est constitué d'intervalles dont le plus grand est infé-

. P | . y . .
rieur a - Soient donc P etll les ensembles réunissant respectivement

les I, et les 11,.. P est une pleine épaisseur de ab. ll,, au contraire,
’ i )
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esl mince, mais son complémentaire nc contient aucun intervalle
. . . « e L

puisque le plus grand contigu & 11, estinféricur & - Donc, I et 1T sont

partout denses, le premier sur ab, le second sur a3. D'ailleurs, P et I
sont gerbés. Leurs complémentaires par rapporta abet 23, CetT,
'un et Pautre résiduels, sont partout denses, et le premier mince,
le second pleinement épais. Un point quelconque de I’ appartient
A un certain P, et & tous les suivants. Son homologue dans II,
et dans tous les ensembles suivants est un certain point invariable
de 11, et réciproquement. Le premier et ce dernier, x et g, seront
considérés comme homologues dans 1 et 1. De plus, si <y,
x et y ¢lant agrégés 4 P, donc respectivement i deux ensembles D,
et I’,, donc & I, et & tous les suivants,  ct y ont dans I des homo-
logues %, n dont le premier estle plus petit. Et réciproquement. La cor-
respondance de I’ ¢t de 1l conserve donc la disposition mutuelle des
points. I et 1l ¢étant partout denses sur abr et a2, siz’ est un point
de C, ' détermine une coupureentre les points de 1* situés i sa gauche
etceux qui sont placés a sa droite, et «’est la borne commune de ces
deux classes ¢, et ¢,, dont la premicre n’a donc pas d'élément le plus
a droite, ni la seconde d'¢lément le plus & gauche. Les classes y, et v,
constituées despoints dell homologues de ¢, et de ¢, sontde méme la
premiére entierement & gauche de la seconde. La premi¢re n’a aucun
élément le plus a droite ni la seconde aucun ¢élément le plus & gauche.
Comme I'ensemble v, + v, ==1[ est parlout dense, v, et y, sont sépa-
rées par une borne commune Z' étrangére & 1I, donc agrégée a T. Les
points de C et de 1" se correspondent réciproquement et univoque-
ment. On pourrait encore ¢tablir ainsi leur correspondance : 2’ n'ap-
partenant a aucun P, apparlient, quel que soit m, & un intervalle
conligu 4 I’,,, soit ,,(«"). A ce dernier correspond un intervalle w,,
contigu a 11,5 w,,.,(«") étant intérieur & ©"(x"), w,,, est intérieur
4 w,,. D’ailleurs, la longueur de w,, tend vers zéro avec 7:': Donc, les w,,
ont en comniun un point et un seul, ’5

63 Lis. Nous avons donc réalisé une correspondance % = f(z) ot

maintenant nous faisons varier « arbitrairement sur ab dans P> ou
dans C et en méme temps § entre a et 3, sur Housur . f(«) est une
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fonction croissante et continue (*) dans tout intervalle et elle trans-
forme une pleine épaisseur de ab, savoir I’, en un ensemble de mesure
nulle IT et inversement un ensemble mince C en I, épaisseur pleine
de 3. Nous allons montrer que f(x) a une dérivée nulle sur une
pleine épaisseur de ab.

D’abord, f étant croissant dans tout intervalle, I'ensemble des
points ot f(.c) n’a pas une dérivée nulle, cet ensemble existe. Je dis
qu’il est mince. S'il en était aulrement, il y aurait un ensemble
E épais, en chaque point duquel un dérivé supérieur de f serait
positif. Comme nous I'avons expliqué souvent, il existe alors un
nombre positif A et un ensemble épais IS, en chaque point duquel I'un
des deux dériveés supérieurs, le droit par exemple, surpasse A. 1<* dési-
gnant la partic commune 4 E, et 4 I’,, tous les I ne sont pas sans
épaisseur, puisque E, est la somme des I et de 'ensemble commun
a E, eta C, ensemble mince. Soient donc 12 un ensemble ¢épais et 11
un ensemble parfait épais en lui-méme agrégeé a4 1, donc 4 P,,. En
tout point de H, le dérivé supéricur droit surpasse A.

D’aprés le Second Théoréme, f étant croissant dans tout intervalle
contigu a H, entre deux points quelconques a’ et /' de 11, séparés par
une ¢paisseur ¢ de cet ensemble, la variation relative de f surpasse Ae.
Ou encore, la variation simple de f entre ces deux points «’ et & sur-
passe Al, l étant la mesure de H entre ces deux points.

En retranchant de «8 un certain nombre d’intervalles contigus & v,
ensemble parfait homologue de H, et par suite agrégé a Il,,, nous ras-
semblons v sur un certain nombre de segments dont chacun a ses
extrémités sur v et dont la longueur totale est aussi pelite que 'on
veut, puisque la mesure de 7 est nulle, comme celle de 11,,. Mais
chacun de ces segments a;f3; représente la variation de f entre les
points homologues a;, b; de H et surpasse par conséquent Al;, I; ¢tant
la mesure de H entre a; el 0;. La longueur totale de ces segments
surpasse donc AX/; et enfin AL, L étant la mesure de H. Ceci est
absurde, cette somme pouvant élre supposée aussi pelite que l’on veut
et L étant par contre positif.

(') Une fonction croissante dans un intervalle, et qui peut dans cet intervalle
coincider avec tous les nombres compris entre ses valeurs extrémes, est
continue.
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La fonction f(x) n’a donc de dérivé supérieur positif qu’en un
ensemble mince. Partout ailleurs, donc sur une épaisseur pleine,
comme elle est croissanle, elle a pour dérivée zéro.

6%. Soit 0(u) une fonction définie dans I'intervalle o — 1 décrit
par «, et possédant en tout point des nombres dérivés finis. Alors, la
fonction 0/ (x)] =} () admet pour dérivés en ., ot £ prend la
valeur « et a une dérivée, tous lesnombres obtenus en multipliant les
divers dérivés médians ou extrémes de O («) par /(). Donc en tout
point x de l'intervalle ab, sauf en un ensemble mince I';"}'(x) exis-
tera et sera nul. Nous verrons (') la possibilité que 0(#) ait une dérivée
linie a signe variable dans tout intervalle. Alors, dans toul intervalle,
v (x) ne sera ni constant ni doué d'un sens de variation déterminé et
cependant 4 () aura une dérivée nulle sur une épaisseur pleine.

lin tout cas, il est acquis dés & présent (u’une fonction continue
possédant une dérivée nulle sur une épaisscur pleine admet dans tout
intervalle une indétermination au moins aussi grande que celle d’une
fonction arbitraire 4 nombres dérivés finis. Donc, la connaissance
d'une fonction finie 3 qu’une fonction inconnue £ est assujettic & pos-
séder pour dérivée sur une épaisseur pleine ne particularise que trés
vaguement f. Maissi f joint & ce premier caractére un second défini
dans une autre Partie de cc Mémoire (savoir d’étre « résoluble »),
J est entiérement délerminé & une constante additive prés.

Exemple de fonction en tout point variante
et douée d’un dérivé latéral médian ou extréme nul.

65. Les fonctions de Weierstrass ctde M. Darboux, fournies par des
développements trigonoméltriques remarquables, réalisent, comme il
est facile de le voir, le cas fondamental (AA") des nombres dérivés
sur une épaisseur pleine, en dehors de laquelle on a partout le
dérive + > pour un coté et le dérivé — o pour I'autre, ces cotés ¢tant

(') Dans la seconde Partie de ce travail, appelée sans doute a paraitre au
Bulletin de la Société mathématique pour 1g13.

Journ. de Math. (;* série), tome [. — Fasc. II, 1g1). 27
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¢videmment variables dans tout intervalle. Nous allons chercher dans
les mémes types d’expressions, des fonctions possédant en tout point,
au moins pour un coté, le dérivé médian ou extréme zéro. Les pre-
mieres fonctions n’avaient ¢videmment de dérivée, méme unilatérale,
finie en aucun point d’aucun coté. Elles n’ont davantage de dérivée
bilatérale infinic en aucun point. Mais, a priori, rien n’empéche qu'en
certains points (d’un ensemble forcément mince) elles ne possident &
la fois la dérivée + » d'un coté et la dérivée — = de 'autre. Cette
derniére possibilit¢ clle-méme sera évidemment exclue, pour nos
fonctions poss¢dant en chacque point au moins d'un coté le dérivé
médian ou extréme zéro. Cependant il ne serait pas absurde que notre
exemple comportil cn certains points (d’un ensemble forcément mince
et gerbé, donc rare aux deux points de vue métrique et descriptif)
une dérivée infinie, mais pour un seul coté bien entendu. Je laisse au
lecteur le soin de vechercher s'il est possible pour une fonction de
n’avoir en aucun point ni pour aucun cot¢ de dérivée finie ni infinie,
et, en cas de réponse affirmative, de trouver des exemples particuliers
dans une telle classe de fonctions.

Les fonctions cque nous allons considérer, sommes de séries de termes

A, COS ( /'117:‘1' -+ %y )9

tireront uniquement leurs propriétés des ordres de croissance ou de
décroissance en », des nombres 4, et @,. Des choix plus particuliers

des b, et des o, permettraient (commo dans exemple de Weierstrass

ol «, vaut — - b, élant la puissance ni“me ’un entier impair) d’ob-

tenir les mémes propriétés dilférentielles de favec desordres de crois-
sance légérement réduits pour 4, ct a@,. Nous ne porterons pas nolre
attention sur ces points de détail. Supposant les a, positifs, nous
prendrons x, = o. Le lecteur se rendra compte de la persistance des
conclusions obtcnues ci-dessous, quand on donne a «, toute autre
valeur indépendante de x. Dans la suite de ce paragraphe, il sera
question de nombres infiniment grands ou infiniment petits. Ce
seront toujours des fonctions de »~ et il sera sous-entendu une fois
pour toutes que leur caractére d’infinitude se présente quand I'entier n
croit indéfiniment.
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Nous supposerons loujours la série a, convergente. La série
a,cosh,c est donc uniformément convergente et sa somme f(x)
cst une fonction continue de «. Nous appelons terme principal
d’ordre n, le ni‘me terme et abscisses principales d’ovdre ny les valeurs
de & rendant maximum ou minimum le terme principal de méme

A , . .
ordre, donc les valeurs #: A élantun entier. Les points correspondants
n

de la courbe C d’¢équation v = f(.x) seront appelés sommets prin-
cipaur d’ordre n, supéricurs si k est pair, inféricurs pour & impair.
Nous poserons

acosb e +...4+a,cosh,mrr=S§,(.r), dpiycosb, e+ .o+ = r,(r),

donc
fley=S,_ (&) 4+ aycosb, v+ r,(.r).

Le choix des «, et ), sera guidé par cette idée que, les # — 1 pre-
miers termes de f(.c) étant fixés, si b, est pris de plus en plus grand,
entre deux abscisses principales consécutives d’ordre n, S, différe
de son dernier terme par une fonction de plus en plus assimilable a
une expression lin¢aire (ou & un trinome du second degré), et que,
d’autre part, en bornant & notre gré g, le reste r, (') modifiera d’aussi
peu que nous voudrons en valeur absolue la validité de cette approxi-
mation de f.

1° Cherchons d’abord une condition suffisante pour que f(x) ne
posséde en aucun point une dérivée finie. Il en sera certainement ainsi
dés que £ possédera en tout point un nombre dérvivé infini. Soient M,
et M., deux sommets principaux consécutifs d’ordre n. 1l est facile
d’obtenir que la pente de M;M,,, soit infiniment grande avec n et
positive si le premicr sommel est inférieur, négative s'il est supérieur.
Car, x, ¢tant Pabscisse de My, en supposant d’abord A impaiv (M est
unsommet inféricur), lavariation de ¢, cos b, =.c de w4 a x4, csl 2 .
Ladérivée de S,_, () étantinféricure en valeur absoluca =T,_,, avec

ay by o a, by =T,

. . i . e
la variation absolue de S,_, entre .« et wyy, == 1y + 7o ost inférieure
n
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Lo I,—, et celle de r, () Pest i 2g,. La variation de fde x; & @y,
n

surpasse donc

2, 5— l‘n—-l — 20n-

Si & ¢tait pair, cette méme variation serait inféricure a ’expression
pricédente changée de signe. La conditionimposéea la pentede MM,

est donc que
2(a,— Pn) bn— TITn—-l:un

soit infiniment grand positif.

Si nous posons
a,=—a", bn: b"’

. e e Vol
a, devant d’abord surpasser g, il faut que @ soit inférieur i =5 il faut

ensuite visiblement que ab surpasse 'unité. Dés lors, le quotient de «,
par (ab)” tend vers
1--2%a ks
2 _—
1—a ab —

qui doit étre posttif, ce qui nous donne la condition

T 1—a
ab>1 4+ =
2 1—2a

Si nous prenons, comme dans I’exemple de Weierstrass pour b, un

. . . s . ’
entier impair et pour «, la valeur — ~» et non point la valeur zéro,
toute abscisse principale d'unc ordre n le demeure pour tous les ordres
suivants : r,(.£) aura en ces points une valeur immédiatement calcu-
lable et ne contrariant pas au maximum la variation du lerme prin-
cipal entre w, et .. Dol la possibilité de réduire le minimum de 0,
pour une valeur donnée de a (*).

(') Soit
Sr)y= Er{” cosh" .p,
1
b étant un entier. Si b est impair, tout sommet principal supérteur ou inférieur
d’ordre n, reste principal et de méme espéce pour tous les ordres 1+ p supé-
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Supposons donc vérifiée la condition : «, infiniment grand positif
avec n. Je dis qu'en tout point x, f aura un nombre dérivé infini.
M étant le point figuratif de f'en x, montrons la possibilité de joindre M
a un sommet M, d’ordre n, infiniment voisin de M pour ninfini, et tel
que la pente de MM, surpasse u, en valeur absolue. Si x est abscisse
principale d’ordre 7, et coincide avec x;, nous pouvons prendre /
égal A k — 1 ou & k + t & notre gré. Si = n’est pas abscisse principale
d'ordre n, x appartient 4 un intervalle x,xy,,. Les pentes des
droites MM, et M M, ., comprennent entre elles la pente de M, M,,,.
(Car dans le triangle MMM, la paralléle menée par M au coté
opposé appartient a I'angle de sommet M extérieur au triangle. ) L'une
des deux premiéres est donc supérieure en valeur absolue & u,. M, est

rieurs au premier. Dans «,, p, s'ajoute a a, au lieu d’en étre retranché. Le
n n

y el —
—a

reste r,_s(.r) vaut en un sommet supérieur d'ordre n, - en un

1 —
sommet inférieur. Il y aura donc une pente M, M;, infiniment grande du signe
de (— 1)*+, si

ab>:+g(1—a)

et alors, en tout point, f, ayant un dérivé infini, sera certainement dépourvu
de dérivée bilatérale finie.

De méme la condition (plus avantageuse que celle de Weierstrass si a est
voisin de 1),

ab>l+§2—n(|—a),

nous donne certainement en tout point I'association du dérivé + oo pour un coté
et du dérivé — oo pour l'autre.

Si & était un entier pair, lout sommet principal supcrieur on inférieur d'ordre n
serait principal supérieur pour tout ordre n + p. r,(.r) serait indépendant de &
et la variation de r, () de .r; & 244y est nulle. Dans w,, p, peut étre supprimé.
La présence d’un dérivé inlini en tout point,celle du dérivé + o« d'un coLé et en
méme temps du dérivé — oo de 'autre sonl assurées respectivement avec les'
conditions

2
I

T
(I,l>l+"£) (lb>l+7’

sans hypothése sur la parité de & (ou plutdt dans I'hypothése la plus défa-
vorable).
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défini dans tous les cas. Donc les variations relatives de fentre x ct
admettent, pour # infini, au moins une valeur limite infinie. x — @},

positif ou négatif, est inférieur a bL et par suite infiniment petit. 1l y a
donc en .« au moins un nombre dérivé infini pour au moins un coLé.

2° Montrons que, «, étant supposé positif el infiniment grand, en
général f(x) aura sur une épaisseur pleine les dérivés extrémes
bilatéraux + = et -— =. Posons, pour chaque valeur de #, ou .z n’est

. . . ¢} , . o s
pas une abscisse principale, x = » 0 étantl positif et inférieur

—+
b,
a4 1. Supposons par exemple & pair. Cherchons les valeurs de 0 telles
que M,_, M ait une peate inliniment grande avec » et positive. En
hornant convenablement la variation de S,_ (), celle du terme

principal d’ordre n, celle de r, (), on voit que cette pente excéde

b, 1+ 4 T & , T .
- In - 24, COos° — — 2 = O,.
|+ 7] ll,, n--1 n 2 Pn Yn

©,, se réduisant a «, pour § = o, est positif et infiniment grand
pour cctte valeur particuli¢re de . Supposons que ©, (d’ailleurs
décroissant en 0) garde ces derniers carvactéres pour loute valeur
de 0 positive et au plus égale a un certain nombre 0 (nécessairement
inférieur 4 1) indépendant de 1. Posons &, = @, (). I‘ormons, pour
49 h+1

toutesles valeurs pairesde &, lessegments —
n n

en nombre égal 4 ), ont entre o et 1 unelongueur totale égale a1 — 0",
Soit I, leur ensemble. Quand » croit indéfiniment, I'épaisseur de 1, sur
un intervalle fixe quelconque / tend visiblement vers 1 — (. Donc,
quel que soit ¢, assez pelit loutefois pour rendre inféricur & 1 le pro-
duit(1— 0")(1+ ) = w, on peut i tout enticr m faire correspondre un
autre entier p tel queles parties communes a 1, et aux ¢,,., constituent
une fraction des 7, inférieure &4 w (ou encore: tel que 1., ait surl,
une épaisseurinférieure a w). Soit I, I'ensemble (composé uniquement
de segments el points isolés) commun a I, et i l,,,. I, a sur le
segmenl o — 1 une ¢paisseur inféricure a (1 —0) w <w®. Nous
pouvons de méme déterminer p’ de facon que ., ait sur 'ensemble
[, une épaisseur totale inférieure & w. I, ensemble communal,,, ct
al,oual, 1,.,, L, aurasarle segment o — 1 une épaisseur infé-
ricure 4 . Parune progression d'idées é¢vidente, on voil que les

- Cessegments 7,
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points communs & tous les 1,,., d'indice au moins ¢gal & m forment
un ensemble mince J,,.

Soit J la réunion de tous les J,. J est mince. Soit # un nombre
¢tranger 4 J. .« n’appartient a aucun J,. Donc, quel que soit n, « est
non commun a tous les ensembles 1,,, ..., I, .... Donc les indices #
tels que x soit étranger aux [, correspondants sont en infinité. Done,
h+0

b’l
avec 0 < ) L', Pour cette suite particuliére de valcurs de n, la pente
de M,_, M surpasse @, el tend donc vers + ». Donc, en x, f possede le
dérivé gauche + . Les points analogues & .« contiennent le complé-
mentaire de J, donc formenl une épaisscur pleine. En échangeant les
deux parités de &, les points M, et M, ,, on montre existence sur
une épaisseur pleine d’un dérivé infini de signe et de coté donnés
indifferemment. Donc, le cas (AA’) est réalisé par f sur une épaisseur
pleine. D’ailleurs, une épaisseur pleine étant un ensemble dense, le
cas fondamental (AA’) est aussi réalisé sur un résiduel. L'ensemble
des points ol ce cas ne se présente pas est donc non seulement mince,
mais méme gerbé.

Lies conclusions précédentes valent en particulier avec les hypo-
théses « = «”, b = b" et les choix de a et de / donnant & u, une partie
principale Aa"d", ol A est un coefficient positif (voir p. 212 et sa
note).

3¢ Formons la condition pour que la pente de la droite M;_,M,,,.
joignant deux sommets dont les rangs différent de trois unités el sont
par suite d'espéce différente, soitinfiniment grande avec n, et du signe
de (— 1)+ (de ces deux sommets, le supérieur aura donc une ordonnée
plus grande que linférieur). Il suffit pour cela, on le voit comme
dans le premier paragraphe, que 'expression

pour une infinité¢ de valeurs de n, x peut se mettre sous la forme

2(ap,— Pn)bn— 377Tn—| ==
soit infiniment grande positive avec 1.
Si I'on fait

(l,,:(l", b": bn,

[ v . . PR | se
a ¢tant de plus supposé inférieur & -, on trouve que cette condition
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sera veérifiée si

3m 11—
ab>|+—r-] «
2 1—aa

Daqs I'exemple de Weierstrass, grice au choix des «,, le coefficient
de 6_21_r peut étre remplacé par l'unité, quel que soit a inférieur & 1
(voir la note de la page 212).

Je dis que, dans I'hypothése : ¢, infiniment grand positif avec »,
f(x) posséde en tout point le dérivé +oc d’un coté et le dérive — o de
autre.

Soient en effet z un nombre quelconque et M le point figuratif de f
en x. Six est unc abscisse principale d’ordre n et coincide avec xy, les
deux droites M;_, M et MM,,, ont des pentes de signes contraires,

V
MKH

'une et 'autre supérieures en valeur absolue & ¢,. Si I'abscisse « n’est
point principale d’ordre 2, x appartient & un certain intervalle xy.y,.,.
Je dis que 'une au moins des pentes p’ et p de M;_ M et M;M est
infiniment grande avec », et aussi I'une des pentes p, et p, de MM, ,
et MM,,,, et enfin que la premiére et la seconde peuvent étre choisies
de signes opposés.

Montrons d’abord que 'une au moins des pentes de M, M et M;M
est infiniment grande. En effet,

J@) —f(@es) _ f(@) —f(@ir) _ [(2) =S (@)

Lp— Tk Lfp— L~y Zfp— Tg—y

Le premier membre étantinfiniment grand avec n, I'un au moins des
deux quotients du second membre est lui aussi infiniment grand. Donc,
x — xy et x — x,_, étant positifs et inférieurs, le premier & ; — «;_,,
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le second & 2(x;— . , ), 'un au moins des nomhres p’ et p est bien
lui-méme infiniment grand avec ». De méme l'un au moins des
nombres p, et p, est infiniment grand avec n. D’ailleurs, 2 étant
compris entre x; et x,,,, les pentes p et p, comprennent entre elles
celle de M;M,,,, et de méme :c étant situé entre w;_, et xy,.,, les
pentes p’ et p, comprennent entre elles la pente de M;_, M,,,. D’ailleurs
les pentes de My M,,, et de M,_M,.. sont infiniment grandes et de
signes contraires, surpassant en valeur absolue respectivement ¢, et ¢,.
Supposons par exemple & pair. L'un des nombres p et p, est inférieur
a4 — u,. De méme, de p’ et de p,, I'un surpasse +,. En résumé, sont
infiniment grands en valeur absolue, d’une part I'un des nombres p’
et p, d’autre part 'un des nombres p, et p,; 'un des nombres p’et p,
est infiniment grand positif, 'un des nombres p et p, est infiniment
grand négatif.

Je dis que I'un des nombres p’ et p est grand d’un signe, I'un des
nombres p,, p, ¢tant grand du signe opposé. En effet, I'un des deux
nombres p’ el p, étant grand et positif, supposons que ce soit p’. L'un
des nombres p et p, est grand et négatif. Si c’est p,, la conclusion est
établie. Si c’est p, nous aurons & notre gauche un nombre grand
positif p’, un nombre grand négatif p. Or, 4 droite, nous avons un
nombre grand cn valeur absolue, soit p,, soit p,, qui sera toujours de
signe opposé 4 p ou a4 p'. Le raisonnement serait tout pareil avec le
départ : p, grand et positif.

Les différences ¥ — .« _, et &;,, —  ¢tant infiniment petites pour »
infini, il est donc possible de déterminer des nombres /4 et A’ positifs,
tendant vers zéro et sc correspondant de maniére que les quo-
tients VR(f,x— A, x), VR(f, r,x + &’) soient simultanément infi-
niment grands en valeur absolue et de signes opposés. L’existence de
nombres dérivés infinis de signes différents pour les deux cotés en tout
point x est bien manifeste.

4° En tout point de I'ensemble ou se présente le cas (AA’), on a
évidemment le dérivé médian bilatéral zéro. Nous savons que ce
dérivé ne peut pas exister en tout point d’'un méme coté pour une
fonction variante. Nous allons obtenir qu'il existe en tout point au
moins d'un cété pour une fonction remplissant en outre les conditions
des trois premiers paragraphes (¢, infiniment grand positif).

Journ. de Math. (7* série), tome 1. — Fasc. II, 1g15. 28
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Soit M, un sommet principal d’ordre n, correspondant par exemple
a une valeur paire de &, donc unsommect supérieur. La pentede M, _, M,
est positive. Sila pente de M, ,M, est négative, la courbe représen-
tative de f coupc I’horizontale de M entre My_, et M,_,. Il y a
entre z;_, et x;_, au moins un point § ou f(§)=f(x;). De méme
sila pente de MM,,, est positive, il existe entre z;,, et x4, un point¥’
ou f(§)= f(x,). Supposons que la pente de M;_, M, soit positive,
celle de M, M,,, étant négative. Nous allons chercher une condition
telle que ces deux droites aient alors simultanément une pente infi-

niment petite en n, de facon que, dans tous les cas, il y aura au moins
d’un coté de x, un nombre %,, tel que la variation relative de fentre «;
et £, soit infiniment petite (ou nulle) pour ~ infini. La condition
cherchée sera évidemment remplie si la différence des pentes
de M;M,,, et M,_, M, est infiniment petite pour ~ infini. Car alors,
ou bien elles sont 'une et I’autre positives et alors %’ existe, ou bien
elles sont 'une et "autre négatives et alors % existe, ou hicn elles sont de
signes opposés, mais alors I'une et 'autre infiniment petites en valeur

2 ' .
absolue. Nous voulons donc, posant ;- = /, écrire que
n

S+ Ry —af(ry+ fl.e—1)
h

est infiniment petit, pour ~ infini. Dans la différence seconde figurant
au numeérateur, et décomposée de la maniére déja expliquée, le terme
principal disparait, le reste r,(z) nous donne une valeur maximajg,.
Quant a la somme S, ,(x), elle nous fournit une quantité inférieure
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au produit par /%* de la valeur absolue maximum de la dérivee
seconde de S, (), valeur bornée par =*V, _,, en posant

abi+-...+a,bi=V,.

LY . . . 9
Notre condition sera donc satisfaite si V,_, : b, et b,p, sont I'un et
I'autre infiniment petits pour # infini. Observons que, par la seconde
hypothése, o,: @, est infiniment petit, @,b, ¢tant infiniment grand
quand ¢, l'est. ¢, possédera donc ce dernier caractére si & nos deux

nouvelles conditions nous joignons celle-ci : lim. T,_, : a,b, < 3=

Supposons ces trois conditions remplies. Je disque fprésente en tout
point le dérivé zéro au moins d'un coté. En effet, nous allons montrer
que, «x ¢tant invariable, il est possible de déterminer, pour chaque

valeur de #, un nombre ' inférieur ou supérieur & ., différant de
2
by,

. . . ]
nulle, ou infiniment petite avec =

de moins de~ et tel que la variation relative de f entre x et &’ soit

D’abord si = est I'un des sommets principaux x, d’ordre n, 2’ peut,
comme il a été expliqué, étre placé soiten £, soiten %', soiten §, = indif-
féremment z,_, ou .4,,. Supposons « compris entre a; et .. Sur
la courbe C, M figurant f£(x) cst sur I'arc M, M,,.,. Nous allons voir
d’abord que, la pente de M;_,M,,, étant de signe opposé a celle
de M;M,_ , a toute ordonnée intermddiaire a celles de My et de M, ,,
correspond forcément un point de C, soit sur I'arc M,_, M, soit sur
arc My,,M,.,. Car, en supposant par exemple k pair, les deux
segments numériques

/(‘Tk—l)) f(*l‘k) et f(‘r/.-ul)’ f(‘v/.w?)
empiétent I'un sur 'autre d’apreés
S(xim)) <Sf(Zhas), Sy > flrpy)

et par suite ils recouvrent enti¢rement tout le segment f(z;.,), f(x).
Un nombre A situé entre f(xx.,) et f(«xx) est alors compris soit
entre f(«,—,) et f(x,), soitentre f(xs.,) et f(x4..). Donc f prendla
valeur A soit entre x,_, ct x4, soit entre x;,, et x,,,. Par suite,
admelttant toujours une valeur paire pour A (et si & était impair, la
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conclusion ne serait évidemment pas infirmée), si

S(ze) <S(e) < f(er),

il y a un nombre z’ soit entre .¢,_, et x,, soit entre x;., et ..,
ot f(u') = f(x).

Supposons maintenant f(.r) étranger au segment f(.zx.,), f(£%) et
par exemple supérieur au second de ces nombres. I.a suite du raison-
nement garderait sa forme avec hypothése f(.r:) < f(.z4.,). La pente
de M;_, M est positive d’apreés

J)Y> flr) > [l -y) et T >0 T .
Au contraire la pente de MM, est négative, d'aprés

S(r) > f{x)n) el Rk O RN

Si donc il n’existe de nombre ' on f prenne la valeur f(.r), ni
entre x,_, et r;_,, ni entre x;,, el .;,,, ccst que certainement les
pentes de M, ;M et de MM,,, sont la premiére positive, la seconde
négative. Nous allons montrer que, dans ce cas, ces deux pentes sont

infiniment petites pour » infini.
7] , . .
Posons & = ., + g aveco < 0 <1, k étant toujours supposé pair,

en sorte que le sommet M, est supérieur. Notre hypothése est que
J(r) = f(xr ) et S(x) — flx)40)

sont posilifs. Pour évaluer ces varialions de /, nous divisons comme
toujours cette fonction en trois termes, S,_,, le terme principal
d’ordre » et r,. Nous ne savons borner la variation de r, qu’en valeur
absolue, savoir par 2z,. La variation du terme principal se calcule

. - . 6
explicitement. Flle vaut dans les deux cas — 2q,sin’= ~ et est done

négative. A celle de S,_,, nousappliquerons les formules

2

h? 2
9(x+/¢)—g(.v):/:go’(.r)+—;—-6.\1, ?(J')—Q(.T——/l):/l(p'(-l')—i—/LZOMM.

M étant la valeur absolue maximum de ¢”(.x) entre x — h et x + /,
¢ et ¢ étant des nombres de carrés inférieurs 4 un. Pour g =15, .
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M est au plus égal 4 =2V, _,. Nous avons, avec

2+ 2—0
SR ey N Fhag— F = ==
d’une part
Jx)—f(x,_9) _ hb,o, o, 2+0 ..
o< L— 2 < 2+ f + 8oy () + b, A

et de méme

0 < [TV = (Frsa) _ il
Xfyps— L 2—4h

— S, () + ’;;_7)"—9,:2\/”_,.

Nous voulons montrer que, dans chaque double inégalité, le membre
médian, qui est positif et représente respectivement la pente deM, .M
et celle de M, ., M changée de signe, est infiniment petit. Il suffit de
le montrer pour la somme des deux. Or, pour cette derniére, le fait
est manifeste, b,p, et V,_, : b, étant infiniment petits par hypothése.

En résumé, quel que soit x déterminé et n, nous pouvons définir un
nombre x’ supérieur ou inférieur & x, tendant vers 2 pour » infini,
pendant que VR(f, z, z) tend vers zéro. Donc en tout point  pour
un coté au moins f posséde le dérivé médian ou extréme zéro.

Cherchons deslois particuliéres pour les fonctions a, et b,, 'entier n
vérifiant les conditions :

2

Vo120, et b,p, infiniment petits, Tim Tyeyt @nbe < I

Observons que la somme des n premiéres factorielles est dans un rap-
port infiniment voisin de un (pour ~ infini) avec la derniére. Car, ce

rapport étant 1 + ;'; + ~+..., tousles termes de cette somme a

n(n—r)
partir du troisiéme, et ils sont n — 2, sont I'un égal, les autres infé-

. . 1 N . 2
rieurs 8 ——— Ce rapport estdonc compris entrei1 et + ——- De
n(n—1u) n—1u

A 1 1 . e )
méme, rappclons que la somme — + +... est inférieure & une
) n! 1)!

(n—+
1
n -+

progression géométrique de raison et dont le premier terme
1

. I .
serait —- Elle est donc avec son premier terme dans un rapport

. 1 « . P .
compris entre 1 et 1+ —- Et si 'on considére des fonctions «, plus
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rapidement croissantes que 2!, on aura pareillement, pour la somme
de leurs » premiéres valeurs, un infiniment grand équivalent au
dernier terme de la somme et pour la série des inverses des valeurs a

partir de la 2™ un infiniment petit équivalent au premier terme de
la série. Posons donc

a,= [n!]-"+ et b,—[nll".
Nous avons
ab,=n!, a,bi=(n!)1,

T..1y Vacy, gusontdeuxinfiniment grands ct un infiniment petit respec-

livement équivalents a a,. b, soit(n — 1)!,a, b soit[(n —1)!]",
. . N Wl .

(ye SOit [(n+1)!]™ Donc, T,_, : a,b, ¢quivaut i o Voo oh, an",

b2, & (n +1)™". Donc, nos trois conditions sont vérifiées el nous pou-
vons ¢noncer la conclusion sutvante :

La fonction

() :2("‘—'}”_' cosg[nl|ne
1

posséde certainement en lout point les deérices + v d’un coté, — o de
lautre, et le derice médian ou extréme séro auw moins ' un coté.
Elle posséde, sur une épaisseur pleine, a la fois les deux deéricés
supérieurs +», les deur dérivés inféricurs — =, el par suite le
deérieé bilatéral médian séro (').

Comme nous I'avons dit, un progrés réalisé par cette fonction sur
celle de Weierstrass consiste en ce que, I'impossibilité¢ pour cette
derniére de posséder en certains points une dérivée unilatérale infinie

. AT T .
(') e étant un nombre supérieurd 1 + 3 =, en posant @, = o~ """~V ), = a’,
2

d'ou pourT,_,, V,_y, pu, les équivalences & a" : (¢ —1), & ", 2="*~" on oblien-
L]

. . ' ! . . N .
drait la série Z R €S wa"'x, donnant également lieu & I'énoncé ci-dessus.
1

«©
. - N , . o
1l en serait plus généralement de méme avec la série » = cos 7.Ba.r, sous la

n

seule condition que le rapport 3,,,: a"3, croisse indéfiniment,
1
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de chaque coté n'est pas établie, tandis qu'elle est bien manifeste
pour la premiére. linfin, plus précisément, la possibilité pour une
fonction d’admettre en tout point, au moins pour un coté, le dérivé
zéro a probablement une asscz grande importance dans la théorie des
nombres dérivés.

NOTES.

1. — Sur les systémes stricts d'intervalles.

Nous avons eu & ¢tudier & plusieurs reprises la maniére dont cer-
taines familles d’intervalles recouvrent I’ensemble des points qui leur
sont intérieurs. Iixaminons cette question dans toute sa généralité.

Nous ferons d’abord une remarque essentielle : Iitant donnés trois
intervalles ¢,, ¢,, i}, sil existe un méme point A intérieur aux trois,
'un au moins de ces intervalles est tel que tout point intérieur a lui
est intérieur & 'un des deux autres.

n effet, soient «,3,, «.8,, «,8, les trois intervalles, la premiére
extrémité désignée étant pour chacun d’eux celle de gauche. L'un des
trois points 2, ., %, n’csta droite d’aucun des deux autres. Supposons
que ce soit «,, «, et x; peuvent séparément ou simultanément coincider
avec a, ou étre a sa droite, mais ne sont nil'un nil’autre & gauche de «,.
Si B, n’est & gauche d’aucun des points 3,, 3,, tout point intérieur
ai,oua i, cst compris entre «, et 3,, donc est intérieur a ¢,. La pro-
position est alors établie. Si au contraire I'un des points 3, et 3; est a
droite de B,, je peux toujours supposer, en échangeant s'il le faut les
indices de i, et de i;, que B, n’est pas & gauchede §3,. Alors tout point
compris entre , et 8,, s'ilest a gauche de A, estintérieur a ¢,, s'il est
a droite de A, est intéricur & 7,, s’il est en A, est intérieur aux deux,
par hypothése. Or, tout point intérieur a i, donc compris entre a, et
3., est a droite de a, et & gauche de B,. Il est donc soit dans /,, soit
dans z,. C. Q. F. D.

Si donc on appelle champ (ou région) couvert par des intervalles,
I'ensemble des points intérieurs & au moins 'un d’eux, le champ
couvert par trois de ces intervalles, auxquels un certain point est
simultanément intérieur, peut étre couvert avec deux seulement de
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ces intervalles. Nous dirons encore qu'un point est cousvert par un
intervalle s'il lui est intérieur. Si donc, parmi divers intervalles en
nombre fini couvrant l'intérieur d'un certain segment, chacun pos-
sede en propre au moins un point intérieur qu'il est seul a couvrir,
il n’y a pas de points intérieurs simultanément & trois ni a plus de trois
de ces intervalles. Car, sl existait un tel pointintérieuri pintervalles,
on pourrait supprimer p — 2 de ces intervalles sans retrancher un seul
point recouvert. Il suffirait de conserver seulement, parmi les p inter-
valles, les deux qui ont 'un I'extrémité la plus (ou 'une des plus) a
gauche, I'autre I'extrémité (ou I'une des plus) a droite.

Nous dirons qu’un systéme d’intervalles en nombre fini ouinfini est -
strict, si pour chaque intervalle du systéme il existe au moins un point
qu'il est seul & couvrir, donc qui est intérieur a lui et a lui scul. La
suppression d'un intervalle dans un systéme strict diminue le champ
couvert. D’ailleurs, si une famille d’intervalles posséde la propriéte
qu’aucun point ne soit simultanément intérieur i plus de deux d’entre
eux, il ne s’ensuit pas que chaque intervalle posséde en propre des
points intérieurs. Il suflit, pour s'en convaincre, de prendre pour les
trois intervalles ¢,, 7., 7, la succession d'extrémités «, 2, 3, 2, 3, B..
Aucun point n’est simultanément intérieur & ces trois intervalles, et
cependant «, 3, n’a en propre aucun point intérieur, puisque %, 3, est
intérieur a a, 3,.

En tout cas, st un systéme d’un nombre limité d’intercalles est
strict, tout point du champ couvert étant intérieur a deux d’entre
enx au plus, la longucur de ce champ, qui est 'intéricur d’un ou plu-
sieurs segments, est au moins é¢gale & la demi-somme des longueurs
des intervalles. Ce théoréme peut trouver son application dans ’élude
d’une famille d’intervalles a laquelle chaque point d’un segment con-
tinu donné ou d’un ensemble fermé est intérieur. 1l est possible alors,
comme on sait, de comprendre tous les points du segment ou de I'en-
semble & 'intéricur d’un nombre finid'intervalles pris dans la famille.
Un premier choix de tels intervalles étant effectué, il sera intéressant
d’en opérer la réduction, si la présence de certains d’entre eux est
superflue pour recouvrir le méme domaine. [J'ai donné un exemple
d'une telle réduction en formant le systéme strict le plus simple d'in-
tervalles canoniques (théorie des fractions continues) relatifs & des
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fractions rationnelles de dénominateur au moins égal a entier A.
Voir Bull. Sor. math., t. XX\IX; 1g11.]

Nous dirons (ue deux familles d'intervalles sont éyaivalentes, du
point de vue qui nous occupe, si elles couvrent exactement le méme
champ. Alors, tout point intéricur i un intervalle de l'une des familles
est intérieur & un intervalle de Pautre. Demandons-nous maintenant
st, ¢tant donnée une famille d'inteevalles composce d'une inlinité
d’¢léments, il est possible de former avec des intervalles pris dans
cette famille un systéme strict équivalent i elle. In toute geéncralite,
il n’en sera pas ainsi. Les intervalles de longucur 1 dont les extré-
nilés gauches ont unc abscisse positive et inféricure o 1, recouvrent
tout Pintérieur du segment o — 2. Quelsque soient et Bentre o et 2,
il est possible de couvrir toutle segment a3 avee deux intervalles de la
famille. Mais, nio — 1, ni 1 — 2 n’¢tant dans la famille, il faut uti-
liser une infinitéde ces intervalles, par exemple ceux d'origine

1 | . . . ' o .
—ct t-- ~ (n enlier) pour couvrir U'intégralit¢ de intervalle o — 2.
n n

Nous allons donner une classe de familles d'intervalles en infinité,
possédant la proprié¢té, ¢tablie pour les familles finies, de pouvoir étre
réduites de maniére (ue, d'une part, chaque intervalle retenu couvre
en propre au moins un point intéricur i lni, le champ total couvert
n’étant pas d’autre part restreinl par cette sorte d'¢émondage d’élé-
ments superflus. Nous exprimerons ceci en disant qu'il existe un
systeme strict d’intervalles appartenant i la famille donnée et équi-
valenta elle. L'épithete de sirict exprime Pimpossibilité de supprimer
un seul intervalle du systéme sans découvrir certains points el celle
d'équivalent signilic que espace couvert est le méme pour le systéme
particulier et pour la famille totale.

Nous dirons qu’une famille d'intervalles o est semi-fernie supc-
rieurement si, iy, Uy, ..y £,y ... Clanl une suile (quelconque d'inter-
valles % possédant un intervalle limite /7, il existe un intervalle conte-
nant 7 (et pouvant coincider avec lui) et appartenant 4 la famille
constdérée. Si, plus particulierement, 7 faisait toujours partic de la
famille 9, celle-ciserait fermeée. Nousallons montrer que toute famille
de cette sorte est équivalente & un systéme strict d’intervalles choisis
parmi elle.

Jowrn. de Math. (=< série). tome 1 — Fasc. 1. g1, 29
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Cousidérons Uensemble des points P intéricurs a au moins un inter-
valle 2. Le complémentaire I de cet ensemble est fermé. Tout point
intéeicur a un intervalle wou @b contigu a 15 est intérieur & au moins
un intervalle 2. Ni @ ni / ne sont intérieurs & un de ces derniers, mais
a peut étre extrémité gauche d'un ou de plusieurs d’entre cux, et
parcillement b peut étre extrémité droite d’un ou de plusieurs 3. Sup-
posons d’abord réalisée la premiére hypothése. D'aprésla semi-cloture
de la famille g, si @, est la borne a droite des intervalles o(a) ayant
pour extrémité gauche a (et nous supposons qu'il en existe), aa, est
un intervalle g et d’aillenrs le plus grand des intervalles 5 (a). Siau
conlraire aucun intervalle 2 n’adimet @ pour extrémité gauche, je dis
que, le ‘point P tendant vers « intéricurement i «, les intervalles o
contenant P tendent vers séro. S'il en était autrement, en effet, si leur
longueur admettait pour plus grande limite un nombre positif o,
(quand P tend vers a, lextrémité gauche de ces intervalles étant entre
a et P, d’apreés la semi-cloturve supérieure de la famille donnée,
Pintervalle d’extrémité gauche « et de longueur « serait un inter-
valle 4 ou compris dans un intervalle 3. Tout pareillement, ou bien il
existe un intervalle 3 d’extrémité droite b, soit b, b, tel que tout inter-
valle » ayant pour extrémité droite & est compris dans /,b; ou bien la
longuecur des intervalles 2 tend vers zéro quand nn de leurs points
tend vers /. Je dis u'il est toujours possible de déterminer dans 4 une
famille partielle o, équivalente &t 7 (recouvrant tout I'intéricur de ab)
et telle que sur tout intervalle S8’ d’extrémilés comprises entre @ et b,
il n’empiéte qu'un nombre limité d'intervalles ¢,. Nous distinguons
trois cas :

1° 1l existe au moins un intervalle 2(a) et au moins un inter-
valle z(h)admettant respectivement pour extrémités a et b. Soient aa,
et b, b ces intervalles, choisis I'un et Pautre les plus grands répondant
a ces conditions. a, et b, étant intérieurs & u, le segment «, b, peut
&tre couvert avec un nombre fini d’intervalles 9. En leur ajoutant aa,
et b, b, on obtient un systéme constitué par un nombre limité d’élé-
ments choisis parmi les 2, couvrant l'intérieur de al), donc présentant
les caractéres du systéme z,. La réduction sur « des 2, a4 un systéme
steict b est alors aisce.
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2° L’une des sortes d’intervalles 2(«) ou 2( ) elune seule manque.
Supposons que ce soit la seconde. Onintroduit d’abord Uintervalle ve,
et, entre a, el h, on opére comme dans le troisiéme cas, en placant
en a, le point I, considére ci-dessous.

3° Aucun intervalle 3 n’a pour extrémité « ni b, Soit P un point
compris entre « et h. J'établis sur « une suile (qui n’existerait pas
dans le cas ot P, esten «,) de points > ,, I’ ,, ..., >, ..., chacun &
gauche du précédent et tendant vers ¢, ctune suite P, P,y P, 0
tendant vers /, en progressant toujours vers la droite, suite & ne pas
envisager davantage dans le second cas §'il existe un intervalle 2 (),
sans aucun 3(a), auquel cas I, est piacé en /. Tout point de PP,
(jue £ soit positif ou négatif, est intérieur & an moins un intervalle =.
Nous pouvons donc couvrir a la fois tous les points de ce segment,
extrémilés comprises, avec un nombre limité¢ de 2. Nous appelons ces
intervalles retenus pour couvrir I, ,, lesintervalles 2 (7). La réunion
de ous les 3(#) constituera le systéme z,. Je dis que ce dernier ne
contient (qu'un nombre limité d’éléments recouvrant unintervalle S8/,
enticrement intéricur & «. In eflet, désignons par 5,(S5') les inter-
valles %, contenant au moins un point de SS'. §'il existe une infinité
d'intervalles 2,(S5'), ces intervalles apparticunent certainement i
des groupements (/) & indices indéfiniment croissants en valeur
absolue, puisque chaque groupe z(7) ne coutient qu'un nombre
limité d’¢léments. Est-il possible qu'il y ait parmi les 3, (S8") des
intervalles 2(/) a indices positifs indéfiniment croissants? Non,
car, si 7 croit ind¢finiment par valeurs posilives, c'est qu’il n'existe
pasde segments (/). Maisalors, comme nous I'avons montré, les seg-
ments 7 (/), dont un point au moins (situé entre P;et ;) tend vers b,
tendent, en longueur, vers zéro. Il est doncimpossible qu'unc infinité
d’entre cux contiennent des points de S8’ i & est inférieur & b. De
méme il est impossible queles 2, (S5") contiennent des intervalles ¢ (/)
4 indices négalifs non bornés inférieurement. Donc, les intervalles
2, (58) sont constitués avec des intervalles 7 (¢) & indices ¢ bornés
en valeur absolue. Ils sont donc en nombre fini.

Montrons maintenant la possibilité de réduire les %, & un systéme
strict équivalent Y («). La preuve en est faite quand les 7, sont en
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nombre fini. Supposons-les donc en infinité¢ (¢videmment dénom-
brable) et ainsi ordonnés : 27", =\, ..., o, ... Désignons par {, le
premierintervalle de la suite /" possédant i son intéricur un point qui
n’est intérieur & aucun des intervalles suivants ¢("*7. 4, existe. Car,
soit M un point quelconque entre « et b, M est intérieur & un nombre
limit¢ d’intervalles 5,7, Soit N le plus grand de leurs indices. 1l est
¢videntque <, occupe daus lasuite 27" un rang au plus ¢gala N. Ayant
obtenn ,, nous déterminerons P, par la régle suivante qui nous
donne {,., ayant b,,b,, ..., 4,. 4, occupe dans la suite ¢ un certain
rang m. ., est dans la suite ™" < le premier inter-
valle ¢{"*® possédanl & son intéricur un point ui n’est intérieur ni &
Pun des intervalles 2"'** suivants, ni a J,, bu, ooy 4, Y0, exisle
toujours. En effet, ,,.... ), ne recouvrent pas a eux seuls ab,
puisque, par hypothése, ¢ et & ne sont pas simultanément extrémités
d’intervalles ». Donc il y a an moins un point M (ui n’est intéricur d
aucun des b, 3, .y b, Dailleurs, si Noest le plus grand indice des
intervalles =" contenant M (intervalles qui sont en nombre fini),
N ne peut pas ¢tre inférieur a m. Car, d’abord )" ne coincide avec
aucun des Y, ..., b, puisque M w'est intéricur & aucun de ces
intervalles. Dounc, N serait compris entre les rangs de 4, | ct de
Vi (4 Zp) dans la suite 21", Mais, puisque M intéricur i 2'¥ n’est inté-
rieur & aucun des },, .., v, ,, nid 27", quel que soit &, il est impos-
sible que le rang de ¥, dans la suite 24" soit supérieur & N. Donc,
N>m et 4, , occupe certainement dans la suite des 2" un rang
au plus égal i N. D’aprés notre construction, ¥, qui existe el est bien
défini quel quesoil p, possc¢de en propre un certain pointintérieur M,
n’appartenant ni it ,, ¥, ..., , d"aprésla premicre condition imposée
aYpey, nid Yy, puisque tout intervalle 4., est un intervalle 47"
(si y,., coincide avec o), dont aucun point intéricur ne coincide
avec M, d'apres la seconde condition exigée de 4. Le systéme ¢,
est donc strict. Je dis (quil recouvre tout I'intérieur de ab. Sl en
¢taitautrement, on examinerait un point M non couvert. Ce point étant
couverl par certains 2,", en nombre lini comme nous avons montré,
d'indices supérieurs N, N,, ..., N, ,, N, st aucundes A — 1 premiers
parmi ces %, n’est un 3, % en est cerlainement un. Car M lui est
intérieur et ne I'est ni aux ') déja ¢tablis quand on arrive a I'examen
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de %% ni aux 2%, Donc, le systtme {4, est strict et ¢quivalent & la

famille % sur ab.

in opérant de méme sur chaque contign de K, on remplace la
famille 2 par un systéme strict extrait de cette famille et équivalent
a elle.

La propriété essentielle ct déja énoncée des systémes stricts, est que
e somme des longueurs desinterealles les constituant est inféricure
a deux fois la longueur du champ recouscert par ewc. (LElle est
¢videmment supérieure a cette derniére. )

Il est intéressant d’étudier « priori la nature d’un systéme strict s
formé d'intervalles recouvrant tous les points d'un intervalle fini 7 mais
non pas ses extréniités.

A chaque élément ¢ du systéme o, correspond par hypothése au
moins un point, soit z(}), intéricur & ¢ et & nul autre intervalle de
la famille. Y ne conticnt ¢évidemment aucun point z (L") propre & un
autre intervalle)’. Les points «(4) sont donc isolés, donc ils sont en
nombre fini ou en infinité dénombrable. 11 en est donc ainsi des .
Soient Py, ..., y,, ... les éléments de 55 x,, ..., £, ... leurs points
intéricurs propres. Les x, n’ont pas de point limite intérieur & /. Car
un tel point Z est intéricur & un intervalle .}/(E) auquel une infinité
de «, scrait intérieurs, ce (ui est absurde. Les ., §’ils ne sont pas en
nombre fini, ne sauraient donc avoir d'autres points limites que @ et b
extrémités gauche et droite de 7. Nous pouvons les supposcr aflectés
d’un indice entier positif ou négatif exprimant leur rang géométrique,
le rang zéro ¢tant attribué indifféremment & I'un des (%), en sup-
posantimmddiatement uneinfinité d'indices pour chaquesigne. Alors,
entre x, el x,,, il N’y a aucun point .(}). ¢, ne contenant ni x,_,
Bl £, aucun point de I'intervalle ., ., n’est intéricur a un inter-
valle ¢, distinct de ¢, et de ¢,.,. Les segments «,x,., constituant
ensemble tout l'intervalle 7, il est évident qu'un point quelconque
de 7 estintéricur a deux intervalles 4 au plus. Obsevvons de plus que
4, ¢lant compris entre x,_, ¢t &,.,, a une longucur infiniment petite,
quand n croit indéfiniment par valeurs positives ou par valeurs néga-
lives. Si donc le systéme 5 est strict et infini, il n'y a pas d’élément de
ce systéme infiniment voisin de a ni de b, et dont la longueur ne soit
pas infiniment petite. Iintin, chaque intervalle ¥, étant sectionné
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par le point x, correspondanten deux intervalles,, }; I'un & gauche,
’autre & droite, nous avons

Vyrr et iz —a, <4y, + 4.,
et par suite
Lyay— T % -+ ‘«HH - 2( Xy — ),
donc
< I, 21

I'égalité correspondant au cas ou Y, coincide avec 'intervalle
Tn 1 lnere

L’analyse précédente conduit donc aux résultats suivants parti-
culiérement nets:

1° Un systéme strict et borné d’intercalles w’admet pas ' élément
litmite, ou encore, ne contient qu'un nombre fini d’éléments de lon-
gueur supéricure @ un méme nombre positif.

2 Un systéme fermé d’intercalles est équivalent a un systéme
deépourcu d’éléments limites.

En elfet, dans un systéme strict, il est impossible que les extrémités
a, et b, d’une suite d’intervalles @, 0, appartenant i la famille tendent
simultanément vers deux limites finies « et 3 distinctes. Sinon, quel
que soit y intérieur & a3, a partir d’une certaine valeur de #, a, ext
inférieur & v et b, surpasse v. Donc, y est intérieur & @, /,. Donc,
I’intervalle «8 et tous les «,b, dés qu'ils cmpiétent sur 23 appar-
tiennent & un méme champ couvert 7, auquel les raisonnements
ci-dessus s’appliquent.

Enfin, supposons que l'intérieur d’un segment 7 soit couvert par
une famille d'intervalles ¢ sur chacun desquels I'épaisseur d’un
ensemble E est au moins 1 ; A. Si A est trés voisin de 1, la conclusion
que 'épaisseur de E sur ¢ surpasse 1: 2 A est insuffisamment précise.
Nous avons montré quelques lignes plus haut que, si I'on ajoute & une
famille d’intervalles non fermée tous ses intervalles limites, on n’étend
nullement le champ couvert par la famille. Or, sur tout intervalle
limite d'une suite de 3, I'épaisseur de E est au moins 1: A comme sur
les = eux-mémes. Soit donc 7, la famille ¢ accrue de ses éléments
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limites. Les 3, formant une collection fermée, il est possible de cou-
vrir ¢ avec un systéme strict d’intervalles ¢, choisis parmi les g,, et
affectés, pour indiquer leur rang, d’un indice entier positif, négatif
ou nul, ce dernier attribué indifféremment. La famille d’intervalles ¢,
sectionne ¢ en un nombre fini ou une infinité (bornons-nous a ce cas)
d’intervalles alternativement agrégeés a un seul ou a deux J,. Soient 4,
la partie commune & 4, et i §,,, et k, la partic propre a J,. On a

VN Sy Sy

Soient respectivement e,, A,, v, les mesures de E sur },, 4,, k,.
Posons

:,’n:,l, :l/-n:/-. :.’w:)n :'fm:'ﬁ»
Ona
en=dy_ 1+ Npn+1,
et par hypothése
Aey Zbn.

La mesure totale de Ll sur i est x + 7. La longueur de 7 est 4 + k. De
plus,
Se,=2) +1,. Ibp=o2h+ 4.
Donc,
A(2h+wn)22h 4+ A,

Nous voulons chercher, connaissant I'cxistence de cette derniére rela-

. .. .. - .. 1.+
tion, le minimum de P'épaisseur de E sur 7, soit de = On a

+ k=
déja, d'aprés b - kSA(2X+n) — A

. L4+n
‘A(h+n)—h
La fraction du second membre, dont le produit par 2 A s’écrit

An—+ h
AQr+n)—=4

est décroissante en A. Or, d’aprés A, S A, Aest inféricur a /. Donc

- I+
“(2A—1)h+
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A el parsuite 2 A — 1surpassant un, le minimum du second membre
1
est - -+ On adone
2\ —
e
Y oaA—

Cette limite peut d’ailleurs &tre atteinte. Le raisonnement price-
dent montre la nécessité pour cela de réaliser les conditions 2 = /A,
N = 0. Soit une suite quelconque de points.z, & indices entiers positifs
ou négatifs tendant en décroissant vers o pour n==—x ect cn
croissant vers B pour n = +x. Divisons lintervalle z,x,,, cn
trois, séparés par les deux points .2, ,, ., ¢l proportionnels aux

nombres A —1, 1, A —1. Le segment .« , « cst aux seg-

ments x,.r, et x, x,., dans le rapport de 1 4 A. Drenons
pour ¢, I'intervalle &/ . et pour E I'ensemble de tous les segments
1

A
' ' I . e e
de E sur x,r,,, ¢tant - —, ce dernier nombre est aussi I'épais-

”

£, . L'épaisseur de I surd, est bien

nit"nt

ct d’autre part I'épaisscur

seur de I sur /. Kn résumé, si 'épaisseur de Vosur chaque intercalle -

‘

. 1 , . .
est @i moins - Uépaisseur de Vs sur le champ couvert par les -

I+ ]
est auw moins

» valeur ¢videmment bien plus importante i con-

1+ 2&
. . o 1 1
naitre, si ¢ est un nombre petit, que la limite AT T
2. — Sur une propriété des résiduels.

Nous avons admis(33 ) ce théoréme d’ailleurs connu : Tout résiduel
d’un ensemble parfait contient lui-méme un ensemble parfai.
Démontrons-le.

Si R est un résiduel de 'ensemble parfait P, Pensemble E complé-
mentaire de R relativement & P est, par définition, la réunion d’une
infinité dénombrable d’ensembles E, E,, ..., I, ..., agrégésa P et
non denses sur P’. Supposons d’abord pour plus de simplicité que I soit
le continu. D’abord si je désigne par I, 'ensemble I, augnienté deses
points limites étrangers a lui, c’est-a-dire la réunion de I£, et de son
dérivé, 'ensemble E) est non dense, et par suite le groupement des L)
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est sur P’ un ensemble gerbé I contenant . Donc, () complémen-
taire de I¥ est un résiduel entiérement agrége & R. Cest sur QQ que je
vais déterminer un ensemble parfait.

Soient @ et b deux points de Q, donc étrangers a chaque 1%, et non
limites pour lui. Les points de 'ensemble fermé E situés entre a et &
sont localisés sur un segment «,3, complétement intéricur a ah
puisque a et b sont ¢trangers a I5]. Sur @z, prenons un point ¢, de G,
sur 8, un point b, de Gi. @, ni /, ne seront agrégés a aucun des en-
sembles fermés 1), et, surles segments aa, ni bh,, 13 nia fortiori I,
n’ont aucun point. Sur aa, dont les extrémités sonl étrangéres a
'ensemble fermé 157, je localise Lous les points de cet ensemble compris
entre a et a,, sur le segment «,8, formé par leurs points extrémes.
Sur ax,etsur 3,a,, je choisis deux points «, ct b, de (). Sur aa,, sur
b,a,, dontles quatre extrémités sont étrangéres & tous les L), ni 1)
ni I2% n’ont de points, ni a fortiori E ni IX,. On détermine de méme
entre b, ct b deux points a, b;, agreges & QQ, donc étrangers a tous les
L2 et tels que sur &, by ni sur b,h, I n’ait de point, pas plus que E},
résultat déja acquis. On continue de proche en proche. De chacun des
quatre segments obtenus dont les huitextrémitéssont élrangéres i tous
les EJ, je détache un intervalle renfermant & son intérieur la totalité
des points de K situés sur le segment d’ou je Iextrais et ayant ses
extrémités dans Q. Sur chacun des huit segments restants, dont les
extrémités sont ¢trangéres a tous les Y, ni 1 ni E; ni £ n’ont de
points. Kt ainsi de suite. I.’opération décrite ainsi est la construction
type d'un ensemble parfait constitué par les points jamais intéricurs
aux intervalles successivement enlevés, lesquelssont deux 4 deux sans
points communs. L’ensemble parfait restant n'est agrégé 4 aucun des
ensembles I£, ni méme E}. Donc il appartient i RR.

I.a construction ne donne nécessairement un ensemble discontinu
que si chacun des segments conservés a l'opération de rang n et ne
renfermant aucun point de E, E}, .../ E?, contient au moins un point
d'un ensemble E,,,. Ceci aura toujours lieu si I'ensemble E est par-
tout dense sur le continu. Si E n’était pas dense, il y aurait un
segment dont aucun point n’appartiendrait a K. Donc, 'existence d'un
ensemble parfait agrégé au continu et étranger a E serait évidente.
Ce cas serait dénué d’intérét.

)
Journ. de Math. (9* série), tome T, —= Fazc. 11, 1413, i
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Si P est un ensemble parfait, contenant un segment continu s, I est
gerbé sur s et nous pouvons déterminer sur s, doncsur P, un ensemble
parfait ¢tranger 4 . Supposons donc P non dense sur le continu.
L démonstration précédente ne subit pas de grandes modifications.
Nous considérons encore I'ensemble I réunissant E,, ses points
limites et en plus les extrémités ¢,, 7/ du ni“ee des contigus u, de P,
numérotés de 1 a U'infini.

Les 2 sont tous non denses sur P, Soit IF leur réunion. Le complé-
mentaire de F, relativement a P, soit Q, est partout dense sur I’. De
plus, chacun de ses points étant de scconde espéce est limite de points
de P desdeux cotés. Je choisisa et b sur P agrégésa Q. a ct b n’ap-
partiennent & aucun des E, et nesont points limites pourauc:n d’entre
cux. D’ailleurs, @ et b étantde scconde espéce, il y a dans @’y des points
de P tendant vers les extrémitésde cet intervalle. Soientdonc a, et 3,
les plus proches respectivement de a ct de b parmi les points de E]
qui sont entre @ et b. «, et 3, sont dans P comme E,. Sur les segments
aa,, 8,0 il n’y a de points ni agrégés & B, niextrémitésdeu,. Iln'ya
donc aucun point intérieur & &, sur aucun de ces segments dont les
extrémités sont toutes quatre sur P.

Entre act a, il y a des pointsde I’ tout comme entre 3, et h. e peux
donc, Q étant partout dense sur P, prendre un point @, et un point b,
de Q) respectivement entre a cta,, 3, et b. Y, ni parsuite E,, ni u,
n'ont aucun point entre a ct @, ni entre b et b, et d'ailleurs les
quatre extrémités de ces deux segments sont étrangeres a tous les
ensembles L. @, ct b, ¢tant des points de seconde espéce dans P, il y
a des points de P tendant vers a, et b,, vespectivement a I'intéricur
de aa, ct de b,b. Ces quatre points étant étrangers a I, les points de
ce dernier ensecmble situés entre a et @, d'une part, entre b, et h
d’autre part, onl pour positions extrémes respectives z, f, pour le
premierintervalle, o, 3, pour le second. Entrea et a,, 3. eta,, b, eta,,
B, et b, je peux, ces quatre intervalles contenant chacun une infinité de
points de P sur lequel Q est partout dense, choisir respectivement
quatre pointsde Q,a,, b,, a,, byetalors j"ai quatre intervalles aa,, b, a
bya,, b, b dont les extrémités sont agrégées & QQ, donc (ui contiennent
chacun a leur intérieur une infinité¢ de points de P, admettant les
extrémités de ces intervalles pour points limites. Aucune de ces extré-



SUR LES NOMBRES DERIVES DES FONCTIONS CONTINUES, '..’.3.)

mités n'appartient & un ensemble E) et aucun des deux ensembles I,
E,,ni £, 2, niew,,ni «, n”’ontde pointssurl’un decesquatre segments.
La construction cffectude est en somme identique & celle du premier
cas avec cette particularité que les extrémités des intervalles exclus &
chacque opération appartiennent a I et méme sont des points de seconde
espece de P. A cela pros, ces extrémités sont ¢irangéres & tous les K,
comme dans le cas de la base continue. Mais il est & remarquer que
les segments conscrvés & la n/™¢ génération ne contiennent aucun
point des segments w,, i, ..., u,. Les points jamais exclus forment
un cnsemble parfait I éwranger aux I, et d’ailleurs qui est forcément
agrégé a P (donc & R), tous les intervalles contigus & I’ figurant
parmi les points exclus. Il est méme visible que, d’aprés notre cons-
truction, tout intervalle a;b;, contigu a II, contient des points de P,
parce (ue les extrémités @;, b, sont points de deuxi¢me espéce de P,
donc limites de points de P situés i U'intérienr de ces mémes inter-
/alles. Les intervalles a, 6, ¢tant partout denses sur le continu, dans
tout intervalle contenant un point de I, il y aura des portions de P
ot I n’aura aucun point. 1l est non dense sur P.

3. — Une propriété générale des ensembles.

Nous allons démontrer le théoréme suivant, généralisant une propo-
sition bien connue sur les ensembles fermés : Tout ensemble se décom-
pose cnun ensemble dense en lui-méme et un ensemble dénombrable,
ce dernier étant de plus non dense sur tout ensemble parfait.

Supposons linéaire I'ensemble donné E. S'il était spatial, la démons-
tration suivante n’auraitd subir d’autres modifications que le rempla-
cement du mot « intervalle » par ceux de « cercle » ou « spheére ».

Nous dirons qu'au point M, K est dense en lui-méme, s'il existe
dans tout intervalle contenant M un ensemble parfait sur lequel Kest
partout densc. Nous désignons sous le nom de points z ces points
agréges ou non @ ko et ol cet ensemble est dense en lui-méme. Remar-
quons immédiatement (ue, s'il existe un ensemble parfait & o IV est
partout dense, tous les points de @ sont des points a. 1l suit de la
qu'aucun point & n’est isolé. D’ailleurs, les a forment ¢videmment un
ensemble fermé. Donc I'ensemble des « est un ensemble parfait P. Je
dis que K est partout dense sur I et que les points de F non agréges
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4 P forment un ensemble non dense sur toul ensemble parfait ct par
suite dénombrable. Ln effet, soit un ensemble parfait QQ, situ¢ dans un
intervalle contigu & I’. Je dis que E est non dense sur (). Si en eflet,
IZ était partoul dense sur une portion w de Q, tous les points de @
seraient des points a. w serait agrégé a I” et ne serait donc pas situ¢
dans un contigu de I’. Donc, sur tout cnscmble parfait situé
dans un contigu de P, IS est non dense. Je dis (que K est partout dense
sur P. $'il en était autrement, il existerait une portion @ de P ou K
n'aurait aucun point. Or, soit 2 un point de @ compris entre les points
extrémes 3 et y de @. « est centre d’un intervalle intérieur au seg-
ment 3y et sur lequel existe un ensemble parfait R ou I est partout
dense. Nous avons vu que tous les points de Rsont agrégés a I’ et par
suite appartiennent 4 & puisque R est entre 2 et 3. Mais E n’a pas de
points sur &. Donc, E ne peut pas étre dense sur R. Nous aboutissons
A une contradiction. Donc, E est partout dense sur . Soient I¥
I'ensemble des points communs & P et a K, I I'ensemble des points
communs & I’ et & 14, 1" I'ensemble des autres points de K. Je dis
que K" est non dense sur tout ensemble parfait. En effet, si K
est dense sur un ensemble parfait, il est partout densc sur une
portion R de cet ensemble. Or, si R a des points étrangers a I’,
nous avons vu que X et @ fortiori I’ ne sont point partout denses
sur R. Si R est agrége a P, 1" n’a aucun point sur R, puisque tous
les points de I sont étrangers a P. Donc, I n’est partout dense
sur aucun ensemble parfait; il est non dense sur tous. J'en conclus
que E” est dénombrable. En eflet, les points au voisinage desquels
un ensemble donné est non dénombrable, forment un ensemble
parfait et sur ce dernier I'ensemble initial est partout dense (').

L.a décomposition est remarquablement simple pour les ensembles
fermés. I.’ensemble 19 dense en lui-méme est le noyau parfait de 1.
I’ensemble complémentaire réductible dans chaque intervalle contigu
4 I est non dense sur tout ensemble parfait. La démonstration précé-

(') Soit Q I'ensemble des points au voisinage desquels I est non dénombrable.
Je dis que Q est parfait (Lindelof et Lebesgue) et que E est dense sur Q.
Q existe dans tout intervalle o E n’est pas dénombrable. Q est fermé. Dans
tout intervalle contigu & ), ¥ est dénombrable. Done, Q n’a pas de points isolés,
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dente ne fait aucun appel i la notion de nombre transfini, pas plus que
la démonstration de MM. Lindelof et Lebesgue sur la décomposition
des ensembles fermés. Néanmoins, pour serendre compte de la consti-
tution des ensembles du point de vue qui nous occupe, comme, dans
une autre théorie, pour saisir les propriéiés des ensembles fermés a
I'égard de lanotion de point limite ct I'échelonnement de leurs dérivés,
il paraitindispensable d’utiliser I'idée d’ordonnance transfinie. Voici
donc comment peut s'effectuer la recherche de I'ensemble E’ dense
en lui-méme dont le complémentaire I relativement it E estnon dense
sur tout ensemble parfait et nul sur le déricé de IV, Le lecteur se rendra
compte en méme temps comment un enscmble pecut, sans étre réduc-
tible, étre non dense sur tout ensemble parfait.

Remarquons d’abord que, si un ensemble Li est dense sur un
cnsemble parfait (), le dérivé de I contient une portion de Q, donc
n’est pas dénombrable. Ceci étant observé, soit P, le noyau du dérivé
de E. Dans chaque intervalle #, contigu a P,, E est réductible, donc,
son dérivé y étant dénombrable, IX est dans «, non dense sur tout
ensemble parfait. Donc un ensemble dense en lui-méme et agrége 4 1
ne peut avoir aucun point hors de P,. Soit E, 'ensemble des points
de I situés sur I’,. Siun ensemble partiel de E est dense en lui-méme,
cet ensemble est agrégé a I,. Si E, est partout dense sur P, E, coin-
cide avec I¥', P, avec . Tel est le cas de I'ensemble E des points de
premiére espice d’un ensemble parfait, augmenté des milieux des
contigus 3'. L’ensemble de ces derniers est, bien (que non réductible,
non dense sur tout ensemble parfail. Supposons au contraire I, non
partout dense sur P,. Soit P, le noyau du dérivé de E,. P, est inclus
dans P,. Tout ensemble agrégé a I, et dense en lui-méme ne peut avoir
aucun point horsde’,.Ilenestdonc de méme de tout ensemble agrégé
a s et dense en lui-méme, puisque cet ensemble est nécessairement
1igrége a IS,. Nous continuons ainsi & définir des ensembles parfaits P;
nclusles uns dans les autres pour lesvaleurs entiéresde . Déterminons

.
{
.
1

 est parfait. Soient E I'ensemble des points de E agrégés a Q) et j un intervalle
quelconque countenant au moins un peintde Q. Sury/, IS estnon dénombrable. Or.
les points de I étrangers a IY; et situés dans s sont dans les intervalles contigus
a Q. lls sont donc en infinité dénombrable. Donc, E, agrégé & Q posséde des
points (et méme en infinité non dénombrable) dans j. Done, E, est partout
dense sur Q.
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larégle de définition de P, pour toutes les valeurs du nombre transfini 2
de premiére ou de scconde espiéce. Supposons, dans tous les cas, I,
défini pour toutes les valeurs de 2’ inférieures & A et supposons aussi
établi que tout ensemble partiel de IS dense en lui-méme est néces-
satrement agrégé a 1%, ou encore (ue, dans tout intervalle conligu
a P,., E est non dense sur tout ensemble parfait. Alors, soit d’abord
A de premicre espice; il a un précédent A — 1. Soit I, I'ensemble
commun ia P,_, et & I£. Parhypothése, un ensemble agrégé d Ket dense
en lui-méme ne peut avoir aucun point hors de P, _,. l est doncagrégé
a I5,_,. Tel est notre départ. Définissons P; comme élant le noyau du
dérivé de I, ,. Un ensemble agrégé & E,_, et dense en lui-méme
ne saurait avoir de points hors de ;. Donc un ensemble agrégé a ¢
ct dense en lui-méme est agrégé & l'ensemble 15, commun a P; et I,
Donc, P, est défini connaissant P,_, et la propriété essentielle de I
relativement & Py_, est maintenue pour P;. Si maintenant 7 est de
seconde espéce, les ensembles P,, d'indices inféricurs a A sont chacun
inclus dans tous les préeédents. lls ont donc en commun un ensemble
fermé P5. Si U'on suppose démontré que tout ensemble dense en lui-
méme ctagrégé a appartientia tous les P, un tel ensemble est agrégé
a Pi. Soit P, le noyau de P;. Les points de P étrangers & 1, forment
un ensemble non dense sur tout ensemble parfait. Done, P qui est
défini par la régle précédente contient tout ensemble dense en lui-
méme agrége a I,

Les ensembles parfaits I, définis pour chaque valeur de  sont tous
inclus dans chacun des ensembles précédents. Si P, coincide avec Py, 4,
ensemble commun & E et i Py, soit k5, a pour noyau de son dérive,
P, lui-méme. Dong, il est partout dense sur Py auquel il est agrégc.
D’ailleurs, d’apres les propric¢tés des Py, en dehors de 1Py, IS est non
densesur tout ensemble parfait. Donce, P n’estantre que P, I coincide
avee B, ct tous les ensembles ultérieurs a Py, coincident avee Py, Si
donc par contre tous les ensembles consceutifs & P, ne coincident
pas avec Py, Py, est inférieur & I, cn ce sens que Iy, contient des
points non agrégés & Py, Mais d’aprés une proprié¢té connue des
suites bien ordonnées d'ensembles fermés dont chacun est moindre
gue tous les précédents, il existe un nombre fini ou transfini, — et
parmi tous ceux qui jouissent de cette propricté, ily en auninférieur
a tous les autres (caractére fondamental des ensembles bien ordon-
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nés), nousle désignons par p. —, tel que, ou bien P, est vide de points,
ou bicn Py, non nul, coincide avec tous les ensembles suivants. Dans
le premier cas, E est non dense sur tout ensemble parfait. Dans le
second cas, P coincide avee Py, comme nous I'avons dit. La décom-
position de E en I et I est donce effectuée quel (ue soit E.

Il est facile de former des exemples dans lesquels Py existe pour
toute valeur de u donnée d’avance, I ¢tant de plus nul sur Py, ce qui
entraine que tous les ensembles Iy sont décroissants jusqu’a I'indice ¢
inclus. Pour 1 =1, nous prenons I'ensemble E des milieux des inter-
valles contigus i un ensemble parfait Q. Alors, P, est Q et E,,
comme P,, sont nuls. Pour u. = 2 etles valeurs suivantes, commencons
par réaliser une correspondance des points du segment o — 1 et des
pointsde Q, de maniére que les points de premiére espéce de (), a,, b,
extrémités d'un méme intervalle contigu correspondent simultanément
dun méme point ¢, compris entre o et 1, lordre respectif des ¢, et des
intervalles contigus homologues étant conservé, les ¢, ¢tant partout
denses sur le segment o — 1, et la correspondance ¢tant ensuite dou-
blement uniforme ct croissante entre les points de scconde espéce de Q
ct ccux du continu distincts des ¢,. Alors, si nous transformons un
ensemble I du segment o—1 en remplacant chaque point de L
distinct des ¢, par son homologue unique dans ), chaque point de L
isolé coincidant avec un ¢,, par I'un ou l'autre de scs homologues a,
ou b, ou par les deux a la fois indifféremment, chaque point ¢, de E
limite de points de E par le point a,, le point 4, ou les deux & la fois
sclon que ¢, est limite de E & gauche, & droite ou des deux cotés, alors
on obtient un ensemble H agrégé a (Q et que nous appelons I’homo-
logue de k. Il est visible que cette correspondance précisée conserve
les classes d'ensembles fermés parfaits et denses en cux-mdémes.

Cela élant, si nous connaissons un ensemble E poss¢dant un P,
sur lequel £ est nul, transformons, comme il vient d'étre dit, le continu
o — 1 en l'ensemble parfait P, jouant le réle de Q. Nous prenons sur
ce mcmne continu un ensemble parfait non dense I et nous désignons
par ¢ I'ecnsemble des milieux des contigus de 1l ou tout autre ensemble
réductible dans les contigus de II et nul sur lui. A ¢ et & II corres-
pondent sur P, un ensemble  dont nous accroissons I et un ensemble
parfait non dense sur P, et qui sera I, ., pour Pensemble E -+ 7. Nous
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avons donc réalisé le cas ot P,,, existe, E ¢tant nul sur lui. Cette
construction permet pour commencer d’avoir un ensemble E pour
lequel P, n'est pas nul, et de proche en proche pour chaque valeur
entiére de n un ensemble E pour lequel P, existe sans contenir aucun
point de I£. Si I'on sait, quel que soit A inférieur & u.supposé de seconde
espéce, construire un ensemble possédant un Py et nul sur lui, nous
rangeons les contigus a un ensemble parfait II en une suite «,. Nous
prenons parmi les A une suite croissante %, A,, ..., A,, ..., tendant
vers w. Sur u, nous construisons un enscmble homothétique a un
ensemble possédant un P, etnul sur lui. L’ensemble total admet, quel
(que soit m, un I, contenantII en totalité el des points dans les w,
d'indice supéricur & m — 1, exclusivement. Donc, il admet un P,
constitué par II et sur lequel il est nul. De la, on passe, comme nous
I’avons dit, 4 la construction d’un ensemble K admettant un Py, et nul
sur lui, et 'on continue sans arrét possible.

Ayant un ensemble E admettant un P, de rang donné & I'avance ct
distinct des P, d’indice inférieur, on passe du cas ou I est nul sur P,
et par suite non dense sur tout ensemble parfait, au cas ol I contient
un ensemble partiel densc en lui-méme en ajoutant 4 I ensemble des
points de premiére espéce de P,. Le complémentaire £ de ¥ sur E
sera non dense sur tout ensemble parfait et I'on pourra lui attribuer
eu égard a cette propriété 'ordre w. J'ai déja proposé au cours de ce
Mémoire (33), pour les ensembles non denses sur tout ensemble
parfait, P'appellation d’ensembles clairsemés. Donc tout ensemble
se décompose en un ensemble dense en lui-méme et un ensemble
clairsemé. l.e premier sera, comme dans le cas des cnsembles
fermés, appelé par nous le noyau de I'ensemble décomposé. Enfin,
notons que la décomposition est unique et coincide avec celle que
nous avons réalisée, si le noyau E’ est par définition le plus grand
ensemble dense en lui-méme contenu dans E, et si par conséquent I
n’a aucun point sur le dérivé parfait de I (*).

(') Ul paraitra prochaincmeut une suite a ce Mémoire dans 1¢ Bulbetiprde la
Société mathématique. B
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