JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

CAMILLE JORDAN
Des polynomes invariants par une substitution linéaire

Journal de mathématiques pures et appliquées 6° série, tome 10 (1914), p. 97-104.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1914_6_10__97_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1914_6_10__97_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

DES POLYNOMES INVARIANTS PAR UNE SUBSTITUTION LINEAIRE.

97

Des polynomes invariants par une substitution linéaire;

Par Camnre JORDAN.

I. Unesubstitution linéaire S peut étre mise sous la forme canonique

S=

T Tp-t Ty,
Yn  Vn—t oo Yoo
Zp zp_1 cee Ry

“ e s e ey

AT+ Zypey) A(Zpp—g+ ZTpyy)

b(¥n +Yn—1)
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b(.}’n—l + Yn—2)
¢(8p—1 + 5py)

les constantes a, b, c, ... étant égales ou inégales.
Elle est le produit des deux substitutions suivantes :
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Soit, d'autre part, F' un polynome ou figurent les variables de S.
Désignons par Iy, . 'ensemble de ceux de ses termes qui sont de
degré A\ par rapport aux variables x, de degré u par rapport aux va-
riables y, de degré v par rapport aux variables z, etc.

La substitution S étant linéaire par rapport 4 chacune des séries de
variables, transformera Fy,,. en une autre forme Goyy... également
homogéne et de degré A par rapport aux o, homogéne et de degré p
par rapport aux y, etc.

Pour que le polynome F = ZF),.. soit identique & son transformé
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G = ZGy,...., il faut qu’on ait pour chaque systéme des valeurs de A,
Uy Vy oo

F)\;.w...: G)\w...a
car aucune réduction n’esl possible entre des termes pour lesquels A,
tt, v, ... ont des valeurs différentes.

La construction des polynomes invariants est ainsi ramenée au cas
des formes homogénes séparément par rapport & chacune des séries
de variables z, y, 3, ....

Si nous désignons par D 'opération

dJd d d
FATES Srwennd X ippg 5 e Xy —— -1 = e —_—
m-1 dx,n + Tip—y d‘l‘,,,_.x + —+ 0 0.7;] -+ ,) n--1 ()),” + + yo

J _4d
+5P-10—5;—+-...+~0-()-5; +..,

nous aurons pour Gy, le développement symbolique

D2 - D#
Glpv...'—‘“”l‘“C"...(l-&—D-{—— e e ——
1.2 1.2...k

—+.. .>F)‘y_v.

Convenons d'assigner & chacune des variables x, y, 3, ... un poids
égal & son indice. L’opération D, effectuée sur un monome T de
poids p, donne pour résultat une somme de termes de poids p — 1.

Soit donc Fyy, = ® + W, @ désignant I'ensemble des termes de
poids maximum p. L’ensemble des termes de poids p dans G,,,.. sera
arb*c...®; mais on doit avoir

(1) Gogy...— Fopv...=o,
d’oti cette premiére condition
atbte. . . =1,
laquelle exprime que la substitution S, laisse I et ® invariants.
En la supposant remplie, la relation (1) se réduira &

D2 D# .
<D+—— +...+———-—1+...>(d)+ll»')—_—o.
1.2 1.2...4

Les termes de poids maximum p —1 dans le premier membre
devant s’annuler séparément, on aura

DO —o.
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Si cette seconde condition est remplie, on en déduira
D*® =D(o)=o, D*® —o,

Donc @ sera une forme invariante et ¥ devra 1’étre également.

On voit de méme que 'ensemble @, des termes de poids maximum
dans W doit étre invariant, et ainsi de suite.

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

Tout polynome I invariant par la substitution S est une somme
de formes invariantes ®, homogénes par rapport @ chacune des
séries devariables x, y, 3, ... et isobares.

Les degrés \, i, v, ... de chacune de ces formes ® par rapport
aux x, aux y, aux 3, ... salisfont a la relation

(2) atbver, .. =1,

lagquelle exprime son invariance par la substitution S .
On a, en outre, la condition

(3) D®=o,
qui exprime son invariance par la substitution S,.

Discutons successivement les conditions (2) et (3).

II. Soient
)\19 My Viy eees
)“29 H?a ‘)2, ey
chy e e
les solutions linéairement indépendantes de 1’équation (2) en nombres

entiers (positifs, nuls ou négatifs).
La solution générale en nombres entiers sera

l:}tml‘f’lgmgﬂ‘-.

(4) H:Him]-l‘l&gmg‘*-'.,
V=V Mi-+Yg My+...,

my, m,, ... étant des entiers (positifs, nuls ou négatifs).
Si quelqu’un des entiers m, tel que m,, est négatif, on mettra son
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signe en évidence, et I'on aura ce nouveau systéme

A :'“7\’ m,+xznlg+...,
=y My Ry .,

ol m, est positif.

On pourra donc supposer qu’aucun des entiers 7, n’est négatif, a la
condition de considérer, apres le systéme (4), ceux qui s'en déduisent
par le changement de signe des coefficients de quelques colonnes.

Remarquons d’ailleurs que, ® étant un polynome entier, on doit
rejeter tous les systémes de valeurs de m,, m,, ... qui rendraient
négatifs quelqu’un des entiers A, @, v, ....

Pour déterminer les systémes admissibles, considérons tout d’abord
la premiére équation du systéme (4)

(3) A=Amy+damy+.. .,
jointe & l'inégalité
(6) » A3o.

Sim;, m,, ...; N et m,, mj, ...; N\ sont deux solutions de ces rela-
tions autres que la solution banale o, o, ...; o qui correspond 4
® = const., leur addition donnera une nouvelle solution

my+mi, my+my, ...; N4+,
Nous dirons qu’une solution est primitive si elle ne peut s’obtenir
ainsi par I’addition de deux solutions plus simples.
Ces solutions primitives sont en nombre limité.
En effet, si A,, A,, ... sont tous positifs, les solutions

I, 0, 0, ...; Ay

0, I, 0, ...; Ay

R T
seront seules primitives ; car toute solution
A

my, my,

dans laquelle m, + m,+-... surpasse I'unité (i, par exemple n’étant
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pas nul) résulte de I’addition des deux solutions

1, 0, O, ...% My

my—1, mg, My, o A—3y.

Supposons, au contraire, que quelques-uns des A soient négatifs;
mettant le fait en évidence, nous aurons une égalité de la forme

A= le, +...+ ;\k_| mye..q — l[; ng— 1[‘*.’_1 Mgy ~—...s
Pour que la solution
nmy, Mgy, ...; A

soit primitive, il faudra qu’aucun des entiers my, my,,, ... ne sur-
passe A, +. ..o+ Ay '

Carsi my, par exemple, était plus grand que cette somme, I’ensemble
des termes négatifs qui entrent dans l’expression de A serait plus grand
en valeur absolue que Ax(A, +...+A.,). L’ensemble des: termes
positifs

Amy4+dgmy . oA Ny My

le serait @ fortior: puisque A n’est pas négatif. Donc 'un au moins des
entiers /m,, ..., my_,, par exemple m,, serait > A;.
Cela posé, la solution donnée résulterait de 1'addition des deux

suivantes :
Ay 0y oy ' )‘15 O ...5 O
my—Xey Oy .., Mp—2>hy O ... A;

elle ne serait donc pas primitive. .
La valeur absolue z de la somme s des termes négatifs, dans ’ex-
pression de A, ne peut donc surpasser la quautité fixe

(Ao Rimt) (e D+ 0. .

Celle des termes positifs sera au moins égale a s; mais chacun des
entiers /m,, ..., m,_, sera limité. En effet, considérons m, par exemple.

5o $
Si A, n'est pas nul, m, ne pourra surpasser ;- +1. Autrement on
1

aurait .
AShmyIs + A,
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et la solution considérée serait la somme des deux suivantes :

I, 0, 0, ...; Ay

B )\"-;\‘.

my—1, My, “en

8i A, est nul, m, ne peut surpasser |'unité; autrement la solution
considérée serait la somme des deux suivantes :

I, 0, 0, ...; O,
my—1i, My, ...} A

Les solutions primitives
m\, my, ...; N,

"
A,

B S

" " .
my, m,, ...;

des relations (5) et (6) étant en nombre limité comme nous venons
de l'établir, la solution la plus générale résultant de leur addition

sera
my=mit,+myta+...,

"
my=myt, 4+ myts+...,

les ¢ étant des entiers positifs ou nuls.
Substitens ces valeurs de m,, m,, ... dans la seconde des rela-

tions (4)

W=y - gy =
Elle prendra la forme
(5) R=agty 4 azta+. ...
A cette équation nous devrons joindre I'inégalité
(6" p3o.

Nous pouvons raisonner sur ces relations comme nous I'avons fait
sur les relations analogues (5) et (6), et ainsi de suite, jusqu’a ce que
nous arrivions i obtenir les valeurs définitives de A, @, v, .... Elles
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seront de la forme
A :altliﬂ‘ﬁgug-*-. oy
P=y1Ust Yalla+.o oy
v =0,u +0sltsg +...,

les B, ¥, &, ... étant des entiers déterminés et les u des entiers arbi-
traires, les uns et les autres étant positifs ou nuls.

III. Il reste enfin &4 construire les polynomes F invariants par la
substitution S,. Nous avons vu qu'ils ont pour caractére distinctif
de satisfaire 4 I’équation aux dérivées partielles

(7) DF —o.

Cette équation admet comme solutions particuliéres les polynomes
suivants :

i 2=k g, — sk, 5 o sk _zj_ —_— o (—1) z¢!
k=<9 k== R "Sk—1By T S T Sk—2 T T <y —_——(k——l)!
(k=2,...,p);
Yi':'ﬂ'o)’l—}’ozn
Y, = yhi-t gy, k-2 -3 o, i _ k1 .7“—'
8) N R N R e Y s Bl Sl AR y sy
(k=2,...,n);
Xt-’-‘-)'o‘l‘;—xo}’n
xz xk—-i
Xk:x'o‘_'-T/:—xg"x/f—:m,—f-«z'ﬁ"wk-nIj“z' — (—)F e (k : n!
(k=2,...,m).
On a, en effet, par exemple,
DZ,== zk—nz—ff +zk—za%% +~--+50%Lz—:c
=707 Ve — Y0 Vi) +y’é‘“yk-s% —

(=20 Yo+ Y Y iy — ) =0,
et, d’autre part,

JY, oY,

DY,:yOE}—‘ -+ zo(—)-gl— = 3,¥0— Yo F0== 0.

Tout polynome formé avec ceux-ci et avec les variables z,, y,, 3,
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sera encore invariant; et si, aprés substitution des valeurs des X, Y, Z,
il contient en facteur commun quelques puissances de x,, ¥4, 3,, On
pourra supprimer ce facteur commun; le quotient sera encore inva-
riant.

Réciproquement tout polynome incariant s'obtiendra par ce
procédé.

Soit, en effet, F un polynome formé avec les variables z, y, z. Résol-
vons les équations (8) par rapport & 2,y ..y 2,3 ¥4, «ovs Yaj Tyy cory Lo
Les valeurs trouvées seront rationnelles et auront pour dénominateur
commun le déterminant

” 22 ~P=1 2 n—i . 2 m-—{
5p3p. .5 BoeYoXa- Yy YooZy. . . Ly 7,

de ces équations.

Substituant ces valeurs dans I et chassant les dénominateurs, nous
obtiendrons un résultat de la forme

2 F =P,

P étant un polynomeenZ,, ..., Z,; Y, ..., Y5 Xy, ..oy Xy Zoy Yoo
By 5y

Si I'on veut que F soit invariant, il faut que DP soit nul. Mais
oP
5
pendant de 3, ce qui démontre notre proposition.

les Z, Y, X étant invariants, DP se réduit a 3, Donc P ‘est indé-



