JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

HENRI VILLAT
Sur la validité des solutions de certains probléemes d’Hydrodynamique

Journal de mathématiques pures et appliquées 6° série, tome 10 (1914), p. 231-290.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1914_6_10__231_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1914_6_10__231_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

0

SOLUTIONS DE CERTAINS PROBLEMES D’IIYDRODYNAMIQUE. 231

Sur la wvalidité des solutions de certains problémes

d’Hydrodynamique ;

Par Hexn: VILLAT.

La théorie du mouvement discontinu des fluides, fondée sur les
principes de Helmholtz et Kirchhoff, auxquels MM. T. Levi-Civita (*)
el M. Brillouin (*) ont apporté des perfectionnements essenticls, a
donn¢ naissance & de nombreux travaux récents (*). Dans tous les cas
jusqu'ici ¢lucidés, on peut, en appliquant des méthodes que j’ai indi-
quées (*), étudier le probléme de I'écoulement d'un courant fluide,
illimité ou non, autour d’un obstacle de forme donnée, les parois (s'il
y en a) limitant le fluide quand celui-ci n’est pas illimité, ayant aussi
des formes données & l'avance. Mais, comme 1’a montré M. M. Bril-
louin, d’autres difficultés restent en suspens, et généralement la solu-
tion ainsi construite reste illusoire, la solution (une fois construite) se
heurtant & diverses impossibilités trés malaisces a déceler a priort.

Je me propose, dans ce qui suit, d’¢tablir quelques conditions,
d’'une application praticue excessivement aisée, concernant la fonction
arbitraire dont dépend la forme de 'obstacle supposé placé dans le
courant, conditions qui soientsuffisantes pour que la solution corres-
pondante soit générale et acceptable. J’étudie d’abord le cas du fluide

(1) T. Levi~-Cvita, Circolo mat. di Palermo, 1907.

(*) M. BrivLouin, Journal de Chimie et de Physique, 1911, p. 145.

(®) Voir notamment les Mémoires de MM. U. Cisotti, G. Colonnetli,
T. Boggio et les notres. Pour la bibliographie détaillée, voir Particle Dévelop-
pements concernant I’ Hydrodynamique dans Y'Encyclopédie mathématique,
de M. J. Molk, t. IV, Vol. V, fasc. 2, notamment p. 118 et suiv.

(*) Cf. Comptes rendus, t. 151, p. 1034; t. 152, p. 303, 1081, etc.
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indéfini, puis celui, beaucoup plus complexe, du fluide limité par
deux parois; j'al notamment insisté sur le cas, le plusintéressant pour
I'application pratique, d’obstacles convexes cn forme de proues.

Des conditions & la fois nécessaires ct suffisantes peuvent d'aillcurs
¢tre formulées explicitement; mais elles conduisent, relativement a la
fonction arbitraire dont il vient d’étre question, a des relations com-
pliquées dont il est impossible de tirer effectivement parti avant
d’avoir construit la solution tout entiére du probléme d’'Hydrodyna-
mique correspondant : or, c'est précisément cette construction préa-
lable que je me suis proposé d'éviter.

Quelques-uns des résultats qui vont étre exposés ont été communi-
qués & I’Académie des Sciences le 27 octobre 1913 (Comptes rendus,
t. 157, 1913, p. 700-703).

CAS DU FLUIDE INDEFINI.

Nous nous occuperons tout d’abord du cas le plus simple, celui ot
le fluide est supposé indéfini autour de I'obstacle. Les formules qui
permettent d’aborder le probléme ont ét¢ dans ce cas établies par
M. T. Levi-Civita et par nous-méme. Je rappelle en quelques mots
ceux des résultats dont nous aurons besoin.

Les projections de la vitesse & l'infini étant 1 et o, si I'on désigne
par p la pression en un point du fluide (non situé¢ dans le sillage) et V
la vitesse (de projections «, ¢) en ce point, on a

(1) : p=po+ (1= V),

Po désignant la pression & l'infini et dans le sillage. Tous les éléments
du mouvement sont déterminés an moyen d'une fonction Q(¢) d’une
variable complexe { =& + i, dans le plan de laquelle le fluide en
mouvement est représenté sur un demi-cercle, comme 'indiquent suf-
fisamment les figures ci-apres.

J’ai montré (') qu'on a
(2) Q@) =L f B(e)— 2% ge—@+iT;

1——2Ccos&-i—§z

(*) H. Viuuat, Annales de U'Fcole Normale, 1911, p. 269.
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O est I'angle de la vitesse avec Oz la vitesse elle-méme est
(3) V=e¢",

Quant & la fonction ®(e), clle est arbitraire autant que l'obstacle
donné; ®(¢) cst la valeur de I'angle ® au point de la paroi solide cor-~

Fig. 1. Fig, 2.
M)
Py .-~ o=
g (@,) 4
(W)
(T62)
o b
@) So
Pt Q2 Ap o (A2) ]

respondant au point { = ¢* de la demi-circonférence frontiére dans le
plan . On sait (') que cette fonction ®(c) doit satisfaire a la con-
dition

(4) fmd)(s)de':o.

Enfin, rappelons que la correspondance entre les points des plans
s=ua + iy et {=E + in cst fournie par I'égalité (*)

5 = gy Y 5 coss _l>§,
(3) ZLJ ()(C+C 2cosvo><t )%

oli @ désigne une constante, et ¢’ le point correspondant a la proue
de I'obstacle, c¢’est-a-dire au point ot le courant se divise avant d’en-
tourer le solide.

Ceci posé, les difficultés qui peuvent se présenter dans la résolution
da probleme d’Hydrodynamique sont de plusieurs sortes :

I. Pour qu'une configuration construite selon les procédés qu’on
vient de rappeler soit acceptable, il faut d’abord qu’elle fournisse pour
la pression p des valeurs partout positives. Sil’on veut que la configu-
ration soit générale, c’est-a-dire indépendante de la pression p, 4 I'in-

(') H. ViLar, 16id., p. 282.
(*) T. Levi-Cvita, Circolo di Palermo, 1907, 1** sem., p. i.
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fini, il est nécessaire et suffisant (pour ce qui concerne les pressions)
que la vitesse V soil partout au plus égale a 1l'unité. Comme
M. Brillouin I'a montré ('), il résulte de i que les lignes de glisse-
ment A, et A, doivent étre constamment convexes vers le fluide en
mouvement; de ce fait se conclut I'impossibilité d'un sillage limité i
'arriére de I'obstacle. Il est intéressant de remarquer ici en passant
que, sil’on envisage les cas ot la pression p, (nécessairement positive ou
nulle) ne serait pas nulle, cctte convexité des lignes de glissement n’est
plus indispensable. Voici un exemple qui met le fait en ¢vidence :
Prenons, comme fonction @ dans la formule (2), ®(z) = — Psine

pour o < &< %7:, en posant en outre o < P < g, O(n—e)=—P(c)
et s, = ; 7. Un calcul simple montre qu’on a alors

() =7 ‘5 0g LI E

z cl___c—y

la configuration du mouvement est alors celle de la figure. Les

Fig. 3.

lignes de glissement possédent chacune un point d’inflexion. Or
les pressions seront partout positives dés que 1'on aura assujetti p,
a P'inégalité

[ P osins,
p0> ;<e T costs, I),

) v . . 1 90 .
oll s, représente la racine, comprise entre o et -, de I'équation
] bl 4
log tangs + L o
g tang: costs

Cest ce que montre un calcul facile que je ne reproduis pas.
Bien que des considérations de stabilité physique rendent des confi-

(') Loc. cit., p. 150.
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gurations telles que la précédente extrémement improbables dans la
réalité, elles n’en sont pas moins théoriquement possibles. La possibi-
lit¢ d’un sillage fermé derriére I'obstacle pourrait alors, & la rigueur,
résulter de ces considérations. On peut, toutefois, montrer que I'im-
possibilité d’un tel sillage reste entiére si le fluide est partoutindéfini,
dans toutes les directions; c'est un point sur lequel je me réserve de
reveniv. [Cf. H. Viwvar, Sur le changement d’orientation d’un
obstacle dans un courant fluide, el sur quelques questions connexes
(Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1915), 3¢ Partie. |

Dans ce qui suit, je me placerai dans lecas général ot 'on n’assigne
a la pression p, aucune limite inférieure. La condition

Vir

sera donc nécessaire 4 la géncralité de la configuration & établir.

II. La seconde condition nécessaire pour que la solution soit accep-
table est que, au domaine demi-circulaire du plan ¢ et 4 la fonc-
tion @ (&) choisie, corresponde dans le plan 5 un domaine d'un seul
tenant, dont les frontiéres ne se coupent pas, ni elles-mémes, ni les
uncs les autres. Le recoupement en question peut se produire, et
M. Brillouin en a donné des exemples.

Si ces deux sortes de conditions sont réalisées, le mouvement que
P'on aura considéré sera acceptable, du point de vue de 'Hydrodyna-
mique rationnelle.

Je vais considérer des obstacles syméLiriques par rapport a I'axe Oz.
On sait qu’alors ® (z — ¢) = — ®(¢), et que la condition (4) est satis-
faite d’elle-mé&me. Nous allons dans ces conditions trouver des cir-
constances suffisantes pour la validité des solutions, pour des catégo-
ries étendues de formes d’obstacles courbes, comprenant notamment
les formes les plus intéressantes pratiquement, c’est-a-dire les formes
en proues. Nous supposerons toujours que, sur la paroi @, la tangente
a la paroi (dans le sens du courant) fait avec Oz un angle compris
entre les limites o et w.

ETUDE DES VITESSES.

Etudions d’abord la difficulté concernant les vitesses. Comme on a
V =¢", la fonction T, qui est harmonique et réguli¢re dans le demi-
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cercle du plan ¢, ne doit nulle part y devenir positive : elle est nulle
par construction sur la frontiére constituée par le diamétre hori-
zontal O%; d’ailleurs, son maximum ne saurait étre atteint que sur
une frontiére; il faut donc simplement s’assurer que T ne devient pas
positif sur la frontiére demi-circulaire | {| = 1.

Sur cette circonférence, la valeur de T n'est pas fournie directement
par la formule (2), mais j’ai montré (') qu’au point {=e” on
avait

1 7 sins
(6) T(s)=— ~ [D(e) — D(s)] . de.

T, . E—S , E~+S
0 2 5in sin ——

Or, l'introduction de I’hypothése (4) permet d’écrire

* sins
Jee— e —2r
7;‘ 2 sin ~sin ——
ud
2 r
:_f [®(e) + ()] ————d,
0 2 Cos i c-»s—z—'

d’ol1, pour le cas qui nous occupe, aprés transformations élémen-

taires,
3

o1 [0 —B(s) | D(e) -+ D(s)
(7) l’(s)_.-ismsfov [cose———coss -+ co=e+cosst€’
ou enfin
’LT
N *®(c)cose — D (s)coss
(8) T(s) = Zsins o —codis de.

0

Comme, de toute évidence, on a T(w — s) = T(s), il suffit de con-
b 4 T v or .
sidérer s entre o et > alors, sur la formule précédente, un premier

résultat apparait immédiatement.

St la fonction ®(e)cose est une fonction croissante de & pour ¢

('Y Annales de U'Icole Normale, 1911, p. 265.
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. T \, i . .
compris entre o et~ T(s) est toujours négatif, et la vilesse V est
plus petite que 1 dans tout le mouvement.

Cela résulte de ce que, @(e)cose étant croissant et cos®e décrois-
sant dans le méme intervalle, le quotient qui figure sous le signe
d’intégration est visiblement négatif dans tout I'intervalle.

Observons de suite que ce résullat nous donne déja des catégories

Fig. 4.

Il‘

!y
P

o T
f
P, \
~,

d’obstacles intéressantes : par exemple, Lous les obstacles en gouttiére,
concaves vers le courant, pour lesquels I'angle ®(¢) (qui est négatif
dans tout le long de la paroi P,O) va en croissant constamment

lorsqu’on parcourt cette paroi dans le sens de la fléche. Dans ce cas,
on a en effet

(9) d%[‘[)(e)coss] =’ () cose — D(&)sincZ 0.

Mais le théoreme s’applique aussi lorsque @ (¢) n’est pas constamment
croissant. Voici un exemple qui fournit un obstacle & paroi ondulée
(® d’abord croissant, puis décroissant) : si I'on prend

®(e) =A(—2cos’e +2c05e —1)
avec 0 < A < w, on s’assure aisément que la condition ci-dessus est

vérifiée et que I'obstacle correspondant posséde la forme indiquée par
la figure 5 : aux points O, P,, P,, les angles des tangentes & la paroi

. .. . 1
avec Oz sont == A; aux points d'inflexion, les angles sont == EA'

Journ. de¢ Math, (64 série), tome X, — Fasc. 111, 1914. 31
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On peut former autant d’exemples que 'on veut, vérifiant la con-
dition (g), avec des obstacles dont les parois présentent un nombre
quelconque d’ondulations.

Le méme théoré¢me s’applique aussi & des obstacles convexes vers le

-
ikl T PSRRI

courant, pour lesquels @ (¢) est constamment décroissant. Dans ce cas,
P'inégalité & satisfaire montre d’une fagon ¢vidente que @' (o) doit étre
nul. On vérifierait par exemple facilement que la fonction

®(e) =— A(sin%e + b),

avec A < —475, 0 < b < 2, rentre dans P'application précédente et donne

un obstacle de la forme ci-dessous :

-
- ———

Pour aller maintenant plus loin, nous allons étudier d’une maniére
plus précise la variation de la fonction T(s) donnée par la formule (8),

. . T .
quand s varie de o & - Nous allons pour cela former une expression



SOLUTIONS DE CERTAINS PROBLEMES D’'HYDRODYNAMIQUE. 239

de la dérivée de cette fonction, en utilisant le calcul préliminaire que
nous exposerons tout d’abord dans lc paragraphe ci-dessous.

CALCUL D'UNE DERIVEE NORMALE.

Rappelons-nous tout d’abord que, la fonction Q=0+ i T ¢tant
. ' e d Pt v .
analytique, on a, en désignant par — une dérivée normale prise vers
I’extérieur du domaine,
dl'  d®

ds — dn’
’ M ’ ’ . dT
tant que les dérivées écrites conservent un sens. Le calcul de — sur

la demi-circonférence revient donc a celui d'une dérivée normale.
Observons encore que la fonction Q définie par (2) peut &tre consi-
dérée comme définie dans tout le cercle, [C[S1, les valeurs qu’elle
prend dans le demi-cercle inférieur étant conjuguées des valeurs prises
dans le demi-cercle supérieur.

Or, envisageons d’'une maniére plus générale une fonction analytique
définie & une constante prés, imaginaire pure, dans tout le cercle, par
la condition que sa partie réelle prenne a la frontiére des valeurs
données % (e) [sans qu’on ait pour linstant ¢ (27m—z) =0(e)].
La fonction

(10) w({)'———f ’+C::de_.:+z-;

répond 4 la question (*). Posons
= pei’.

Tant que p est plus petit que 1, on a évidemment

el(s—¢t)
(“) f <P( I.l pet(s—s)]zd

(*) Cf.Scawartz, Zur Integrat. der part. Differentialgleichungen Au=o
(Journal de Crelle, 1872, p. 218). — H. ViLLar, Le probléme de Dirichlet
relatif au cercle (Bulletin de la Société mathématique de France, 1911,
p. 443). — T. Bocelo, Sulle funzioni di variabile complessa in un'area circo-
lare (At della R. Accad. di Torino, 1911-1912),
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Admettons que la fonction donnée g(¢) posséde une dérivée, sauf
peut-étre en un nombre fini de points, pour lesquels il y aurait une
dérivée 4 droite et une dérivée 4 gauche, la fonction ¢(¢) pouvant
elle-méme étre discontinue en ces points. Pour fixer les idées, suppo-
sons, comme cela serale cas dans l’application que nous avons en vue,
qu'il y ait quatre tels points : & savoir les deux points e=o0 et e ==,
pour lesquels la dérivée ¢’ (¢) pourra étre discontinue, la fonction ¢ (z)
ne l'étant pas, et les deux poinls e=z¢, ct e=¢,, pour lesquels la
fonction et la dérivée seront toutes deux discontinues.

Dans ces conditions, une simple intégration par partics nous per-
mettra d’écrire

dw ) '
02— [ g 0

En explicitant le crochet du second membre, il faut naturellement
tenir compte des discontinuités de la fonction ¢; en méme temps, fai-
sons apparaitre dans l'intégrale restante la différence 2'(e) — ¢/(s);
il est clair qu’il viendra

(12) _(_3_0:__ i[(p(eiwo)——g’)(él—‘-o)_*- 2-—0)—:0(5,1—{—0)]

op o 1— pells- &) ] — P‘M -2,

.
Tol(e) —o'(9) (
— [ FE e S f —

Maintenant un calcul élémentaire nous donne, pour p <1,

f” d __am
A [ — p elis—ze) P:.

De sorte que, finalement,

()m_dﬁ' Mol (e) — o'(5) af
T Y- T
L [o(es—o0)—o(gi+0)  o(e—0) —a(e,+0)
+ Tp [ 1 — peits=g,) + 1 — pef(—e) ]

Et comme on a

1 __1—pcos(s—e)+ipsin(s —¢)
1—peits—8 ™ 1—2pcos(s —¢)+ p*
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on en tire de suite

5B w ) sin(s — &) de

—()—f;-_ E£ [(P (e)—q’('9)11——2{1005(5‘_'3)_*-{’;'
sin(s —¢g,)

I—2pCOS(S — &)+ p*

(13)

- %[(9(51—0)—9(51'*‘0)]

sin(s — &)
—2pcos(s — &)+ pt

—=[p(es—0)—p(ar+0)];
Or, quand p tend vers 1, cette expression prend la forme

07 . w o : o
<3_P->p=1—;%_/0‘ [¢'(e) —¢'(s)] cot > de

o(g,—0)Y—o(e+o0 s—¢
_,(1 ) (& -+ )cot 1
27 2

(14)

_ ¢(ea—0) — @&+ o)cots-e._,
27 2

)

qui a généralement un sens. Il résulte méme facilement de ce qui pré-
95
9p
existe au point e” de la frontiére [en supposant bien entendu |'exis-
tence de ¢'(s)], est que I'intégrale

céde que la condition nécessaire et suffisante pour que la dérivée

s —
2

€
ds

RO

ait un sens en ce point. C'est évidemment ce quiaura lieu, sauf aux
points de discontinuité dont on a admis la présence.
Ce point étant acquis, observons qu’en un point de la frontiére
g=1,0na
05 d3

dp — dn’
et appliquons le résultat qui précéde & la fonction @ considérée anté-
ricurement. Il suffit pour cela de supposer
T _ 3

(PE(I), &= ;) 62—--2—,

P(ez—0)=9(es+0), @(e+0)=¢(5—0), g(—o0)=—0o(g+o0).
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Nous poserons d’ailleurs, pour abréger I'éeriture,
T
(15) @(—Z--i-o):a,

de sorte que 2x représentera ’angle que font entre elles les deux tan-
gentes en O aux parois solides (dans le sens du courant). Alors, un
calcul ¢lémentaire réduira la partie tout intégrée du second membre

de (14) &
2Q
TCCOSS.

b1

Ramenons maintenant l'intégrale restante & une autre prise entre
les limites o et - Admettons toujours I'existence de la dérivée @' dans

les conditions susdites, ct observons que I'hypothése @ (27 — ¢) =@ (¢)

entraine &’ (27 — ¢) = — @’(¢). Il vient d’abord
doe v , s—¢ 2a
(16) %*Efo [@() — @' (s)] cot ™2 de — 2.

Or on trouve, par un calcul facile,

2T _ o ’
L/ [ (c) — @' (5)] cots_eds: Lf ' (e)sing — @ (s)smsde.
27 0 2 ™ o

COSE — COSsS§

Enfin, la condition (% — ¢) = — ®(¢) entrainant &'(z—e) =P’(¢),
on a

1 ﬂ(l)’(s)sins—d)'(s)sinsde
A COSE — COSS

ki

__1f;[d)’(s)sins—(l)'(s)sins_(I)’(s)sins——(l)’(s)sinsJ de
[}

T COSg — COSS COSE - cOSs

|

. d® odi dT
et par consequent on a pour an » C est-a-dire pour a;}

a

(1) ci'!:2(‘,053‘/"‘(b’(s)sir:£~—‘-l)'(23)sin.9d€__ 200
ds T A c0s*e — cos?s T COSS

]

De la nous déduisons immédiatement le résultat suivant :
St @'(e)sine est une fonction de ¢ croissanle dans Uintervalle
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o, 7;, la fonction T sera constamment décroissante dans le méme
intervalle. Car I'angle « est positif, et I'intégrale qu’on vient d’écrire
sera visiblement négative. Comme la valeur initiale de T pour s =0
est zéro, puisque par construction T est nul sur P’axe réel, il en résulte
que T sera partout négatif. On peut méme ajouter, 4 cause de la
formule (3), que, le long des parois solides, la vitesse ira en croissant
constamment depuis le point O jusqu’aux points de départ P, et P,
des lignes de glissement.

Ce théoréme nous fournit encore des catégories variées de formes
d’obstacles, parmi lesquelles notamment des formes en proues. On en
formerait explicitement autant d’exemples que I'on voudrait.

Avant d’aller plus loin, faisons usage de la formule (16) que nous
venons de démontrer, dans le cas général ot 'on ne suppose rien sur
le mode de variation de @'(¢), en vue d’obtenir un théoréme qui nous
sera important. Remarquons, a cet effet, qu'il est indispensable que
T commence par décroitre & partir de s = o, sans quoi il commencerait
par étre positif dans un intervalle fini, et la configuration correspon-
dante serait & rejeter. [l n'est pas certain, a cause des transformations
qu'on a faites précédemment, et qui peuvent n’étre pas valables au

. . . PR v e dr . ’
point de discontinuité s = o, que la valeur initiale de —~ soit donnée
par la formule (17); mais on a, d’aprés (16),

) == m[@’() @' (+o0)]cot=de — 2% (1)

ds )= 27, ) — @' (+o0)]c 5 de— — ,
ce qui peut s’écrire
(ﬂ == [wo—w LS [ () 4+ @' (+0)] cot = { de— 22
ds)s:o—_—21t ) [ (e)— @' (+0)] cot — [P’ (e)+- P (+-0)] cot - e——-

On voit alors que, si ®'(+4-0) est positif, cette expression est négative
[et méme infiniment grande si 9'(+ o) n’est pas nul (*)]; mais si ¢’ (+o)

(') Dans ce calcul, ®(+ 0) est la limile, supposée déja existante, de @'(¢)
quand ¢ tend vers zéro positivement.

(®) Ce résultat est bien conforme aux théorémes généraux sur les dérivées des
potentiels, établis par S. Zsrewsa (Full. Ac. Se. Cracovie, 1905, p. 70-168);
A. Horsorski (Prace Matematycsno-Fisycsno, 19og, p. 1-t41); ALMANSI
(Annali di Mat., 1898, p. 1-31); LicustensteiN (J. de Crelle, 1912, p. 12~42).
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est négatif et non nul, cette expression est au contraire siirement posi-
tive, et par suite T commence par croitre. Enfin, si @'(+o0) est nul, il
sera nécessaire que l'expression restante

2

k3
1 €
—= f ®'(e) cot—de — —,
1r 2 b

v'o

qu’on mettra sous la forme

T
2 &
_zfﬁuﬂﬁwﬂ,
0 3

T sineg

soit négative (ou nulle); d’ou en ce cas la condition nécessaire

ki3

1:
DY, ¥,
(18) f Mds—;—o:io ou Mdg__q)(g__())zo.
0

sineg = 0 sing

Si maintenant on observe que cette condition se trouve vérifiée d’elle-
méme si @' (+o0)>o0, et qu'elle entraine ®'(+o0)=o0 si I'on ne
suppose pas cette quanlité positive, on voit que cette condition (18)
est nécessaire dans tous les cas. Ce fait sera cssentiel ultérieu-
rement.

Il est important d’introduire ici une remarque sur le sens de cette
condition. Iin général, elle assure que le rayon de courbure des lignes
de glissement au départ, c'est-4-dire aux points P, et P,, soit nul : les
obstacles correspondants sont done tous & bords tranchants. Au con-
traire, le cas des obstacles formant proue véritable, c’est-a-dire des
obstacles a I'arri¢re desquels le jet se détache avec un rayon de cour-
bure non nul, ne peut correspondre qu’au cas limite ou l'inégalité (18)
se transforme en une inégalité (Cf. M. BriLLourw, loc. cit., p. 179).
Sil'on calcule en effet le rayon de courbure de la ligne de glissement
inférieure, en P,, ce rayon est

de

R:m

’

en désignant par do 1'élément d’arc de la ligne de glissement, fourni

par [éq. (5)]
s =|C e N (e D\ |z @ 18
|do|=|dz]| = 2<§+C>(g ;)c"dcz T
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puisque, sur la ligne en question, { est réel et que le module de eiQ,
égal a l'inverse de la vitesse, est égal 4 1. On a donc

. _aﬂ I___cb
(18" B—;'Z,W‘
ez

Or ‘%, pour { =1, qui correspond au point P,, n’est autre que la

dérivée normale extéricure, déja calculée, en ce point : on a vu qu’elle
¢tait égale a

14

2w
_Z_f D(e) g _ 22,
o T

T sing

Donc, tant que cctte expression n’est pas nulle, on a bien R=o0

pour { =1, d'oli le résultat annoncé : la proue véritable correspond

hien au cas limite
T

2 ay
f (b—(—e-)ds-{—a:o.
0

sing

Revenons maintenant & la formule (17), et supposons que I'on ne
soit pas dans le cas d’application des résultats antérieurs concernant
le signe de T. Pour aller plus loin, il serait alors nécessaire de savoir
le sens de la variation de la fonction de s suivante :

™
T B e () <
(19) P(s):”::“f P'(e)sine — @'(s)sins
0

cos?e — cos?s

Or le changement de variables et de fonction

T T T
.s'lza-——s. e,:;—s, (D’(;—-el):&l)(et)

permel d’écrire

E]

2sins, ["* d(g) cosey— ¢(s5,) coss,
P(s)=P;(s,) = ! - 1
(s) i(s1) T J sin*g, — sin?s, ey
ou encore

A

P, (51) = — 2sins, [§¢(€|) cosey— Y (s,)coss, de,.

T J cos®e, — cos’s,

Journ, de Math. (6 sévie), tome X. — Fasc. I1I, 1914, 32
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Or, sil’on se reporte & la formule (8), on vérifie immédiatement que
cette expression n'est autre, au signe prés, que la valeur de la partic
imaginaire d'une fonction analytique analogue & Q({), et définie par
les valeurs de sa partie réelle sur la circonférence |{| =1, a savoir :

I . , .
$(e) pour 0<e, <L 5> avec les relations supplémentaires

Y(m—e) =—Y(g,), Y(2m—e) =d(&).

Alors, en admettant 1’existence d’une dérivée J’(e,), c’est-a-dire
celle de @” (¢), sauf peut-étre aux points déja indiqués antérieurement,
un procédé déja employé permettra de mettre la dérivée fld—l:-i sous la .

1
forme

T
dP, 2coss,>/‘2 L[J’(e,)sine,——q/(s,)sins,d
=—2= e,
[}

cos*gy — cos?s,

ds,
e {3 =) 45 )|

Revenons aux notations primitives : remarquons que I'on a

vy =G == (e =,

dP, dap T i T \ i
= = Z_ U — —— - — U{ — — — @’ .
&, Tl y<2 +0> ¢<2 o) et y(z o) ®'(+0);
il vient
T

dp 2sins‘/"" D" (&) cose — D" (s5) coss 2@/ (+ o)

—_ = — - de + -

ds TJ, sine —sin?s T sins
ou encore

3
(20) %{ 2 sinsf"’ d’”(s)co:s — (l)”(2s) coss 4 . z(l)’(.—i- 0).
s T J, c032e — C0s%§ T sins

On a vu que ®'(+ o) était nécessairement positif ou nul; supposons
que cette quantité soit nulle : c’est notamment le cas (cf. p. 244%)
pour tous les obstacles en forme de proue convexe, pour lesquels

. . , .. n
nécessairement @' (&) est partout négatif (cntre o et ;) Supposons
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” M : dP .
de plus @ (&) cose croissant dans cet intervalle, alors — sera toujours

T . Vo dT cor e s
négatif, P ira en décroissant; —-, somme de deux quantités décrois-

santes, sera aussi décroissante, et comme sa valeur Initiale est
négative, elle sera toujours négative; de sorte que T décroitra con-
stamment, a partir de zéro, et sera toujours négatif. D’ou le résultat
suivant :

Si l'on a ¥'(+0) = o, et st la fonction ®"(c)cose est croissante
dans Uintervalle o, g, les vilesses seront partout plus pelites que 1

de plus, le long des parois solides, la vitesse croitra de o & 1,
depuis le point O jusqu’aux points P, et P,.

Continuons & supposer ¢'(+ 0) == 0, mais qu’on ne soit pas dans le
cas d’appliquer le résultat précédent, ni I'un des antérieurs. Dans ces

. o . dP 1 . ]
conditions, I'expression de —; alors réduite &

k3

dP __ 2sins ‘?ll)”(s)coss—(b”(s)cos.s'
(21) T = ﬂfo

= 0 d,
COs"& — COS~°§
rapprochée de la formule (8), nous permet de conclure, en admettant
Pexistence d’une dérivée troisieme ®“(e¢) continue toujours dans les
mémes conditions que les dérivées précédemment introduites,

7T

T 2‘1’”(3——0)
) 2 . Vi .
(22) d*P zcossf D" (e)sing — @ (s)smsda . 2 )
0

ds* —  m cos?e — cos?s T COsS

D’autre part, un calcul immédiat nous donne

cf_'_l_‘__d‘zp _ 2« 1 -+ sin%s

ds? — ds? T cos3s

. T . .
Alors, sil’on suppose ®” (; — o) So, et ®”(¢)sine croissant dans

. T . d:*T . . . ol
I'intervalle o, 7 On VoIt que —o sera décroissant. Sa valeur initiale

se présente sous forme indéterminée, mais on démontre aisément

ue — tend vers zéro avec s: il suffit pour cela de monlrer que
’ que,
ds
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7 étant un nombre positif choisi arbitrairement petit on a

"Id,ﬂ " A :
. g)cose — D" (s) coss uantité infiniment
(23) smsf (€) 5 (,, ) de=11 .

. cos?g — cos?s petite avec m.

Or Pexistence admise de la dérivée ®”, supposée finie, permet de
décomposer l'intégrale (23) en deux, 'une étendue de s a v, et qui
est de I'ordre de v, 'autre étendue de o & s, et qui tend vers zéro
avec s. D’oli la conclusion désirée.

dP . ' . dT [3 v :
Alors — est toujours négative, —— également, comme décroissant

a partir d’une valeur négative, et par suite T étant toujours négatif,
les vitesses sont partoutinférieures & 1. D’ou encore ce résultat :

*ys T . .
Stl'on a (+0)=o, @”(; — o) <o, et si ®”(c)sine est une
. . . iy . .
JSonction croissante dans Uintercalle o, 7 lesvitesses dans le fluide

seront partout inférieures a 1. Sur les parois solides, les vitesses
seront encore croissantes depuis le point O jusqu'aux points P,
ou P,.

Il est clair qu'on peut poursuivre indé¢finiment I'application du
procédé employé, et qu'on arrivera a un résultat de la forme générale
suivante :

En admettant I'existence des dérivées de ®(e) jusqu’d 'ordre 2n
ou 2n + 1, on sera sir que les vitesses ne dépassent jamais 'unité,
moyennant que la fonclion ®**'(¢) cose ou la fonction ®**+''(e)sine

. . 3
sera constamment croissante dans intervalle o, -, et moyennant
quelques égalités ou inégalités supplémentaires relatives aux valeurs
roeo g v ooy iy . .
des dérivées de @ aux extrémités, o et =, de l'intervalle. Je n’expli-
) 3 P

citerai pas davantage ces inégalités, qui ont été écrites ci-dessus pour
les premiéres valeurs de 7.

Nous allons maintenant considérer plus particuliérement les obs-
tacles dont le profil est convexe vers le courant, catégorie d’obstacles
qui comprend les formes de proucs convexes (Cf. plus haut, p. 244).
Cela revient 4 dire que nous supposons que la fonction ®(e) est une

. ] . » . . T
fonction négative décroissante, de g, dans l'intervalle o, =, c’est-
) bl 2 2
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a-dire
@(:) <o, P'(¢) <o
Le long de la paroi solide OP,, on peut écrire, comme nous 1’avons
vu [éq. (7)], la valeur de T sous la forme

T

T(s)szi [(D(e)-—-(b(s)+(I»(s)+(l)(s)‘l de (0<S<1_r>.
2

T . o COSE — COSS COSE i COSS _

Observons que les deux fonctions

(26) A(s) —f = B(e) = (s) .

(el-1 + CcosS§

et
T

(25) B(s) = wde

J, cose—coss

sont positives, la premiere & cause de ’hypothése ® <o, la seconde a
cause du fait que ®(s) décroit, ainsi que coss, dans I'intervalle consi-
déré. Démontrer que T reste négatif reviendrait & faire voir qu'on a

constamment
A(s)y> B(s).

On s'assure trés aisément que la décroissance de @ entraine que la
fonction A (s) soit croissante. D’autre part, nous savons que, au
départ, pour s = o, la différence A — B commence par étre négative
ou nulle, puisque l'inégalilé (18) nécessaire assure, comme on l'a
déja vu, que T commence par diminuer et que T est nul au départ. 11
est donc un cas ol nous pourrons affirmer @ priori que I’inégalité (18)
est Loujours satisfaite, & savoir celui ou la fonction B(s) serait cons-
tamment décroissante.

Or posons
u = cosg, Uy== COss,

®(e) =— F(u).

La fonction IF(u) sera positive décroissante dans I'intervalle o <<z <1
(voir fig. 7), et 'on aura immédiatement

B(s)= Bi(u):f _ F(u)—F(uy) du

u—u, \/1—u2.
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Or la figure donne de suite
E.(Uo_)——'_ll(lf_) foned (ange,
U —
B (u)—f‘ tangd 2
1 = A 5 J1— @

Ceci posé, on voit que, si la courbe de la figure est convexe du coté
des IF positifs, I'expression tang 0 décroitra lorsque, quel que soit M fixe,

d’ou

Fig. 7.
F
]
Mo
p
0 w Ui

le point M, se déplacera dans le sens de P vers Q, c’est-a-dire lorsque

s croitra; il en sera par suite de méme de la fonction B(s). Il en

résulte donc, dans ce cas, que T est toujours négatif. Or la convexité
@'(e)

est tournée vers le haut, si F'(«) = —— est une fonction décrois-

sante de z, c'est-a-dire une fonction croissante de z; on a donc le
théoréme suivant :

Pour des obstacles convexes vers le courant [® () <o, ¥'(e)<o],
@ (e)

. . . > T .

st —= est une fonction croissante dans Uintervalle o, - lesvitesses

dans le fluide sont partout acceptables, c’est-a-dire inférieures a 1.
On peut améliorer ce résultat par l'artifice suivant (applicable du

reste également aux théorémes antérieurement énoncés), que je vais
exposer rapidement.

Avec les mémes notations que plus haut, soit
@, (¢) = Fi(u)

une nouvelle fonction, non forcément positive dans lout I'intervalle o,1
pour u, et non forcément décroissante ; supposons que la fonction T,
calculée au moyen de F, (ou de ®,) comme T se calcule au moyen
de I, soit constamment positive ; supposons, en outre, que cettc fonc-
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tion vérifie I'inégalité fondamentale (18). Dans ces conditions, si I'on
a, dans 'intervalle o, 1,

Fu) +Fi(u)2o,  F(u)-+Fi(e)<o, F(u)+TFi(u)<o,
la fonction F + F, se trouve dans le cas d’application du théoréme
précédent, car I'inégalité (18) étant vérifiée par F et par F, est véri-
fiée par la somme F + F,. Il en résulte qu’on a constamment
T+ TS0

et, par suite,
T <o.

En voici un exemple simple. Cherchons si I’on peut trouver une
fonction I, égale & un polynome du second degré; posons

Fy(u)=au*+ 2bu + c.

Un calcul élémentaire montre que I'inégalité fondamentale (18) exige
icl

(26) b +2a4cZo, = k2.

D’autre part, la condition que T, soit positif se met sans difficulté
sous la forme

sins T s
2 a cos? Al(a+br) ———— +logecot{ - —=)]|Zo.
(27)  (acosts+ o) (@ bm) it logeot (F— 1)<

Cette inégalité doit étre vérifiée pour 0<s<7—:~ Pour s = g, cela

exige évidemment
¢ <0,

Appelant H () le crochet qui figure dans (27). On a facilement

dH . cos s(2a - ¢c— acos?s) 1
(@cos®s—+c)? coss§

gn { — abm costs + [2ac+ (@ + O7) (2@ + ¢)] coss + ¢! = sgnU(cos?s).

H (s) étant certainement positif pour s = g, etnul pour s = o, cher-

chons 4 exprimer qu'il est toujours positif, ce qui sera assuré s’il est
toujours croissant. Il est nécessaire pour cela que U (1) soit positif,
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ce qui donne
—abw +2ac + (a+bn)(2a+c)+c22o.

Supposons alors a négatif (hypothése naturelle en vue d’assurer i la
condition "+ F; < o le maximum de chances d’étre réalisée). Po-
sons

et remplacons dans l'inégalité précédente b= par sa valeur
bn=2aa +c+ i?
tirée de (26); il vient, par un calcul simple,
— k*(a’'+c¢') 2o, ce qui exige k=o.

Il est maintenant facile de s'assurer que le trinome U (cos*s) a ses
racines réelles et positives; nous voulons qu’aucunc de ces racines ne
soit comprise entre o et 1; il faut et il suffit poar cela, vules conditions
précédentes, que

2 b 2
2ac+ (a+ bm)( a+c)>

I
2abrw ’

ce qui réduit &
(c'+a')(c'—2aY<o ou bien ¢'>aa.

Cela étant, on voit bien maintenant que 'inégalité (27) sera cons-
tamment vérifiée. De la on déduit le résultat suivant :

Si, ayant posé
’ « = cosg, D(e)=F(u),

on peul trouver deuzx nombres positifs a' et ¢/ (¢ > 2a') tels que les
inégalités suivantes

2 S
F(u)— a’u"+;(2a’+c’)u—c’;o,
2
F'(¢)—2a'u +7—r(2(¢’+ c'ySo,
F'(¢)—2a 2o

sotent remplies constamment entre o et 1, la solution construite au
moyen de la fonction ® (&) donnera naissance a desvitesses partout
inférieures a 1, donc acceplables.
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Il est facile de s’assurer que les inégalités précédentes seraient
entrainées par les suivantes, plus restrictives, mais d’'un emploi pra-
tique plus commode :

F(u)—¢c2o,
F'(4) + > (2 +¢)So,

F'(u)—2a'Zo.

Il serait aisé de donner des exemples d’application de ce résultat, pour
lesquels les régles trouvées antérieurement seraient en méme temps en
défaut.

En ce qui concerne les obstacles convexes vers le courant, il semble-
rait assez naturel de s’attendre & ce que la condition nécessaire (18)fit
en méme temps suffisante a assurer la validité de la solution, aussi
bien en ce qui concerne les vitesses qu’en ce qui concerne les lignes
de glissement. (Pour ces derniéres lignes, cela résultera, en effet,
d’un théoréme démontré un peu plus loin.) Si le fait était exact, il
enléverait tout intérét au théoréme qui vient d’étre démontré dans le
précédent paragraphe. En réalité, au contraire, la condition (18) n’est
pas suffisante pour les obstacles convexes. Je laisse de coté pour le
moment la démonstration de cette affirmation, quiseralégitimée a pos-
teriori 4 la fin de ce Mémoire, le point en question étant compris
comme casparticulier dans un théoréme plus général qu'on trouvera a
la page 286 du présent travail.

ETUDE DES LIGNES DE GLISSEMENT.

Je me propose d'¢tudier maintenant l'allure des lignes de glisse-
ment, ou de jet; nous considérerons par exemple la ligne A, qui cor-
respond & { réel compris entre o et 1. L’angle ® que fait avec Oz la
tangente au jet dans le sens du courant varie alors de zéro (point a
I'infini) 4 la valeur (négative) de I'angle que fait avec Ox la tangente
en P, a la paroi solide. Toutes les fois que nous pourrons affirmer que
©décroitdans tout I'intervalle correspondant, il en résultera une ligne A,
d’allure normale : cette condition est nécessaire, puisque sur A, ne doit
se trouver aucun point d'inflexion, et elle sera évidemment suffisante

Journ. de Math. (6* série), tome X. — Fasc. III, 1914, 33
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pour éviler les recoupements des lignes de glissement entre elles. Nous
allons établir certains cas ot 'on peut faire cette démonstration.

L’expression de I'angle © est égale a celle de Q({) pour { réel,
puisque alors T est nul; elle est donnée (Cf. H. ViLLar, Annales de
UEcole Normale supérieure, 1911, en particulier p. 263) par la for-
mule

(28) 9(€)=é[‘l’<§ )*d’(“‘“)]'og"f—_iic
elt

+£fnd)’(s)lo i 8= 4
T Jy g 1— el

L’hypothése ® (m—e)= — ®(c), d'ou résulte & (m—e)=d'(c),
permet d’écrire cette égalité sous la forme

(29) SZ(C):Q;l H_lc / 1 3 e)log C,Z_’_?'i.;s%nede,

— {?— 24 sineg

e ayant la méme signification que dans les paragraphes précédents.
Supposons { < 1, on en conclut

13

dQ bfa 1 4 (14 C?) sing (e) de.

(30) -ch: T o1+ TJ, (l—C*)z—i—[;{zsin’e

Sous cette forme, un résuliat facile apparait immédiatement :
Si @'(e) est toujours positif (ce qui correspond aux obstacles en

. dQ C e
goutlrere, concaves vers le courant) Vid est constamment negatlf et,

par suite, Q décroit : la configuration des lignes de jet est donc
acceptable. Ce théoréme important a du reste déja été établi par
M. T. Bogero, Sulle funzioni di variabile complessa in un arca
circolare (R. Accad. delle Scienze di Torino, t. LXVII, 1911-1912).

Considérons maintenant le cas moins immeédiat, ol l'obstacle esl

convexe vers le courant (cas comprenant les proues). Le signe de &2 T

n’est pas en évidence sur 'expression (30) ot le second membre est la
différence de deux quantités positives [®'(e)<C o]. Or, pour toutes les
courbes acceptables, nous devons supposer remplie I'inégalité fonda-
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mentale (18)

T
7 g
J
o sing
qui permect de poser
. ™
2 P’
(31) o= Kf ) g
o sine
avec
K>1.
) . daQ .
On peut alors transformer 'expression (30) de 7 &0 la suivante :
I
TdQ [ K 1 (14 §*)sine
A3 ~/0‘ ¥'(e) de[[ +Csine  (1—L2)P+ 457 sin"s]
ou bien
T

E@—fzﬂ D' (e)de

Gdt —J, (i Chsine[(1— L)+ 4¢*sin’e]
en posant

H=K[(1— )+ 48sin%e] — (1 + {?)?sinZe,
Orla fonction H est constamment positive pour les valeurs de {

'y c 1 .
entre o et 1, et celles de ¢ entre o et 55 car, considérée comme fonction

de ¢, elle est visiblement positive pour € = o, et ellenes’annule jamais;
en effet, la valeur de sin*z qui serait racine de H peut s’écrire

sin®e = Ko—gy K
(1 YA S 2
(1 + &)y —4KS l+4(l_K)(lfC2)2
ou bien
o K
st 8_1+(1—K)sh22y’
en posant

¢ =thy (y est évidemment réel et positif).

Or, tant que le dénominateur reste positif, c’est-a-dire tant que { est
assez petit pour qu’on ait

1+ (1—K)sh*2ay>o ou thay <

1
ﬁ’
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la valeur trouvée pour sin®c est plus grande que 1, car cette hypo-
thése se traduit par
K
1+ (1—K)sh?ay =

1

ou
(K—1)(1+sh?2y) >0,

ce qui est évidemment exact. Enfin, si { n’assure plus l'inégalité sus-
dite, I'expression écrite pour sin®c devient négative, et elle convient
encore moins. Par suite, H est toujours positif comme on l'avait

annoncé, et il résulte, de 'hypothése @'(e) < o, qu’on a constamment
92 <o et que laligne de jet est acceptable. D'out le théoréme sui-
ac q g ! p

vant :

Pour tous les obstacles convexes vers le courant, jusques ety com-
_ 1JUST
pris le cas limite des proues convexes, les lignes de jet sont toujours
acceplables, moyennant I’inégalité nécessaire (18).

Je vais maintenant démontrer le théoréme suivant :

Quelle que soit la forme de lobstacle, chaque ligne de jet est
loujours convexe vers le courant au voisinage du point a I'infini.

En d’autres termes, la valeur de ® (nulle & 1'infini pour { =o
’ P )

commence toujours par décroitre.
Partons, en effet, de la formule (30) qui donne Z—?, c’est-d-dire %,%)
pour { réel. Pour { = o, elle se réduit, aprés quelques transformations

simples, &
(32) 17:f:;—?:'/o‘z(l—-sine)(b’(e)daq-(b(o) (¢=o).

Or, la fonction 1 — sine étant positive et décroissante dans l'intervalle
d’intégration, la seconde formule de la moyenne permet d’écrire

win

0 (x-—sina)d)'(e)ds—_-fo @' (c) de <o<£<§>
ou bien

fz(l —sine) ®'(e)de =@ (&) — ¥ (o),

0
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et, par suite,
: do
7 = 2 (&)

RN

Comme nous supposons & () négatif dans tout lintervalle o, -,
2

puisque cette fonction correspond alors a la paroi inférieure, on voit
bien que ’expression ci-dessus est négative, ce qui démontre le fait
annonceé.

On pourra donc dans la suite supposer § toujours non nul, puisque
les valeurs de { voisines de zéro ne sauraient introduire, d’aprés ce qui
précéde, de difticulté relativement aux lignes de jet.

Il en est généralement de méme des valeurs de { voisines de + 1 et
de — 1; plus précisément @ moyennant loujours l'inégalité fonda-
mentale (13), les poriions des lignes de jet voisines des parois solides
sont toujours convexes vers le fluide en mouvement.

En cffet, si cette inégalité (nécessaire) n’est pas réduite & une éga-
lité, on sait qu’elle assure que —-» et, par suite, %9, soit négatif pour
s =oetp=~_=r; la question est alors tranchée.

Mais il n’en va pas si simplement si 'inégalité (18) est remplacée
par une égalité, auquel cas on a

T

(33) f-(br(s)ds-l-a:o,

sineg

et I'on sait que cela entraine
®’(o)=o.

Nous nous proposons d’étudier en détail ce cas qui convient, comme
on sait, aux proues (lesquelles ne sont pas nécessairement entierement
convexes vers le liquide en mouvement).

Revenons & la formule (12) démontrée dans la premiére partie, et
qui fournissait la dérivée 3——wa au point pe”, d’une fonction w(pe’)
définie en cet endroit. En faisant coincider cette fonction avec la
fonction Q = 0 + T actuelle, il nous vient facilement

a0 2l 1 1
(34) _d?_‘—'?r—p_<l+l'peu—_l___ipei$>

A ST Y ,
———l—f P(e) — D) ds—-z—,;tll’(s).
0 p

_— f(s—¢€
TP 1— pefts—e)
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Notre but étant de déterminer le sens de la variation de ® au voisinage
de { =1 le long de I'axe réel, nous pouvons dans cette formule faire
dés maintenant s = o, el, en nous rappelant que @’(o) est nul, il

vient
() o e i /‘”——“"“).de
0p /s=o T 1-4p? mpJ, t1—pe®

1 3
. . . 2
points de discontinuité pour la dérivée @ (z), a cause des hypothéses

faites sur la fonction @, lesquelles entrainent

Observons encore que les points e=o0, %, %, - = ne sont pas des

(m—e)=0(c), @(2m—e)=—d(s),

et & cause de la condition ®'(0) = o, et enfin de ce fait que nous sup-
posons ®@’'(¢) partout finie. Dans le cas actuel, ®'(¢) est donc partout
continue.
Ceci pose, il est manifeste que, pour p inférieur 4 1, nous avons le
droit d’écrire
ey o _Bw LT e L [Tt
0p* Js=0 m(14p%)?  mpr), 1—pe mp. (1—pe—ie?

o

Mais on a, en intégrant par partic,

2T e d ! 2™ i !
f et (Dfi)zds:[‘l’ (E) { —FJ _l__i_f _d)_(_e)__l_eda,
, (1—pe®) —tp 1—pel, ipJ, 1—pe

La partie tout intégrée est nulle, puisque ®'(¢) est continue. D’autre
part, on a

27 Vs 27 w1 . ' 27
f D" (¢) de — D' (e)— D (.+0)ds+(b”(+o)[ de
0 0

= - !
1—peit o 1—pei 1—pe™#

ce qu’on peut mettre sous la forme

2 " 27 ” "
f d)(e "f Q' () — D¢ +O)a’+pil"’(+o)
0

1~—pe"E 1—0(3"”'

De sorte qu’on a finalement

2

cy (02N Sap i (o)
(59 (_‘5.57>s=o“7f(1+92)"+“92 o I—pet

1 /"QT(D”(E)——(D”(—i—o){

m’ 1—pe

(I'” -+ o).
o (+0)
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Dans ces formules, ®”(~+ o) représente la limite, supposée existante,
de la dérivée ®@"(e) (supposée elle aussi existante, bien entendu)
lorsque ¢ tend vers zéro positivement; d’ailleurs I'hypothése
O(am—e) =d(e)
entraine :

@' (— 0) = &' (+ o).

On voit alors sur la formule obtenue (35), certainement valable
pour p < 1, que le second membre conservera un sens si l’on passeala
limite en faisant tendre p vers 1. En ne considérant que la partie réelle,
nous obtenons ainsi

T .
. 2 2 TP () s
lim _“'_i:)) :_a+;/ P'(e)sine
\ dp? /=0 T 27 J, 1 — COS¢

=1
27
— o [ 1) — 0 o)) de — a0 (),
0

ou encore, aprés simplifications,

a:e 2% v T g
36 l'm<-——> = — ®'(¢)cot—de —D"(+ o).
(36) (5 )= 5 (¢) cot (+0)

’
Mais, & cause des propric¢tés de la fonction @'(¢), on a

9

ki3
2T 2 ey
L (I"(E)Cotgds::—z—f (D(E)ds,
. 0

27 ), T sing

de sorte qu’en tenant compte de I'hypothése (33), il reste finale-
ment

d*0
3 l G_> =— ' (+o0),
(37) im T ) oo (+0)
p=1
Donc, dans le cas des proues, si ¥’(0) = o, et &' (0) 5 o, il est né-
cessaire que 9"(0) soit négatif. Sans quoi Z—?, dont la valeur limite

est zéro pour p = 1, serait décroissant au voisinage et, par suite, serait
positif pour p < 1. Cela entrainerait, comme on sait, la concavité d'une
portion de la ligne de jet, vers le fluide mobile.

Remarquons ici que le théorémec de la page 256, relatif aux proues
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convexes, répond bien & cette condition, car les hypothéses @' (¢) <o,
¢’ (o) = o, entrainent évidemment ¢”(0) < o.

Restant dans le cas @”(0) = o et < o, la question est donc tranchée,
et les lignes de jet, au voisinage des points de détachement, sont con-
vexes vers le courant. Leur rayon de courbure au départ est alors
Jini. En effet ce rayon de courbure est égal [form. (18")] &

T a® 11—
B=ln e a0 |
s

Pour p ={ =1, dans le cas des proues, cette expression se présente
sous forme indéterminée, mais le calcul ci-dessus permet de lever U'in-
détermination, et I'on trouve immédiatement

2a?
8= ooy

Ce rayon de courbure du jet est égal au rayon de courbure de la
paroi solide au méme point de détachement. En effet, sur la paroi le
rayon de courbure est

ds

ds 2a%sins coss
ao

Ri= lim |—|= —
! (§=0) d@ el

Si 'on fait tendre s vers zéro, T devient nul par construction, et,
puisque sur la paroi ® = ®(s), il vient

sins

— 21 e
Ri=2a%lim (5

’

c’est-a-dire
2a?

By e

R, =

Examinons maintenant le cas ou ®”(o)= o, cas ol la conclusion
reste en suspens quant au sens de la concavité du jet; nous savons déja,
bien entendu, qu’au point de détachement la paroi solide et le jet
auront un rayon de courbure infini, comme cela résulte immédiate-

ment de ce qui précéde. Revenons alors & la formule (35) qui donne
2

T pour s =o, p <1, et faisons dans cette formule ® (o) = o} il
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reste

10 . am ' 27 ”"
<d_:) 8up { d'(¢e) de— 1 f " (¢)
=0

dP‘z 7r(l+p )z + _z l-—pe—ia © “Pz.,o x—pe““"

On a ensuite le droit d"écrire, pour p <1,

(%)= 5 loe 77 ~ )
08° Js=o~ m L(1+p2)* (14 p?)°

2T ! 27T "
2 f d'(¢) .ede-l--g—.;/ D (E)—lsds
T omp? 1—pe! mp* J, 1—pe

i TP (e)ett 1 O (g)emie

puis, cn désignant par ®”(~+ o) lalimite, dont nous supposerons l'exis-
tence, de la dérivée @”(c) dont nous supposons aussi qu’elle existe,
nous aurons, au moyen de calculs semblables 4 ceux qu’on a faits pre-
cédemment

' @’(s)e"' 27‘CI)”(e)cle
o (l—~pe—‘5)2 pf 1—pe e
et
/'”‘ ([)”(g)e—:'s“dsz ((I,//('s) I ‘.)-m
s U—pe T\ = T—per ),
2T xim W
i O (e)— (I)_fs o)d 2im O (+ o).
eJ, 1—pe P
Donc

& (55) =% [ - (rip;”ﬁ]

—-—2_5‘ bid (D’(z-:)de +_§__f‘”t (I)”(E)
[}

3 — —ic 3 e —i€
), 1—pe T 1—pe!

" ; 2T ® (2N B ;

[———¢ (El s] —|——‘;f ()= @ (o) d)_(.-:o)ds+ Esfd)”’(—r-o).
'rcp T—pe—* |, 0% J, I—pe™t p

Mais @”(¢) est continue pour ¢ =o0 et =, a cause de ®"(0) =o; elle

n’est pasforcément continue pour g et 213 Ladéfinition dela fonction @

entraine
D2 —¢) =D"(¢c), O'(m—e)=—d"(¢)
Journ. de Math. (6° série), tome X. — Fasc. III, 1914. 34
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et par suite, en désignant par @, pour abréger, la valeur limite de

®"(¢) quand ¢ tend vers % par valeurs inférieures, il vient

om0 (2 —o) =t (Z o) =m0 (o) = (o).

Donc, en prenant la partie réelle de la formule (38), il nous
vient

PO\ _8af 1 hpr ) _4B___r
(39) (dP“)s:o— P [(l—l—pz)’ (,+P2):;] m p(1+p?)

2 (" /(e)sinede 3 M(D”(s)(x—--pcose)ds
np* J, 1-zpcoss+p’+'n:p“ , 1—2pcose—+ p?

1 (T"(e) — @"(+ o)
npt,J, 1—2pcosg+p?

sine de,

formule qui ne conserve pas nécessairement un sens lorsqu’on y fait
tendre p vers 1. La derniére intégrale qui y figure peut en effet s'écrire

2"@"’(8)—‘1’”’(—{—0)
1—2p cose + p?

TP (e) — D¥ (4 0)
1— 2pcose + p?

singde = sin ¢ de

[ 0

+f“<l)’”(s)+(b’”(+o)
0

S~ sine de.
1— 2pCosE + p

3
D’out il résulte immédiatement que, si ®”(+ o) # o, (%—{g)m quand p
tend vers 1, devient infini du signe de ®”(+ o). Pour que 0 soit
comme il est nécessaire, décroissant au voisinage de p =1, il faut
donc la condition
®"(+o0) <o.

Si maintenant on suppose ®”(+ o) = o, la formule (39) conserve
un sens a la limite, et elle nous donne
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Comme on I’a déja vu plus haut, on a

o™
2T .; ’
f (D’(a)colgda=4f @ (e)ds=—— fo;
0 ]

sine

par suite il reste

. (0°0 2(a —B) ! e £
4 vy 2e—P Z 2d
(40) hm(()p” )g:? - + o 0 D" (¢) cot ~de

T
2 gy .
_2(a—f) 2 )
s T o SINng

1l est donc nécessaire, st ®”(+ o) = o, que l'expression

G o)z e

si on la suppose non nulle, soit négative, pour assurer 4 la concavité
du jet le sens voulu au départ.

Si enfin cette derniére inégalité se transforme en égalité, on devra
pousser le calcul plusloin, et 'onapercoit avec évidence que le procédé
employé précédemment pourra étre poursuivi. En supposant Pexis-
tence des dérivées successives delafonction @ (¢), si n est ['ordre de la
premiére dérivée @ (¢) non nulle pour e= o (ou plus précisément
'ordre de la premiére dérivée dontla limite soit différente de zéro
quand ¢ tend vers zéro positivement), l'allure des lignes de jet au
voisinage de I'obstacle solide sera fixé au bout de n opérations au
plus.

Cela étant, nous pouvons donc dans la suite négliger, pour la con-
sidération des lignes de jet, les valeurs de ¢ voisines de o ou de *1,
ce qui concerne de telles valeurs étant élucidé par ce qui précéde.

Revenons maintenant & la formule (30) qui donne %%) Comme la
fonction de &,

(1 +¢*)sine
(1+ )2+ L sinZe

est la dérivée de
I o 1+ §2— 28 cose
4T 8 T ' alcose’
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on voit qu'une simple intégration par partie nous donnera, en admet-
tant toujours l'existence d’une dérivée ®”(z), ct en supposant { dif-
férent de o et de #= 1,

u
* (14 ¢?)sine
(1) + 4§ sin%e

&' (¢)de

L]

. (I)I(.+_o) |+C /‘ 1+ 82— 28 cose O (e) de
2z °1—C 4{,0 °1+C+2 COsE =
et par conséquent
' T
ndo a  @(+0) 1+¢ : L1842t cose o' e
(42) AdT T i+ a2t log °1—z /E,f ST+ —3f cose D7 (e) de

On voit de suite que, si & (+0) 20, et ®"(c) > o, 7}2— sera toujours

négatif, et les lignes de jet par suite acceptables. Mais ce n’est pas la
un résultat nouveau, car ces hypothéses rentrent dans le cas@’(¢) > o,
dont il a été question plus haut. Mais, au moyen de cette nouvelle
formule (42), on peut obtenir un résultat intéressant le cas ou se
trouve réalisée ’hypotheése

®'(¢) sine = fonct. croissante,
ou bien
. T
P (¢)sine + @' (e)coseZo <entreoet—>,
2

rencontrée 4 propos de la discussion des vitesses le long des parois
solides.
De 'inégalité précédente on Lire en effet

— @' () < @' (¢) cote,

et par suite, en observant que le logarithme qui figure comme coeffi-
cient dans l'intégrale de la formule (42) est toujours positif, il vient
dans ’hypothése acluelle,

ey

T dO® —a @' (+0) 1+ & 1+ {2+2lcose
47{Z’<x+§2 2C logl—C+E A ]O°<1+{’—2Ccose

> D' (e) coteds.
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Or on peut écrire

. 1482+ 28 cose ey
/; "’v(m)“’“q’ (e) e
U

2 te 3
:{ [log <:—-:~§,—1—%> cote | [@(e)— ®(+0)] ‘,0

w{a

5

!

+f0;[«b(e)—d’<+o>][ 108 (i e (e e | e

sin?e 1+§*—2¢ cose (14+8*)*—4¢2cos?

ce qui, en remplacant, donne aprés réductions,

=1

7 dO o 1 : C o . 1+ 82+ 25 cose’
4 dC <- 1 423 + R[ [P(e)—®(+0)] _sin“‘slo" <l+ gt — 2?,‘0()55)

4C (1 + &) cose ]

/

(1 +8*)2— 4% cose
Comme le coefficient de [® (¢) — @ ( + 0)] dans I'intégrale est positif,
Fig. 8.

P.e-"""

P~

Y
2 a1

on voit donc que le second membre sera constamment négatif si ®(z)
est < ®(+o0). Donc

St @' (&) sine est une fonction crotssanle entre o et ;_r’ et st l'on a
Iinégalité
®(e)Z®(+0),

les lignes de jet sont toujours acceplables.
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Ce cas correspond, comme on s’en assure facilement, par exemple
a des solides a parois ondulées; tel est celui indiqué par la figure 8.

EXTENSION AU MOUVEMENT D'UN SOLIDE DANS UN CANAL.

Les divers résultats exposés plus haut, relatifs au mouvement d’un
solide dans un fluide indéfini, sont susceptibles d’étre ¢lendus a4 un
grand nombre de problémes dont l'intégrale a la méme forme (2) que
celle du probléme qu’on vient de traiter : je cilerai notamment le pro-
bléme des jets fluides issus de Uorifice d’un vase donné, le probléeme
des jets limités par des lignes de glissement ¢t rencontrant un obstacle
donné, ete.

Beaucoup plus difficile est I’extension au cas d’un fluide, limité par
des parois fixes, et contenant un obstacle donné. Ce dernier probléme,
comme aussi toute une catégorie d’autres que j’ai signalés dans ma
Note du 24 avril 1911 aux Comples rendus, peut étre cependant
abordé en utilisant les formules générales que j'aidémontrées ailleurs.
Je me propose, dans ce qui va suivre, d’¢tudier spécialement le pro-
bléme du mouvement d’un solide donné dans un canal rcctiligne, le
solide étant symdtrique par rapport & 'axe du canal. Ce probleme a
¢té étudié tout d'abord par U. Cisotti ('), pour un obstacle form¢ de
segments rectilignes, et j’ai donné (?) les formules générales qui per-
mettent de trouver le mouvement correspondant & un solide dont le
contour a une forme donnée. Renvoyant pour le détail de la théorie
aux Mémoires cités ci-dessus, je rappelle sculement ici que tout le
mouvement est déterminé, dans chaque cas, par la construction d’une

fonction
QL) = O(X,Y)+ i T(X,Y)

régulicre dans une demi-couronne circulaire ¢ <|%|<{1, dans
laquelle @ et T ont la méme signification que pour le probléme du
fluide indéfini: © cst P'angle, avec Oz, de la vitesse V du fluide en un

(") Rendicontidel Circolo di Palermo, 1gog.

(?) Annales de Ulicole Normale supérieure, 19123 Journal de Mathéma-
tiques pures et appliquces, 1gui; Bulletin de la Société mathématique de
France, 1912,
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point (x,y), et ¢" est la grandeur de cette vitesse V. En désignant

par @(¢) la valeur de ’angle que fait la tangente a la paroi du solide

dans le sens du courant) avec Oz, au point qui correspond a
’ P q p

Z =" <0<e<g>, la foncti'on Q(Z) est déterminée par des for-

mules que j'ai obtenues sous diverses formes, notamment les deux

Fig. g. Fig. 1o0.
¥ (aq)
RO
)
r) T
(Ww2)
P (A Ay o gIX

(g)

suivantes (p. 377 et 378 de mon Mémoire du Journal de Mathéma-
ligues cité), équivalentes dans la couronne circulaire :

1 @1 .
. i&)t T J) <[—71:10°Z>
(1) o) =2 [ e —; —de
1] — o ——— —
p(mlobz> pﬂs
et

2 (N i0gz — &
3 ([1: logZ - e>

O, g ©
(=2 logZ -+ ¢
in m
Wy

. . 1 ('—.)llogZ——-—-
+£[d’(£+o)~1b(—g~o)Jlog p”
mLoA2 ~(.—’|ogZ+‘ﬂ)
in 2

+ <2";‘2"" logZ+1) () (")

de

(2) 22 :%f ®'(¢) log
0

. . . T
(*) Nous avons fait, en transcrivant cette derniére formule, g, = 3’ valeur

qu'impose ici la symétrie supposée, Voir Annales de I’Ecole Normale, 1912,
p- 144. On a de plus ® (r —¢) =— ® (¢), toujours a cause de cette symétrie.
Enfin les demi-périodes des fonctions elliptiques sont @, et ;.
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Il y a, comme nous le savons, deux sortes de difficultés dans la solu-
tion effective du probléme : I'une concernant les vitesses, 'autre la
forme des lignes de glissement (ou, ce qui revient au méme, concer-
nant le fait que les frontiéres du domaine fluide dans le plan du mou-
vement, ne doivent pas se recouper).

Occupons-nous d’abord des vitesses, qui ne doivent nulle part
dépasser la valeur 1 (valeur & P'infini). Comme on I'a montré au Cha-
pitre I, il suffit de s’assurer que les vitesses ne dépassent pas I'unité
sur les frontiéres ou encore que T est négatif (ou nul) sur les parois
solides (p. et ).

Pour tous les obstacles tels que ® (<) soit négatif, entre o < ¢ <72E
(ce qui est le cas pour tous les obstacles qu’on peut étre appelé & con-
sidérer naturellement), je dis que les vitesses sont toujours accep-
tables sur les parois du canal.

Pour le démontrer, nous partirons de la formule (1), dans laquelle
nous ferons Z = ¢ ¢’ ou

. . o) .
logZ = logq + is =— ;—3 -+ s,
Wy

" o T
et nous nous placerons sur la paroi y,, en supposant o <s< -1l
viendra

4 0)g
.o » <w3+ —s)
Q(geis) = [ ®(c) i .

n? N N
P 6)3+—E-S —p —7?8

On reconnait sans peine que cette expression est imaginaire pure, de
sorte que la valeur de T sur la paroi en question est

ne =4 [Tow— (o 5

™ m-}—&s—)gﬁe
Plos+ P\7

A cause de I’hypotheése de la symétrie, on a

ds.

O(nm—e)=—®B(¢),
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ce qui permet d’écrire, aprés un calcul facile,

W,
0)3+'~
T

T,(5) = f(l)(s)< ;) ><9_’s>de
L

0 + —
3 ,n.> P

e
E]
st
—~
g
+
<

a=2e b=2 <o;ag“~‘,ogb;“'ﬂ),
T T 2 3
T
2
3y T _m. @ , b pa—p(w—a)
( ) (S) g A (E)P(ma‘*‘ )[p(w3+b Pa][‘p(wa‘*‘b)‘—‘ (wi_a)]

Comme a et b sont tous deux compris entre o et %, la théorie de la

fonction p nous permet maintenant d’affirmer qu’on a les inégalités
suivantes :

pa—p(oy—a)>o,

3’(‘”3+@)”“P“<0,

P(w;+B) —plo;—a) <o;

d’autre part p'(w, + b) est positif. De sorte que la derniére expression
obtenue pour T, nous montre cette quantité comme essentiellement
négative, ce que nous voulions prouver.

Voyons maintenant ce qui concerne les vitesses sur les parois @ du
solide, par exemple sur @,. Nous allons démontrer le théoréme suivant :

Pour les obstacles a bords concaves vers le courant, les vitesses
sont toujours acceptables sur les parois du solide.

L’hypothése entraine de suite que, pour 0 <& < g, ® (&) soit néga-
tive et croissante. Supposant bien entendu cette fonction dérivable,
nous prendrons cette fois la fonction Q(Z) sous la forme (2) qui
(Journal de Mathématiques, 1911, p. 379 et suiv.) estencore valable
sur les frontiéres du domaine ou la fonction est définie. A cause de la

Journ. de Math. (6° série), tome X. — Fasc. I, 1g14. 35
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symétrie qui entraine ®’'(n —¢) = — @'(¢), on peut écrire

d’ou, 4 I'aide des formules (Cf. Tannery et Mork, Fonctions ellip-
tiques, XII, 3)

g(a —w)=— e NM50,0a,
da+w)= "7, a,

on tire facilement :

Partie réelle

: log| &=
deP:f o'(e) B
0

=-|— 27, %’Earg(logZ) de.

Or il nous faut étudier les vitesses, c'est-a-dire le signe de T, sur
une paroi @,; il nous faut donc examiner la valeur de T pour
; ﬂ 1 . .

7= e“(o <s<L ;) D’aprés le calcul qu'on vient de faire, le coef-
ficient de ¢ dans Q, pour Z = ¢, est

S

— (S €

%1 TC( +¢€)

o 2 2 (s+e) .
(1) Ty (s)= —f ®'(e) | log| ———— | — 2 —s | de
TJ, T

()
% = (s—¢)
3

[OF
¢ —(s—¢
2t (5 —¢)

w (&)
<’ ’>’
2 2N W
1 Wt

T
@
d<&+&$) P (7)),
T
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en désignant par

a:db<§+o>=—d><g—o> (ofasm),

I'angle que fait avec Oz, la tangente en O & la paroi supérieure w,.
Effectuons l'intégrale

s
z \
f D' (¢) 30—'&’-5(15,
o i

et remarquons que la fonction

;l ) " (]
ft%(ws)_ e;m%’;’(s+e) _ \/p;'(s+s)-—e1

[OX]

.;;(3—8)_ Go— (5 —¢) \/p%(s—-—s)—&

est réelle (non toujours positive) pour les valeurs considérées de s
et ¢. On met alors T, sous la forme

. T \/p%(s+e)—-el
(5) Ty (s) = = @' () log de
° P‘&ﬂ(‘*‘—ﬁ)—'el
m
(2e2) ]
_Eﬁ I 2 T _‘ﬂl(n,

T @ __ O T :

- > Tr |

Ceci étant, on a par hypothése, dans 'intervalle o, E,
@'(e)>o,

et I’on a aussi, quels que soient ¢ et s dans le méme intervalle,

0, o .
PR(—e)>pL(s+e)>e;
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) \/‘p%(s—i-s)—e,
° (O]
\/P?(5~E)~ex

Il en résulte que la premiére partie de I'expression de ', cst essentiel-
lement négative. Je dis qu'il en est de méme de la seconde. A cet effet,
il faut montrer que la fonction

0] @)
(2L 4+ 2
2 T Won

-]
[0 6) T
g <—1 -— ...'.9)
2 T

. o . . e
est toujours positive dans l'intervalle o, 5

par suite

lo

<< 0.

A s .
Les valeurs extrémes de I sont o et + pour s = o ct - respective-
ment; puis on a facilement

dl w | oy W ‘0, oy 10
— = — — 4= —5 —— = ——
ds T l_ ¢ 2 Tt C( 2 T T

d’[__(i’i__ &-4—28)—&— &_ﬂg
dst T q? PA\3 ™ P\2 T /]

Cette dérivée seconde étant visiblement positive, tout se raméne donc
s . dl . . e . -
4 faire voir que —- reste positif,c’est-i-dire qu’il est positif pours=o,
ou encore qu’on a

wy [ L0

._’(2:._1. .._-n1> > o.

03 2

Or ce fait résulte de ce que la fonction auxiliaire
I(=tLs-2
(s)=¢ =S — = s

. . T™ R
est posiive pour s = —, comme nous allons le moutrer. La dérivée
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. . ™ . . .
est croissante dans l'intervalle o, =, depuls — o jusqu’a la valeur
?
! (eyw+ )
T 1% 1/

qui (Tansery et Mork, XXX, 1) est négative; donc J(s) décroit, et,
comme sa valeur finale est zéro pour s ==, il en résulte bien que J (g)
est positif.

Le méme fait résulte aussi, d'ailleurs, de la formule qu’on établirait
facilement

Dans ces conditions I(s), étant croissante, est toujours positive, ce
que nous voulions établir.

Il en résulte enfin que T, (s) est essentiellement négatif et que, par
suite, les vitesses sur les parois solides sont partout inférieures a 1;
d’ou le théoréme énoncé.

De ce qui précede résulte notamment que, pour tous les obstacles
concaves vers le courant, il ne se présente aucune difficulté relative
aux vitesses, qui sont partout acceptables.

Je vais maintenant démontrer le théoréme suivant :

Pour tous les obstacles concaves vers le courant (dés que la tan-

. . , 3 .
gente a la paroi de l'obstacle reste, sur ,, entre o et —}), les lignes
de jet sont toujours acceplables.

Ceci va résulter du fait que la courbure d’une ligne de jet ne change
pas de signe dans les conditions énoncées, la tangente & la ligne de jet
varie continuellement, toujours dans leméme sens, depuis la position
tangente au départ, au bord de la paroi solide, jusqu’a la position
horizontale (& I'infini). Les fronti¢res du fluide en mouvement ne se
recoupent donc nulle part. Comme Q est réel le long des lignes de jet
(T = o par construction), nous allons donc faire voir que, dans 1'in-
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tervalle o, 1: > les hypothéses

b(e) <o, D' (e) > o,

entrainent que — a2 7 soit négatif quand Z varie entre g et 1.

De la formule (2) nous tirons tout d’abord
dQ w, , O W, TR (o
= (I)( )[C(EIOUZ-?E-s)—C<510°Z+—1_r—e)]de

aZ —
200, [ (04 O g (2 10gz 4 2] 4 2
Ry [C< logZ — 2> z”(iﬂlo"Zﬂ_ 2>]+ Y2 @(m),

ce qui se laisse assez facilement mettre sous la forme

7t‘

dQ 0 , . O )y
ARy (I) (e)l <——lo 7— Ee)—Z<EIOUZ+F3>

de

+C()’] oZ+—e—w1>——C<0)1| L—%a+o»,>

26, g 0

Pour abréger |’écriture, nous poserons

0,y (,),
—logZ=u —
i1 o] ’ ﬁ’

de sorte que

7 mf @) [§(e — B)— 8 + B) + L (4 +B— wr) — L(u—f+ )] de

dr. —
[C (u — ﬂ) C(n + (—:1)] 40, ®(n).

Ceci posé, utilisons les formules (Tannery et Mork, VII, 9),

+ —

2z

L +B—w)—=C(u+B)=—wn -+ ; ﬁ%—%

o) —tlu—B)= mrd ZUZB),
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Le coefficient de @' () sous le signe d’intégration devient
) 8

. 1 P+ B) __r(e—pB) -.
“m+2[p(u+ﬁ)'—et J)(u--ﬁ)—-et_l

Effectuant I'intégration portant sur le terme constant — 2, de cette
derniére expression, et réduisant, on trouve immédiatement

U1

(6) d}@: “h fz.dv’(E)[ (e +P) (e —B) ]de

d7. 22 P(lt+f3)—¢‘l——3’(l“—l3)"°':

257 (e 2) e 2) o
7 2 2

Je vais faire voir que, séparément, le coefficient de ®(¢) dans l'in-
tégrale, et le coefficient de « dans le second terme, sont négatifs, ce
qui démontrera le théoréme.

Introduisons les fonctions elliptiques £,,. On sait qu'on a (TaxNERY
et Morx, LIX et LXIII)

pa zgaoa'&aoa‘
pa—e Er0a

Par suite le coefficient de @'(¢) peut s’écrire

2[5%(““5)530(”'—6) . E.-zo(u ‘*‘5)&%(” -+ IG)]

. Ero(u—f) Ero(u—+ )
. 2 [ %10(“+ﬁ)£2o(““"‘@)£ao(“—@)].
T l(u+B) e (e—B) | —Eio(u—P) Eao(u +B) Eso (e +B)

Comme, dans les conditions énoncées plus haut, v+ et u — f§ sont
imaginaires conjuguées, au signe prés, et comme la fonction &,, est
impaire, le produit

Ewo(u + B)&ie(u—B)

est essentiellement négatif, et nous sommes d’abord ramenés & cher-
cher si 'expression

(7) Ewolu~+ B)Es(u—p) ol — B) — &ro(u—B) Eaalue + ) Eso(u + B)

ne serait pas positive.
. 1 3 W
Rappelons que, d’aprés les hypothéses, B varie entre o et — et u



276 HENRI VILLAT.

entre o ct w,, en restant imaginaire pure (puisque Z varie entre 1
et ¢). Dans ces conditions, 'expression (7 ), considérée comme fonc-
tion de u, soit P(u), reste continue, et sa dérivée a pour valeur

Prlu)y=E&,(u—PB)&ou+B)[ Ejo(u+B)+ & (u-+B)
— & (u— B)—E5, (e ~B)],

a cause de la formule connue (7. et M., LXI, 1).
Euo(1e) =—Ego(ue) Eyo ().

Remplacant maintenant les carrés des fonctions £ au moyen de la
fonction p, réduisant et observant que le produit &,,(z — B)%,,(¢+B)
est négatif, il vient ainsi
1 dP
i du

:Sgn%[}’(lt—ﬁ)_l)(“"‘ 8l

Or cette derniére quantité, réelle et continue, ne change certainement
pas de signe quand u et (3 restent dans les limites indiquées; pour

. . . . u oo \ .
obtenir ce signe constant, je puls supposer S et Bposmfs et tres petits;

alors la quantité en question devient trés grande, et sa partie princi-
pale est

2 1 I _ 8uf
?[(u—-{i)2 - (u -+—{3)’] T (£ > 0.

Par suite P («) décroit quand %‘ croit. Or, les valeurs extrémes de P

sont, pour u = o, o
P(0) = 2£,£ 855508,

quantité positive, et pour u = wy,,
P(w)= 510(®3+ B) Eao(w; — B) Eso {0y — (3) - 510(’”3”‘ .6) Eao (w3 + |3) 30 (w3 + B).
Maisona (7. et M., LX, 3 ct 4)

ZIO((’)S—.B):—EIO(@_O)S): aio(@““”a),
Ea(s—B) =—Ca(P—ou)= &o(f + o),
Eso(ms—B) =—Es0(P — 3) =~ 30 (B + o3),
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et par suite (7. et M., LXIIT et VII, 9)

P(o;) =—2&10(ws+ B) Ea (05 + B) Exo( 03+ B) = p' (w3 + 8)

(el““"s)(ez_'en).pl.e.
(PP —e) )

Ceci est encore posilif, puisque p’f est négatif.
Donc le coefficient de @' (e) dans I'intégrale est bien négatif, et le

. ds . .
pu— 3 o
premier terme de — est aussi négalif.

Voyons maintenant le second terme;son signe est celui de I'expres-
sion
] O]
l{:{(u—— —’)—') -—C<u -+ —215 -y,

qu’on meltra facilement sous la forme
1{:c(u+ 92—' +w,> —~C<lt+ %i>~m,

ou encore (7. et M., VII, 9)

j)'<(t+ 2‘-)
1 2
R=-

2 plu+2 e'
J > 1

Cette quantité étant réelle, on a encore

! 6)y ! ()4
o) re-2)

0), - )y ’
1% U+—2_ — € pel It—;— — €,

et souscette forme on retombe sur un cas particulier d’une expression
étudiée précédemment, et qu'on a montrée étre négative ; le théoreme

P

1 ’ dQ 13 - “n
est donc démontré : —7 st négalif.
Avant d’aller plus loin, je vais maintenant élablirun résultatimpor-
tant. Sil'on pose
7 — 4 eu’

Journ. de Math. (6¢ série), tome X. — Fasc. 111, 1914. 36
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on aura sur la frontiére extérieure | Z | = 1,

dT 4O
E=d

Comme la vitesse (égale & 1 au point de raccord d'une ligne de jet
avec une paroi solide) ne doit pas devenir supéricure a 1, il faut que
dT A P e . N

— commence par étre négalif pour s = o, et par suite que la dérivée

a0 . C o , .,
normale B soit aussi négative au point Z=1. On s’assure aisément

que cette condition équivaut au fait que la ligne de jet doit étre con-
vexe vers le fluide en mouvement, au départ du solide. Calculons

d d@ 3 . . l [ . ’ l l ]
onc% au point en question; ou plus precisement, calculons la

dérivée dz(—) — pour Z réel positif, et cherchons la limite de cette
P dp

dérivée quand Z tend vers 1.
Or on a trouvé précédemment, aprés quelques transformations

[form. (6)],

a2 _ o, PlutB)  pe—B)

® 7= ‘Dl(e)[aa(tl+ﬁ)—c, p(u—ﬁ)—c.]de

20,0 A . ,
+ — [§<u -— —)—‘,<u+ ——) +1z.].
a4 2 2

Par un calcul ct des transformations tout semblables, et que je ne

s A v dQ .
reproduis pas, on trouvera de méme, pour la dérivée — au point
ap

Z — Pcis’

T

a2 o, [P T pv+p) pv—pg) -
dp _2n2p£ q’(8)[J)(‘J+@)—01—J)(‘J“'@)‘—C’IJC{?

200, & / ) o
+ = :(»——')',—c(»+ i)%—m]’
7 p 2 2

mais en posant, ici,

[ON 0)y
v==-—logn + —s = —c¢.
ir oF T’ B

Si dans cette formule on fait tendre p vers 1, lintégrale qui y
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figure n’a généralement pas de sens; mais, avant de passer & la limite,
on peut écrire

3
2

' piv+B) p(v—p) ]
fom(e)[pw%—.ﬁ)—‘cl p(v—@J—ex_ds

:fol;[qﬂ(s) —(I)’(s)][---]de+@’($)[§[“']d€'

Le coefficient de ®'(s) est (T. et M., VII, 9)

2f [Ev+B+w)—Lv+B)—C(v—B+ou)+E(v—p)]de

ou bien
T
g_ff[]o d(v+ﬁ+m,)d(v——-ﬁ+m,)]2
ON J(v+pB)s(v—P) 0
ou encore
~< 30)1),-4»
1Y 4+ — }3-Y
2T 2
log

Orona (T. et M., XII, 2 et 3)
(v 3_0')‘_)—_ M'(\H%)d v—&>
(‘i— 2 = e > 1
c(V+w,) =—eWWsdw,ov.

Donc I'expression ci-dessus devient

21rlo — e, g%y 2T loesw, — lo -—dfy +(2)\+I)I.TE
— : —a2lo
W) & Gtw Ty W, o er go"v -

en désignant par A un nombre entier dont la valeur n’importera pas.
Cela posé, on voit qu'on peut écrire, en faisant tendre s vers zéro,
et en supposant que ®'(s) tende alors vers une limite (finie ou infinie),
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que nous désignerons par @’ (+ o),

aN e o — B~ plv+B) pv—4)
(%)= 5 | woveal [t - S Ee58a

2y

(1.4
+ P (+0) [mm,— 2logdw,— log% +(21+|)[n]

Tp
20w, W, AT .
w3 (=) =s( 4 % )rn ]

v désignant maintenant % logp, et’entier A étant tel que le coefficient

de @ (+ o) soit réel.

On apercoit alors que l'intégrale qui figure dans I'cxpression pré-
cédente a en général une limite bien déterminée quand o tend vers 1.
Mais le coefficient de @’(+- o) dans la partie intégrée devient infini
négatif dans les mémes conditions (v devenant nul). Si donc & (+ o)

est positif, la valeur limite de <%> estinfinie négative, et il n’y
s5=1

a pas de condition nouvelle & ¢éerire. (Clest le cas notamment pour
les parois concaves vers le [luide en mouvement, et pour lesquelles on
a partout sur @,, ¢’ (g) > 0.)

Si au contraire ¢'(+ o) est négatif, (%) est positif et la solution
=1

correspondante est par suite inacceptable. D’ot1 ce théoréme :

1l est nécessaire que O’ (+ o) soit positrf ou nul pour que la solu-
tion correspondante soit acceptable.

Dans le cas ot @' (+ o) =o, il est, de plus, nécessaire que la valeur
4814

limite restante pour — soit négative ou nulle, ce qui donne la con-
. d ' ’
dition

2 P -1?5 ®
(1) f (I)'(a)——-———~—-de+za<nl———zc--')_§_o.
0
Le cas des proues correspond au cas limite ot cette inégalité se

transforme en égalité. En effet, si I'inégalité est vérifi¢e, il résulte
d’une démonstration que j’ai donnée ailleurs [Surle mouvement d’'un
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liquide dans un canal renfermant un obstacle (Annales de IEcole
Normale supérieure, 3¢ série, t. XXIX, p. 127-197); voir p. 170],
que les lignes de jet se détachent des parois solides avec un rayon de
courbure nul. Pour qu'on ait affaire & une proue véritable, d’oti les
jets se détachent avec un rayon de courbure [ini, I'inégalit¢ (I) doit
donc se transformer en ¢galité.

On peut alors montrer, dans ce cas, que le rayon de courbure des
lignes de jet aux points de détachement d’avec le solide est égal au
rayon de courbure des parois solides aux mémes points. Le calcul est
analogue a celui qu'on a développé ici page 260.

Utilisant les résultats précédents, nous nous proposons maintenant
de démontrer Je théoréme suivant :

Pour tous les obstacles convexes vers le courant, jusque et Y
compris le cas des proues, la condition nécessaire (1) suffit a
assurer des lignes de jet partout acceplables, c'est-d-dire partout
convexes vers le fluide en mouvement.

Par hypothése, dans l'intervalle o, =, ®(z) est négatif et décroissant;
2
LX) et 3 , Wi . v . 0)| oo 9 ’
dans 'inégalité (T) ot p' =" ¢ est négatifct p —e—e, positif, I'inté-
grale est positive; d’aulre part, nous avons déja vu plus haut que

w @) o ' .
2( ;‘ — 1, est positif; on peut donc ¢crire, avec les deux membres

positifs,
®
a (2 o —2—1 — ‘n,>

;)

P — ¢
f D' () —————— (e,

v

J)—E'—*e1
d’oti 'on tire
T p/&)(8
2 2 P —
(9) 2a<zc%-n,> K fb’(e)_.)_ﬂ__a’e,
0 p—ﬂle——e,

en désignant par K un nombre plus grand que 1, ou égal & 1 dans le
cas limite d'une proue.

Ceci posé, il nous faut démontrer que, le long d'unc ligne de jet,
A, par exemple, la convexité est toujours vers le fluide en mouve-

ment; cela revient & dire que 7 sﬂdon ¢tre négatif, quel que soit p

entre ¢ et 1. Or, entre ces limites, on a [form. (6) ou (8)], en posant
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ll—_‘—.llogp et ﬁ—_—e,
(414

i

QN _ ey T prle+pf)  _pe—P) 1,
<dp>.«=o_21r29fo ¢ <s)[p<u+{3)—~e1 p(u—ﬁ)—e:] i

209 & Wy )4
+ o [C (tt—;) — C(u + -2—> +n,].

Par suite, en éliminant « entre cette égalité et I'égalité (g9) qu’on
vient d’écrire,

e (L@ aQ
(o) T2 (2% =) ().,

YN S ©p'(u+B) Pla—pB) -
_/0 ¢ (8)!-2'(2C';1—‘ﬂ1) [P(“‘*‘@)—"t —P("—'ﬁ)‘b’lJ

04 )\ | P8 |
+K[§<u——-—2—)—t<u+;)+ n,] J)B_e”de.

Je vais faire voir que cette intégrale est négative.

A cet effet, je démontrerai que le coefficient de @' (¢) dans le second
menmbre, cocfficient qui se présente comme une différence de deux
quantités positives, est toujours positif quels que soient « et 3 dans les
intervalles que I'on sait. Appelons S ce coefficient, je vais d’abord le
transformer par l'introduction des fonctions§,,. Onavu déja(cf. p. 275)
qu'on avait

plle+pB) p'(u—p)
plu+f)—e  plu—p)—e
— 2[520(“% B)Eso(u+P) _ Eao (10 — B) Epo(u — B)] ,
Ero(u+B) Ero(ee—f)

de méme (p. 277)on a
§<a—-%>— C<u+%>+m
o) rfes) o)
; ] :?; : w4 - 0y
p<tl+—2— — e —‘p<!l+-; — e P u——-;)—e,
[olrs)a(=2) wlsu(—2)
] I ——-

o E
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puis
p'B Eeoﬁiwﬁ
PB—e i
et enfin on a aisément
) P 0 (x)
Pl"I gzo -t Ew !
I 2 2
2C L —gy=— - = s
2 ) . 0)
P I ¢ Sro Y

(11) S——C,zo 2 S0 Lézo(ﬁﬂ—“)éun(ﬁ*‘“) Eao (p~uw ‘330(5"“)-'
T EalB+ ) (5 — )

2

Ezoﬁ twﬁ
4+ K== ﬁnoﬁ

) » (1’1_‘_[‘25 <(f;1+u>+E_20<%'——u>'€30<%—u>- .
(5 o3

/

Observons que les facleurs placés devant les deux crochets sont
réels, et que le premier crochet est la somme de deux imaginaires
conjuguces; il en est de méme du second crochet, mais, dans ce der-
nier cas, les deux imaginaires conjuguées en question sont toutes deux
égales & la quantité, évidemment réelle,

C(o—:i + u> C(—— -— u> — .

Cela étant, I'inégalité S > o serait certainement exacte si les deux
inégalités suivantes

. 5 " Q) ., [4) fe) -
&0 Em@ézo( -+ “> 530( -+ U> G20 ;, 30 ; (B+u)ly(l +u)

2

o, A = . W) ’
QIOBCIO( U) ’lo‘)-ino(ﬁ'*“(/
r v e O, ©) . ~
Q‘zoﬁ 30(3@20("‘ —u> Gso( : > gztlfj43ojlézo(5-U)Ew(f’—ll)
" , w, > . 0y, ’
£10B &1 > —u 410 "—Qlo(t-’—“)

qui se réduisent d’ailleurs a4 une seule, étaient démontrées. Or ces



284 HENRI VILLAT.

B (n r')l - 0y
f ( —+ “)Cu)(_ -+ l’> o
\ 2 R

“ o) w)z By . O
sl e ey

indgalités sont équivalentes &

(B -+ “)tw(@ } u)fm{i
Qm(\J -+ U)Czoﬁfwﬂ

ou bhien encore i

E%nﬁ E'.m(ﬁ —+ "’)E,'zu({a - ”)2.’«0((5 -+ 1) zuu([e — )
EhoP et Eo(B+w)l(f—u)
; [ON . G)y >:. 0y " ) . )y
79 7 ol
- — )Gy | — — ) <y — " ] — —u
- Clo p QQO( P CEU =0 {7 + G\
ya Wig, 2 [ - [0
Ciq TZ‘E.:;OTA' C1o Y Ll A AT Y u

Comme le sccond membre de cette derniére ne differe du premier

. ’ o 0)] . L
que par le fait que B y est remplacé pat P et comme {3 cst inférieur

y @ T '
a ;1 nous nous trouvons ramendés 4 montrer (ue la fonction de §,

, . ¢, B 220({34-“)Euo(@"”-)an(ﬁ“*"”z-’w(l@_")
(2) P =775 Eolfp + @) o (B — ) ’

est croissante dans Uintervalle o, - Utilisant la formule (7% ct M.,
LXV, 1)
E&*{a _ 63( b

Eov(a+ D)Egv(a — ) = —
GoY( )C.o(( ) '“("y"ﬂa)(b’y—(f“,)-(.yrtﬁ‘,“ylz’

nous transformerons d’abord P commeil suit :

P(B) = £.B 1—(es—e) (e, —e)Er,Bid,u

i3, P& & — iy u
< !-—(e:s——f‘n)(ezi-jcz)'ﬁ.ﬁ:§@€?.;llt i Pk ’
gi.p—&,u L—(ey—e)(er—e)és BEG u
ou encore

P(ﬂ);—_ I+ (Cl“ez)gfz—y‘;n)zﬁa”5323
1—Coau Ey
1_(0—('3\((’—€J grouztp """Cfﬁlugmf’
g“llgiuia 1— (¢, —ey) (¢, —ey)é7, uf olp

,

Iixprimons toules les fonclions de & au moyen de & en nous
[ | 10My
servant des formules

et il f=ea+ b =a+Ep(=05)
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11 vient simplement

aﬁfo@{(e«—ee)[w(ez—ea)sgzu].;.g_gom g
(13) P(ﬁ)'—’% ad e St L 11,4 U 1.0

(es—er+EloP)(e1—es+Ef B [T —(ey—er) 5 u— &5y uki, Bl
X [1—(e1—e;) £ u—Ed  uEd B [E] o B— (ey—en)(er — €3) £, 4]

Orona(T.et M., LIX, 6)

1+ (e,— e;)E2, u =82, u,
1— (ey—e3) el u=2E2u,
f— (i o) B3y =,

) 1 — (e —e3)é2e=2¢E2u,
pUlS

Elau—El,ult B=CEu(l u—E1,B),

Efsu"_ag:s“i?oﬁ: 53:;"(5?0 w— E?oﬁ)'

Remplacant et simplifiant, il reste

—_D Eapleéysu

(14) Pi(ﬁ)—r(5)<—:?f:;~>
— %np[egoﬁ+(et*c})ggeu][E?oﬁ"“(et"‘eit)ggau]
{(Efoﬁ_‘*‘cl*ez)(5?05‘*‘81—03)(5?05—E?o“)"
X [E1,B — (61— €y) (e1— €3)E3 u] §

le quotient mis en évidence comme facteur de P () étant indépendant
de § et positif.

La fonction P, (§3) étant ainsi préparée, séparons Pexpression obte-
nue en deux facteurs, de la facon suivante :

(15) Pi=P,x P,
avec
I)2= _ i, .:Op .
(16) BB — (=) (=) £, a]
4

T e t[E - (e—e) (e1—€)E u] + (e — &) (€, — &)
(17) p3:[éfoﬁ+.(qel’“'ez)£§zu][g;{:oﬁ"‘(‘?l_e?»)g;z”]
(Eiob+ei—e) (B +er—e)
— tz+[(c,-—ez)ﬁg,_,u+(e,—e3)'5§3u]t+(e,—-e._,)(e,—es)
B+3eit +(e,—e)(e,—ey) ,
Journ. de Math. (6 série), tome X. — Fasc. I, g4, %7
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o

ol I'on a posé

t=E3,p.

. . ] . ® . ’ .
Cette variable ¢, lorsque {8 varie de zéro & ~}» varie en décroissant de-

puis + o jusqu'a (e, +\e, — e, Ve, —e,)".

On reconnait sans peine que P, est une fonction décroissante de ¢,
et par suite une fonction décroissante de §; de plus, il est visiblement
positif.

Quant & P, qui est aussi positif, sa dérivée par rapport a ¢, a le
signe de

[(ex— )&l e+ (er— )i u — Be][(er— ) (1 — €3) — 2]
Le second facteur reste négatif dans l'intervalle de variation de ¢;
quant au premier facteur, on peut I'écrire sous la forme

(et—ez)zgz’l'*‘ (e1—e3)E5 u— (e1—e;) — (e—ey),

ou encore :
(e1—e3) (3,1t —1) + (€1 —€3) (§} 00 —1)
et, par suite,

eg‘—'e3 (,’3——6.,
e — e,) —> e — ey 22
(ex 62)pu«e2+( : ps)pu—e,,’
ou enfin aprés réduction
e,— pu
e,—e;)? .
=) el —e

Or cette quantité est essentiellement positive quel que soit u dans
I'intervalle o, w,, puisque alors pu est inférieur 4 e,. Donc P, est une
fonction de ¢ décroissante et par suite une fonction de {} croissante.

Enfin le produit P, P, est une fonction croissante de @, et la fone-
tion P (B) également, ce qu'il fallait démontrer.

Restant encore dans le cas des proues convexes, la condition (I)
est-elle suffisante pour écarter également la difficulté relative aux
vitesses; autrement dit, suffit-elle & assurer la validité de la solution?
Je me propose de montrer qu’il n’en est rien, quelque probable quele
fait paraisse cependant a priori. Je ferai voir, a cet effet, qu'on peut
trouver un point Z = z¢“ (p étant voisin de 1, mais inférieur a 1) et
des fonctions @ (¢) satisfaisant & la condition (I), avec, bien entendu,
® < 0, ¥'(c) < o, donnant naissance & une solution pour laquelle T
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serait positif, c'est-a-dire la vitesse plus grande que 1, au point
considéré.

Partons de la formule (1) et posons

Z = pe’s,
on a immédiatement '
) ' 13} 13 4
T="L [ @ e+ et ~Llog
amt J (&) ) ¢ m + iR 08P
) W, @) 3 0y ()¢
4% —5 — — —logn) —2 -.—lo«)
5<71: T in "') Z( in 5P
) 2 »
-+ §<;‘9 —TJ — —’—Hng())

a7} )y )y 0)| 06}y
+ (——s——-a———,—-lov — ol | —s — —log de
:. n 8P ¢ T in 5P K

.

ou mieux, puisque 'hypothése ® (= — ¢) = — @ (¢) entraine

» TC
f P(e)de = o,
0

6)y
— logp = u,
T '

> i G 0 (s
=L / d’(e)l §<ﬂ‘s+ia+ ze>+(§<gs~{—)—'a+u>
o T i T T

272, T

® ® o ®
+-C ils—l—~'a~u>+§<ﬁs——'s——u de.
n T I T

Un calcul simple, basé sur la méme hypothése, conduil & transformer
cette expression en la suivante :

el en posant

Tz;‘%fo Q@) ((a+u)+C(b+u)+C (a—u)+L (b—u)
—{a+4u)—%(b+u)—§(a—u) = (b— u)] de,

en posant
a [OT) + [T} c
= — s+ — &,
® w
b=—"s— Zlg,
T T

et en utilisant des formules telles que

{lat+u—un)=C(a+ u)—ma,.
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Appelons Q (¢) le coefficient de @ (¢) sous le signe somme; on a (7. et
M., LXIII, 5)
1 p'(a+u)
C(a+“)"c1(a+“)——;m’ seey
et par suite

_ 1 P (a+ u) 1 pla—u)
Qe) = 2 pla+u)—e 2 pla—u)—e
1 po+u) 1o pib—uw)

—_— . —————————— — e —

2 p(b+u)—e 2p(b—u)—e

Donc Q(&)de est la différentielle de la fonction

___ = [plat+u)—e][pla—u) —e]
M) == S p T —alp b —a) ]
Elo(a"'u)&m(”—u)
am(b‘*‘“)élo b—u)

On peut done écrire

el

[@(s>n<e>10—gi @' (¢) R(¢) de

0

Pour ¢ = 0, on a R(¢) = o, puisque alors @ = b; donc enfin il vient

P [ON - [OX) )y
n N 10 —s+9+ So| —s+ - —u
21‘:T::—(l)< )Iog -
.

;—0 Y G)| )y )
Guol = Lsm 2wy, _7f.—s~_:->,— —u
on a+w)i(a—u)
~+ (l)' dz.
f PE(b+ )i (b — u)

Mais la formule (9), démontrée auparavant, nous permet d’écrire

z 1O
/W, : p?-
—20 ——o 2{ - —un, | =K [ @ (e)————ds,
2 . o R
Tle —
1
avec
K21
Orona
. Gy« Wy
. f,::o ’an
2Ci)~’—-n,:_' 2
2 )y
G1o
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et
, Oy w1 Wy
— —ef3—¢
P p 2 2520 pm &0 p
= — "
P—E—¢ Ero e
d’ou
Wy .. W ul w Wy O
n Ego 7&30"2" 2 QZO;EEM ? €
d»(-—o) —K [ @) de.
a o : o
v 10

Transportant dans I'expression de T la valeur de ® (7—; - o) donnée

par cette équation, nous en concluons finalement

. ® ® .
5.20—15530—15 é:o';‘

™
2
27rT=f @' (e)de] K L T
[]

AN L, W,
o p £ 5 530
[an )y Wy ®
E:o("‘s“ o +u> 510("“3"‘ el u)
x log d ;r 2
; Wy 1 1 1
=54+ =2 4u —Ls4+2—u
5“’(7: >Eto<ﬁ )
Wy 1 Wy Wy
E‘(,(——s——e+u>£,o(—s——e—u)
s
.—.[og (TE s .
w

Or si l'on suppose u petit, c'est-a-dire p voisin de 1, la fonction
écrite dans le crochet devient, comme son second terme, trés grande
et négative pour e voisin de s. Sil’on fixe pour s une valeur numérique

’ s o . .o .
entre zéro et -, on peut donc choisir p assez voisin de 1 pour que le

crochet soit une fonction de ¢ négative dans tout un intervalle de
valeurs de ¢, voisines de s.
Déterminons alors une fonction ® (¢) par la condition d’étre cons-

tante dans l'intervalle o, g » & I'exception de D’intervalle partiel ou le

crochet est négatif; et dans ce dernier intervalle ¢, €,, prenons pour
®(c) une fonction négative, décroissante depuis une valeur ®(¢,) jus-
qu’a @(e,), ces deux derniéres étant comprises entre — « et zéro; ®(e)
sera alors pris constamment égal & ®(¢,) dans l'intervalle zéro, ¢, et
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4 ®(¢,) dans l'intervalle ¢, g Enfin, assujettissons ®(¢) 4 satisfaire la

condition (g), qui devient ici

E 3530
—O(ey) ———— >f - (D'(e) g de.

Toutes ces conditions sont parfaitement compatibles, comme il est
facile de s’en assurer; rien n'est plus simple que de former une
fonction particuliére de ¢, qui vérifie toutes ces conditions.

Pour une telle fonction ®(¢), il est clair, d’aprés les calculs précé-
dents, que la valeurde T sera posmve au point Z = pe™; ceci légitime
évidemment I'assertion énoncée ci-dessus.

Il est & peine besoin de faire observer que, par le fait méme, la pro-
position énoncee page 253, relativement au cas du fluide indéfini, et
qui rentre comme cas limite dans celui qu’on vient de consgdﬂer, se
trouve légitimée a posteriori. : '



