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LES GROUPES PROJECTIFS CONTINUS REELS, ETC. 

Les groupes projectifs continus réels qui ne laissent 
invariante aucune multiplicité plane; 

PAR E. CART AN. 

J'ai indiqué dans un Mémoire précédent (') comment on pouvait 
former tous les groupes linéaires continus ne laissant invariante aucune 
multiplicité plane. Dans ces groupes linéaires les paramètres et les 
variables étaient supposés complexes. Dans ce qui suit, je m'occupe 
du cas où les paramètres sont réels, ainsi que les variables. Je suis 
amené d'abord à résoudre le même problème pour le cas intermédiaire 
où, les paramètres étant réels, les variables sont complexes. Chaque 
groupe tj de cette dernière espèce à η variables complexes donne alors 
naissance, soit à un groupe réel G à «variables réelles, soit à un groupe 
réel G à 2 « variables réelles ; on est dans un cas ou dans l'autre suivant 
que le groupe (j laisse ou non invariante une aniiiiwolution de 
première espèce. 

J'indique comme application la composition des groupes projectifs 
réels qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane et qui sont à 
8 variables (homogènes) au plus; je donne les indications permettant 
d'étendre ces résultats jusqu'à 12 variables, et il n'y aurait aucune 
difficulté à les étendre à un plus grand nombre de variables. 

Les résultats obtenus peuvent avoir aussi leur application dans la 
question de la représentation des points imaginaires par des figures 

(') Bull. Soc. math. France, t. XLl, 1913, p. 53-96. 
19* 



L5O Ε. CAUTAN. 

réelles ('). D'une manière plus précise, le problème que les résultats 
obtenus permettraient de résoudre est le suivant : 

Étant donné, dans un espace à points complexes, un groupe pro-
jeclif continu Γ, ne laissant invariante aucune multiplicité plane 
complexe, représenter, dans un autre espace réel, les points com-
plexes de l'espace donné par des figures réelles, de telle sorte que par 
cette représentation le groupe Γ devienne, dans le nouvel espace, un 
groupe projeclif réel ne laissant invariante aucune multiplicité 
plane réelle. 

Ce problème admet une infinité de solutions. J'indique les plus 
simples dans le cas du groupe projeclif général, du groupe quater-
nionien et des groupes hermitiens de l'espace complexe. 

I. 

Nous désignerons par la lettre ij un groupe linéaire et homogène 
continu à variables complexes et à paramètres réels; ce groupe sera dit 
d'ordre (réel) /· si ses transformations dépendent de /-paramètres réels 
arbitraires. Nous désignerons par la lettre Γ un groupe linéaire et 
homogène continu à variables complexes et paramètres complexes; 
ce groupe sera dit d'ordre (complexe) r si ses transformations dépen-
dent de /- paramètres complexes arbitraires. 

La transformation infinitésimale la plus générale d'un groupe ç 
d'ordre /-est de la forme 

(0 f H- e%rL.tJ -+-··.-1-

où e
K
 c

3
,..., e

r
 sont des nombres réels arbitraires, et où Z,/,..., rL,.f 

désignent /-transformations infinitésimales qui ne sont liées par aucune 
relation linéaire à coefficients réels. Les coefficients de structure ciht 

du groupe sont réels. 

(') Citons pour orienter le lecteur dans les recherches récentes relatives à 
cette question, deux Mémoires déjà anciens de C. SEGRE, Atti delta R. Accad. 
Torino, t. XXV, 1889-1890, p. 276, 43o, 592, et Math. Ann., t. XL, 1892, 
p. 4i3. 



LES GROUPES PROJECTIFS CONTINUS REELS, ETC. 151 

A ce groupe (j* on peut associer le groupe Γ dont la transformation 
infinitésimale la plus générale est définie par la formule (i), en con-
venant d'y attribuer à e

n
e.

2
,..., e

r
 des valeurs complexes arbitraires. 

Ce groupe Γ peut être d'ordre (complexe) /·, mais il peut aussi être 
d'ordre inférieur à /·. Ce dernier cas se présentera quand il existera 
entre Z,/, ..., Z

r
/ une ou plusieurs relations linéaires à coefficients 

imaginaires. 
Comme les transformations Ζ,/,..., Ζ,./ne sont définies qu'à une 

substitution linéaire près à coefficients réels, on peut supposer que 
toutes les relations linéaires à coefficients imaginaires qui existent 
entre Z,/,..., Z,./se déduisent des relations 

7's+if + o, 

7js-\zf h- ' ^,<+4 y — ο ) . . . 
........................... 
7j

r
_\J -+- O. 

Il est alors facile de voir que la transformation infinitésimale 

Z,+i J cvZ,./ 

engendre un sous-groupe invariant γ de On a en effet 

(ΖΑ.Ζ,+Ι) + ί(Ζ,,Ζ
ί+ί

) = ο (A = I,2, ...,/·), 

ce qui montre que (ZA.Z#+<
) et (ZAZ

J+a
) sont des combinaisons linéaires 

de Z
J+)

/,..., Z
r
f. Toutes les transformations de ce sous-groupe 

invariant appartiennent à la fois à et à Γ. 

II. 

Si le groupe (j ne laisse invariante aucune multiplicité plane, il en est 
de même de Γ. Or on sait (') que tout groupe linéaire, à paramètres 
et variables complexes, qui ne laisse invariante aucune multiplicité 
plane, se décompose en un certain nombre de sous-groupes invariants 
simples, échangeables entre eux, un de ces sous-groupes invariants, 
mais un seul au plus, pouvant être le groupe à un paramètre (complexe) 

(
J

) E. CAKTAN, Ann. Éc, Norm., 3
E série, t. XXVI, 1909, p. 147. 
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engendré par la transformation infinitésimale 

-ÈL+rÈL+ + -4L. 

En conservant les notations du paragraphe précédent, on voit que 
le groupe Γ, qui est engendré par les transformations infinitésimales 

^lfi ···» ^sf'i ^.1+iJi ^4+3/1 ···> 7Jr- \fi 

se décompose dans le sous-groupe invariant γ et un autre sous-groupe 
invariant F qu'on peut supposer engendré par les transformations 
infinitésimales 

Z./> ^2 /·> ···> z,/. 

Par suite, le groupe (j se décompose dans le sous-groupe invariant γ 
à paramètres complexes et le sous-groupe invariant ij" à paramètres 
réels engendré par les transformations infinitésimales 

ζ,/, ζ2/, ..., ζ,/. 

Le groupe γ peut lui-même se décomposer en sous-groupes simples. 
Chaque sous-groupe invariant γ' de F est défini par des équations 

linéaires en e
n

 c
s
. Si ces équations peuvent être écrites de 

manière à avoir des coefficients réels, il correspond évidemment à γ' 
un sous-groupe g' de (f et l'on peut choisir les paramètres de γ' de 
manière que les transformations de g' s'obtiennent en donnant à ces 
paramètres des valeurs réelles arbitraires. 

Si les équations linéaires en e
{

, e2,..., e
s qui définissent γ' ne 

peuvent pas être écrites de manière à avoir tous leurs coefficients réels, 
il existera évidemment un autre sous-groupe invariant γ' de Γ' défini 
par les équations complexes conjuguées. Ces deux sous-groupes γ' et γ' 
ont évidemment la même structure. On peut, par suite, choisir les 
paramètres de ces deux sous-groupes invariants de F de manière que 
les transformations de g' s'obtiennent en donnant aux paramètres 
correspondants de ces deux sous-groupes des valeurs imaginaires 
conjuguées. 

Il résulte de là que les sous-groupes invariants de Γ se partagent 
en trois catégories : 

Les sous-groupes delà première catégorie sont définis par des trans-
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formations infinitésimales, combinaisons linéaires de Ζ
ί+
,,..., Z,./. 

Les sous-groupes de la seconde catégorie sont engendrés par des 
transformations infinitésimales indépendantes qui sont des com-
binaisons linéaires à coefficients réels de Ζ</,..., Ζ

s
f. 

Les sous-groupes de la troisième catégorie, conjugués deux à deux, 
sont engendrés par des transformations infinitésimales indépendantes 
qui sont des combinaisons linéaires à coefficients imaginaires de 
Z,/,..., Z,/. 

On peut, de plus, choisir les paramètres de ces sous-groupes de 
manière que les transformations de Cj s'obtiennent en donnant aux 
paramètres des sous-groupes de la première catégorie des valeurs 
complexes arbitraires, aux paramètres des sous-groupes de la 
seconde catégorie des valeurs réelles arbitraires, aux paramètres de 
deux sous-groupes conjugués de la troisième catégorie des valeurs 
complexes conjuguées arbitraires. 

D'ailleurs, les sous-groupes de Tune ou de deux des trois catégories 
peuvent manquer. 

Les transformations infinitésimales indépendantes qui servent à 
définir chacun des sous-groupes invariants de Γ ont été définies, dans 
le cas de la première ou de la troisième catégorie, à une substitution 
linéaire près à coefficients complexes ; dans le cas de la seconde caté-
gorie, à une substitution linéaire près à coefficients réels. 

III. 

On sait former tous les groupes Γ ne laissant invariante aucune 
multiplicité plane ('). Si Ton connaît les structures des sous-groupes 
invariants de Γ, on construit pour chacune d'elles un groupe linéaire 
ne laissant invariante aucune multiplicité plane. Si alors on désigne 
respectivement par 

CClt · ' ' ι Xpi 
.Vu yn · · · ) y<7> 
«1, · · · » 
........ 

(') E. CARTAN, Bull. Soc. math. France, t. XLI, 1913, p. 53. 

Journ. de Math. (6' série), tome X. — Fasc. II, 1914. 
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les variables transformées par chacun de ces sous-groupes, les variables 
transformées par Γ peuvent être désignées symboliquement par 

XiyjSk..' (ï = 1, a, y = i, a, .. .,g; /r-i,2, ...)» 

en ce sens qu'elles sont transformées par Γ de la même manière que 
les produits XiyjZk... sont transformés linéairement entre eux quand 
on effectue respectivement sur les a?, y) s, ... une transformation 
arbitraire de chacun des sous-groupes donnés. 

Il résulte de là et de ce quia été dit au paragraphe précédent, qu'on 
saura construire tous les groupes (, qui ne laissent invariante aucune 
multiplicité plane si l'on sait, pour chaque type donné de structure 
simple (complexe) d'ordre r, déterminerde la manière la plus générale 
possible r transformations infinitésimales indépendantes telles que les 
coefficients de structure correspondants soient réels. Une telle déter-
mination définit en effet un groupe à r paramètres réels. Nous dirons 
que deux groupes à paramètres réels ont la même forme de struc-
ture si l'on peut rendre identiques leurs constantes de structure par une 
substitution linéaire à coefficients réels effectuée sur les transfor-
mations infinitésimales indépendantes de l'un des groupes. 

À chaque type de structure complexe d'ordre r peuvent appartenir 
plusieurs formes de structures réelles d'ordre r. On connaît, en par-
ticulier, toutes les formes de structures réelles qui appartiennent aux 
différents types de structures simples ('); nous y reviendrons plus loin. 

Le problème de la détermination des groupes G qui ne laissent 
invariante aucune multiplicité plane estainsi ramené à deux problèmes 
déjà résolus : i° celui de la détermination des groupes Γ qui ne laissent 
invariante aucune multiplicité plane; 2° celui de la détermination des 
formes de structures réelles appartenant aux différents types de struc-
tures complexes simples. 

IV. 

Occupons-nous maintenant des groupes linéaires réels, c'est-à-dire 
des groupes continus de substitutions linéaires à coefficients réels et à 
variables réelles. Nous désignerons un tel groupe par la lettre G. 

(U J'ai effectué cette détermination dans un Mémoire qui paraîtra prochai-
nement dans les Annales de l'Ecole Normale. 
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Si nous regardons les variables de G comme des quantités complexes, 
nous aurons un groupe fi'. Si le groupe G ne laisse invariante aucune 
multiplicité plane (réelle), le groupe ç peut aussi ne laisser invariante 
aucune multiplicité plane (complexe), mais il peut en laisser inva-
riante au moins une. 

Dans le premier cas, nous dirons que çh ou tout groupe transformé 
de q par une substitution linéaire à coefficients complexes, est associé 
au groupe G. Le groupe G sera dit de première classe. 

Dans le second cas, soit 
( X ) Ζ j — Ζ 2 , . . — ο 

les équations d'une multiplicité plane invariante par 9', les premiers 
membres z

{
, ζ.,, ..., z^ étant des combinaisons linéaires, à coefficients 

complexes, des variables .χ·,, χ·2, ..., x
n
 de G. Il est bien évident que (/ 

laisse aussi invariante la multiplicité plane imaginaire conjuguée (') 

( 2 ) Ζ γ Z% Λ»y ΖΞΞ Ο. 

Les 2ν équations (1) et (2) sont indépendantes; sinon, en effet, les 
équations qui se déduisent à la fois de(i)etde(2) représenteraient une 
multiplicité plane réelle qui serait évidemment invariante par G. De 
plus, η = 2ν, sinon l'ensemble des équations (1) et (2) représenterait 
encore une multiplicité plane réelle qui seraitirivariantepar G. Enfin, 
le groupe Cj ne laisse invariante aucune multiplicité plane autre 
que (r) et (2), sinon on en déduirait l'existence d'une multiplicité 
plane réelle invariante par G. 

Supposons que le groupe G soit engendré par les r transformations 
infinitésimales réelles indépendantes 

X,/, X2/, X,·/. 

En exprimant χ·,, χ*,, ..., x
a
 au moyen de z

t
, ..., s

v
, r,, ..., z,

n
 on 

aura évidemment 
χ,/^ζ,Ζ+ζ,/, 
................ 
X,/ — LrJ hrfi 

(*) Dans tout le cours de Particle, nous désignerons par a la quantité com-
plexe conjuguée de u. 
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les Ζ
α
/ ne dépendant que des variables z, les Za/ ne dépendant que 

des variables z et ayant des coefficients conjugués de ceux des Ζ
α
/. 

Les transformations infinitésimales Ζ,/*, Z
r
/ engendrent un 

groupe (j à paramètres réels et variables complexes ; c'est celui qui 
indique comment g transforme entre elles les quantitész{

, z2, ..., sv. 
Il est d'ordre (réel) r, car si les transformations Z,/, TL

r
f étaient 

liées par une relation linéaire à coefficients réels, il en serait de même 
de Z,/, ..., TL

r
f et, par suite, aussi de Xitf, ..., X,./. Il ne laisse inva-

riante aucune multiplicité plane ; si, en effet, iL en laissait une inva-
riante, par exemple (ce qu'on peut toujours supposer) 

— · · ·— ~·/ι— 0 ( Λ < 

le groupe G laisserait invariante la multiplicité plane réelle 

sl — ^2 ·— · · · —1 5A -—· -M —· — · ··— — O. 

Le groupe fi', ou tout groupe transformé de (j' par une substitu-
tion linéaire à coefficients complexes, est dit associé de G. Le groupe 
G sera dit de seconde classe. 

V. 

Nous avons associé, dans le paragraphe précédent, à tout groupe 
linéaire réel G ne laissant invariante aucune multiplicité plane réelle, 
un groupe (que nous appellerons dans les deux cas) à paramètres 
réels et variables complexes, qui ne laisse invariante aucune multipli-
cité plane complexe. Ce groupe cj est défini à une substitution linéaire 
près, à coefficients complexes, effectuée sur les variables. 

Si le groupe G appartient à la première classe, le nombre des 
variables de g est égal à celui des variables de G. Si le groupe G 
appartient à la seconde classe, le nombre des variables de g est la 
moitié de celui des variables de G. 

Les groupes ç ainsi associés aux groupes G jouissent de propriétés 
caractéristiques bien différentes suivant que G est de première ou de 
seconde classe. 

1. Supposons d'abord le groupe G de première classe. Si l'on con-
serve d'abord pour g les variables de G (considérées dans g en tant 
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que complexes au lieu d'etre considérées en G en tant que réelles), le 
groupe (j changera deux systèmes (x) et (X) de valeurs des variables 
liées par les relations 

(0 X
/c

—j,7
0 

en deux systèmes de valeurs (x') et (X') liées par les mêmes relations. 
Ces relations rentrent dans des relations plus générales de la forme 

(2) akp 

qui définissent ce qu'on appelle une anlihomo graphie ('). Cette anti-
homographie est une opération qui fait passer des quantités (oc) aux 
quantités (X). Dans le cas particulier (i), cette antihomographie est 
dite une anlunvolulion parce que, si on l'effectue deux fois de suite, 
on obtient l'opération identique. 

Il est bien évident que si l'on effectue sur les variables de Cj une 
substitution linéaire à coefficients complexes, les équations de l'anti-
involution ne conserveront pas la forme simple (i), mais prendront la 
forme plus générale(2). 

Nous pourrons, en nous plaçant au point de vue projectif, étendre 
un peu le sens du mot anliimolulion en donnant ce nom à toute 
antihomographie telle qu'effectuée deux fois de suite sur un point de 
coordonnées homogènes (a?n ..., xn), elle redonne ce même point. 
Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffît qu'on ait les relations 

2 Λλ·ρσρΑ= Λ ( h — 1 > 2! · · · > η), 

2«λ·ρβρ/ = ° (*^./; h, /' = 1, 2, ..η), 

ou h, désigne une constante réelle différente de zéro. 
Remarquons que si un groupe £ laisse invariante l'antihomo-

graphie (2), il laisse aussi invariante toutes les antihomographies, 

(*) Voir C. SEGRE, Un nuovo campo di ricerche geometriche ( Atti délia fi. 
Accad. Torino, t. XXV, 1889-1890, p. 276, 43o, 592). 
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identiques au point de vue projeclif, 

X* ^Ο,/, ρ Λ'ρ, 

où λ est un facteur constant complexe quelconque. Pour cette nou-
velle antiinvolution, que nous ne regarderons pas comme distincte 
de la première, la constante k est multipliée parle facteur positif λλ. 
Le signe du nombre réel h définit donc une propriété intrinsèque de 
rantiinvolution. 

L'intiinvolution sera dite de première espèce si h est positif; de 
deuxième espèce si h est négatif. L'antiinvolution (i) est de première 
espèce. On peut encore dire qu'une antiinvolution de première espèce 
admet des éléments doubles, tandis qu'une antiinvolution de seconde 
espèce n'en admet pas. Les éléments doubles sont donnés par les équa-
tions 

(3) Λ?Α=Λ2«Αρ«ρ (Âr = i,2, . ..,n), 

où λ est un nombre complexe quelconque admettant pour module ■ 

Les éléments doubles sont, au point de vue projectif, indépendants du 
choix de ce nombre complexe, en ce sens que deux systèmes (3) cor-
respondant à deux valeurs différentes de λ se déduisent l'un de l'autre 
en multipliant toutes les variables xk par un même facteur (et les xk 
par le facteur conjugué). 

Les coordonnées xt, x2, ..., x
n
 des éléments doubles définis par les 

équations (3) peuvent s'exprimer linéairement au moyen de Λ para-
mètres réels arbitraires un ..., u

n
. Si l'on substitue aux variables 

x
it
 ..., x

n
 les variables ..., u

n
 ainsi définies, il est évident que le 

système (3) prend la forme 
Ilk ~ uki 

et, par suite, l'antiinvolution considérée de première espèce peut tou-
jours être réduite à la forme canonique 

(4) Vk=uk.. 
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Si le groupe ç laisse invariante I'antiinvolution considérée, il 
deviendra, avec les nouvelles variables uk, un groupe linéaire à coef-
ficients réels, car la transformation infinitésimale 

y
a
 à/ 

ne laisse invariante I'antiinvolution (4) que si tous les coefficients a
Ap 

sont réels. Le groupe réel G défini par les mêmes transformations infi-
nitésimales peut donc être regardé comme le groupe qui indique 
comment çjf transforme les éléments doubles de I'antiinvolution de 
première espèce. Bien que ces éléments doubles puissent être définis 
d'une infinité de manières différentes, l'argument du coefficient λ des 
équations (3) étant arbitraire, on obtient néanmoins toujours le même 
groupe G ou, du moins, un groupe qui lui est semblable par une 
substitution linéaire réelle (4). 

Il résulte de ce qui précède que, pour qu'un groupe cj qui ne 
laisse invariante aucune multiplicité plane puisse être regardé 
comme associé àun groupe G de première classe, il faut que § laisse 
invariante une antiinvolution de première espèce; le groupe G 
indique alors comment § transforme les éléments doubles de cette 
involution. 

2. Supposons maintenant le groupe G de seconde classe. Dans ce 
cas, le groupe associé £ ne peut laisser invariante aucune antiinvolu-
tion de première espèce. ïinon, en effet, on pourrait faire un change-
ment linéaire de variables de manière à réduire cette antiinvolution à 
la forme 

Zk=zk (k= i, 2. .. .,v), 

et le groupe G laisserait invariante la multiplicité plane réelle ' 

zk= zk {k — 1,2, 

Donc, si un groupe ç qui ne laisse invariante aucune multiplicité 

(') Cela tient à ce que les transformations infinitésimales de Ç ne changent 
pas quand on y remplace les variables xk par pxk, ρ étant un facteur 
constant. 
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plane (complexe) est associé à un groupe réel G ne laissant inva-
riante aucune multiplicité plane (réelle), ce groupe G est de première 
classe si Q laisse invariante une antiinvolution de première espèce, 
de seconde classe dans le cas contraire. 

VI. 

Il nous reste à démontrer que tout groupe g qui ne laisse inva-
riante aucune multiplicité plane est associé à un groupe réel G, et 
à un seul. 

I. Dans le cas où g laisse invariante une antiinvolution de première 
espèce, il résulte des considérations du paragraphe précédent que, en 
réduisant l'antiinvolulion à sa forme canonique, les coefficients des 
équations du groupe G deviennent tous réels, ce qui donne, en regar-
dant les variables comme réelles, un groupe réel G. Ce groupe G ne 
laisse évidemment invariante aucune multiplicité plane, réelle ou ima-
ginaire, de sorte que ç est le groupe qui lui est associé. 

Pour démontrer qu'il n'y a qu'un groupe réel G auquel f/ soit 
associé, il suffit de démontrer que (] ne laisse invariante qu'une anti-
involution. En effet, si Cj laissait invariantes les deux antiinvolutions 
(ou même les deux antihomographies) 

(i) = iZ/fpSp 

( 2 ) Z/.=2 ρ ~p 

( l — ι, 2, ..., η ), 

où les bkρ ne sont pas supposés proportionnels aux alc?, le groupe g 
laisserait invariante la multiplicité plane (si elle existe) 

(3) 2ΑΛ'Ρ*Ρ~Λ2^ΑΡ*Ρ {k -1,2, ..η), 

où λ désigne un facteur constant arbitraire. Il est évidemment 
possible de choisir ce facteur de manière que les équations (3) se 
réduisent à moins de η (sans être identiques). Le groupe g laisserait 
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donc invariante une multiplicité plane, ce qui est contraire à l'hypo-
thèse. 

2. Dans le cas où <j ne laisse invariante aucune antiinvolution de 
première espèce, les considérations du paragraphe IV montrent que le 
groupe G auquel il est associé (si le groupe G existe) est simplement 
celui qui indique comment les transformations de £ échangent entre 
elles les parties réelles et les coefficients de i des variables complexes 
de (j. Ce groupe G est donc bien déterminé. Réciproquement, étant 
donné un groupe q qui ne laisse invariante aucune antiinvolution de 
première espèce, le groupe G, qui indique comment fi transforme les 
parties réelles et les coefficients de i des variables de fi', ne peut laisser 
invariante aucune multiplicité plane réelle. Toute multiplicité plane 
réelle invariante peut, en effet, se mettre sous la forme 

(4) 

2«1/, Z/,— ϋ«ιΛ·«λ·, 
2>Ct<>/cZfc — £ciîkZk, 
................... 

2aç>/c «λ· = ·Σ«ρ/.·*£. 

Le groupe £ laisserait évidemment invariante la multiplicité plane 
obtenue en annulant les premiers membres de ces équations; il 
faut donc qu'en appelant ν le nombre des variables z, ces premiers 
membres contiennent ν formes indépendantes (f = v). On ne peut pas 
avoir ρ = ν, car alors le groupe ç laisserait invariante l'antiinvolution 
de première espèce 

ΣcijkLk — Σα,^ζι· (y — r, 2, ..., ν). 

Enfin, on ne peut pas avoir non plus ρ > v, car alors on pourrait 
déduire des équations (4) des équations ne contenant que les zk sans 
contenir les zA, et ces équations définiraient une multiplicité plane 
complexe évidemment invariante par le groupe ce qui est contraire 
à l'hypothèse. 

Le groupe G ne laisse donc invariante aucune multiplicité plane 
réelle, et il est alors évident que le groupe ç est bien le groupe qui lui 
est associé. 

Journ. de Math. (6· série), tome X. — Faso. II, 1914* 21 
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YÎI. 

L'analyse précédente montre que la détermination des groupes 
réels G qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane réelle 
revient à la détermination des groupes (j qui ne laissent invariante 
«aucune multiplicité plane complexe. Il y a une correspondance uni-
voque entre les uns et les autres, les groupes (j qui laissent invariante 
une antiinvolution de première espèce correspondant aux groupes G 
de première classe, les groupes £ qui n'en laissent aucune invariante 
correspondant aux groupes G de seconde classe. Nous dirons, pour 
abréger, que, dans le premier cas, le groupe (J est de première classe 
et que, dans le second cas, il est de seconde classe. 

La détermination des groupes Çj ayant été faite précédemment, il 
nous reste à reconnaître ceux d'entre eux qui laissent invariante une 
antiinvolution de première espèce. 

Remarquons d'abord que, pour qu'il en soit ainsi, il faut que <j ne 
contienne aucun sous-groupe invariant simple de la première caté-
gorie (II). L'existence d'un de ces sous-groupes entraînerait en effet 
l'existence, pour {], de deux transformations infinitésimales de la 
forme 

ν df ν · d/ 

Si donc le groupe (/ laissait invariante l'antihomographie 

(0 Z
k
=laj,.pzp (k = i, 2, n), 

il en résulterait que chacune des équations 

α/λ· Zjj — «ρ<χ Clfca2ρ, 

I (Χρσ Λ/ a-Sp 

serait une conséquence des équations (ι), ce qui est impossible. 
De même, £ ne peut laisser invariante aucune antihomographie s'il 
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contient la transformation infinitésimale 

h(- °f + - V + - *f\ 

h ri étant pas réel; l'équation 

Λ Ζ—- Λία/,ρΰρ 

ne pourrait pas en effet être une conséquence des équations (i). Par 
suite, le groupe Γ associé à (j ne peut admettre de sous-groupe inva-
riant simple à un paramètre que dans la seconde catégorie, et alors 
ce sous-groupe est engendré par la transformation 

- ÙJ' h- ι - dy 

VIII. 

Les seuls groupes (y qui laissent invariante une antiinvolulion sont, 
d'après cela, engendrés par des sous-groupes invariants simples de la 
seconde et de la troisième catégorie. 

Considérons de nouveau le groupe Γ à paramètres complexes qui 
est engendré par les mêmes transformations infinitésimales que (J; 
l'ordre complexe de Γ est égal à l'ordre réel de SiZ,/, ..., 'L

r
f 

constituent un système de transformations infinitésimales indépen-
dantes de ÎJ, la transformation infinitésimale la plus générale de Γ 
est 

ei^i/"+" /+ · · · + C/-Z,·/, 

où e
K

, e,, ..., e
a
 sont des nombres complexes arbitraires. On sait que, 

si l'on part d'une transformation infinitésimale arbitraire Z/ de Γ et 
si l'on calcule les racines de l'équation caractéristique correspon-
dante, on peut choisir les variables de Γ de manière que chacune 
d'elles ait un poids déterminé, ce poids étant une combinaison linéaire 
à coefficients entiers ou fractionnaires des racines de l'équation 
caractéristique. On peut toujours supposer que Ζf appartient 
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à ()' (4). S'il en est ainsi, V antiinvolution que le groupe (j laisse inva-
riante doit faire correspondre à une variable d'un poids donné ts 
une combinaison linéaire des variables dont le poids est complexe 
conjugué de στ; il y aura donc en particulier autant de variables du 
poids GJ que du poids conjugué car. 

Nous avons déjà vu (III) que les variables de (j peuvent s'écrire 
symboliquement 

xiyjïk>. 

les variables auxiliaires χ étant transformées par le premier sous-
groupe invariant simple deT, les variables/ par le second et ainsi de 
suite. On peut aussi choisir ces variables de manière que chacune 
ait un poids déterminé, le poids de la variable XiyjZk... étant la 
somme des poids des variables xh yy, zk. 

De plus, la transformation Ζf peut toujours d'une manière, et d'une 
seule, être regardée comme la somme de transformations appartenant 
respectivement aux différents sous-groupes invariants; à chacune des 
parties de cette somme correspond une équation caractéristique rela-
tive au sous-groupe invariant correspondant et les poids des variables 
auxiliaires correspondantes sont des combinaisons linéaires à coeffi-
cients entiers ou fractionnaires des racines de celte équation caracté-
ristique. 

D'après cela, si le groupe Γ admet deux sous-groupes invariants 
conjugués γ et γ de la troisième catégorie, les deux équations caracté-
ristiques correspondantes n'admettront que des racines imaginaires, 
et les racines de la seconde seront conjuguées de celles de la première. 
Aux poids, imaginaires, des variables auxiliaires attachées au pre-
mier sous-groupe devront correspondre, si le groupe (j laisse une 
antiinvolution invariante, des poids imaginaires conjugués qui seront 
nécessairement les poids des variables auxiliaires attachées au second 
sous-groupe. Il faut donc que les poids des variables auxiliaires de γ 
se déduisent linéairement des racines de l'équation caractéristique de γ 

(*) En effet, dire que la transformation Lf est arbitraire, c'est dire que les 
coefficients et, e,. sont assujettis à ne pas satisfaire à certaines équations 
algébriques; il est donc possible d'attribuer à ces coefficients des valeurs 
réelles. 
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exactement comme les poids des variables auxiliaires de γ se déduisent 
linéairement des racines de l'équation caractéristique de γ; autrement 
dit il faut que les deux groupes γ et γ qui entrent comme facteurs 
dans le groupe linéaire Γ ( regardé comme produit) soient sem-
blables ('). 

Réciproquement, supposons qu'il en soit ainsi. On peut toujours 
choisir les transformations infinitésimales indépendantes du groupe 
simple γ, de manière que les coefficients de structure soient réels·, on 
pourra alors déduire les transformations infinitésimales de γ de celles 
de γ en remplaçant les variables a?* de γ par des variablesyk et en 
remplaçant les coefficients par leurs conjugués. Le produit des deux 
groupes linéaires ainsi formés, c'est-à-dire le groupe qui indique 
comment sont transformés les produits Xjjk quand on effectue sur 
les χ et sur les y des transformations à paramètres conjugués, admet 
alors évidemment l'antiinvolution de première espèce représentée 
symboliquement par les équations 

X.jY/c=cc,yj. 

En résumé, si le groupe Cj laisse invariante une anliinvolulion de 
première espèce et si le groupe Γ qui lui est associé comprend, 
regardé comme produit de groupes linéaires simples, deux groupes 
conjugués de la troisième catégorie, il faut que ces deux groupes 
simples soient semblables. Celles des transformations de leur pro-
duit qui font partie de(j forment alors dans ce cas un groupe qui, 
entre comme facteur dans cj, et qui admet une antii/ivolution de 
première espèce. 

IX. 

Considérons maintenant un sous-groupe invariant simple de Cj qui 
soit de la deuxième catégorie. Deux cas peuvent ici se présenter. Ou 
bien l'équation caractéristique de ce sous-groupe est à coefficients 
réels, ou bien certains de ces coefficients sont imaginaires. 

Dans le second cas, l'équation à coefficients conjugués est néces-

(') Deux groupes linéaires isomorphes qui ont le même système de poids sont 
en effet semblables (voir Bull. Soc. math. France, t. XLI, p. 59). 
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sairement l'équation caractéristique d'un autre sous-groupe invariant 
simple de §. Les deux groupes linéaires simples correspondants qui 
entrent comme facteur dans (/ seront dits corrélatifs. Les racines de 
l'équation caractéristique de chacun de ces groupes sont toutes ima-
ginaires, sans quoi l'équation caractéristique de F aurait des 
racines doubles, ce qui est impossible. On peut alors faire sur ces 
deux groupes corrélatifs le même raisonnement que celui qui vient 
d'être fait sur les groupes conjugués. Ces deux groupes linéaires cor-
rélatifs doivent être semblables. Réciproquement, si l'on prend deux 
groupes linéaires simples semblables, à paramètres réels et variables 
complexes (appartenant nécessairement à la même forme de struc-
ture), leur produit admet une an tiinvolution de première espèce. 

Reste à considérer le premier cas où l'équation caractéristique d'un 
sous-groupe simple de Cj (appartenant à la deuxième catégorie) a tous 
ses coefficients réels. Il se trouve que tout groupe linéaire à para-
mètres réels el variables complexes, appartenant à cette forme cle 
structure, laisse invariante une antiinvolution, soit de première, soit 
de seconde espèce. Nous reviendrons plus loin sur cette propriété 
importante. 

Si nous l'admettons, nous arrivons à la conclusion suivante : 

Pour qu'un groupe (] qui ne laisse invariante aucune multipli-
cité plane soit associé à un groupe G de première classe, il faut 
que, si Von considère les groupes simples qui entrent dans la com-
position de (j, deux groupes conjugués quelconques de la troisième 
catégorie soient semblables, ainsi que deux groupes corrélatifs 
quelconques de la seconde catégorie. S'il en est ainsi, le groupe (j 
peut être regardé comme un produit de groupes linéaires dont 
chacun laisse une certaine antiinvolution invariante; celte antiinvo-
lution ne peut être de seconde espèce que si le groupe facteur est un 
groupe simple de la seconde catégorie qui soit son propre corré-
latif. 

X. 

Pour terminer ces généralités, remarquons que le groupe produit 
de deux groupes linéaires admettant chacun une antiinvolution admet 
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aussi une antiinvolution. Si en effet 

X/
t
· ^ β/ι Ω &p ( ̂  I > ^ ) · · ' > ) 

et 
Y/, = X^/,P/P (/Ί·=Ι,2, . 

sont les équations des deux antiinvolutions, le groupe produit admet 
l'antiinvolution 

XyY/.·— ^cijpbka&pycs) 

et l'on vérifie facilement que le nombre caractéristique h (Y) de la 
troisième antiinvolution est le produit des nombres caractéristiques 
des deux premières. Par suite, la troisième antiinvolution est de 
première espèce si les deux premières sont de même espèce, de seconde 
espèce si les deux premières sont d'espèces différentes. 

Convenons d'après cela d'appeler indice d'un groupe linéaire 
simple qui soit son propre corrélatif le nombre H- ι si l'antiinvolution 
que ce groupe laisse invariante est de première espèce, le nombre — ι 
si cette antiinvolution est de seconde espèce. On arrive alors à la 
conclusion définitive suivante : 

Pour qu'un groupe linéaire qui ne laisse invariante aucune 
multiplicité plane, soit associé à un groupe réel G de première 
classe, il faut et il suffit : 

i° Qu'aucun groupe simple de première catégorie n'entre dans 
la composition de ç,'; 

20 Que les groupes simples conjugués et les groupes corrélatifs 
qui entrent dans celle composition soient semblables ; 

3° Que le produit des indices des groupes simples, qui sont leurs 
propres corrélatifs, soit égal à ι ; 

4° Que le seul groupe simple à un paramètre qui puisse entrer 
dans la composition de ç soit engendré par la transformation infi-

nitésimale u~> 

XI. 

On sait que tout groupe linéaire simple Γ, qui ne laisse invariante 
aucune multiplicité plane, peut être obtenu par la multiplication de 
groupes fondamentaux; ces groupes sont en nombre l (rang du 
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groupe Γ) et chacun d'eux peut entrer dans la composition de Γ avec 
un exposant entier, positif ou nul, quelconque. 

A chaque forme de structure appartenant au type de structure 
de Γ correspondent également l groupes linéaires q fondamentaux. Si 
l'un de ces groupes fondamentaux n'est pas son propre corrélatif, son 
corrélatif est encore un groupe fondamental : c'est une propriété que 
nous admettrons pour l'instant. 

Par suite, si un groupe linéaire g est associé à un groupe réel de 
première classe, les groupes fondamentaux corrélatifs qui entrent 
dans sa composition doivent figurer avec les mômes exposants; de 
plus, la somme des exposants de ceux des groupes fondamentaux 
auto corrélatif s d'indice — ι qui entrent dans la composition de q 
doit être paire. 

N^pr'àllons maintenant passer en revue les diverses formes de 
structures simples et les groupes fondamentaux correspondants; on 
verra que les propriétés annoncées de ces groupes sont vérifiées, à 
savoir que tout groupe fondamental autocorrélatif admet une anti-
involution, et qu'à tout groupe fondamental non autocorrélatif cor-
respond un groupe fondamental qui est son corrélatif. 

XIL 

Groupes du type (A). — Les groupes fondamentaux, à paramètres 
et variables complexes, du type (A) sont (*) : 

Le groupe linéaire et homogène spécial γ, à η variables (groupe 
projectif de l'espace E„_,); 

Et les groupes linéaires et homogènes γ
2

, γ
3
,..., γ

η
_4 qui indiquent 

comment le groupe précédent transforme les droites, les plans, etc., 
de l'espace à η — ι dimensions. 

Ces groupes sont à η2— ι paramètres complexes. 
Nous avons à considérer les groupes dépendant de η- — ι para-

mètres réels qui se déduisent des précédents. 
Ces groupes s'obtiennent : 
i° En prenant les transformations à coefficients réels (groupe pro-

jectif de l'espace réel Ε
Λ
_, ) ; 

(!) Bull. Soc. math., t. XLI, p. 85. 
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20 Dans le cas de η pair, en prenant les transformations linéaires 
complexes qui laissent invariante l'antiinvolution de seconde espèce 

^2t—1 —
 X

2i » -^2i —~~"
 x

2t—i . . . , — ^ 

^groupe projectif quaternionien de l'espace ΕΛ y Nous désignerons 

les groupes fondamentaux correspondants par la notation #(i); 
3° En prenant les transformations linéaires complexes qui laissent 

invariante une forme d'Hermite 

81#!··®, + Ε
2
#2^·2 + ·. .Λ-ζ

η
χ

η
χ

η (εί~ζϊι I), 

(groupes projectifs hermitiens de l'espace Ε
Λ
_,). Nous désignerons 

les groupes fondamentaux correspondants par la notation g{h). 
Dans le premier cas, le groupe#, laisse invariante l'antiinvolution 

de première espèce 
X

t
* — &ι ( i — 1,2, ... j λ ) j 

les autres groupes fondamentaux #
2
,..#„_

2
 laissent aussi invariante 

une antiinvolution de première espèce; tous les groupes fondamentaux 
sont autocorrélatifs et d'indice ι. 

Dans le second cas, le groupe g£ est évidemment autocorrélalif 
et d'indice ( — ι)α. 

Dans le troisième cas, le groupe g£ est corrélatif du groupe 

il n'y a de groupe fondamental autocorrélatif que le groupe #«', si η 
est pair. Le groupe gl£ laisse en effet invariante Y anlicorrélation 

(l) X/— 

qui fait correspondre au plan (M,·) le point (X
t
). Convenons d'iden-

tifier les deux variables dualistiques 
xh —( ' 1 '2 · · -i/c^k-i-i' · ' ln) Ui

k+i
,.j

n
 (*)> 

qui sont les coordonnées d'une même multiplicité plane définie soit 
par k— 1 points, soit par n—k — ι plans (k η — ι dimensions). 
L'anticorrélation donne alors 

(2) X/, . .iy Ê/jS/s' " ·®'* if-ik lk+2· · · · · îk)Xi'k+1· · 

(1) Nous désignons par (i,, Ï
2

, ... i
n

) le nombre ± ι suivant que la permu-
tation des indices r, 2,..., λ est paire ou impaire. 

Journ. de Math. (6· série), tome X. — Fasc. II, 1914* ^ 
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Supposons alors n — ik\ les variables ochh ^
ik
 sont les variables 

transformées par le groupe gf} et ce groupe laisse invariante l'anti-
involution définie par les équations (2). Comme on a 

^Λ-n'lt+s···'»—£'ϋ+ι5'ΐι-ιι· * ·£Λ,(Μ*2· · 'hik+f · ·/«)#<,/,.../(1 

on voit que l'indice de cette antiinvolution est 

ε,ε2.. .e«( —ι)*. 

Donc, dans le troisième cas, on a, si Λ est pair, un groupe gf} auto-
corrélatif dont l'indice est 

(—ι)Ιε,εΐ...ε„. 

Si η = 2, le groupe g[h) se confond avec le groupe giq) : il est auto-
corrélatif d'indice — 1 

XIII. 

Groupes du type (C). — Le groupe fondamental γ, à paramètres 
et variables complexes, est celui qui laisse invariante la forme bilinéaire 
alternée (4) 

[#!#_,] 4- [ar2#_2] 4-·. .4-[xix-i] (£=2). 

Le groupe γ
α
 (α = 2, 3,...,/) est celui qui indique comment γ, 

transforme entre elles la forme alternée [χ,χ
2
 ... #

α
] et celles qui 

s'en déduisent par les transformations de γ,. Ces groupes sont à 
/(2/4-1) paramètres complexes. 

Les groupes à/(2/4-i) paramètres réels, qui se déduisent de γ,, 
sont : 

Dans le premier cas, le groupe g
{
 formé des transformations de γ, 

dont les coefficients sont réels. Il laisse invariante une antiinvolution 
de première espèce, ainsi que tous les groupes g

a
 correspondants. 

Tous ces groupes ont pour indice 1. 
Dans le second cas, le groupe g^] formé des transformations com-

plexes qui laissent invariante la forme d'Hermite 

4- ε2(.τ,a?24-^-2^-2) 4-.. .4- ε/ 

(*) Bull. Soc. math., t. XLI, p. 89. 
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elles laissent aussi invariante l'antiinvolution de seconde espèce 

Χ ι' — X„/— — t(X 

l'indice du groupe g^ est alors égal à ( — ι )a. 

XI Y. 

Groupes du typeQi). — Le groupe fondamental γ
2
, à paramètres et 

variables complexes, est ici celui qui laisse invariante la forme quadra-
tique ( ' ) 

Oc\ -+· OC ! , + -CCfOC-t 2). 

Il esta /(2/+· 1) paramètres. Les groupes fondamentaux γ
3

, γ
4

, ...γ, 
indiquent comment γ

2
 transforme certaines formes alternées de 

degrés 2, 3,/ — 1 formées au moyen des variables χ. Quant au 
groupe γ, il est à 11 variables et indique comment γ

2
 transforme entre 

elles les mutiplicités planes 

■#ε„ε„..,,erro -H + · · ·-+- SiS2
.. .ε^.Λ?

Sl
,
£j · ·— O. 

(ε
£
·=:±ΐ). 

Pour chaque forme de structure appartenant au type (B), le 
groupe g

2
, à /( 2 / -h 1) paramètres réels, est formé de transformations 

de γ
2
 qui laissent invariante l'antiinvolution de première espèce 

Χ
0
=ϊ

υ
, X/= x-i, Χα — (t = ±i, ..., ±Λ; α=±/ι-Μ, ..., ±Q, 

l'entier h pouvant être nul. Ce groupe g
2
 est en somme le groupe 

projectif réel d'une forme quadratique à / 4-A + 1 carrés positifs et 
/ — h carrés négatifs. Chacun des groupes g

2
, g

z
, ..., gt laisse 

alors invariante une antiinvolution de première espèce 
Quant au groupe g

{)
 il laisse invariante l'antiinvolution 

Χε,ε,.,.εί — ®Λ—ιS/t-jS/i-5 · · · ε,, -ε„c;„£ft
+1

,...,îp 

où le produit εΑ_, ... se termine soit par ε, si h est pair, soit 
par ε

0
 = ε,ε

2
... ε/? si h est impair. On trouve alors facilement que 

l'indice de g{ est (— 1 ) 2 . 

On peut encore dire que si la forme quadratique invariante est de 

( ') Bail. Soc. math., t. XLI, p. 86. 
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caractère ο (c'est-à-dire si la différence entre le nombre de ses carrés 
positifs et celui de ses carrés négatifs est δ), l'indice du groupe g

t
 est 

Iru O* — 1 

XV. 

Groupes du type(D). — Le groupe fondamental γ
3

, à paramètres et 
variables complexes, est ici celui qui laisse invariante la forme qua-
dratique (*) 

.ζ·, Α·_Ι+ Χ2Χ-ο-+-. . .-f- I (l~ 4 )· 

Il est à / (2 l — 1 ) paramètres complexes. 
Les groupes fondamentaux γ*, γ5»···γ* indiquent comment γ

3 

transforme certaines formes alternées de degrés 2, 3, 2, for-
mées au moyen des variablesx. Le groupe γ, est à a'-1 variables 

■z'î
t
 (ε/ = ±Ι, 116/ = — l), 

et indique comment γ
3
 transforme certaines multiplicités planes de 

l'espace Ea/_| dans lequel opère γ,. Le groupe γ., est aussi à il~K 

variables 
yε,ε,...ε, (εΐ~~ ι, 1Ιε/=-4- ι), 

et se définit d'une manière analogue. 
A chaque forme de structure appartenant au type (D) correspond 

un groupe g3, kl {il— 1) paramètres réels. Il est formé : 
Dans le premier cas, des transformations de y3 qui laissent inva-

riante l'antiin volution de première espèce 

XK= &ol (/ = ± 1, ..., ± Α; α — ± h -h 1, .. ·, ± l), 

l'entier Λ pouvant être nul. Ce groupe g3 est en somme le groupe 
projectif réel d'une forme quadratique à l-h h carrés positifs et l — h 
carrés négatifs. Chacun des groupes g

3
, g,,, ..., gt laisse alors inva-

riante une antiinvolution de première espèce. Quant au groupe g{, 

(J) Hull. Soc. math., t. XLI, p. 91. 
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il est corrélatif de g
%
 si h est impair; si, au contraire, h est pair, il 

est autocorrélatif et admet l'antiinvolution 

α,,ζι, ; — ειε3· · ·£/ί-ιΛ-'-ει,-ε3, ..,££· 

L'indice est (— i)* = (— i) v, en désignant par ο le caractère de 
la forme quadratique invariante. Il en est de même1 du groupe g

2
. 

Donc, dans le premier cas, les groupes #3 »·.·>#/ sont aulo-
conjugués et d'indice i; les groupes gK

 et g 
2
 sont corrélatif s l'un 

de l'autre si 2 (mod. 4); ils sont autocorrélatif s et d'indice 

( — i)4 si (mod. 4). 

Dans le deuxième cas, le groupe g
3

, que nous désignerons par gf\ 
est formé des transformations complexes de γ, qui laissent invariante 
la forme quadratique 

Xi X—i 4- x2λ·_2 4- .. .4- Χ/Χ-/, 

et la forme d'IIermite 

X1 Xi — X-i X-i 4- ... 4- X/Xi — X^tX-i-

Elles laissent aussi invariante l'antiinvolution de seconde espèce 

X/ — X—i, X — £— Xi (i — ' t 2, ... j l). 

11 résulte de là que le groupe g'{f est autocorrélatif d'indice (— ι)α. 
Quant aux deux groupes g(f et gf\ ils sont corrélatifs l'un de 

l'autre si l est impair. Dans le cas contraire, ils sont autocorrélatifs; 
le groupe guf admet l'antiinvolution 

X
8|iet

.....
Si
=is(—θ" 2 *-8,,·-*,....,-^ 

et cette antiinvolution est de première espèce. Il en est de même pour 
le groupe g

2
, qui admet donc, ainsi que gn

 l'indice 1. 

XVI. 

Contentons-nous d'indiquer les résultats dans le cas des types (E), 
(F) et (G). 

Dans le cas du type (Ε), / = 6, les formes de structures réelles se 
répartissent en deux catégories : 
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Dans la première catégorie (structures de caractères 6, 2, — 22), 

chaque groupe fondamental est autocorrélatif et d'indice 1 ; 
Dans la seconde catégorie (structures de caractères 2, — 14, — 78), 

les groupes g
{
 et g

a
 sont corrélatifs l'un de l'autre; il en est de même 

des groupes g.,, et g
X}

. Les groupes et sont autocorrélatifs et 
d'indice 1. 

Dans le cas du type (E), / = 7, les formes de structures réelles se 
répartissent aussi en deux catégories : 

Dans la première catégorie (structures de caractères 7 et — 20), 

tous les groupes fondamentaux sont autocorrélatifs et d'indice 1; 
Dans la seconde catégorie (structures de caractères — 5 et — 133), 

tous les groupes fondamentaux sont au to corrélatifs. Les indices des 
groupes g<, g<,gX), g7

 sont égaux à 1 ; ceux des groupes g
2

, g
3

, g, à - 1. 
Dans le cas du type(E), l = 8, tous les groupes fondamentaux sont 

toujours autocorrélatifs et d'indice 1. 
Il en est de même dans le cas des types (F) et (G). 

XVII. 
Nous allons, comme application, indiquer tousles groupes linéaires 

simples Γ qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane et qui 
sont à 12 variables au plus, ce qui permettrait d'indiquer la formation 
de tous les groupes réels G, de première ou de deuxième classe, qui 
ne laissentinvarianteaucune multiplicité plane et qui sont à 12 variables 
au plus. 

Type(k)(l = 1): 

yP à ρ -H-1 variables (pSn) 

Type (k) (1=2) : 

y{ et y.2 à 3 variables 
y\ et y\ 6 » 

yr/2 8 » 
y\ et y\ 10 » 

Type (k) (1 = 3) : 

*/1 et "/3 à. 4 variables 
y2

 6 » 
y\e lyl 10 » 
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Type (A.) (/=4) : 

y, et y4 à 5 variables 
y2 et y3 ίο » 

Type (A) (/=5,6, 7, 8,9 ιο, 11): 

y, et y/ à /4-1 variables 

7y/*(C) (/=2): 
y, à 4 variables 
y2 5 » 
y, 10 » 

Type (C) (/=3,4,5,6) : 

y, à il variables 

Type (Β) (1 = 3) : 

y2 à 7 variables 
y, 8 » 

7>^(B) (/=4,5) : 

y2 à 2/+ i variables 

2>/w(D) (/=4,5,6): 

y3 à il variables 

Type (G) (/= 2) : 

y, à 7 variables 

XVIII. 

Nous allons maintenant indiquer la composition des groupes g qui 
ne laissent invariante aucune multiplicité plane et qui sont à 8 va-
riables au plus (< ). Il y a d'abord, dans le cas d'une variable : 

(*) A cause du grand nombre de cas possibles nous n'indiquons, pour plus 
de 4 variables, que les groupes (j de première classe, ce qui permet la détermi-
nation de tous les groupes réels G à 8 variables au plus. 
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ι° Le groupe à un paramètre complexe engendré par la transfor-

mation infinitésimale s 

2° Le groupe à un paramètre réel engendré par la transformation 
infinitésimale (h -h ki) ζ ~ · 

Les groupes (j que nous allons indiquer maintenant sont supposés 
ne contenir aucun sous-groupe invariant simple à un paramètre (com-
plexe ou réel). Pour avoir tous les groupes (j possibles, il suffirait de 
faire le produit des groupes suivants par l'un ou l'autre des deux 
groupes précédents à une variable, l'ordre réel serait ainsi augmenté 
de deux unités ou d'une unité. Les seuls groupes nouveaux qui 
sont de première classe proviennent de la multiplication d'un groupe q 
de première classe par le groupe à un paramètre réel ζ ~· 

Nous faisons précéder d'un astérisque les groupes Cj qui laissent 
invariante une antiinvolulion de première espèce. Les notations se 
comprennent d'elles-mêmes; la notation j γ, γ' | indique l'existence de 
deux groupes simples conjugués de même structure, à paramètres 
imaginaires conjugués; la notation #3(B

/(
) désigne le groupe g

:t
 du 

type (B) de rang 4; la notation ^(B,) indique le groupe isomorphe 
au précédent, qu'on obtient en le multipliant cinq fois par lui-même, 
au sens donné à cette expression dans mon Mémoire du Bulletin de la 
Société mathématique, t. XLI, p. 64; enfin la notation g\(JlK )xr;(c2) 
indique le produit des deux groupes à paramétres distincts, #Îî(B,) 
etyJ(C

3
). Rappelons enfin que la lettre g se rapporte aux groupes à 

paramètres réels, la lettre γ aux groupes à paramètres complexes. 

Groupes Ç à deux variables (3 X .'i = 9 cas) : 

y (A,), ordre réel 6 
*S(A,), » 3 
S{h){ M, » 3 

Groupes Ç à trois variables (7 Χ 3 = 2 J cas) : 

y4(A,), ordre réel 6 

V(^), » 3 

VA,2( At), »> 3 
y,(A,), » 16 

Vi(A«), » 8 
g\/l)( A2

) (deux cas), » 8 
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Groupes (] à quatre variables (20 χ 3 = 6o cas) : 
"/'(A,), ordre réel 6 

V(M, » 3 
ér(/')3(At), » 3 
y, (A3), » 3o 

*^|(AS), » |5 
έΓι7>(Α3), » »5 
«ΊΛ)(Α

3
) (trois cas), » i5 

"/1(^2)1 » 20 

Vi(C2), » 10 

(deux cas), » ro 
y(A,) X y(A

t
), » «2 

y(At) X S"(A,), » 9 

y (A,) X #(/"(A.), ). 9 

* ί 7' 7 I (Ai ), » 6 

V<At) X ^(A,), » 6 
#(A,) X ^(A,), » 6 

*ϊίΑ)(Α,)Χ*ιΛ>(Αι), » 6 

Groupes Ç de première classe à cinq variables (6 cas) : 

*éT4(Ai), ordre réel 3 
V")4(A,), » 3 
*0 t(AO, » 24 
*gi{C2)

}
 » 10 

*g(Jt)(Ci) (deux cas), » 10 

Groupes C] de première classe à six variables (11 cas) : 
*^r6(A1), ordre réel 6 
VÎ(A2), » 8 
Vs(A3), » i5 
*β271(Α3), » i5 
■*^·'2

Λ)(Α3) (ε1ε2ε3ε4>ο, deux cas), » <5 
VI(A5), » 24 
Vi(ca)» » 21 

V(A») x ^2(Ai), » 6 
V(A.) Χ^ίΑ,), » 6. 
V(Ai) X^i(A

s
), » n 

Groupes (j* de première classe à sept variables (8 cas) : 

*<36(A,), ordre réel 3 
V^iA,), » 3 
*£2(63) (quatre cas), » 21 
*^t(Gt) (deux cas), » r4 

Journ. de Math. (6· série), tome X. — Fasc. II, 1914. ^3 , 
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Groupes (j de première classe à huit variables (23 cas) 

*#7(Ai), ordre réel 3 
V«(A7). » 63 
Vi(C0, » 36 
VI(BI) (deux cas \à = i ou 7), » 21 

*©3(1)4) (cinq cas), » 28 

Ïi(A2)x^(A2)
(
 » 8 

*gT(A
2

) Χ ^·(
2
/0(Λ

2
) (deux cas), » 8 

*g(&i)xg3(&t), » 6 
*©(Αι) X £"i(A

3
), » 18 

*tf(At) Xtfi(C,), » 13 

V';(Ai) x giA)3(A
t
), » 6 

*© (Λ>( Αι ) x A
3
), ,» 18 

* o(/')(A, ) χ (deux cas), » i3 
*©( Ai) X { y» 7 j ( A

t
), » 9 

*^(Ai) x £'(A,) χ ^-(A,), » 9 

*g(&i) X glA>(At) x g(/"(At), » 9 

Les résultats précédents permettent de déterminer la composition 
des groupes réels projeclifs G des espaces E

w
(rc< 7) quinelaissentinva-

riante aucune multiplicité plane; ces groupes proviennent de groupes 
linéaires à η -+-1 variables pour lesquelles on peut supposer que le 
groupe q associé, ou bien n'admet aucun sous-groupe invariant à un 
paramètre, ou bien n'admet que le sous-groupe invariant à un para-

mètre iz j;· Nous indiquons ci-dessous le nombre de ces groupes 

pour //<11. 
Il existe : 

2 groupes projectifs de l'espace Et, à savoir 1 de reclasse et 1 de 2e classe 
3 » E2, )> 3 » ο » 

11 » E3, » 6 » 5 » 
6 » E4, » 6 » ο » 

22 » Es, » 11 » 11 » 
8 » E6, » 8 » ο » 

67 » E7, » 23 » 34 » 
16 » E8, » 16 » ο » 

34 » Eg, »16 » 18 » 

9 » Ε,ο, » 9 » ° » 
122 » Ε,,, » 4ι » 81 » 
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XIX. 

Nous allons, comme seconde application, déterminer tous les groupes 
projectifs réels qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane et 
qui sont isomorphes soit au groupe homographique de la droite réelle, 
soit au groupe des transformations homographiques de la droite com-
plexe qui laissent invariante une antiinvolution de seconde espèce, 
soit au groupe homographique de la droite complexe. 

Ces trois groupes homographiques g·, g{,l) et γ sont représentés, en 
coordonnées homogènes, par les équations 

(>) 
x[ — axK -f bœ2, 
œ'% — cxK -t-

les coefficients b, c, d étant des nombres réels arbitraires dans le 
premier cas, des nombres complexes arbitraires dans le troisième cas, 
des nombres complexes liés par les relations 

d—a, c——b, 
dans le deuxième cas. 

1. Dans le premier cas le groupe G le plus général est le groupe 
qui indique comment sont tranformées linéairement les expressions 

α.- γ ^ 2 ' * * * i ^ 2 * 

quand on effectue sur a?, et x
2
 la substitution linéaire (i) à coefficients 

réels. A un autre point de vue on peut regarder le groupe G comme 
oelui qui indique comment sont transformés les coefficients réels de la 
forme binaire 

( 1 ) U
0
 x'I -+- ~ X2 + 2 ^ i'

 2 + + U
P

X
'^ 

quand on effectue sur x
x
 ç,ix

2
 la substitution linéaire réelle (i). C'est 

le groupe projectif réel de la courbe unicursale normale de l'espace E
;j

. 

II. Dans le second cas, le groupe (j associé à G est le groupe g[h)l' 
qui indique comment sont transformés les coefficients complexes de la 
forme (2) quand on effectue sur x

t
 et x

2 la substitution linéaire (1) 011 
l'on suppose 

d — a, c — — b. 
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Ce groupe g est de seconde classe si p est impair, de première classe 
si ρ est pair. Le groupe réel G auquel £ est associé est donc à 2 (p ■+· 1 ) 

variables si ρ est impair, à ρ -+- ι si ρ est pair. Dans ce dernier cas, on 
obtient les variables réelles de G en prenant les parties réelles et les 
coefficients de i des variables complexes u supposées liées par les 
relations 

_ _ _ _ 
"θ — "/M U t — Up— i ·, "2 Up — ï* » · · > Up — (— I ) " Up* 

2 2 

Le groupe G au nombre minimum de variables correspond à ρ = ι et 
à la forme binaire 

u
9
x\4- 2a

l
x

l
x

i
 4- u

2
x\ ( "0 —

 w2» U\ ~ — "ι )> 

c'est le groupe projectif de la conique 

u® — u0 u.2—o, 

qui s'écrit encore, en coordonnées réelles, 

= ο ( U0 = »'l + "*«» Uî =Vl— «'»> «1 = »'3)· 

A un autre point de vue on retrouve une relation bien connue entre le 
groupe des rotations de l'espace et le groupe homographique 

— bx4-a 

11L Dans le troisième cas, le groupe g peut être de première caté-
gorie ou formé de deux sous-groupes invariants simples de troisième 
catégorie. 

i° On obtient d'abord le groupe (/, ou yp, qui indique comment sont 
transformés les coefficients complexes de la forme binaire (2) quand on 
effectue sur x{ et xs une substitution linéaire à coefficients complexes. 
Tous ces groupes g sont de seconde classe et sont associés à des 
groupes réels G à 2 (p -f- 1) variables. 

20 On obtient ensuite le groupe g, ou j yp, γ?(, qui indique comment 
sont transformés les coefficients complexes de la forme mixte 

(3) 2 /f-VÎ> 
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homogène de degré ρ en x
K
 et .χ·2, homogène de degré q en y

K
 et y

2
, 

quand on effectue sur x, et x.> une substitution linéaire à coefficients 
complexes, en effectuant simultanément sur y

{
 ely., la substitution 

linéaire à coefficients complexes conjugués. Les premiers groupes (j1 

rentrent d'ailleurs dans les précédents en supposant q = o. 
Ces groupes (j sont de seconde classe si ρ -φ q \ ils sont de première 

classe si ρ = q\ dans ce cas les variables de G sont les parties réelles 
et les coefficients de i des variables complexes u-

ik
 supposées liées par 

les relations 
uik — uki. 

La forme mixte (3), égalée à zéro, définit dans ces conditions une 

antiinvolution réelle de degré /?, le point — étant le transformé du 

point —· 

Les groupes G au nombre minimum de variables sont au nombre 
de deux : 

i° Le groupe G à l\ variables qui adm.et pour associé le groupe γ 
des substitutions linéaires complexes à 2 variables. En posant 

λ*ι //, 4- in2, ^ lh + iu,*i a — a ■+■ i<x', 
b — β + «β', t' = y + i/, cl — ô 4- ί'ο', 

les équations de ce groupe sont : 

Ιΐ\ = <ΧΙ(Λ Cf.' Ut 4 β u3 — β' 
η', — c/! uy 4- α u2 Η- β' ua 4- β 

ut.
i
~yu{ —y1 itn 4~ oua —ο'Μ4, 

u\ — y'ux 4- yu.i 4- è'u
3 4- àu·,. 

Ce groupe fournit une représentation réelle des points complexes 
d'une droite. Au point de coordonnée non homogène χ 4- yi corres-
pond dans l'espace E

;
, le lieu des points réels satisfaisant à la relation 

Ut 4~ iu9 
c'est-à-dire la droite 

ux~xua — yuk, 

— y 11% H- a? M;. 
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Aux points complexes de la droite correspondent donc dans l'espace 
les diverses droites de la congruence 

Ρ η — Pn—Ρ\\-*τ Ρ·η—o. 

Toutes ces droites rencontrent deux droites fixes imaginaires con-
juguées. 

Toute transformation homographique de la droite complexe se tra-
duit dans l'espace par une transformation projective laissant celle 
congruence invariante. 

2° Le groupe G à 4 variables qui ad met pour associé le groupe {γ, γ \ cl 
qui indique comment sont transformés les coefficients de la forme mixte 

(4) "+* ("2 + (u
t
 — 4- «4^2 J

2
, 

quand on effectue sur xt, x2 une substitution linéaire à coefficients 
complexes, et quand on effectue simultanément sur y,, y

2
 la substi-

tution à coefficients conjugués. Les transformations de ce groupe sont: 

«1=:(^+a's)iil + 2(oty + a'y')Ms+ a(a/~ yx')u
3
 + (yl + y'2)";, 

u\—. (αβ α'β')κ, + (aô -h α'δ'·+- β-/ H- β' / ) w2 

+ ( αδ' — δα' -h β-/ — yp' ) tt
3
 ·+· ( yd -H y' δ' ) 

i/j= (βα'—αβ') ί»ι -h (δα' — αδ' -Η^β'—β/) α2 

-h (αδ ·+■ α' ο' — β-/ — β' y' ) tf3 + ( <3/ — ) "it 
= (β5 -f- β'2)α, + ο. (βά -h β'δ') μ2 -h 2 (βο'— δβ' )//»-+- (δ2 -+- δ'2) //;. 

C'est le groupe projectif réel delà quadrique 

(5) ("2+ /«3) ("2 '"s) — "l "2 + "1 «1 «4= O. 

Ce groupe fournit une autre représentation réelle des points com-
plexes d'une droite. 11 suffit de faire correspondre au point de coor-
donnée non homogène χ Λ-yi la forme mixte 

- {χ + yi)Xi}\yv — (x — yi) 

c'est-à-dire le point 

M, «2 4" ill- «2— uu 

qui appartient à la quadrique (5). Cette représentation est au fond 
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identique à celle par laquelle Riemann représente les nombres com-
plexes par les points d'une sphère. Toute transformation homogra-
phique de la droite complexe se traduit dans l'espace par une 
transformation projective laissant la sphère invariante. Il y a ainsi 
équivalence entre la Géométrie projective de la droite complexe et la 
Géométrie non euclidienne hyperbolique de l'espace réel. 

Les coefficients de la forme (4) sont transformés comme les coeffi-
cients de l'équation 

uxxx y, + ( «2-+- iu3 ) xx fi ( ut — iu3)χ2 yx -H u,
t
 = o, 

quand on effectue sur xK, x3
 ety2 la même substitution linéaire à 

coefficients complexes. Cette équation dèfinilune anlîinvo lut ion. Il y a 
donc correspondance entre les antiinvolutions delà droite complexe et 
les points de l'espace réel. Les antiinvolutions de première espèce 
sont celles.,pour lesquelles u

K
u,

t
 est positif, les antiinvo-

lutions de seconde espèce celles pour lesquelles u\ -+- u\ — u
K
 u,

t
 est 

négatif. Dans la représentation de Riemann les points extérieurs à la 
sphère représentent les antiinvolutions de première espèce, les points 
intérieurs celles de seconde espèce. Les éléments doubles d'une anti-
involution sont représentés par les points de contact, avec la sphère 
de Riemann, du cône ayant pour sommet le point représentatif de 
l'anliinvolution. 

XX. 

Le problème résolu dans le paragraphe précédent est un cas parti-
culier du problème suivant : 

Etant donné un groupe projeclif d'un espace complexe, repré-
senter les points complexes de cet espace par des figures d'un 
espace réel, de telle sorte que dans ce nouvel espace le groupe pro-
jeclif donné reste un groupe projeclif réel. 

Ce problème se résout facilement par les mêmes considérations 
lorsque du moins les deux groupes ne laissent invariante aucune 
multiplicité plane. 

Indiquons la solution la plus simple du problème dans le cas où le 
groupe donné est le groupe proj ectif général de l'espace complexe E

n
_,, 
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le groupe quaternionien de l'espace E
2
„_, ou l'un des groupes her mi-

tiens de l'espace 
Dans chaque cas, le groupe réel G le plus simple de seconde classe 

qui soit isomorphe au groupe donné de l'espace complexe E
rt
_, se déduit 

de ce groupe lui-même en mettant en évidence les parties réelles et les 
coefficients de i des coordonnées homogènes complexes x

{
, as

a
, ..., x

n
. 

Soit 
X

k
 — "/:·+■ Ù'lc· 

Au point complexe (#,, x.
2
,... ,x„) correspond dans l'espace réel 

E
2
„_,, la droite lieu des points 

U/, =r λ uk — μ V* = λ ν,, + μ it,., 

où λ et ρ, prennent toutes les valeurs réelles possibles, uk et vk ayant 
des valeurs données. Par cette représentation le groupe devient un 
groupe projectif de l'espace E

2W
_,. V 

I. Le groupe réel G le plus simple de première classe qui soit iso-
morphe au groupe projectif de l'espace complexe E„_, est celui qui 
indique comment sont transformés les coefficients de l'hyperquadrique 
réelle 

( I ) 1 u
ik
 x,x

k
 = o, u

ik
 = u

kh 

quand on effectue sur les x, une substitution litiéaire à coefficients 
complexes. Ce groupe G est un groupe projectif dans l'espace A 
un point complexe (χ) de l'espace E

re
._, on peut faire correspondre le 

plan réel de l'espace E„,_, défini par l'équation (ι). A un point réel 
de Ε

λ
,_, on peut faire correspondre l'hyperquadrique (i), qui définit 

encore si l'on veut une anticorrélation, celle qui fait correspondre au 
point (χ) le plan d'équation 

1u
ik

X,x
k

— o. 

II. Le groupe quaternionien ({ de l'espace complexe Ε
2

„._, est formé 
des transformations projectives complexes qui laisse invariante l'anti-
involution de seconde espèce 

XJJ'-i — Xi i, Xit— Χ%ι—i· 
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Le groupe ft le plus simple de première classeayantla même structure 
est le groupe qui transforme les droites de l'espace Ε

2„_, ; il admet 
l'anti-involution de première espèce 

^■it— 1,2/— ^2/-1,2/> 1 «?2/,2/> ^2/—1,2/ 1 î 

il est à n(in — i) variables; le groupe réel G auquel il est associé est 
aussi à η (m — i) variables. 

Dans le cas η = 2, le groupe réel G à 6 variables est au fond le 
groupe projectif de la quadrique 

(?.) χηχ
η

 — xi3xu
 + xnxn=o, 

où l'on a 

Xj2—"^3i *·^34 ι "^13 "^"24» — *^2 3 » 

c'est donc encore le groupe non euclidien de l'espace hyperbolique E
5

. 
Un point complexe de l'espace E, peut être représenté dans EB

 par ]a 
figure réelle formée d'un point réel de la quadrique (2) et de deux 
multiplicités planes imaginaires conjuguées à deux dimensions situées 
dans le plan tangent à la quadrique (2) au point considéré. 

III. Le groupe hermitien ft de l'espace complexe E
n

._, est formé des 
transformations projectives complexes qui laissent invariante l'hyper-
quadrique 

z{xxxl -h ε2ΧζΧ.: -Κ .. 4- εηχηχη = ο. 

On obtient un groupe ft de première classe ayant la même structure 
en considérant le connexe 
(3) lLcii/

c
X(U/.— 0; 

quand on effectue une transformation projective hermitienne, les 
étant regardés comme les coordonnées homogènes d'un point, les uk 
comme celles d'un plan, ce connexe est changé en un autre de coeffi-
cients dih. On obtient ainsi à η2 variables complexes un groupe linéaire 
qui laisse invariante la multiplicité plane 

«ii 4- «22 4-. .. 4- ann — o, 

et l'anti-involution de première espèce 

Α,·α· — 6| &Ί<ί » 
Journ. de Math. (6· série), tome X. — Fasc. II, api'i· 
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En posant donc 

«n +- «21·+·.. · H- a,
tn — o, a Hi — ifik a/,·/, 

on obtient un groupe linéaire réel Gùn2 — ι variables, qui fournit lui-
même un groupe projectif réel de l'espace E

n
,_, ('). 

Un point complexe (x) de l'espace E
ft
_, peut être représenté par une 

multiplicité plane réelle de l'espace E„,_
2
 dont les équations sont 

la,·\Xj _ lagXi _ _ -S«/„,?·,_ 

ces équations expriment que la transformation projective 

X* —&ik 3- i-, 

définie par le connexe (3), laisse invariant le point (χ). 
Dans le cas η = 4, on a, si 

ε, ε2ε3ε4 — ι, 

un autre groupe plus simple £ de première classe en formant le 
groupe g^. C'est au fond le groupe projectif de la quadrique de E

5 

définie par l'équation 

(4) JC
n

Xy,— O, 

où l'on a 
OC ,2 ε

2 ) a? υ — — £ 1
 ε

3 ̂ 24 j ^-14 &1 £4 23 · 

Un point complexe (x) de l'espace E3 peut être représenté par a 
figure réelle formée d'une multiplicité plane imaginaire à deux dimen-
sions, génératrice de la quadrique (4) et de la multiplicité génératrice 
imaginaire conjuguée. 

Dans le cas η = 6, on a aussi, si 

ε2ε3ε*ε5ε6 — — 

un groupe de première classe G à 20 variables, au lieu de 35, en consi-
dérant le groupe g^. 

(*) Voir E. STUDY, Math. Ann., t. LX, 1905, p. 36o. 


