
M. GEVREY
Sur les équations aux dérivées partielles du type parabolique
Journal de mathématiques pures et appliquées 6e série, tome 9 (1913), p. 305-471.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1913_6_9__305_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1913_6_9__305_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


ÉQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU TYPE PARABOLIQUE.* 3Θ5 

Sur les équations au,χ dérivées partielles du type 

V \ parabolique ; 
/ 

Ι»*» M. GEVUEY. 

INTRODUCTION. 

Le présent Mémoire est consaci'é à l'étude des équations aux déri-
vées partielles du type parabolique, linéaires et non linéaires, soit 
au point de vue de la résolution des problèmes aux limites, soit au 
point de vue de la nature des solutions ('). 

La plus simple des équations du type parabolique est l'équation de 
la chaleur 

(1) d²z / dx² = dz / dy, 

ou, dans le cas déplus de deux variables, 

étudiées longuement par Fourier dans ses beaux travaux sur la Phy-

(') Les principauv résultais de ce travail ont fait l'objet de plusieurs Commu-
nications à Γ Académie des Sciences: 9.0 février 1911, t. 151 ; G juin 191 r, t. 152; 
24 juin 1912, t. 154; 28 octobre 1912, t. 155; 17 février 19r3, t. I5G. 

Journ. de Math. (6" série), tome IX. — Fasc. IV, 1913. 3q 

η 
(!') 

/ ~ I 



3Θ6 M. GEVREY. 

sique mathématique (1 ). Poisson (a), Laplace se sont eux aussi occupés 
des problèmes de la chaleur, en se plaçant toujours au point de vue du 
calcul de la solution dans chacun des problèmes poses par ln Physique. 
A une époque plus rapprochée, Schacili (3), Bctli sont revenus sur ces 
questions, et plus récemment encore M. Appcll (*) a consacré à l'équa-
tion (i) un remarquable Mémoire. Enfin l'équation (i') a été étudiée 
par divers auteurs (5) en utilisant les méthodes introduites dans ce 
genre de recherches par Poincaré, dans son célèbre Mémoire sur les 
équations de la Physique mathématique. 

Mais les équations générales du type parabolique n'avaient pas été 
envisagées en elles-mêmes, si ce n'est au point de vue, plutôt géomé-
trique, du problème de Cauchy et de l'intégration effective, lorsque, 
en 1907 et en 1908, MM. Holmgren et Levi (°) publièrent, presque 
simultanément, des travaux sur l'équation (1), s'inspirant des théories 
modernes relatives aux équations intégrales : là comme ailleurs, cet 
instrument analytique a fait preuve de sa fécondité et de sa souplesse. 

La Physique mathématique avait posé, relativement à l'équation (1), 
un type de problème, se rapprochant du problème de Dirichlet, et qui 
a conduit tout naturellement à une classe de problèmes aux limites, se 
résolvant par des méthodes analogues à celles dont on fail usage dans 
la théorie des équations elliptiques et hyperboliques. C'est à celte 
question qu'est consacré le remarquable Mémoire de M. Levi, qui 
étudie dans cet esprit, d'une façon très complète, l'équation (1), ainsi 
que l'équation à second membre 

Ο) §=/<*·-Τ'· 

Ρ) FOUKIEII, OHuvres, publiées par M. Darboux, t. I el 11. 
(2) POISSON, Théorie mathématique de la chaleur, Paris, 1835. 

(3) Journal de Crelie, !.. ΊΊ. 
P) Journal de Liouville, 1892. 
(5) MM. Pe Boy, SieUolI, Zuremba, Lauricell, etc. Citons aussi les deux 

Chapitres que M. Volterra a consacrés à l'équation de la chaleur dans ses Leçons 
de Stockholm (1906), el dont la lecture est fort suggestive. 

('■') IIOUHUIKN, 1/7.0' for Mntematik, Bd 111 el IV (1907-1908). — F.-F. LKVI, 

A nnali di Materna Lieu: (1908). J'aurai souvent occasion de citer ce Mémoire, 
dont la lecture m'a donné lidéede mes recherches. 
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Les caractéristiques de cette équation sont les droites y — const. 
Dans tout ce qui suit, nous appellerons contour (C) un contour formé 
d'un segment A, A

2
 de caractéristique, pouvant d'ailleurs se réduire 

à zéro, et de deux arcs A, Β,, A
2
 B

2
, situés au-dessus de A, A

2
, ne se 

coupant pas, et rencontrés respectivement en un seul point par les 
caractéristiques qui les coupent; les équations de ces arcs de courbe, 
que nous appellerons C, etC

2
 (voir fig. ι), sont donc de la forme 

x— XiCr), ^ =X2 (y) 

Nous désignerons également sous le nom de solution régulière 
d'une équation aux dérivées partielles, toute solution continue, ainsi 
que celles de ses dérivées qui ligurent dans l'équation. 

Cela posé, le problème aux limites type relatif à l'équation (2) est 
le suivant : déterminer une solution ζ de cette équation, régulière 
entre les arcs C, et C

2
, connaissant les valeurs qu'elle prend sur le 

contour (C). Si nous appelons d'une façon générale S la région située 
entre les arcs C, etC

2
 et au-dessus de A, A,, ζ sera régulière dans S 

et continue sur (C). Étant donné un point P(#, y) de S, la valeur de £ 
en ce point ne dépend que des données sur la portion (Cr) de (C) 
qui est au-dessous de la caractéristique d'ordonnée y. On peut donc 
dire, en quelque sorte, que le type parabolique participe à la fois du 
type hyperbolique et du type elliptique, puisque sur une courbe 
ouverte on se donne la valeur de 5 seul. L'angle des droites caractéris-
tiques du type hyperbolique est devenu égal à 1800 et il continue ainsi 
à embrasser les données dont dépend la valeur de la solution en son 
sommet (devenu indéterminé), mais, dans le passage, la connaissance 
des valeurs prises par ~ est devenue inutile. 

Quoi qu'il en soit, l'emploi d'une solution fondamentale, qui est 
ici(') ' 

l ·>· — ξ)11 

Ϋ(Π,Ρ) = U(£, Η;Λ7, y)— e *0— 

conduit à la formule fondamentale (§ 1) et à la représentation de la 
solution par des intégrales (§2) : en écrivant que ces intégrales pren-

(') Dans tout ce travail nous désignerons toujours par la lettre U une solution 
fondamentale et nous écrirons toujours les premiers, dans son expression sym-
bolique, les variables ou le point relatif à l'équation adjointe. 
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nent au bord les valeurs données, on obtient les équaLions intégrales 
qui permettent de résoudre la question. Au moyen de celles-ci on peut 
d'ailleurs former unq fonction de Green permettant, grâce à la formule 
fondamentale, d'obtenir par une même formule, la solution de tout pro-
blème aux limites concernant un contour donné. 

Cette façon de procéder est absolument classique et en, ce qui con-
cerne l'équation de la chaleur, nous ne pouvons mieux faire, comme 
complément à ce que nous disons au début du premier Chapitre, que de 
renvoyer le lecteur au Mémoire de M. Levi, et à l'excellent Chapitre 
que M. Goursat a consacré à ces questions dans le Tome III de son 
Traité d'Analyse ('). 

Il existe pour l'équation (2) une intégrale tout à fait analogue au 
potentiel de simple couche : c'est la fonction 

Z — f f —L=c 4,r 

qui est solution de l'équation (1), S
r
 désignant le domaine limité par 

(Cr) et la caractéristique d'ordonnée y. Si nous remplaçons dans cette 
intégrale la solution fondamentale par la fonction de Green, nous avons 
la solution nulle sur (C). 

Tout ceci étant rappelé, on voit donc que le chemin était tout tracé 
pour la résolution des problèmes aux limites relatifs à des équations 
plus générales, suivant la méthode si féconde créée par M. Picard 
dans son fameux Mémoire Sur les équations aux dérivées partielles 
{Journalde Liouville, 1890). 

I. Dans un premier Chapitre j'approfondis l'étude des solutions des 
deux équations (1) et (2) en vue des applications du Chapitre sui-
vant. Puisque notre objet est de former la solution des équations 

{C) àï>~Ty-ate+cz+f' 

i's Os J 0z\ 

(w) ϋΡ fa* dyy 

(l) Toutes les fois que nous renverrons à ce Mémoire ou à cet Ouvrage, nous 
les désignerons simplement par le nom de l'auteur. 
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fît cela parle moyen d'approximations successives, il nous faut envi-

sager l'allure de la dérivée ~ au bord, pour les équations (c) et (£
f
), 

et aussi de la dérivée — » pour ré(].uation (<*3). 

Je commence par faire celte étude pourréquation(i) : jeformetout 
d'abord la fonction de Green, et cela en supposant simplement que les 
deux fonctions X, et X2 satisfassent à la condition 

(Γ) |X/(y)-X/(y)|<K|7-/Î"1^. 

Le contour (C) peut donc n'avoir aucune existence matérielle, 
puisque les fonctions X, peuvent ne pas admettre de dérivée. Ce point 
de vue peut évidemment prêter à la critique et d'autant plus que, si 
l'on suppose que X, et X2 admettent une dérivée première, le change-
ment de variable 

(V) x' = l(x - X1(y))/ X2(y) - X1(y) 

transforme les équations (c), (£,), (£a) en équations de même forme, 
et le contour (C) en un con tour rectangulaire porté par les droites A, A

2 

et χ' — ο, oc' = l. Or précisément l'étude des dérivées au bord est 
particulièrement simple dans le cas d'un contour rectangulaire. 

Malgré cela, il m'a semblé que le point de vue purement théorique 
ne saurait ctre exclu, sous le prétexte qu'il s'agit d'équations utilisées 
en Physique mathématique et qu'on pouvait envisager ces questions 
en elles-mêmes, puisqu'aussi bien on se plaçait à ce point de vue dans 
d'autres théories plus éloignées des applications. 

Pareillement j'ai toujours cherché à faire le moins d'hypothèses que 
possible sur les coefficients et les données : ceci peut d'ailleurs éviter 
des discussions spéciales, au cas où ces fonctions présenteraient en cer-
tains points des particularités qu'une méthode moins subtile aurait 
éliminées. 

Au reste, comme le contour rectangulaire simplifie beaucoup de 
questions, je lui ai consacré une Note spéciale à la fin du Mémoire : 
tout ce qui concerne plus spécialement les contours satisfaisant à la 
condition (Γ) a été marqué par un astérisque et le lecteur qui ne s'in-
téresse pas à ce point de vue pourra le passer sans inconvénient. 
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Dans le premier Chapitre j'élndic également les conditions les plus 
simples qu'on puisse donner, bien qu'assez larges [conditions (A) § 91 
pour que les dérivées ~ et ■— de la fonction Ζ existent et vérifient 
l'équation (2). Enfin, comme l'a fait M. Pétrini pour le potentiel (') 
je donne une extension du symbole 

d²Z dZÔA 
SL = dx² dy 

n'exigeant pour la fonction f(oc,y) qu'un certain genre de conti-
nuité. 

Quand f est simplement intégrable, Ζ satisfait à des conditions 
d'accroissements analogues à celles qu'a étudiées M. Dini dans le cas 
du potentiel (2). 

II. Dans le second Chapitre je m'occupe de la résolution des pro-
blèmes aux limites et plus particulièrement du problème type cité 
plus haut, l'équation donnée étant (c), (£,) ou (c2). 

Π y a plusieurs manières d'envisager la question pour l'équa-
tion (c). On peut tout d'abord, par un changement de fonction 
inconnue, faire disparaître le coefficient a. C'est ce qu'a fait 
M. H. Block dans un Mémoire paru dans \esArkiv de Stockholm (Bd. V1) 
et qui venait d'être imprimé au moment où j'ai publié une première 
Note. J'ignorais complètement ce travail, développement d'une Note 
communiquée quelques mois avant. Effectivement, le cas où a = ο est 
d'une grande simplicité et c'est par ce cas que j'avais débuté dans mes 
recherches l'année précédente. Mais, outre qu'il exige l'existence des 
deux dérivées premières du coefficient de — dans l'équation primitive, 
il ne se prête pas à la généralisation dans le cas de plusieurs variables, 
et il ne peut servir à préparer l'étude des équations (ΰ, ) ou (ΰ

2
). 

Si l'on ne fait sur les coefficients d'autre hypothèse que la con-
dition (A), la solution de l'équation (ô) sera donnée par le moyen 
d'une équation intègro-dijférentielle (§ 19), résoluble par approxi-
mations successives (:1). 

(') Journal de Liouville, «909; Acta mathematical t. XXXI. 
(2) Acta mathematical t. XXV. 
(3) Ordinairement dans ces approximations, on suppose l'existence, au bord 
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Si la dérivée ̂  du coefficient a existe, on peut transformer l'équa-

tion précédente en équation intégrale ordinaire (§ 23), suivant le 
procédé de M. Picard (l), et l'on.n'a pas alors d'autre hypothèse à 
faire sur les données, que celle de la continuité. On peut alors 
démontrer sur les séries de solutions un théorème tout à fait analogue 
à celui qui a été établi par M. Picard pour le type elliptique et par 
M. Levi pour l'équation de la chaleur (§ 23), et appliquer ce théo-
rème au cas où le contour (C) présente des singularités (§ 26). 

La résolution de l'équation intégro-différentielle dont nous parlions 
plus haut a préparé la voie pour l'étude de l'équation (c,),/étant 
supposée lipschitzienne en ζ et Jusqu'ici, la seule hypothèse faite 
sur le contour est la condition (Γ). 

Plus délicate est la résolution de l'équation (<^2), soit 

r = f(xy, s. /;, 7), /',>o. 

Ln effet, pour la résoudre par approximations successives, nous la 
mettrons sous la forme GJ = φ(&·, y, ζ, ρ, q). Or, en vertu des équa-
tions mêmes qui constituent la chaîne et qui sont de la forme (2), les 
dérivées r el q présentent les mêmes singularités au bord. Mais ici 
q est engagée dans le second membre. J'ai résolu la difficulté par la 
méthode des accroissements, basée sur les études faites dans le premier 
Chapilre. J'ai naturellement cherché à faire le moins d'hypothèses que 
possible sur f et je l'ai simplement supposée pourvue d'un certain 
nomine de dérivées (§51). La question est assez analogue à la résolu-
tion de l'équation elliptique 

/(#» y, S, P, q, /·, s, t)=o, 
mise sous la forme 

/· 1 = φ (a?, y, s, ρ, q, r, 5, t) 

et qui a été faite par M. Bernstein dans le cas analytique seulement. 
La fin du Chapitre concerne l'extension au cas de plusieurs variables 

des problèmes traités jusqu'ici. 

même, des dérivées qui figurent dans les seconds membres des équations 
d'approximation. Celle condition n'est pas indispensable et j'ai indiqué très 
sommairement comment on pouvait s'en passer. 

(' ) Rendiconii di Palermo et Annales de l'Ecole Normale, 1906. 
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III. Les solutions régulières de l'équation delà chaleur sont ana-
lytiques par rapporté#; relativement à y elles sont d'une certaine 
espèce de fonctions, que j'ai appellees fondions 30 (voir § S2) et qui 
ont fourni à M. Holmgren matière à des résultats remarquables sur 
le prolongement des solutions de l'équation de la Chaleur. 

M. Levi avait démontré que, si /est analytique en x, dans une 
région A, toute solution régulière de Inéquation (2) est aussi analy-
tique en χ dans Λ. J'ai étendu ce résultat à l'équation (ΰ), quand les 
coefficients sont analytiques en x, et aux équations (ΰ,) ct(£a), quand 
/est analytique en #, ζ, p, q. 

L'analylicite par rapport à y n'est pas aussi directe : $ = ο dési-
gnant l'une des équations (c ), ), (£, ), si § est analytique en y, z, 
p, q et si ζ prend des valeurs analytiques sur deux segments G, 
et C

a
 parallèles à Oy, ζ sera analytique en y sur tout segment de 

caractéristique limité par C, et C
a

. Une propriété analogue a lieu pour 
1 ' analy licite par rapport à Γ ensemble des variables x, y, C, et C2 

pouvant être cette fois des arcs analytiques. 
Je me suis proposé également de voir si les fonctions d'espèce Je ne 

jouaient pas, par rapport à y, le môme rôle que les fonctions analy-
tiques, par rapport à x. En d'autres termes, si les coefficients de 
l'équation (c) sont f onctions 30 en y, en sera-t-il de même de toute 
solution régulière? La réponse est affirmative et vraie également 
pour l'équation 

(E) te~*+aâï+l'Ty ■+c'+f· 

b gardant un signe constant. De plus, si les coefficients de cette équa-
tion sont fonctions 30 par rapport à l'ensemble (#, y) (voir § 152), 
toute solution régulière prend sur une courbe d'équation x = X(y), 
X étant une fonction 30, des valeurs définissant une fonction 30 dey. 
Nous appelons une telle courbe, courbe 30. 

. Enfin, le problème du prolongement (§157) m'a conduit au résultat 
suivant : la condition nécessaire et suffisante, pour qu'une solution z· 
de (E), régulière dans un domaine limité en partie par une courbe 30, 
soit prolongeable au delà de celte courbe, est que les valeurs prises par ζ 
sur cette courbe constituent une fonction dey qui soit d'espèce 30 : nous 
supposons ici les coefficients de (E) d'espèce 30 par rapport à l'en-
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semble (x, /). Si la courbe est un segment vertical, il suffit qu'ils 
soient d'espèce 3C en /. 

Ces résultats sont basés sur la résolution du problème de Cauchy, 
dans le cas où la frontière est un segment vertical : la solution se 
calcule par approximations successives en partant de la formule 

z,(*, ν) = Γ y <»-<>"7dp/EY / dyp dE, 
r=l 

qui donne la solution de l'équation (2) nulle sur O/, ainsi que sa 
dérivée par rapport à x. 

J'étudie enfin le cas où les coefficients sont analytiques en / (pro-
blème de Cauchy et problème du prolongement) et, après quelques 
autres considérations relatives au prolongement, je termine le Cha-
pitre en montrant que le problème qui consiste à déterminer une 
solution de l'équation de la chaleur, analytique en χ et /, et prenant 
sur deux courbes sécantes des valeurs analytiques, est un problème 
en général impossible, contrairement à ce qui a lieu pour un grand 
nombre d'autres équations. 

IV. Appelons équations singulières les équations du type (E), 
telles que le coefficient b s'annule avec ou sans changement de signe 
dans la région où l'on veut former une solution de l'équation. Suivant 
que la ligne singulière, le long de laquelle b s'annule, est quelconque 
(sans tangentes caractéristiques cependant) ou est une caractéris-
tique, nous aurons les deux types suivants (en posant ε = ± 1) : 

(0 ~ X Ty + "S ="■+-/' w s""Ple (0 dP. - = °· 
/0~ ζ Oz ôζ . ι /"·/ \ 0" ζ ôζ 

dx² dy dx dx² dy = 0 

Il est facile de former une solution fondamentale de l'équation (<?) 
valable dans tout le plan. Le nombre entier ρ étant pair, les problèmes 
aux limites relatifs à l'équation (1) se résolvent également pour l'équa-
tion (<?), et par suite (/), par des méthodes analogues, même si le 
contour qui porte les données traverse l'axe des/, ou bien en com-
prend un ou plusieurs segments. Mais si ρ est impair, la solution de (e) 

Journ. de Math. (6· série), tome IX. — Fasc. IV, 1913. 4o 
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est déterminée au-dessus du contour qui porte les données, dans la 
région qui est à droite de Oy, et au-dessous dans la région qui est 
à gauche. Pour avoir une solution régulière dans un domaine traversé 
par Oy, il faut examiner si deux solutions, déterminées dans deux 
régions admettant l'axe des y comme frontière commune, peuvent se 
raccorder, c'est-à-dire prendre, ainsi que leurs dérivées premières, la 
même valeur sur Oy. On reconnaît alors que la solution de ce pro-
blème revient à celle d'une équation de Fredholm de première 
espèce et ceci permet de montrer que les noyaux de la forme 

\Τ=7ψ' (° <«<>), 

où ε = ± ι et peut ou non changer de signe pour s = x, sont des 
noyaux fermés. 

Quant à l'équation (eil est aisé de former sa solution fondamen-
tale et de montrer que si une solution, régulière au voisinage de Ox, 
se réduit sur O# aune fonction continue, celle-ci ne peut être que 
linéaire. Quand ρ est impair et ε = — ι, la disposition des contours 
portant les données permet de résoudre, pour un contour fermé cou-
pant Ο a?, un véritable problème de Dirichlet. Si ρ est pair, on peut 
avoir une solution régulière à l'intérieur d'un contour coupant Ox, 
mais les valeurs de la solution d'un côté de Ox ne dépendent pas des 
valeurs prises de l'autre côté. 

Les résultats du Chapitre III peuvent être étendus à ces équations 
singulières. Nous avons traité le cas de l'équation (c) avec a = c = ο 
(problème du prolongement et problème de Cauchy). Pour les 
autres, nous avons simplement indiqué les résultats qui se déduisent 
de ceux que nous avons démontrés (voir § 74). 

V. Dans le dernier Chapitre, nous avons appliqué la méthode de 
M. Hadaiiiard(')à la formation de la solution fondamentale des équa-
tions linéaires complètes à deux et trois variables : le procédé réussit 
quel que soit le nombre des variables, pour toutes les équations qui se 

(1) Comptes rendus. ier mai 1911. 
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ramènent à la forme 
η η 

2 d2 ζ à ζ ^ à ζ+ cz 

i=l \ /=1 

et permet aisément la résolution des problèmes aux limites. 
La solution fondamentale des équations (c) se calcule également 

par cette méthode, et ceci permet de former l'équation intégrale rela-
tive au problème du raccordement dans le cas général. 

CHAPITRE I. 

SUK LES PROBLÈMES RELATIFS A L'ÊQL'ATION DE LA CHALEUR. 

Nous allons tout d'abord rappeler brièvement certains résultats 
acquis relativement à l'équation 

(1) = d²z/ dx² - dz / dy = f(x,y), 

fix, y) étant une fonction que nous supposerons tout d'abord con-
tinue. 

1. FORMULE FONDAMENTALE. — Envisageons les deux équations 

à2 ζ dz ^ d2u du 
DSS-R—Y Γ" — °1 °I

U
 = ~Ï~? H Γ

-

 " °> 

dont la seconde est l'équation adjointe de la première. La solution 
fondamentale relative à ces deux équations est 

ϋ(ξ, η; oc,y) — -7=L= ex - E / 4(y-n) 

solution de os = ο en oc, y et de δ, u — ο en ξ, η. 
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Soit ζ une solution régulière de l'équation (ι) : nous la supposons 
donc continue ainsi que ~ et le seront également. Envisa-
geons un contour (C){voir Introduction, p. 307), formé par un segment 
de caractéristique A1A2 et deux arcs A,B,, A2B2 comme il a été 
expliqué {fig. 1), et soit M,M2 un segment caractéristique coupant 
ces deux arcs et contenant un point Ρ (χ, y). Appliquons la formule 
de Riemann à l'intégrale 

II u[6z —/(ξ, η)] — u j d\ d-r\, 

étendue au domaine limité par (C) et une caractéristique M', voi-
sine et au-dessous de M,M2. Si, dans cette intégrale, u est solution 
de «5, u = ο et ζ solution de oz = /, on a 

(2) f uzdi
)
 = ι

 uzdl +(
u
~—ζ^τ\ώί\— f f uf d'idri. 

Si nous remplaçons u par la solution fondamentale, il vient, en fai-
sant tendre M', Ml vers M, M2, la formule fondamentale ( ') 

* 

(
β) \=f ^==e-—+dz/ dE - z x - E / 2 (y - n) 

— fi e 4"'-Τι,/(ξ,γi)d'fdfi, 

Sr
 désignant, comme nous l'avons dit, le domaine limité par (C) et la 

caractéristique d'ordonnée y. On suppose : dans la formule (a), 
Ρ intérieur à S; dans (β), Ρ sur (G); dans (γ), Ρ extérieur. 

La formule suppose également ζ régulière à iintérieur de S, -3 et 
dz / dxcontinues sur {C). Pour que la formule (β) soit exacte, il faut de 

Ο GOURSAT, t. Ill, p. 3io. — LEVI, p. 2o3. — La lecture du Chapitre de 
M. Goursat, déjà cité dans l'Introduction, sera très utile pour aider à bien 
comprendre les pages qui vont suivre : voir eu particulier les n08 5V2, 3fr3, 54Λ, 
5i3 et 5V7. Voir aussi le début du Mémoire de M. Levi. 
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plus qu'on ait (voir la Note à la fin du § 5) 

(3) LIM = o (F= 1,2), 

et que l'intégrale 

(4) /_d£)—hpl
e
 40-vi» ?(ri)d-n 

ait un sens. Enfin nous avons une intégrale curviligne en d\ qui nous 

Pi g. i. 

A, 

oblige aussi à quelque hypothèse sur les fonctions X, et X
2
 : nous les 

supposerons continues et à variation bornée, c'est-à-dire que les arcs 
C, et C2

 sont rectifiables. 
Nous serons amenés plus loin à modifier un peu ces conditions. 

I. — Étude des solutions de l'équation bs = o. 

L'étude que nous allons faire dans tout le premier Chapitre sert de 
préparation à la résolution des problèmes posés dans le second. 

2. INTÉGRALES REMARQUABLES. — Posons 

V (ξ. -η; χ, y)— ^ "·' r"=:-9,— = 2-—· 

Nous voyons, dans la formule fondamentale, apparaître des intégrales 
de la forme 

3o {x,y)~ i U ( ς, YÎ ; χ, y) φ(η) dn, ό(χ,γ)=Ι Ύ(ξ, η ; χ, y) φ(η) dr\ : 
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AM désigne un arc de courbe dont l'extrémité A est fixe et a pour 
ordonnée y,, l'autre extrémité ayant pour ordonnée/; soit.r= X(/) 
son équation ('); φ est une fonction continue. Étudions les propriétés 
de ces intégrales. L'intégrale uniformément· convergente (2), est 
continue en tout point, même sur AM. Quant à a, elle est certai-
nement continue en tout point non situé sur ία courbe et il est facile 
d'en obtenir une limitation valable dans toute la bande ail du plan, 
définie par/,5/</

2
, φ(η) étant continue dans l'intervalle (/,,/

a
), 

avec | φ | < Φ. 
Remarquons tout d'abord que l'intégrale 

1= -iÛ ίϋί, "J—i' φ (η) Ai, 
-Vi(y - n) 3 / 2 

a un sens pour # = X(/), d'après une hypothèse antérieure [inté-
grale (4)] : nous la supposerons continue en χ, /, même pour 
x = X(/)(3), de telle sorte qu'on ait dans m> (4) 

|1|<(L)<D. 

Ceci n'exige nullement que X(/) soit à variation bornée et nous 
pouvons supprimer cette hypothèse, en conservant cependant la con-
dition (3). 

Nous pouvons écrire alors, 

a==/ £—4'^' 9(n)rfy 

=L r)Λ, = I
 +
 f

 +
 f'\ 

(!) En somme nous supprimons ici les indices ι el 2, AM désignant Tare 
A, M, ou l'arc A2M,. 

(2) GOURSÀT, t. III, p. 173. 

(3) Ceci aura lieu sous des hypothèses très larges, par exemple si 

■Ί X(.y)-X(n) ώ(] 
G. (/ — -ny 

a un sens. 
(v) Dans tout le cours de ce Mémoire, nous désignerons, d'une façon géné-

rique, par (L) ou (K), tout coefficient numérique essentiellement fini, dont la 
valeur pourra d'ailleurs différer d'une formule à une autre. 
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en désignant par y' l'ordonnée du point de l'arc AM, le plus rap-
proché de M, et tel que 

(3) |XOO-X(/)| = i|*-XOO|. 
Si ce point n'existe pas, la décomposition de l'intégrale est inutile et 

ce que nous dirons de f s'appliquera à f · Or 

/ <Φμ-Χ(.κ)| -<^Φ—=^-4Φ' ν· / y η> 

et d'après (3) ceci tend vers zéro avec y — y'. D'autre part, quand η 
appartient à l'intervalle (y', y), on a certainement 

_ R.>--X (·/)>!' _ [■>· — Χ I.VLP 

(5') e <E «TR—*I» , 

|/|< Φ I a~Al7e" «0-1» dfi <4Φ / —4VrO 
>' (y — "Ό" 0 

en utilisant le changement de variable défini par 

[χ — X (y)Y =Z 16s {y — -n). 
On a donc, dans la bandeVb, 

(6) 13 | < ( ί,)Φ. 

La dérivée de 3
0
 par rapport à χ est en tout point non situé sur la 

courbe égale à — 73. 
Quant à la dérivée de 3, elle s'écrit 

— = / 7e *'·> 'I— -—; —>9(Yj)rfyj. 

Le même procédé de décomposition que nous avons utilisé plus 
haut conduit à la limitation 

(6') |dz /dx| > LO / |x - X (Y)| 

Nous voyons donc que ~ devient en général infinie sur la courbe. 

Cependant se ramène facilement à des intégrales 30
 et 3 quand X 
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et φ sont dérivables. En effet 

or 
^=~'J »—·η^·ο^ 

: 7i = — X ( η ) r-· 

D'où, en substituant la valeur de ~ fournie par cette équation dans 
l'intégrale et intégrant par parties, 

(7)7hc=~'1\
 V ?'(·η) cl-n — ΥΧ'(η)φ(η)ί/η —2o(j

1

)U|X(j'
1

),
i

y
1

;a:,7]. 

Cette méthode s'applique à toutes les dérivées de 3, si φ admet des 
dérivées successives, et permet d'avoir leurs limites sur l'arc AM. 

Formule de discontinuité. — Quand le point Ρ traverse la 
courbe AC en un point P0, l'intégrale 3 subit une discontinuité tra-
duite par la formule 

lim (3P—3P ) =± 2^πφΡβ, 

le signe étant + ou — suivant que Ρ tend vers Ρ
υ
 à droite ou à 

gauche de l'arc de courbe. 
Cette formule, analogue à la formule de discontinuité du potentiel 

de double couche, a été démontrée par MM. Holmgren et Levi sous 
certaines conditions relatives à X et o. Nous allons en donner une 
démonstration très rapide. Nous pouvons représenter, dans tout inter-
valle fini i contenant la valeur y

0
 ordonnée de P

0
, la fonction continue 

φ (χ) par un polynome ο (y ), de telle façon qu'on ait 

I?(/)- φ(/)|<ε; 

on peut même supposer <p(j/
0
) = φ(y

0
). Or la fonction φ vérifie 

l'équation oz = — ^- Par suite, étant donné un contour (C) dont 

l'arc AM constituerait le bord droit, en appliquant la formule (a) 
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ou (γ), puis la formule (β), à cette solution et retranchant, il vient 

OU ; φι»— ^π?Ι'.~ " / V<' ?(y') ll'n 7y / V''o ) r{'n 

ο I 

Quand Ρ tend vers P„, le premier membre tend vers zh V^fCXo) 
et les termes non, écrits dans le deuxième membre tendent vers zéro. 
Or le second membre peut s'écrire 

1/2"%„) + 7 f Vι»( φ — φ) <r/y) — ~ ( Vi»
u

(φ — 9) df] -t- . . .. 

Les deux intégrales sont en valeur absolue inférieures à (L)s. Par 
suite ε'étant donné, on pourra toujours choisir ε, puis prendre Ρ suffi-
samment voisin de P

0
, pour qu'on ait 

|-"L— «ν^φι·,.! < ε'> 

ce qui démontre la formule que nous avions en vue. 
ici X est supposé vérilier toutes les conditions données pour l'éta-

blissement de la formule fondamentale. Mais il est aisé de voir que 
nous pouvons supprimer la condition que X soit à variation bornée, 
lin effet, cette condition est relative à l'existence de l'intégrale 

L 
U(i,rr,x,f)<?(-n)dL 

Mais, pour écrire cette intégrale, nous pouvons supposer que l'arc 
AM'M a été remplacé par un arc AM"M intérieur à (C), ayant 
mêmes extrémités et tel que cette intégrale curviligne ait un sens; il 
faudra alors adjoindre au second membre de la formule fondamentale 

l'intégrale double j j ~~od^d-q étendue à l'aire σ comprise entre 

AM'M et AM"M. Il est facile de voir que cette intégrale a un sens et 
est continue quand Ρ et M varient, à la condition que Ρ ne vienne 
pas à l'intérieur de a. Les conclusions énoncées plus haut subsistent 
donc. 

Quand le point Ρ tend vers A, la limitation que nous avons donnée 
plus haut montre que, si ο est nul en A, λ tend vers zéro. 

La formule fondamentale met également eu évidence les solutions 
Journ de Math. (6e série), twne IX. -- l<asc. IV, t <j ι H. 4* 
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de Sz = o, de la fonne (x
t
 et x

3 étant les abscisses de A, et A„, 
γ, leur ordonnée) 

M(*
t
y) = /

 c *ν-Λ'ψ(Σ)Λ, 

qui, lorsque)' tend vers/, et χ vers x01 tendent vers ι \Jk ψ(.χ·„) si 
.x'

0
 est intérieur à l'intervalle (a?,, x2), vers o, si x0 est extérieur à 

cet intervalle ( formule de Poisson, GOUKSAT, n° 543) ('). Ceci 
permet de n'envisager que les intégrales de Véquation ( i) s''annulant 
sur A, Aa, car toute autre en diffère par une intégrale ix. 

3. Puonu'MES AUX LIMITKS. — L'emploi des intégrales 3
0
 et a permet 

de déterminer la solution (unique : l'unicité sera étudiée plus loin) 
de Sz = o, s'annulant sur A, A2

 et satisfaisant sur chacun des arcs C,, 
Co à une relation de la forme 

y(y) dz / dx + u(y)z = F(y), 

λ, p., F étant continues. Il suffit pour cela de représenter celte 
intégrale par une somme de deux fonctions 30 ou 3, relative à chacun 
des arcs, et d'écrire que, quand Ρ tend vers un point du contour, les 

valeurs limites de ζ et ~ vérifient la relation donnée : on oblieriL ox 
ainsi un système de deux équations intégrales de deuxième espèce qui 
déterminent les deux fonctions o (GOURSAT, n° 547). Pour la résolu-
tion de ce système, nous renverrons au Mémoire de M. Levi (-), en 
remarquant toutefois que, pour établir la convergence des séries qui 
représentent les solutions, il n'est pas nécessaire de supposer X, et X2 

lipschilzicnnes. Sans doute, la condition que nous avons imposée à 
ces deux fonctions, à savoir que l'intégrale (4) ait un sens (a), n'est 

(') Si x0 est égal à xx ou xz, c'est-à-dire si le point (x, y) tend vers une des 
extrémités du segment A, A2, la limite ?X dépend du chemin suivi: par exemple, 

elle est y/π Ψ(Λ*Ι) si X °°x ■ tend vers zéro [c/. la condition (3), M, et M
2
 jouant 

alors le rôle des points Ax et A
2

"|. 
(2) 1C.-K. LÉVI, toc. cit., p. 21/4. 

( ') Ou même la condition que Ι : ^ ail un sens. 
y' (y — -n)2 
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pas suffisamment précise, car il est nécessaire de connaître la façon 
dont celle intégrale lend vers ο <piand y' lend vers/. La plus simple 
des hypothèses qu'on puisse satisfaire esl qu'on ail 

ι ι y. 

(Γ) |Μ/)~Χ/(η)|<Κ|Γ
>γ

,| « («» < α ι). 

Alors l'intégrale (4) sera d'ordre infinitésimal ^ par rapport ày — y', 

ce qui assurera la convergence des séries : la marche à suivre est iden-
tique à celle qu'a suivie M. Levi. Dans ce qui, va suivre, sauf men-
tion, spéciale, nous ferons V hypothèse (Γ). 

Ce qui précède suppose que les points A, et A
a
 ne coïncident pas. 

Si ces points sont confondus, un examen particulier devient néces-
saire. Il en est de même si en certains points isolés du contour' la 
condition (F) cesse d'être vérifiée. Dans ces deux cas on trouve la 
solution comme limite d'une suite de solutions régulières. Pour cela 
on utilise les deux propriétés suivantes : i° une solution de oz — o, 
régulière à l'intérieur de (C) et continue sur (C), ne peut dépasser les 
valeurs extrêmes qu'elle atteint sur (C); i° si une série de solutions 
de δ ζ — ο converge uniformément sur(C) elle converge uniformément 
en tout point intérieur à (C)et y représente une solution; nous revien-
drons plus loin sur ces deux propositions en les généralisant ('). 

4. FONCTION DE GIIEEN. — Dans les problèmes aux limites relatifs à 
l'équation o, u = o, le contour C, au lieu d'être ouvert vers le haut, 
doit être ouvert vers le bas. Proposons-nous, par exemple, de déter-
miner, par le moyen d'équations intégrales la fonction H (ξ, η; x, y), 
solution de o, u = o en ξ, η, s'annulant sur M, Ms

 et prenant sur M, A, 
et MoAo les mêmes valeurs que U. La fonction 

G(H, Ρ) = G(£, Y); x, y) — U (ξ, vj ; x, y) — 11(ξ. vj ; x, y) 

qui dépend des deux points Ρ (oc, y) et 1Ι(ί, vj) est la fonction de 
Green. On démontre qu'elle est la solution de o,u = o en ξ, η et 

(') Nous avons admis implicitement jusqu'ici que le contour (G) était tout 
entier à distance finie. Mais on peut supposer que, par exemple, A2B2 s'éloigne 
indéfiniment : on obtient alors une solution qui, ainsi que sa dérivée, croît 
comme eKr,(K > o) si la valeur donnée sur la demi-droite Α,οο admet ce mode 
de croissance (voir GOURSAT, n° 54-5). 
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de Sz = ο en χ, y. Elle s'annule quand Π (ou P) est sur C, ou C2, se 
comporte au voisinage de Ρ (ou de II) comme la solution fonda-
mentale U cl est positive dans S. 

En remplaçant a par G dans la formule (2), il vient, par le même 
procédé qui nous a donné la formule fondamentale, pour un point inté-
rieur Ρ(χ·, y), 
(F) y)~— f

 3

(Ξ. ν)η$<1·η + f GS(£. Y,)rf£ 

-ff G ( ξ, ·(] ; .r, y ) /(ξ, -r\ ) r/ς rt-η. 

Nous obtenons ainsi la solution de Sz — f prenant des valeurs don-
nées sur (C ) par une formule qui peut servir pour un contour deter-
mine?, quelles que soient les données. Cette formule prouve que la 
solution, si elle existe (et nous en sommes assurés quand/ = o), est 

unique. Mais ceci suppose l'existence de au bord. Nous reviendrons 

dans un instant sur ce point (voir § i>) et nous reparlerons plus loin 
de cette formule dans l'étude de l'équation oz = /. 

Tout d'abord, occupons-nous de la formation effective de G et 
envisageons-la comme solution de S, u = ο en ξ, η. La fonction H peut 
se mettre sous la forme 

11= ~r= (
 v

l£' a» Χι(*)» *]©ι(·
ν

; x>y)
(ls

' 

H
 X

y=. f V[2, YJ;X
2

(.?), .Ç]ÇJ(.V;A7. y)ds, 

φ, et 0., étant solutions du système suivant, obtenu en faisant tendre II 
vers C, et C;>, 

U|"X,(.v), s; x, y] = — φ,(s; x, r) -f- —C V[X,(s), .*; X,(0>
 dL 

4 U / V[X,(S), *;<X
S
(0> (h 

et une,autre équation analogue. 
Il est clair, d'après cela, que H (et par suite G) admettra, quels que 

soient II et Ρ à l'intérieur de S, des dérivées de tous ordres en ξ, η 
et χ, y qui seront solutions de δ, u — ο en ξ, η et de oz = ο en χ·, y. 
On obtiendra les premières en dérivant Y dans la formule donnant H 
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et les secondes en dérivant φ, et φ
2

. Si X, et X
2
 sont dérivables, la 

dérivation en ξ, η sera possible même si II est au bord, quand Ρ est 
dans S, d'après ce que nous avons vu à la fin du paragraphe 2, for-
mule (7). Dans les mêmes conditions (II au bord, Ρ dans S), si X, 
et X

2
 satisfont à (Γ), la dérivation en (a, y) sera possible également. 

Nous obtiendrions des conclusions analogues en intervertissant le rôle 
des points Ρ et II. 

Etudions, par exemple, la dérivée ~ qui joue un rôle important 

dans la solution des problèmes aux limites. La dérivée ~ est donnée 

par la formule 

dll/ dx =-j \[ξ,τ,;λ.(«Μ] ύχ eh 

H- J V [ξ, r, ; X
2
 (Λ), s] ^ ds, 

(8) 

et, si nous posons —1 ^—— = o, (.s·), ~~ — <?.,.(.?) et 

a \/Π V
/y

(.v, i) = V[X/(.ï), J; XYOM] (A/—
1

,
 2

)> 

φ, et ψ
3
 seront déterminées par les deux équations 

— ^ν[χι(*)>s; x, y] 

= —9i(5)-h^ \
u

{s
%

 t)y
x
{l)dt-\-J v„(.v, t)y

t
{l)dt, 

- V[XJ(.Ç), Λ?, /] 

~Oi(s)+J V
21

(s, ί) φι(0 -\-J* V
n

(s, t) dl. 

prenant au bord la valeur - I Y [Χ(η), ψ,χ,γ] = ^ V[X(y)),y; x,y], 

prenant au bord la valeur - I Y [Χ(η), ψ,χ,γ] = ̂  V[X(y)),y; x,y], 

nous aurions à écrire précisément les équations qui déterminentdH / dx 

Il résulte de là que —, qui est égale à ^ s'annule quand le 
poi.nl II est sur C, ou C

2
 el Ρ à Vintérieur de S, et ceci est vrai pour 

toutes les dérivées de G en (27, y), ce qui était d'ailleurs facile à prévoir 
puisque G est nul au bord, quel que soit Ρ dans Faire S. 11 résulte de 
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la symétrie de la fonction de Green que toutes les dérivées eu (ξ, η) 
sont également nulles r/uand I* est sur C, ou Ga et 11 à l'intérieur. 

4* Proposons-nous maintenant d'obtenir nue limitation dedG / dx 

valable quels que soient Ρ et II à l'intérieur ou au bord (' ). Pour cela, 

envisageons les deux séries qui vont représenter — et (~^ : en opérant 
la résolution des équations (8) par approximations successives, nous 
pouvons écrire 

φ, — =: 0{, 0\ -+- Q'i -V . .., ©2 = = Oo -t- 0\+ 0\+...., 

les 0 étant fonctions de χ, yet.?: par suite nous obtiendrons (-~ sous 

forme de série également 

— //y -f" fi 1 Λ ο "+~ . . . . 

or 0'
o

, 01 et h0
 ont pour expression 

0;, = I V[X, (s), «; y], 01 = - I V[X
2
(.v), y]. 

(ο) Λ·ο= -y f ν[ξ,·ΐΐΧι(·0
)
6ν[Χι(.0,ί;^/1ώ· 

--ip r
r

V[|,-a;X2(.0,.GV[X
2
(.0,.v;^y]^. 

Voyons maintenant les termes suivants. De l'inégalité (Γ) résulte que 

|V„|< —,V 
|
S
-Î| ? 

car cette inégalité, qui a lieu pour i — y, est vraie a fortiori pour i φ y, 
à la condition que les points A, et Aa

 ne coïncident pas. Par corisé-

(l) Conformément à ce que nous avons dit dans l'introduction, nous marquons 
d'un astérisque les paragraphes concernant les calculs qui se simplifient nota-
blement dans le cas d'un contour rectangulaire : le lecteur trouvera ces calculs 
dans la Note placée à la fin du Mémoire. 

-En ce qui concerne la fonction de Green, on pourrait lui appliquer, dans le 
plan, une méthode analogue à celle que nous avons employée dans l'espace 
(§ 39-40), pour limiter les intégrales où elle figure. 
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qucnt, les 0' et 0" seront majorés par les quantités 0 données par 

Μ·<)=λ / -£—dt, 

λ étant un coefficient numérique égal a 2 L. Or, nous avons 

o\ = ^; j" V„(î, <)V[X,(<).<! ■*>/]'"-;/'V„(J, i)V[X.(0, <;*,/]<« 

et une formule analogue pourO". 
Ouvrons ici une parenthèse. Nous avons, dans le paragraphe 2, 

envisagé les intégrales de la forme 

dt 3(x,y) — f V[X(0,C λ-, ,χ]ψ(0 

et nous avons vu que, si ψ est le maximum de ψ dans l'intervalle 

(y η y*) on l)Cut déterminer un nombre ( L) tel que 

(6) y)<(L)*T poury1 < y < y2 

Supposons maintenant que ψ soit de la forme 

Ψ(/) = (7ίτ^)Ρ· ΙΨΚΊ'.. °<β<·, 

ψ, (y) étant une fonction bornée, continue dans l'intervalle {y{,y2) 
sauf peut-être pour la valeur v,. Appelons a(,) l'intégrale a rela-
tive à cette nouvelle fonction et décomposons l'intervalle d'intégra-
tion (/

M
j) en deux intervalles égaux. Dans le premier de ces inter-

valles nous prendrons, comme limitation de Y, y^y
 et

> dans le 

second, nous appliquerons la formule (6) en prenant comme limitation 

de ψ, ~i; il vient alors 

y 

z(1) =J
L;i

r r<-y-L </-"/.)ρ (/--/.)■■ 

Cela posé, remarquons que est une intégrale du type A(,), 
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avec β = ι —- De même poui· 0*. Par suite, nous pouvons poser 

o.(.) = —fi—.. 
(y-1) 

u étant une constante qui depend de y1 et y. On déduit de la 

O2 = / dl / = uB 

uT ( & / 3) T (& /2) 

O2 = uyB(& / 2 , & /3 ) F 

= uy²B(x/ 2 , &/ 2) B (x/ 2, &) 

= uT (& /2) / 1 - & /2 

et, d'une maniere génerale 

Op = u T(& /2) [Yr(&/3) (y - s)] 

Donc 

O1 + O2 + ... 

(/-0 

σ étant une série convergente. Il résulte des calculs précédents que 
nous pouvons écrire 

dY1 / dx = Oo + T / y 

0, etO.j étant des fonctions toujours bornées, continues eu ./;, y, s1 

sauf peui-êlre pour χ = X, (y), y = s. 
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Nous avons donc, en définitive, h
0 étant donné par la formule (9), 

(ι°) — __Λ
Ρ
-1 —

:
 / V [ς, y>; λ, (.ν), ,vj 

(.,»•-•0 

+ 1 / 2Vr / V 

et, par suite, d'après ce que nous avons vu plus haut sur les intégrales 
du type -Vn 

(n) — — — - V(ç. η ; χ, y) - Κ —«» 

(y — fi) 

g
{
 étant une fonction continue, sauf quand Ρ et II tendent vers un 

même point de G, ou de C
2

, mais bornée quels que soient Ρ ou II à 
l'intérieur de S ou au bord. 

La détermination de (ί comme solution de oz — ο nous aurait 
conduits également â la formule 

(1?.) ~ ~ ^V(£, η; r.y)~ /<o & 

(/ — -n) 

γ, jouissant des mêmes propriétés que g
t

. 
Quant à G, puisqu'elle est positive, il est clair qu'on pourra 

l'écrire 

(i3) G —£·ϋ(;. η; .χ. y)0 < g < 1 

g étant une fonction bornée, nulle quand l'un des deux points est 
sur G, ou C..,, continue sauf si Ρ et Π tendent vers un même point de 
C, ou de C2. 

Remarquons enfin que nous pouvons former une fond ion analogue 
a la fonction de Green, quand on se donne sur G,· la valeur de r ou celle 

de -j^ou bien encore une relation de la forme//(y) — 4- mfy^z = fj(y)> 
On détermine alors la fonction de Green par la condition que χ, seul 

Jauni, de Math. (6' série), loine I\.— Fasc. IV, 1913. Ρ 
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subsiste dans les intégrales (') et l'on sera ramené à calculer une solu-
tion satisfaisant sur Q à une relation de même forme que Nous 
ne nous étendrons pas sur ce sujet qui ne présente pas de difficultés. 

«5. REMARQUES SUR L'EXISTENCE DES DÉRIVÉES AU VOISINAGE DU CONTOUR. 

- Soient Φ,(.χ), <J>a(r), Φ (a?) les valeurs données sur G,, C3, A,A3 

(fig- ι). Posons 

-(^7)——7=/ , ν »(.r-.>·,!φ
0

(ς)dE; 

dans cette intégrale/, est l'ordonnée de A, Aa, a{
 et a., sont tels que 

a\ <C χ\ x-i aii x\ ct x-i étant les abscisses des points A, et A
2
 et 

<[>„(;*) est une fonction continue dans l'intervalle («,, a
2
) coïncidant 

avec Φ (χ) dans l'intervalle (x
t
, x.>) (-). Ainsi que nous l'avons dit 

plus haut, si l'on pose 
z = z1 + z 

s, sera la solution de oz — ο s'annulant sur A, A, et se réduisant sur 
G,, C2 à des fonctions continues données, nulles en A, et A2

 et nous 
pourrons la représenter par la somme de deux intégrales du type

 e
>. 

Or, nous avons 
dz Ù ι ^ ôz 
ύχ dx Ox 

dE / dx = -1 / 4Vr / 

et le changement de variable χ —- ς = ίs s'y — yt
 montre immédiate-

ment que ~ devient infini sur A, A, comme ^jy _ y ' La dérivéed² /dx² 

s'étudie de même et l'on peut donc écrire 

1 ' àM-yfî—fÎ ϋχΐ-y-fk 

(1) Dans un problème de ce genre il convient de faire l'hypothèse que X/ soit 
derivable, afin de n'avoir, dans la formule fondamentale, que des intégrales por-
tant sur la variable r/. 

(2) On peut supposer a{ — — oo, — + oc. 
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ζ et ζ' étant bornées et continues (et même, il est facile de voir que ζ 
lend vers zéro quand y tend vers y,). 

Si Φ'(.Χ) existe, ~ tend vers cette valeur en tout point appartenant 

au segment A, A2; il est d'ailleurs aisé de le vérifier par une intégra-
tion par parties immédiate. Dans le cas intermédiaire où l'on a sur 
A, Ao |Φ(.χ·) — Φ (ξ) I < ΚI χ — ζ p il suffit de remplacer, dans l'inté-

grale s, Φ„(Σ) par [Φ
0
(ξ) - Φ

0
(.Χ·)] -+-Φ

0
(Χ'); ^ se décompose alors 

en deux autres intégrales : à la première on applique le changement 
de variable indiqué plus haut, la seconde est nulle si «, = — ac 
et a

2
 — -+- et l'on voit aisément que, dans ce cas (*), 

κ,·) à
'
 ζ

 °'~
z
 -

 ? 

(y — ji) * (y—fi) 2 

3*. Passons maintenant à D'après ce que nous avons vu plus 

haut [formule (b')j, cette dérivée peut, dans le cas de simple conti-
nuité des données, se mettre sous la forme 

{U)} ώ'ΡΜ, lJM,' 

ζ, et ζ
2
 étant bornées dans S, bord compris, et continues en tout point 

intérieur. Proposons-nous maintenant de chercher dans quel cas —■ 

est continue, même au bord. 

Pour étudier il sera commode ici de mettre z. sous la forme 

-i =f Γ ϋ[Χ
2
(η), τη ; a?,γ] ©

2
(η) dn, 

car ^fest alors représenté par une somme de deux intégrales du type $ 

et l'on a, sur G par exemple, 

dz1 / dx = - Vr V [Xt (y) ), YJ; Xt{y),y] <p, (ho 

— \ J V[X
a
(n),n; Χ,(η),Υ]]φ,Λ]. 

(' ) Si Φ' existe et satisfait à la même condition que nous supposons ici pour Φ, 

dans les relations (ié') il faut remplacer z par ~ ou {3 par ι β (voir § 7). 
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Celte façon de calculer s
n

 qui est celle qu'avait indiquée M. Holm-
gren, est avantageuse ici à cause du calcul de la dérivée, mais elle 
conduit à un système d'équations intégrales de première espèce^) 

i Fi(y)=f U,,(r),y)<p,(in)rfY)-+- f C
21

(-o,y) φ, (η) H, 

F'ziy)—-f Uni*,γ)ψι{ν)<·ί·η+ fU22 (n, y) 
" .ν» y·! 

;»6) 

en posant 

( F/.= Φ/iy) — 5[X/(y), r], υ/7(η,.ν) — ι;X/(r;), ; Xy(^), r J 
(17) (i, j = 1, 2)) 

Ce système se ramène au système d'équations intégrales dedeuxième 
espèce {voir HOLMGREN, loc. cit.) : 

(16 bis) 

1/ίΟ')= π ©,(/)+ f U
u

(-o, y)(û
i
(r,)d-fi -f- f ϋ.,ι(η,;') of y) du, 

I/s(r) = π ?2(r)+jT ui2(n,y) φι(τη) cly -t-jf υ
2

,(η,/) 9j(J) d-n, 

en posant 

f
, ± rrïMsû

9 û,.= ̂  Γ
 (/x -

Vy - s dy V 

Il faut que les fonctions f'n Coexistent. Or on a, par un procédé 
bien connu, 

(■7') /;w= fâzL -- fF,u) ~ F',°'U. 

Si nous voulons que ~ soit continue en tous les points de(C) même 

(1) Nous reprenons ici, sous des hjpotlièses plus générales, le calcul de 
M. Holmgren ( Arkiv for Matematik, Bd III, 1907). 

Cette représentation de zx est commode quand on donne les valeurs dedz1 / dx 
sur C, et C2 : si leur module est inférieur à M, jP, on voit aisément qu'on peut 
écrire dans S, bord compris, 

|
Sl

|<(L)M,B^i,p + .)/
 +

 ï, 

Β étant la fonction eulérienne. 
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en Ai (ί = i, 2), il faudra que soit nul en ces points, puisque ̂  est 

égal en ces points à Φ' (.xv), qui doit être la valeur de ·—· Il sera donc 

nécessaire que (y
4
) === op.,(y,) == o, ce qui exigera tout d'abord 

qne ^====f tende vers zéro avec y — y,. D'après la formule (17), il 

suffira donc que ~
 e

t " i"xdy)o 1 (·χο )'j) t
enc

l
en

t vers 

zéro avec y—y,. Nous supposerons donc ces deux conditions vérifiées : 
la seconde le sera certainement si Φ'(χ·) existe ('). Enfin il faudra égale-
ment que l'intégrale de (17') ait un sens et tende vers zéroavecy—y, : 
d'après la formule (17) nous sommes conduits à faire celle hypothèse, 

pour f —ïdZl et, d'autre part, nous avons 

4X/(/)./j-ï[X,·(■'),·<] = [X,(.r) -x,■(■')] (jj§) +(y-*) (^) . 

(tiï)
 Cl

 (si) lignant les valeurs des dérivées de ζ en un point 

intermédiaire (χ', y'), y-, est partout continue. X,-(y) — X/(·?) est de 

l'ordre de (y — .v) 2 . Quant à ( ίΐ )
 =

 ( —) d'après ce que nous 

avons vu plus haul, elle est de la forme ^ lorsque Φ'(χ) existe, 

ζ tendant vers zéro avec y — y,. Il résulte de là que l'intégrale 
/ E [X (y, y )] 

(y - s)² 

a un sens et est continue pour y> y!& : elle tend vers zéro quand y tend y1 

Passons maintenant à Uij; quand i!= j, cette derivée existe et est 
continue pour pour y et n > y1. pour i= j, nous l'ecrivons en supprimant 
l'indice, 

Un = U = -e - IXy - Xin / 4(y - n) 

+ 1/2 / yy1 ds/ (y - s)3/2 

(1) On le vérifierait en écrivant, clans z, Φϋ(ξ)=:φϋ(.3?
ί ) + (ς — χ·/)[Φ;(.^) + 2/]5 

E, tendant vers zéro avec ξ — x. 
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La première intégrale étant égale à ru, le premier terme s'évanouit. 
Dans la deuxième intégrale, le crochet est en valeur absolue inférieur à 

Α
([Χ(

7
)-Χ(·Λ)1" [Χ(·ν)-Χ(Η);Ϊ^ 

y-n s -n 

A restant (ini. Cette différence s'écrit 

| + [x O) - X («)] [ x (r) - X W + x M - x ( η >]. 

et, en utilisant la condition (Γ), nous voyons que cette expression est 
inférieure en valeur absolue à 

K* 

Y — ■(] 
(s — -n)*{y — ·?)-}-(y —s) " 1.0' —*J) 2 + 0 — ό) 2 J;· 

On en déduit sans peine que la deuxième intégrale a un sens et est 

de l'ordre de ; 1 .. · On peut donc écrire 

11 11U 
<
j
 (/

_η)ι-α' 

Uij étant bornée, continue pour y et r\^>y,· Il résulte de là que la 
résolution du système (iG bis) s'effectue sans difficulté : s, et sont 

continues et nulles pour y=y
t

, si l'intégrale f a un 
ri (y — s)'2 

sens, si, ainsi que e
q

e ten(
j
 vers z

£
r0 avec

 y —
 e

t 

si Φ'(Λ?) admet une dérivée continue. Et, dans ces conditions, ^ 

existe et est continue sur le bord, même aux points A, et A2 ('). 

Ο Lorsque Φ, admet, par rapport à y, un accroissement d'ordre ι + β et Φ', 

par rapport à x, un accroissement d'ordre β' (β et β'< ι), on voit sans peine 
γ 

que | f[{y) | < (L) (y —)*, y étant le plus petit des nombres α, β et β', et, 
par suite, M' étant le maximum de | Φ(.ζ) j, 

Ox <(L)(y-ji)S 
dz 
ôx <( M (y-/.)' +M'. 

- sera remplacé par un nombre > 0 si Φ, et Φ"(χ) existent et admettent des 

accroissements d'ordre non nul. Si Φ n'est que continu, on a 
dz 
dx 

< <b) 

s/y—y\ 
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6. Quant à la plus simple hypothèse qu'on puisse faire, pour 

être assuré de son existence au hord, est que X, cl X
2
 admettent une 

dérivée première ainsi que Φ, el <Iç et que Φ admette des dérivées 
première el seconde. 

Tout d'abord, dans ces conditions, la dérivée qui est égale àd²z/dx² 

tend vers ψ"(.-/;) en tout point de A, A
a
 : une double intégration par 

parties le montre immédiatement. Déplus, ^ existe au bord et il 

est facile d'avoir, par un autre procédé que plus haut, ses valeurs sur C, 
et Co au moyen d'équations intégrales. Si, en effet, on dérive la for-
mule (a) par rapport à a;, puis qu'on fasse tendre le point Ρ vers C, 
puis vers C2, on obtient facilement, en utilisant la formule de 
transformation de un système de deux équations intégrales de 

deuxième espèce, qui déterminent ~ sur chaque bord (1 ). 

Quand à la dérivée si elle existe sur C.·, elle est évidemment 
donnée par l'équation 

(.8) r,(,) = %LX
t
(y) + fy 

Ceci ne prouve pas que tende vers la valeur ainsi déterminée, 

mais on peut le vérifier aisément. En effet, la valeur limite de -p 

(qui est égale si elle existe, est solution du système d'équa-

(') Ce procédé ne pourrait être utilisé avec les hypothèses que nous avons 
faites plus haul sur Xt

 etX
2
, car il suppose l'existence des intégrales curvilignes 

en άξ. Dans le cas où Ct et C2 sont rectifiables, il peut s'appliquer en suppo-
sant que les données au bord admettent, pour un accroissement dey, un accrois-

sement d'ordre supérieur à Nous nous bornerons ici à signaler celte méthode, 

sans entrer dans les détails de calcul. Disons aussi que le système d'équations 
intégrales peut être remplacé par deux équations relatives à chaque courbe C/ 

respectivement, en supprimant les termes en ~ relatifs à l'autre bord par 

l'emploi de deux fonctions de Green. 
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lions intégrales oblcnu en appliquant la formule (β) à la solu-
lion ~ de oz = ο et en l'écrivant successivement pour les bords droit 
cl gauche. Or, on retrouve sans peine, en remplaçant dans ce sys-
tème —j par la valeur tirée de (18), le système qui est vérifié 

Os,' 
par dx 

Jl est clair que, si nous voulons que ζ soit régulière dans S, bords 
compris, L'équation oz = ο devra êlrc vérifiée cnA,ctA

a
. Or, ,~

l 

cl ~ sont données en ces points par les équations 

d²z/dx² = Ψ/(/ΐ)-- Ψ'(·^·) (.'Ί ) + (jy). "')· 

Il faut donc que 

(Hj) Φ" (.*'/) — Ψ'(.*/■) X/( J 1 ) — ·- <> (i'=l,2). 

Cette; condition es( aussi suffisante : en clïèl, devra être la solu-
tion de oz —- ο prenant sur C,· la valeur fournie par l'équation (iKj, 
eL comme 

CU') = <!>,·(.)') — -·ΙΛ/(.»')θ'.Ι· 

on voit immédiatement que, en vertu de (17), C/Oq) — o, ce qui 
assure bien la continuité de ̂  clans S, bords compris. 

β*. Nous avons cherché plus haut des conditions suffisantes pour 
l'existence de ~ au bord. D'autre part, quand on ne fait pas d'autres 
hypothèses que la continuité des données, nous avons indiqué [for-
mules ( 14) ef (15)J quelle était l'allure de —· Mais il existe des cas 
intermédiaires. Si, par exemple, Φ, et Φ

2
 admettent, relativement 

ii γ, des accroissements d'ordre inférieur à ^ et si, à partir des 
valeurs./·, et./;.., Φ( ·/·) admet un accroissement d'ordre inférieur ;ι 1, 

la formule ( 1 ■'» ,) doit èl rc. remplacée par la suivante 

(20) dz1/dx = C1 / M1 
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Il est préférable de ne pas nous étendre trop longtemps sur ces 
considérations: bornons-nous à dire que, pour établir la formule (20), 
il suffirait d'envisager le système d'équations intégrales de deuxième 
espèce auquel conduit la représentation de ζ par des fonctions 5. 

Quand X
( et X2 sont dérivables, la démonstration est plus aisée 

et le lecteur pourra la reconstituer en remarquant que, si φ admet 
par rapport à y un accroissement d'ordre non nul, autrement dit si 
l'on a (condition de. Lipschitz généralisée avec ο < γ < ι) 

(21) | cp(y) — φ(.ν) | < (L)\y — * [Y, c'est-à-dire | Δφ | < (L) AyV, 

l'intégrale 3 correspondante peut s'écrire (X = X, ou X
2
) 

?(j) f V[X(*M; <v,y]ds+f ν[φ(«) -φ(/)]<&, 

dz / dx= Vds+j,dV / dx [y(s) - y(y)] 

Le premier terme se transforme par la formule (7), le deuxième est 

continu dans tout le plan si γ> ^ et, siy< ^ > il est inférieur en valeur 

absolue à 1 . ,,
 ov

> comme on le verrait immédiatement parle 

même procédé qui nous a servi à calculer la limitation de 3 ('). 
Or, si l'on représente s, par la somme de deux intégrales du 

Lype 3, les deux fonctions correspondantes vérifient l'inégalité (21), 

avec γ <Γ - si ΔΦ; est d'ordre inférieur à - et si ΔΦ est d'ordre inférieur 

à un, et y>^si ΔΦ, est d'ordre supérieur à ^ et si Φ'(&·) existe, 

ΔΦ' étant d'ordre inférieur à un (2). 
Toutes ces questions pourraient également se traiter en utilisant la 

fonction de Green, et leur étude est particulièrement simple dans le 

(M Si lim ■ J, —~ zéro, le deuxième terme est une intégrale d'un 
>'=>· s! y—y' 

type analogue à 3. 
(2) Ceci n'exige pas d'ailleurs que X/ soit derivable : il suffit que la condi-

tion (Γ) soit vérifiée. Nous n'avons pas reproduit ici les calculs relatifs au cas 
général, mais nous les avons indiqués dans le cas du contour rectangulaire. 

Journ. de Math. (6* série), tome IX. — Fasc. IV, 1913. 4^ 
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cas d'un contour rectangulaire. ( Voir la Note relative à ce sujet pour 
les démonstrations.) 

7. ACCROISSEMENTS D'UNE SOLUTION. — Au cours de ce Mémoire ('), 
l'étude des accroissements d"1 une solution pour un accroissement àex 
ou de y jouera un rôle capital. Il est clair que ces accroissements 
seront du premier ordre pour tout point intérieur à S. Mais il est très 
important d'avoir des formules qui soient valables quelque soit le 
point choisi, même au bord. 

Envisageons tout d'abord la fonction ζ (§ 5) et supposons y, = ο : 
ζ tend vers Φ (a?) quand y tend vers zéro, mais la différence 
z(x,y) — Φ (a?) n'a pas en général un ordre infinitésimal différent 
de zéro en y. Si, pour deux valeurs # et ξ de l'intervalle (x,x

2
), on a 

|Φ(*)-Φ(ξ)|<κ,μ-ξ|β, 

hypothèse déjà faite plus haut, nous écrirons de nouveau {cf. § Γ») 

~ζ=ζ-^-=Φ(χ) f ϋ(ξ,ο; x,y)d\ -(- f U [Φ
0

(ξ) — Φ
β
(*?)] <%>> 

Le premier terme est égal à Φ(#), le second tend vers zéro 

comraey2. Par suite, ζ — Φ(#) est d'ordre en y. 
On pourra alors écrire, dans toute région finie du demi-plan 

supérieur, 

(ai') I z(x, y ->r k) — ζ(χ,γ) | < (L)K
1

/r2. 

En effet, nous verrons plus loin (§ 18) qu'une solution de l'équa-
tion oz = ο régulière dans une région ne peut admettre ni maximum 
positif, ni minimum négatif. Si donc Φ0

 est choisi tel que ζ soit 
nul à l'infini, son module maximum sera atteint sur Oa\ Mais 
z{x, y -h k) — z(x) est aussi une solution nulle à l'infini; donc son 
module est inférieur au maximum de \z{x, k) — z(x, o)|, donc infé-

β 
rieur à (L)K,/r2. 

• (') Du moins pour tout ce qui concerne l'équation r~ z, p-, q)> Les 
paragraphes 7, 14 et 15 ne seront utiles que pour cette équation seulement. 
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Le même raisonnement montre que * 

\z(x + h,y) — z{x, y)\ <(L)K,AP. 

Enfin,8ΐΦ'(#) ëxiste sur A, A
2
etadmet un accroissement d'ordre β, 

dans l'inégalité (21') il faut remplacer β par 1 -f- β ou ζ par ~ (Cf. § 5). 

7*. Conservant toujours la même hypothèse que plus haut sur Φ, 
supposons que Φ, et Φ

2
 admettent par rapport a y un accroissement 

d'ordre inférieur à D'après ce que nous avons dit au paragraphe 6*, 
si nous représentons z

t
 par la somme de deux intégrales telles que 

*{x,y)~ J V[X(î),i;d7,7]<p(.ç)flfc, 

φ admettra un accroissement d'ordre -> (ï'O)· Nous écrirons 
alors, Ρ et M ayant pour ordonnée y ('), pour abscisses χ et X(JK), 

Δ-1 = A|.— φ(y) Δ f Vds + Δ f ν[φ(Λ·) — φ(/)]ds 

+ f V

P[?(*) — y(y)]ds — ί ν
Μ

[Φ(Ί) — o(y)]ds, 

avec y — χ=ΜΡ . Si X. est dérivable, le premier terme est de l'ordre 

de MP = h puisque j Y ds admet une dérivée de chaque côté de la 

courbe [formule (7) ou dérivation de la formule (a) appliquée à ζ = ij. 
la formule des accroissements 

i.y-sY 

Le deuxième terme se transforme par 
finis ce qui, en remarquant que ' ̂  dx 
tation de la forme 

(L)'tf' Χ<(Μ X
I
 = (L)''1·· 

Voyons le troisième terme : pour les valeurs de h inférieures à une 
limite fixe, on aura certainement | X{y)— X(X) | <! ~ [ <? formule (5)]. 
Alors lé troisième terme, se limitant comme dans la formule (5'), 

(') désigne ici la valeur limite de 3(x,y) quand le point (x, y) tend 
vers M d'un certain côté de la courbe. 
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est comparable à 
ry h .. " 

,r (..»·->) ' 

ce qui est de l'ordre de Λγ. Le quatrième est d'ordre α -f- γ. Au total, 
on a (ce qui n'exigerait pas d'ailleurs la dérivabilité de X) 

Δ3 < {L)hy. 

Si nous considérons alors la fonction 3(.χ·-4- Λ,/) — a solution 
de Sz = o, nulle à l'infini et sur Aie, admettant sur AB la limitation 
que nous venons de donner, elle l'admettra également dans louL le 
demi-plan supérieur. 

Il résulte de là que (Cf. le i° de la Mote additionnelle) 

|«ι(® + Λ, y) — s
x
{x,y)\<{L)ICi

m 

Passons maintenant à l'accroissement de z
i
 relativement à y. 

Chacune des intégrales, dont la somme représente s,, prend sur la 

courbe correspondante des valeurs dont l'ordre d'accroissement est^ · 
Y 

Remarquons tout d'abord que 3(a?, o) = o, et 3(&·, /f)< (L)/r2, 
γ 

car | <p | < (L)y2. (Jela posé, faisons subir à la courbe AB la trans-
lation MP cl soit P"(x -h h, y + Je) le point de l'arc ainsi obtenu qui 
a pour ordonnée y H- Je. La fonction z(x -h h, y -l· Je) — z(x,y) est 
une solution de Sz ■= o nulle à l'infini et prenant sur AB et sur Ax des 

Y 
valeurs dont le module est inférieur à (L)/r. Donc (voir fig. 2) 

γ 
1 * (« -t- Λ, y + k)— 3 (a?, y) | < (L)/i2, 

mais on a 
3p> 3P ~ «)[>' 3pu -f- 3pr/ 3p, 

1 -t-« 

| 3j»/—3p»| < (L)/IY, Λ<Κλ* 2 , [condilion (Γ)]. 
Donc 

| 3p.— 3
P

 | < (L)/c 2
 + (L)/,

?
<(L)*

2
, 

et, par suite, 
γ 

| -1 (y + k) — 5, (or, y ) 1 < (L) A2. 
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Il résulte en définitive de toute cette étude que, si les don-
nées Φ, (y), <I>2(y), admettent des accroissements d'ordre inférieur 
à ~ et Φ (a?) un accroissement d'ordre non nul, on peut déterminer 
un nombre γ <[ ι, tel que les inégalités 

l 
(21") h, y) — ζ(χ,γ)\< (L)AY, \z{x, y k) — s(x,y)\< (L)/c2 

aient lieu pour tous les points de S, bords compris. 
Si l'accroissement de Φ{· est d'ordre supérieur à - et si Φ '(oc) 

Fig. a. 

existe et admet un accroissement d'ordre non nul, existe au bord 
et l'on a 

(21
er

) \z{x,y->r l<) — 5 (a?, j)|<(L)/cï
 (^

<

y
<1

)· 

Envisageons maintenant — = 4-- ■+■ ~r^ ' -τ- a déjà été étudié. 

Quant à la dérivée nous pouvons la considérer comme une sôlu-

tion de os = ο prenant sur (C) des valeurs données. Celles-ci s'obtien-
nent aisément en représentant s, par des intégrales 5 et en utilisant la 
formule (7 ) : on voit alors que, si XJ, Φ[, Φ"(#) existent, satisfont à la 
condition (19) et admettent des accroissements d'ordre non nul, la 

valeur de ~ sur C, est une fonction de y admettant un accroissement 
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d'ordre > ^ et elle est nulle sur A< A
2
 ('). D'où les accroissements 

, dz 
dx 

Conservons toujours les mêmes hypothèses sur les données et le 
contour. Alors ~ sera la solution de oz — ο prenant au bord les 
valeurs suivantes : 

Sur C, 

Sur AiAjj 
(:%)rGi(y) 

= Φ"(*). 

+ (dz / dx) X'i(y); 
fds_ 
\ày/ ο 

Ces valeurs admettent des accroissements d'ordre non nul et nous 
pourrons écrire pour ^ les inégalités (21") ou (21'"). 

Il résulte de cette analyse que, si Φ'/j), Φ\χ), Φ"(χ), X/OO exis-
tent el admettent des accroissements d'ordre non nul, en tout point 
de S, bord compris, existent> et l'on pourra déterminer 
un nombre γ<ι tel que, pour un accroissement donné de y, on 
ait, Δ/ étant la valeur absolue de cet accroissement, 

I Δ- | < ( L ) Δ/, 
*1 

<(ΜΔ/ 
dz 
~ày <(L )Ayr, 

Si fajp existe dans S, bords compris, la deuxième inégalité doit 

être remplacée par ~ <(L)Ay, et l'on peut écrire, en définitive [voir 
la démonstration spéciale au contour rectangulaire, formule (3')J, 

(22) |As|<(L)Ay, A dz/ dx | < (L) A * dz 
~ày <(L)ArT, 

en appelant β le plus petit des deux nombres - et 1 — γ. 
Remarquons que tout ce que nous venons de dire s'appliquerait à 

la solution de oz = o(x) prenant sur (C) les valeurs données, au cas 
où 9 satisfait aux mêmes conditions que Φ. Cette solution s'obtient, en 

effet, en ajoutant à une intégrale régulière quelconque C de d²C 

C1) 
gulaire. 

d'*t 
àxdy peut même exister au bord. Voir la Note sur le contour rectan-
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la solution de 8z = ο prenant sur (C) les mêmes valeurs que s — ζ: 
ces valeurs jouissent des mêmes propriétés d'accroissement que les 
valeurs données. Donc la solution ζ vérifie les inégalités (22). 

II. — Étude des solutions de l'équation à z=f(x,y). 

8. La ponction Lfx^y) solution de &s=/. — Dans la formule 
fondamentale (a), les intégrales curvilignes qui figurent au second 
membre sont solutions de 8z = ο; ζ étant solution de Sz = f, il est 
donc à prévoir que Ici fonction 

ι ·γ—ξ 
(23) Z(x,?)=.- -1~ f fe!l^/a,T,)dl-cln=--^ f f U

P
/rfS 

sera solution de l'équation 8z ==/(' ). 
Des conditions suffisantes pour qu'il en soit ainsi ont été données 

par M. Levi. Nous allons chercher des conditions plus larges. Mais 
tout d'abord M. Levi remarque ( p. 229 sqq.) que Ζ est un cas par-
ticulier des intégrales de la forme 

(23'>I pq // (x - E)p / (y - n)e 

et le changement de variable ξ — χ = 2 \lsl, y — η = t montre que 
ces intégrales ont un sens si et r = p — 2^f + 3>o, 
f étant une fonction inlégrable. 

Si F est le maximum de |/| dans S ety
{
 l'ordonnée de A, A2, on a 

(»4) donc Z<F (ν—/,)· 

Si /satisfait à une limitation delà forme |/| < F,(^—on a 

(24') + donc Z<
F(
y-^. 

Γ et Β étant les fonctions eulériennes. 

(l) Up désigne ici la fonction U(II, P) dans laquelle Ρ est fixe, Π étant le point 
par rapport auquel se fait l'intégration. 
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Nous concluons de là que ~ sera donnée par la formule de 
Leibniz, car l'intégrale 

f fs - E - x - E / f E n dE 

est uniformément convergente quand ε tend vers zéro ^ici on a ρ = r, 

q ~ le raisonnement serait le même pour toute dérivée de 1/)Ç, qui 

serait de la forme \
p

>
q

· avec /·'> o^ · On en déduit que 

si |f| < F 

(24")sil/KF.cr-/,)!·, jz <■&*{{> y + ftir-yJ *· 

Mais nous ne pouvons opérer de cette façon pour — et la sin-
gularité de la fonction à intégrer, pour ξ = χ, empêche la 
formule de Leibniz de s'appliquer, car la quantité appelée plus 
haut r serait alors nulle. 

Citons tout d'abord un cas très simple où -r-rse calcule aisément: 
supposons que f admette une dérivée par rapport à x. On peut 
alors effectuer la transformation 

2Vr dZ/dx = - //dU/dx f dEdn 

= // dU/dE fdE dn = / Ufdn - // 

Or, ceci peut être dérivé par rapport à χ : 

2rd*z r dv, , rrôVàf.,,n 
dx² M1A1 + A2M2 dx Sy dx dE 

Revenons maintenant au cas général : nous pouvons alors isoler le 
point Ρ dureste de l'aire par un petit rectangle R tel que mabn(fig. 3). 
L'intégrale Ζ sera donc décomposée en deux autres, Z'et Z", étendues 
aux domaines — R et R. Pour la première, la formule de dérivation 
sous le signe Γ s'applique évidemment. Pour calculer la dérivée de Z" 
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posons 
/(ξ, *ΐ) = ψ(ξ)-+-φ(ξ, η), 

ψ(ξ) étant une fonction de ξ que nous choisissons ainsi : 

Ψ(0 = /(ξι^)» donc φ(ξ,η)=/(ξ,Ό)— /(ξ,/), 

de telle sorte que φ (ξ, η) tend vers zéro quand η tend vers y. Dans 

Fig. 3. 

ces conditions nous avons à dériver les deux intégrales 

— 2\/T?Z,= — 2\fû
r

L
%

— yy U φ(ξ, ■())dEdn, 

en posant Ζ = Z' 4- Z, -t- Z
a
 ; or, la fonction 

Ψ(ξ)=Γν/ Y (E") dE" 

est solution de l'équation 0^ = ψ (ξ). Si nous remplaçons ζ par Ψ 
dans la formule (a) appliquée au contour mabn, il vient 

^1 = ̂  f f υψ*ξ*η = Κ(*,7)Η-«!'(*), 

je étant une solution de Sz — o, mise sous forme d'une somme 
d'intégrales indéfiniment dérivables en χ et y pour tout point Ρ inté-
rieur à R : donc ·—■ existe (ainsi que et l'on a SZ, = Ψ(Λ')· 

Il nous reste donc à prendre la dérivée de J J \]^d^dr\. Si nous 

donnons à y un accroissement PP' = tsy > o, l'aire du rectangle subit 
Journ. de Math. (6· série), tome IX. — Fasc. IV, igi3. 44 
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un accroissement All et l'on a 

(35)

 Ϊ?
Δ

/Χ
= ipfhVr'**' "/Ï'NR

1

'
44 

Or, d'après la formule (24), nous avons (ici y — y
t
 = Ay) 

| Ζ | < F Δ/ si l/I^F. 

Par conséquent, dans le deuxième membre de (id), l'intégrale / / 

est en valeur absolue inférieure à 'isjiz^Ay, α étant le maximum de o 

dans Δ11. Or p. lend vers zéro avec Ay, et par suite ~ J'j tend 

aussi vers zéro. Il n'y a donc pas, dans ία dérivée cherchée, de 
terme relatif à Vaccroissement de faire, et nous devons calculer 
simplement la limite du dernier terme de la formule (23). 

Or, si dans l'intégrale ζ ==JJ^V^^dÎdy] nous considérons R 

comme fixe et P' comme variable au-dessus de mn, nous obtenons 
une fonction de l^prdonnéey' de P', dont la dérivée est continue et 
donnée par la règle de Leibniz, sauf peut-être quand P' vient en P. 

Soit alors σ un petit cercle de rayon ε et de centre P et envisageons 
l'intégrale 

Kl— f f U,.'© dl d-fu 

Si nous montrons que la dérivée de ζ
6
, qui esL donnée par la formule 

de Leibniz, même si P' est en P, est, quel que soit P', uniformément 
convergente quand ε tend vers zéro, il en résultera que 

-
2
^

D

F = TYFLY
DI D

" =/X F » *
IH

'· 

Il nous suffit donc d'examiner si j J —yds tend uniformément 
vers zéro; Ceci s'écrit 

x + VE² - (u x - E) 

/ dn / y' -n FL4(/' — n) «J* ■' 

' en n'envisageant que la partie relative au quadrant situé à droite, ce 
qui nous suffit. 
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Le changement de variable y — η = l, ξ — χ == ι nous donne, 
en posant y' — y = /r, 

ε' - !'1 

Λ (/,· + *)* ^ y/.î \ £ -W·' a/Y ds, 

intégrale étendue à l'aire ombrée ci-après comprise entre sot et un 

arc de l'hyperbole /\st — z- — /2; soit t = yfs) l'équation de cette 
branche. Notre intégrale peut s'écrire 

I = / e-s / Vs / Vt / (k + l)² (st / l +k) 

RF^R«^-RSW*W* 

Or, si nous envisageons l'integrale / ydt / l, dans laquelle' J—> dans laquelle s est 

constant, elle s'écrit avec les variables primitives 

Γ φ(ξ,νι)^
 =

 f f(lv)-Al.r)rfv]j 

intégrale curviligne prise le long d'un arc de parabole d'axe vertical 
et de sommet P, Q étant un point du petit cercle. Si ces intégrales 
ont un sens pour tousles points Q voisins de P, et si, quand Q tend 

. vers P, elles tendent vers zéro uniformément, quelle que soit la para-
bole, les deux intégrales en dl qui figurent dans I tendront vers zéro 

uniformément avec ε, puisque -f~~L est un facteur monotone et plus 

petit que un. C'est précisément ce résultat que nous voulions obtenir. 
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Nous avons supposé o. Si Δ/< ο, un calcul analogue nous 
donne les mêmes conclusions. 

Si maintenant nous voulons calculer il n'y a aucune difficulté, 

*Z_*Z; .^Zj_ d2Z2 
dx'2 dx'2 ôx'2 àx'2 ' 

le premier terme se calcule par la formule de Leibniz, le point (λ-, y) 
n'étant pas dans l'aire correspondante; le second terme a déjà été 
étudié, et le troisième se calcule comme le premier; car l'intégrale 
obtenue n'est autre que celle que nous venons d'étudier, pour h = o. 
Ici le cas est analogue à celui du potentiel car, quand avarie, l'aire 
d'intégration reste fixe. 

Nous avons donc en définitive 
dZ = dZ' + dZ1 + dZ²; 

or 
δΖ'= l— f f όϋ/(ξ,η)</ξί/γ}=:ο, 

èZi—ty{x)—f(x,y), ÔZ
2
 = î-= f f <5ϋφ(ξ, η)(ΐ'ξάη ~o. 

Donc 
ÔZ =/(.*, y). 

Il est à remarquer que les calculs que nous venons de faire ne sup-
posent nullement / continue en xfy. En outre de la condition d'inté-
grabilité, nous avons simplement supposé que/(ξ, η) — f(i,y) tend 
vers zéro quand η tend vers y, le point (ξ, η) étant voisin de (#, j'). 
C'est ce que nous exprimons en disant que/(ξ, η) est, dans le voisi-
nage de P, continue par rapport à η pour la valeur η = y. Cette 
condition peut être réalisée sans que f soit continue par rapport 
à ξ, η pour ξ = χ, η = y. Mais ce second mode de continuité, qui 
entraîne le premier ('), peut avoir lieu sans que l'intégrale / ait un 

(') En effet, le premier mode de continuité se traduit par les inégalités 

|α?-ξ|<«, |y — n I < <*, Ι/(ξ, π)—/{ξ,γ) I <ε, 
et le second par 

\x — ξ 1 < oc, 1/ — Ό 1 < α, |/(ξ, η)— /(λ?, y) 1 < ε', 

et, celte dernière inégalité ayant lieu pour yj =y, il est clair qu'elle entraîne 

iyu «)-/(?./) i<"'· 
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sens. S'il en est ainsi, nous poserons 

/(ξ,η) = φ(ξ,η) 4-/(®,y), 

φ sera nul au point P. Nous formerons encore deux intégrales Z, etZ
2

, 
en considérant f(x,y) comme une constante : il nous suffira, par 
exemple, de prendre, au lieu de Ψ, la fonction — /η. L'étude de Z

2
 se 

fera par la même marche que plus haut, mais il s'introduira des inté-
grales de la forme 

Γ/(ξ. *"-/(*■,y) dn, 
Jpn y-* 

que nous supposerons uniformément convergentes. Dans ces condi-
tions Ζ sera encore solution de L· =/. 

Nous pouvons enfin envisager un troisième mode de continuité, 
analogue au premier, le rôle des lettres ξ et η étant interverti. Nous 
supposons alors que /(ξ, η) — /(a?, η) tende vers zéro, quand ξ tend 
vers x, dans le voisinage de P. Cette fois nous poserons 

/ ( l > -η ) = φ ( X, n ) + χ ( υ ), χ(η)=/(Λ?,γι), 

φ tend vers zéro quand ξ tend vers χ. Nous formerons Ζ, en partant 
de la fonction 

~ f x('d)W. 

Quant à Z2, sa dérivée s'étudiera toujours par le même procédé; 
mais ici il se présentera une différence en ce qui concerne Vaccrois-
sement AR de Vaire du rectangle. 

Fig. 5. 

Pour démontrer que f*f
 ten<

^
 vers z

®
ro avec

 Ay, il nous suffit 

d'envisager la portion Ρ/ι/ι'Ρ'. Partageons cette aire en deux (fig. 5) 
par la verticale qq' d'abscisse χ 4- ε, ε tendant vers ο avec Ay = k. 
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Nous avons ainsi décomposé ̂  J en deux parties et J*j ; or 

\ff,\<k* 
[x étant le maximum de φ, qui tend vers zéro avec k. Donc lend 
vers zéro. Posant Ρ Λ = α, le changement de variables déjà plusieurs 
fois employé nous donne 

a' 

f f\<4>f''dtfte-^ds (Φ > | Φ |), 

Τ 

or la fonction -j=. étant toujours décroissante, elle est, dans Pintégrale, 

inférieure à — e Donc 

\ίί\<φί ϊ-β-e. ^ϋ = Φ(α*—ε*)ί ~ d9 (t = s*-9). 

Si ε est choisi de telle sorte que ̂  tende vers zéro avec k, cette inté-

grale tend vers zéro avec k. Il n'y a donc pas, dans la dérivée de 
terme relatif à l'accroissement de l'aire. 

Poursuivant l'étude de cette dérivée, on rencontre des intégrales 
curvilignes qui sont cette fois de la forme 

r/(;■·'))-/(*,>i)^ 

9. LES CONDITIONS (A). — En résumé pour que la fonction Z(x, y) 

admette en un point Ρ (χ, y) des dérivées vérifiant la rela-
tion 

d2Z dZ „ , 
dx² dy 

il suffit que/(x,y) satisfasse, en outre de la condition d'intégrabilité 
dans Sy1 à l'un des groupes de conditions suivantes : 

A,. — /(ξ, η) est continue pour ξ = χ, η = y, et, si l'on consi-



ÉQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU TYPE PARABOLIQUE. 351 

dèrc les paraboles (p) d'axe vertical et de sommet P, l'intégrale cur-
viligne 

i,= f sa,*)-/(*,y) dn, 

prise le long de (p) est uniformément convergente pour tout point Q 
voisin de P, c'est-à-dire quelle que soit (p). 

A
a

. — /(ξ, η) est, dans le voisinage de P, continue par rapport 
à ξ, pour \ ~ #, et l'on a la même condition que plus haut pour l'in-
tégrale 

I2 = / f (E, n) - f(x, n) / y - n dn. 

A,. — /'(ς, η) est, dans le voisinage de P, continue par rapport 
à y], pour η = y, et l'on a encore la même condition pour l'intégrale 

I
3=
 f Millllûhlïct-u. 

Nous appellerons conditions (A) un quelconque de ces groupes (1 ). 
Ces conditions seront réalisées par exemple si au voisinage de P on a 

l/UV'i)— /(£>/) |<K|/ — Vjp ou |/(ξ, Y})— f(x,y)\ <Κ\χ — ξ (Y, 

avec ο = ι : les intégrales I
3 ou L convergent alors uniformément. 

D'ailleurs dans ces deux cas, qui seront très importants pour nous, 
les dérivées de l'intégrale Z

2 se calculent immédiatement par la for-

mule de Leibniz, car (~ est une intégrale du type ip(f [formule (23')] 

avec r> o, et nous avons dit, à propos de -r-» que ces intégrales 

étaient uniformément convergentes. 

Ο Le produit de deux fonctions vérifiant une même condition A la véri-
fiera également : si, par exemple, /et / satisfont à Aa, en écrivant 

Ati'n) φ (ξ, Π) —/(Λ?, m) φ (Λ, TO) 

= ?(^ Ό)[/(ξ,η) —/Ο, γι)] +/(#, m) [?(ς, *ι) — φ(#,η)], 

on voit immédiatement que /φ satisfait aussi à la condition A2. 
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Enfin les conditions (A) seraient vérifiées aussi dans le cas où les se-
conds membres des inégalités précédentes seraient Υ)||""'"'ύ 

ou un terme analogue en χ — ξ, et aussi dans le cas où 

l/(£) v) —/{&·,y) I < κ|a? —ξ p-f- K'|y — fi lY'; 

dZ2 / dyse décompose alors en une somme d'intégrales \pq. Il serait facile 

de donner encore d'autres conditions particulières. 
Un cas très important qui réalise manifestement aussi les condi-

tions (À) est celui où /(#, y) admet une dérivée par rapport à χ ou 
à y. Nous avons déjà rencontré un de ces cas au début du para-
graphe 8. 

Au reste, nous allons examiner de plus près le calcul effectif des 
dérivées de la fonction Z. 

10. CALC ;UL DES DÉRIVÉES DE LA EONCTION Ζ. — Quand ~ existe dans S, 

d²Z / dx²est donnée par la formule déjà citée 

As® v) n~Jiy d"· 

Supposons maintenant que f admette une dérivée par rapport à y 
dans S. On peut conclure de ce que nous avons vu plus haut(§ 8) 
que 

5Flj
M

''
n)did

^^tJfJy
/didn

· 

Transformons cette dernière intégrale (') (voir fig. ι) en utilisant 
cHJ _ _ dU 
à y à-n' 

/X
 =

Χ
Ί

^
Υ/Α:,ΓΙ)

''
Ξ

"ΧΧ
 Υ

^"
Η

· 

(l) Il est entendu que, lorsque nous écrivons dans une formule la lettre U, 
simplement, cela signifie U [£, rj; x,y]. 
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D'où, en utilisant la formule de Poisson (§ 2), quand ε tend vers o. 

(26) jjvd-ldt,d^2^f(x,y). 

Supposons maintenant, plus généralement, que les conditions (A
:|
) 

soient vérifiées. Nous pourrons écrire 

2Vr d²Z / dx²=~ Έ/Ί «/«..*>«5 * -ff £?[/<«· ■«> -/«·*>] <**>■ 

Or, dans la première intégrale, /(ξ,y) a une dérivée nulle par 
rapport à η. D'où, d'après la formule (26), 

(26') V/(i,y)di 

—ff ̂ τ[/(ξ'γ0— +2\pKf(x,y). 

Un raisonnement analogue appliqué au cas (A.,) donnerait 

(26") 2Vr d²Z / dx² = / dU / dx /(x, n) dn - // d²U / dx² [f, n] 

Si, enfin,/satisfait aux conditions (A,), la formule s'écrit 

2Vr d²Z / dx² = - f(x, y) / UdE 

—j j ^ί/(ζ>·ο)--/(χ,γ)]άζίί·η-\-2\/π/(χ,γ) 

= Ax,y)f J/ d²U / dx² [E, n] - f (x, y ]) 

L'identité de ces deux formules résulte d'ailleurs de la formule (a) 
appliquée au cas où ζ est une constante ('). 

11. RETOUR SUR LES PROBLÈMES AUX LIMITES. — Dans tout ce qui va 
suivre nous allons supposer l'ordonnée y, de A,Aa (fig. 1) nulle. 

(') Ces formules peuvent aussi s'établir en calculant les dérivées de la fonc-
tion Z, utilisée au paragraphe 8, mais la marche suivie ici est plus rapide. 

Journ. de Math. (6* série), tome IX. — Fasc. IV, 1913. 4^ 
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Si /satisfait aux conditions (A), et (C) à la condition (Γ), l'intégrale 

zo{x,y) = '-= f fG(E, n ; x, y) f(E, n) dEdn 

est solution de 8z = /, puisque G = U — H et que II est solution 
régulière de o;=oen tout point y) intérieur à S. 

Cela posé, remarquons qu'il existe certainement une solution 
de 03 =/ s'annulant sur (C), car il suffit pour l'obtenir d'ajouter à 
Ζ (x, y) la solution de 8ζ = ο prenant sur (C) les mômes valeurs que 
— Z. Or, si nous appliquons à cette solution la formule (F) du 
paragraphe 4, nous voyons qu'elle coïncide précisément avec Z„. 

Le raisonnement précédent nous montre que nous avons deux 
moyens d'obtenir la solution de δ.5 =/prenant sur (C) des valeurs 
données : i° formel' la fonction de Green cl appliquer la for-
mule (F) ; 2° ajouter à la fonction Ζ la solution de 8ζ — ο prenant 
sur (C) les valeurs données plus les valeurs prises par la fonction — Z, 
cette solution étant formée par le moyen d'équations intégrales. La 
première méthode peut être préférable si le contour a toujours la 
même forme, en particulier si c'est un contour rectangulaire, c'est-
à-dire si les arcs A ,13, et A* 13, se réduisent à deux verticales. 

Remarquons entin que, si les fonctions X/ et Ψ, sont dérivablcs et 
si Φ admet des dérivées première et seconde, on peut toujours 
ramener les valeurs données à zéro; il suffit pour cela de poser 

(27) s = ; + <!>(*)+ φ,
=

 Φ,(^)_Φ[Χ,·(^)]. 

Solutions régulières au bord. — Si l'on veut obtenir une solution 
régulière dans S, bord compris, nous aurons évidemment la condition 
nécessaire [(cf. formule (19)] : 

(28) Φ"(χί) — Φ'(Λ7,)Χ;(ο) — Φ·(Ο) =/(d7/, ο). 

Cette condition est aussi susffianle. En efieî, supposons que, pour 
éviter toute difficulté aux points A, et A2, nous ayons calculé l'inté-
grale Z pour une aire débordant un peu l'aire S à droite et à gauche. 
Nous appliquerons alors la deuxième méthode indiquée plus haut : 
la solution de 8z = 0 que nous devons former correspondra à des 
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données aux limites Φ,, Φ
2

, Φ, telles que Φ/(^) = Φ/(/) — 7j\\i(y)
1
y\ 

et qui devront satisfaire à la relation (19). 
Or, en tous les points de A, Às, Z, sont nuls et ^ =y(.x·, ο) : 
cela résulte en effet des formules du paragraphe précédent. Donc 

Φί(ο) = Φί·(θ) — f(X/,o). 

Eri portant dans la relation (19), on trouve la formule (28) que nous 
voulions établir. 

Autres problèmes aux limites. — Au sujet des problèmes aux 
limites, nous avons dit qu'on pourrait former une fonction de Green, 
si l'on se donnait d'une façon générale, sur C/, 

hiy) ̂  + nii{y)z ~ χ,(/), 

et ζ = Φ(.Έ) sur Λ, A
2

. Ce que nous avons dit au paragraphe 5 prouve 
que la solution existe. La formule (F) (§ 4) appliquée à la fonction 
de Green formée pour ce problème aux limites prouve, par le même 
raisonnement que plus haut, que cette solution est unique. 

Il existe un cas particulier où la solution n'est pas unique : c'est 

celui où l'on se donne ^ sur (C) (' ); ζ stir A, A2 n'est alors déterminé 
qu'à une constante près et la solution dépend linéairement d'une 
fonction de x, y, qui est j G cil·,. 

12. LIMITATION D'UNE SOLUTION DE oz—f ET DE SA DÉRIVÉE PAR RAPPORT 

Λ χ. — Posons ζ = z„-\-Z
0

, z
0
 étant la solution de 8s = ο prenant 

sur (C) les valeurs données : si M est le module maximum de celles-ci, 
on a donc | z

0
1 < M (§ 18). Z

0
 est la solution nulle sur (C), soit 

Z
0
(*,.r)= 7= / / 0(ξ,η;Λ,7)/(ξ,η)<ίξ<ίη = Ζ(ά?,y) — 7,

x
(x,y). 

(1) Toutes les fois que l'on ne se donne pas à la fois ~ seul sur Cj et C,, on 

ne peut connaître ~ sur AfA2
 sans connaître en même temps z, à cause des 

conditions de raccordement en A, et A2. 
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D'après la formule (i3) Z„ admettra la même limitation que Z, 
soit 
(29) |z

0
|<i£L-, si |/|<F/r (y > — ')· 

Envisageons maintenant la dérivée. En tout point Ρ (#,y)intérieur 
à· S nous avons évidemment 

dl± 
Ox ~ 2 yÇ J J

$
 d* dx àx ' 

Il est aisé de voir que si, d'une façon générale,/est telle que l'inté-
grale est une fonction continue de x, y même au bord, il en 

est de même de —■· Si, en effet, nous explicitons ~ au moyen de la 
formule (10), il vient 

dZ / dx = - 1 2Vr 

= - I / 8r F dn / /(ξ>γ,κ 

Χ f V [ξ, -0 ; Χ, (.Ç), 5] ^ V[X,(s), 5;λ?,/]η _ , j ds 

-Η un terme de même forme contenant X2. 

Or cette intégrale triple se transforme ainsi 

^=-4ί!
ν[Χ

·
(ί)
·^·

]+
—

h—^d' 

X1 do ν[ξ, η; Χ, (I), «]/(£> η) Λ 

= - I / 4Vr V[X1(S), S; x, y] 
νπΛ (

 {f-s) »\ 

ceci se décompose en une intégrale 3 qui définit une fonction continue 
en tout point de S, bord compris, et une autre intégrale jouissant de 
la même propriété puisque Θ, est continue [sauf peut-être pour 
a? = X,(y) et £=/] et bornée. Même conclusion pour le terme de 
l'intégrale, contenant Xr 
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Si maintenant / est une fonction intégrable satisfaisant à la limita-
tion |/| < F/γ, il résulte de la formule trouvée, et des limitations (6) 
des intégrales 3 et (24") de^j que 

(29O 
d'L· 
dx <(L)fb(i,

 ί
+,y

+
5[

(
L')-,-B(2,7+iyî] 

<(L)fb(i, ί+,y+5[(L')-,-B(2,7+iyî] 

(L) dépendant de α et de l'ordonnée maxima qu'on veut atteindre. 
Il y a d'ailleurs avantage à réunir les deux limitations de Z

0 et-^~ en 
une seule, qui aura alors la forme (29')· 

Si maintenant, nous envisageons une solution de Bz = /prenant au 
bord des valeurs données, telles que ~ existe sur (C), nous pourrons 

écrire, en utilisant pour —■ la note de la fin du § 5*, 

(29") M<
M +

 yqrr dz / dx<M'+(L)yP, 

M' étant le maximum de | Φ'(#) | et β étant un nombre compris entre 
ο et 1 qui dépend des accroissements de Φ,, de Φ' et de X

t
 ('/ 

13. ETUDE DES ACCROISSEMENTS DE Ζ ET 4- QUAND f EST SUPPOSÉE 

SIMPLEMENT INTÉGRABLE. — Il nous sera utile dans la suite de savoir 
comment se comportent Ζ et ̂  quand / satisfait simplement à la 

(*) Considérons enfin la solution àz—f, telle que ~ soit nul sur (C); il suffira 

pour l'avoir d'ajouter à la fonction Ζ la solution ζ de dz=. o, telle que, 

sur (C), 4- —— 4—'» or 4— étant solution de <5,3:= 0, limitée par ses valeurs 

extrêmesau bord, admettra doncia même limitation que On pourra donc écrire 

dz 
dx < (L') FB (1 / 2, y + I) y 

D'où la limitation d'une solution dont on donne la dérivée sur C,· (voir la 
première Note du § 5*). 

Dans le cas du contour rectangulaire tous les résultats du paragraphe 12 
s'établissent au moyen des formules données dans la Note [voir la formule (1"). 
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condition d'intègi'abililé. La dérivée ^ n'existe pas en général; pro-

posons-nous de chercher, quand on donne à y un accroissement Λ, de 
quel ordre sera l'accroissement de Z. Nous pouvons toujours supposer 
k positif; nous avons alors (voir fig. 6) 

l(a,
>ï +

 k)-l (*,r) = __!_/ ff Vr/dS- f fv
r
/ds). 

Partageons le domaine S en deux autres par la caractéristique d'or-

Fig. (i. 

P' 

donnée y — k. Les intégrales du second membre peuvent s'écrire 

(3o) f f Up./rfS- f f U,./rfS + / f (U,»< — U|>)/rfS; 

or \poir formules (24), § 8] 

|/L+/jfl<6^F*· ffr'ff, (wl"*' 
nous avons étudié une intégrale analogue à cette dernière au para-
graphe 8; le changement de variable utilisé donne 

/I<-»f TI'5? 
s - 1/2ds < 2 \Jt: F /f JP f 1 + y 

nous obtenons donc un accroissement d'ordre < 1 : 

| Ζ (·*,/+ k) — Z(x,y)\<V k 3 H- .£^1 -H < p.FA | ^A | I
1

), 

y. étant une constante dépendant de l'aire d'intégration. 

(*) Celle dernière limitation ne s'applique pas évidemment au cas ou y — o, 
car alors l'accroissement est < FA-. 11 en est de même si k est >·/, les deux inté-
grales de la première formule étant limitées en fonction linéaire de k. 
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Envisageons maintenant ̂  qui n'admet pas de dérivées en général : 
étudions la différence 

« (* + A,,) - f
x
 = ̂ /jf( V,- V

P
)/rfS, 

Partageons S en deux parties par la caractéristique d'ordonnée/—Λ2, 
Fig. G bis. 

Ρ Ρ, Ρ" 
y 
CJ.h 

puis écrivons (voir jig. G bis) 

f J(X
x
—SI

v)
fdi= ff vr/dS-ffV,.fc<s + fjv„- V,)/dS. 

Les deux premières intégrales sont, en valeur absolue, inférieures 
à 8ΕΛ. La seconde est égale à 

hff, (^ï/ds=-9-i'ff(S)/ds' 
et, toujours par la même méthode, nous obtenons comme limitation 
de cette intégrale 

4Fhi ~ f ~ s— - ώ = 4ν/πΡΛ<_-^· 

Il vient donc en définitive encore un accroissement d'ordre < ι : 

djL 
dx 

(x + h,y)-~(x
}

y) <FΛ^Α + r Z.^ <^'FA| £/i|. 

Il est à remarquer que les deux méthodes que nous venons d'em-
ployer s'appliquent d'une façon générale à l'étude des accroissements, 
relativement à χ ou h y, des intégrales de la forme \pq, dont nous 
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avons déjà parlé. On trouve aisément 

^/>7 F | ^A'|r (/· <! ι), 
Αχ^-ρη I ̂  

upd F | Ax L ||('· = Ο» 
(r—p — 2^ + 3>o), 

|A
r
i
w

|< |^ρΙΑτΙ'ι ('"<2), 

I V-rqV Incivil ('' = a). 

En particulier, en ce qui concernedZ / dx 

— (ζ,,γ+ *)-—(*,y) <( -^+4) F*2. 

14. ACCROISSEMENTS DE ^
 ET

^" ~~ MÉTHODE que nous venons 

de suivre permet également de calculer les accroissements de ^ 

et quand ces dérivées existent. Supposons que nous ayons, par 
exemple, 

ÔL 
dy 

|/(ξ,*]) — /(ξ,j)| <Κ|^-η |v, 

est donné par la formule, déduite de (26') grâce à dZ — /, 

(3.) V/a,y)di--ff^[/a,»)-/(?.y)]did*. 

Étudions l'accroissement dé cette dérivée quand y subit un accroisse-
ment y' — y = k et posons 

Al,y)=7i /(£>/) = /'·> υ(ξ,Υΐ;Λ?,/) = υ'. 

En décomposant l'aire comme dans la figure 6, nous écrivons de la 
façon suivante l'accroissement de l'intégrale double 

(32) A

/^=/L,.F
(/

-
7

'
)RFS

-/X?
(/

-
7)RFS 

+//A dU / dy (f- f) dS 

Il suffit de calculer^-et A^y ~ P
our voir.[toujours avec le 
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mcme changement de variables] que les trois premières intégrales sont 
limitées par (L)K£T. Il suffit pour cela de remarquer que, si y, est 
l'ordonnée de P,, on a 

I/— /I <K(y — .r))Y<K(/
1
 — YI)Ï, 

Laissant de côté la quatrième intégrale, formons l'accroissement 
de l'intégrale simple 

(32-) Δ f =f V'f>
<
&-fvJdt+f(\V-V)J<a+fv(7'-f), 

les numéros (ι), (V), (2) désignant respectivement l'ensemble des 
bords droit et gauche des aires 1 et 1', et le contour (Cr_A). SiX, existe, 
les deux premières intégrales sont < (L)F, et sont nulles si X^ = o. 
Quant à la dernière, il suffit de remarquer que ==——·, pour 
voir qu'elle se détruit avec la quatrième intégrale de (32). 

Il ne nous reste donc plus à étudier que la troisième intégrale 
de (32'). Comme pour les deux premières, ce qui, dans cette inté-
grale, concerne les arcs C, et C2, s'évanouit dans le cas d'un contour 
rectangulaire et est, dans le cas général, limité par (L)£2 : il 
suffirait d'appliquer la formule des accroissements finis pour le voir 
immédiatement, en remarquant que τ-< L/ (y - n)². Pour les appli-

cations que nous rencontrerons, /(ς, ο) sera nul et l'on aura 

donc |/(£,y) | <C Κ/γ· Alors, la limitation sera (L)K/r2. 
Il nous reste enfin, si k <y (avecy <iy\<Cy)j 

(.»·— ξ P 
(32») jf'(U'-U)M,y)œ. <Kkylfe 4y1 / 3 / 2 | (x - E)² - 1 / 2 

<2K k£fe-s2 | S² - 1 / 2| ds 

= (L ) K (k / y1) 1 - y (y/ y1) y k y< (L) Kky 

Si k>y, cette tranformation est inutile, l'integrale elle-même étant 

(L) Ky < (L) Kky(1). Dans les conditions où nous sommes placés, 

(1) Si f (E, 0) n'est pas nul, on écrit f(E, y) = 
et l'on est alors amené à faire une hypothèse sur l'accroisement de f(E, 0) 
d'aprè 
jour de mat 
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l'accroissement de ̂  par rapport à y est donc d'ordre γ, si γ < l-> 

et d'ordre au moins égal à si l- < γ < ι (4 ). 

Quant à l'accroissement de-r-> nous avons vu qu'il est d'ordre -> 
quand on ne fait aucune hypothèse sur /. D'autre part la formule (3i) 
est derivable par rapport à χ, même au bord, si γ> ^ [en suppo-

sant /(ξ, ο) = ο] (2) : donc existe. Dans le cas intermé-

diaire γ < -> une méthode tout à fait semblable à celle que nous 
2 

venons d'employer montre que l'accroissement de ~ est d'ordre 

γ 4- -· 

En ce qui concerne l'accroissement de ^ par rapport à x) lorsque/ 

en possède un, on l'étudierait par une analyse analogue : nous en par-
lons dans la Note sur le contour rectangulaire. 

15. — APPLICATION AUX PROBLÈMES AUX LIMITES. — Nous avons déjà 
envisagé dans le paragraphe 7, au point de vue de l'étude des accrois-
sements, l'équation Ss = dont les solutions satisfont aux inéga-
lités (22) dans les conditions indiquées. Considérons maintenant la 
solution Z

0
, nulle sur (C), de l'équation L· = f(x, y) avec (γ'< ι) 

(33) \f(x,y + k)—f{x,y)\<KkV, j(x, o) = o; 

nous la formerons en ajoutant à Ζ la solution z
0
 de l'équation δ ζ = ο, 

s'annulant sur A, A
2
 et prenant sur C/ la valeur — Z[X/(y),y]. SiX, 

existe et admet un accroissement d'ordre non nul, nous serons placés, 
pourz

0
, dans les conditions que nous avons supposées vérifiées dans 

le paragraphe 7 pour établir les formules (22) (3). En utilisant alors 
les résultats du paragraphe précédent, ainsi que les formules (24') 
et (24") du paragraphe 8, nous pouvons donc énoncer, pour 
Z

0
 = Ζ 4- z

0
, la propriété suivante : Si f est nul sur Ox el si f et 

Ο Nous entendons par là l'accroissement dans S, bord compris. A l'intérieur 
de S, il est sûrement d'ordre y, car les intégrales curvilignes sont dérivables. 

(2) Sinon, il faut supposer l'existence de /'(ξ, ο). 
(3) Et dans ce cas les coefficients (L) des formules (22) appliquées à s0

 con-
tiendront le nombre Κ en facteur. 
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admettent, par rapport à y, un accroissement eTordre non nul, on 
peut déterminer un nombre γ = γ' tel que les conditions (33) entraînent 

(34) 

ΔΖ0|<(ΜΚΔ/, 

|Z0|<(L)KjT-', 

àZ, 
dx 
dZ

n 

< (L)KA
i
yT+l3, 

ôx 
<(L)Kj 

M* 
ày 
dZ

n 

ày 

< (L)K Δ/Υ, 

< (L)KyY. 

Ces inégalités diffèrent des inégalités (22) en ce que le nombre K, qui 
figure dans (33), figure aussi dans (34) : β est toujours le plus petit 

des nombres ^ et 1 — γ. Le nombre γ < ι que nous venons d'intro-

duire est inférieur ou égal à l'ordre réel d'accroissement γ' de f. 
Il lui est certainement égal si le contour est rectangulaire. Ceci 
tient aux trois premiers termes de la formule (32') ('). Dans le cas 
général, il est cependant possible que γ soit réellement l'ordre 
d'accroissement de /, mais pour le voir il faudrait utiliser la fonction 
de Green. D'ailleurs, ceci nous importe assez peu. Ce dont nous 
sommes certains, c'est qu'on peut choisir γ tel que les formules (34) 
soient vraies pour toutes les fonctions f admettant un accroisse-
ment d'ordre supérieur ou égal à γ : Κ seul variera pour toutes 
ces fonctions. 

1G. EXTENSION DU SYMBOLE OZ QUAND LES CONDITIONS (A) NE SONT PAS RÉA-

LISÉES (2). — Quand la fonction f ne satisfait pas aux conditions {K), 
les deux termes de δΖ n'existent pas, en général. On peut cependant, 
d'une manière analogue à ce qui a été fait pour le potentiel (PETRINI, 

Journal de Liouvillc, 1909, el Acta mathematical 1907), donner une 
extension du symbole §s, en posant 

°'z=, J:"l. I ί [§ ■(β ■+ h'y) |· 

(') Ce terme a, en etFet, un accroissement d'ordre i, mais peut-être d'un 
ordre supérieur. Si le contour est rectangulaire, il s'évanouit. L'emploi de la 
fonction de Green permettrait peut-être de combiner cette intégrale avec celles 
qui proviennent de la fonction H. 

(2) Ce paragraphe constitue une analyse à part, dont la lecture n'est nullement 
nécessaire pour la suite. 
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Voyons dans quelles conditions celle limile existera cl sera égale 
à f(oc, y). Nous supposerons f continue au sens des conditions ( A3) 
ou (A3), puisque la continuité au sens de la condition (A,) entraîne 
les deux autres. 

Supposons par exemple que, dans le voisinage de Ρ,/(ξ, η) — /(ξ,y) 
tende vers zéro, quand η tend vers/. Nous isolons Ρ par un rectangle 
où cette propriété a lieu. Suivanl la même marche qu'au para-
graphe 8, nous décomposerons Ζ en trois parties : 

Ζ = Ζ' + Ζ, -t- Zj, S' 7J= ÔZ'= o, ô'Z, - <3Z, = f(x, y). 

Il nous reste donc à former le symbole o'Z pour la fonction 

Z
2
 = 7= f f Uj.9rfS,y = /(E, n) - F(E,y), 

et à chercher dans quelles conditions il est égal à zéro. 
Etudions tout d'abord le second terme de la parenthèse : nous 

donnons à / un accroissement k > o, et nous avons, comme au para-
graphe 8 (fig. η), 

(35) j[Z,(P')-Z,(P).l 

= - 1 / 2Vr [1/k // Up' G dS - 1/k 

D'après un raisonnement déjà fait, lorsque k tend vers zéro, les deux 
premiers termes du second membre de l'égalité précédente tendent vers 
zéro, puisque <p tend vers zéro. Quant au dernier terme, qui représente 

le rapport incrémental de l'intégrale J U
P

9 ds supposée étendue à 

l'aire fixe 2, nous pouvons lui appliquer la formule de Taylor : 

(JMUp - Up / PP'YdS 

= // dUp / dy YdS + k/ 2 // 

4(/i—-o)2 

avec y<C.y\ <Cy+ k. Pour étudier le dernier terme, partageons l'aire 2 
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en deux parties par la caractéristique d'ordonnée y — k' (k"^> h). Le 
changement de variable ξ — χ — ι \U(y — η) montre que 

*ff\ <kw ru S- — 25 + ds 

<L®' 
/1—y + k yi—y + k' 

Φ' étant le maximum de |<p| et L un coefficient numérique. Or, quand 
k tend vers zéro, Φ' tend vers zéro et les deux termes de la parenthèse 

Fig. η. 

restent finis. Donc, la partie relative à 2' tend vers zéro avec k. 
Nous avons de même, Φ" étant le maximum de |φ | dans 2", 

\- f f\<iwkf' d" =ΙΦ*/ !— —A. 

\ k k / 

Si k' est infiniment petit d'ordre inférieur à celui de k, j tend vers 

l'infini et l'expression envisagée tend vers zéro (puisque y
{
 — y<^k). 

En définitive, le dernier terme de l'égalité (36) tend vers zéro avec k. 
Laissant de coté le premier pour le moment, passons à l'étude de l'ac-

croissement de que nous écrivons ( fig. 8) 

(37)

 ^0/X
V

""^
S

- ^)· 
les deux parties 1 et 2 étant séparées par la caractéristique d'ordon-
née y — h2. 

Si nous nous reportons à ce qui a été fait au paragraphe 8, nous 
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voyons que Les deux. premiers termes tendent vers zéro, puisque le 

maximum de 1 q') 1 dans ï tend vers zéro. 
Quant au dernier terme, il s'écrit 

39 loeziuerer 

= // dV / dx + Y ds 

avec x < XI < X + /t. Nous envisagerons encore dans l'aire 2'les deux 

Fig. 8. 

parties 2' et 2" séparées par la caractéristique d'ordonnée y - ""2 (dans 

la figure 8, au-dessus de y _/t'2, lire 2' au lieu de 2). En posant, dans 
le dernier terme de la formule précédente, 

~ - XI == 2 VS (y - Y)), 
il vient 

I2h" fl._ l1 < 2 h (1) 1>,-!t2 dn .! [>0 e-S 1s -;-31 ds < L.' (1 f- tft)' , 

et ceci tend vers zéro quand Il et h' tendent vers zéro, puisque <{>' tend 

De même 

|h/ 2| // < h / dn / (y-n) 

Si /t'est choisi de telle sorte que ~ tende vers zéro, ceci tend encore 
vers zéro 

En définitive, nous voyons que, au sens où nous avons pris le sym 
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bole δ', nous aurons 

<
38<

> ^
RFS

-//S'^
S 

puisque tous les autres termes étudiés tendent vers zéro. Comme 

d'U _ àU 
Οχ2 ây ' 

il reste 

// dU / dy dS = // e 

σ étant l'aire comprise entre / — k et/ — Λ8. Or, si | φ | < Φ, 

// |< L" F dt /t = L " 

ainsi que le changement de variables usuel le montre immédiatement; 
et ceci est la seule limitation que nous puissions donner si nous igno-
rons la façon dont Φ tend vers zéro avec h et k. Il nous faut donc supposer 

que ρ reste fini et non nul. Alors Jj' tend vers zéro et δ'Ζ
2

== ο. 

D'où 8'ζ = /. 
Étudions maintenant le cas de la continuité par rapport à ζ : dans 

le voisinage de Ρ, /(ξ, η) — /(a?, η) tend vers zéro. Nous formons 
encore 

j[Z
t
(x, y + A) — Z^x, y)] 

que nous écrivons sous la forme (35) en posant, cette fois, 

/U. η) — /(*> *ι) = φ(ξ» *>)· 

Pour démontrer que les deux premiers termes du second membre de 
cette formule sont infiniment petits avec k, nous n'avons qu'à repro-
duire le raisonnement du paragraphe 8. Il nous reste donc à envisager 

le terme J J Ppp, p dS que nous mettrons ici encore sous la 

forme (36). Dans cette formule le dernier terme est en valeur absolue 
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inférieur à 

(39) /γΦ' fy dri Γ1 n<i-l 3 ds 

4- /Ί·Φ / 7 Γ-, / —rz S-— 3,V + 7 RFS 

en désignant par 2 a la plus grande des distances de Ρ aux côtés verti-
caux du rectangle, par 2ε le demi-côté horizontal d'un rectangle 
intérieur contenant P, que nous ferons tendre vers zéro avec k 
(cf. § 8, fig. 5), par Φ' et Φ" les valeurs maxima de | <p | dans les deux 
domaines d'intégration. 

Le premier terme de cette expression admet comme limite supé-
rieure 

(JKI — V))2C/0 Y/I 4 

et nous avons vu plus haut que ceci est infiniment petit avec /r, quand 
Φ' l'est aussi. 

Pour étudier le second terme de (39), remarquons que l'on peut 
toujours déterminer un nombre H tel que, s

0 et s, étant deux valeurs 
quelconques appartenant à l'intervalle (o, 00), on ait 

/ ~ s*-3.i + Î ds<l\ f —fis. 

Dès lors, le second terme de (39) sera inférieur à 

kΦΊ , · M < e-ds<{^-t^"- -1 

en remarquant que -^= décroît constamment. En posant y
{
 — η = ε20, 

nous obtenons comme limitation 

(
β
«_,«)φ»ΐ / i-rfe, 

et, si jj) est infiniment petit, ceci tend vers zéro. 
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Si nous passons maintenant à l'étude de 

1/ h [ dz /dx (x + h , y) - dZ2 / dx 

nous le décomposerons encore par la formule (37), dans laquelle les 
deux premiers termes tendent vers zéro, et le troisième se met sous la 

forme (38). Dans cette dernière expression on traite le terme ^ J*J 

par la méthode que nous venons d'employer à l'instant, et qui montre 
aussi aisément qu'il tend vers zéro avec A. 

Avec ce genre de continuité, nous sommes donc encore conduits à 
l'équation (38') qui nous donne les mêmes conclusions. 

En définitive, nous avons obtenu le résultat suivant : quand lafonc-
tion f (ξ, η) est continue au sens des conditions (A <) ou (A

2
) ou (A

3
), 

le symbole δ'Ζ a un sens et est égal à f (x,y), si k est du deuxième 
ordre par rapport à h. 

Si, par conséquent, dans une région a, f satisfait aux condi-
tions (A,) ('), sauf en un certain nombre de points ou sur certaines 
lignes, où seule la continuité subsiste, nous pouvons déterminer dans 
cette région des solutions régulières de l'équation, sauf aux points 
envisagés où les dérivées cesseront d'exister, mais satisferont néan-
moins à la relation oz=-f

y
 leurs parties infinies se détruisant. En 

effet, étant donné un tel point P
0
, les symboles êz et S'ζ coïncident 

dans le voisinage de ce point, et, comme S'ζ est continu dans a, 
o'z

Pt
 est donc la limite de δz

p
 quand Ρ tend vers P

0
. 

(*) Nous disons ici aux conditions (A
T
), parce que, si l'on veut avoir ce que 

nous avons appelé une solution régulière de l'équation, il faut que/soitcontinue 
en x, y. Mais il est évident que, si l'on ne se préoccupe que de l'existence des 
dérivées en chaque point, ce que nous disons dans la suite du paragraphe est 
également vrai dans le cas des conditions (A2) ou (A3). 

Jour η. de Math. (6· série), tome IX. — Fasc. IV, igi3. 47 
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CHAPITRE II. 

RÉSOLUTION DUS PROBLÈMES AUX. LIMITES POUR LES ÉQUATIONS 

DU TYPE PARABOLIQUE. 

I. — L'équation linéaire à deux variables du type parabolique. 

L'équation linéaire à deux variables du type parabolique peut se 
mettre sous la forme 

d*z dz ,dz , 
(E) dx² dx dy c f = 0 

a, b, c,f étant des fonctions continues de oc, y, dans une région a. 
La première hypothèse qui s'impose est de supposer que b a un signe 
constant, car nous avons vu que, dans le cas où a = c = ο et b = ±1, 
la disposition du contour portant les données des problèmes aux 
limites changeait suivant que b était égal à -H 1 ou à — 1. 

17. FORME CANONIQUE. — Faisons dans (E) le changement de 
variables défini par 

x'=x'(x,y), f~±y. 
Il vient 

\te) l^' + {l^ + a7ï + b-àï)àï±bd/-hcz + S = 0· 

Nous prendrons le signe -+- ou le signe — suivant que b sera négatif 
ou positif, et nous déterminerons oc' par la condition 

(£)'=M
 x'=f\bhx. 

Nous supposerons, pour la possibilité de ce changement de variable 
et de l'inversion qui en résulte, que b admet dans Λ des dérivées du 
premier ordre continues et qu'il ne s'annule jamais. 

Nous obtenons ainsi le type canonique suivant, que nous utiliserons 
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dans les calculs 

( L/ ) ——- — —:— — CL —— -f- C Ζ F, 

en supprimant maintenant les accents ('). a, c, y sont supposés conti-
nus dans la région envisagée. 

Cas de réduction à des formes plus simples. — Si nous posons 
s = uv, l'équation (c) devient (cf. H. BLOCK cité dans l'Introd.) 

Ν j "t—r — "τ™ ) — ( — 2 —— + ci Ν ) — 1- ( :—r + CI — H—-—H cv ι it -H f. 

Nous voyons donc que, en déterminant ν par l'équation 

(4o) 2 — =ζαν, v = c*, 

nous pouvons faire disparaître le terme en ~ Ceci suppose que u 

admet des dérivées partielles du premier ordre en chaque point de &. 
Chaque fois que la chose sera possible, il conviendra d'effectuer cette 
réduction, car la forme ainsi trouvée (a = o) est, comme nous le 
verrons, très commode pour les calculs cTapproximations successives. 
Mais ce n'est pas elle que nous utiliserons dans la théorie générale, 
car elle ne se prête pas aux généralisations que nous avons en vue. 

Ayant annulé le coefficient de peut-on faire disparaître égale-

ment, par un choix convenable de p, le terme en u, de manière à 
obtenir la forme ou =f ? Il suffit pour cela que l'on ait 

d2v dv dv 
- dx² + a / dx + dy + cv = 0 

ce qui s'écrit, en tenant compte de l'équation (4°)> 

dy \ 2 dx 4 C)V ' 

(l) Lorsque b est fonction de y seul, il est plus simple d'effectuer le change-

ment de variable y' = —/ dy / b. 
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on a donc 
d^v a dJ^v 1 da ax 

dx 2 ' dy 2 dx 4- c 

D'où la condition d'intégrabilité 
d*a da da de 
dx1 a dx dy 2 dx ° 

qui sera réalisée en particulier si a est constant et c fonction de y. On 
posera dans ce cas 

ax - axy - c dy 
r — e v , 

d'où la réduction immédiate de l'équation (E) à la forme δ-=/, si 
a = const., b et c = fonctions dey, 

18. PROPRIÉTÉS DES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE (E'). — Dans 
l'équation 

(C> W + ate+ ôï + cz~0' 

supposons que a, ù, c soient, dans une région «a, située tout entière à 
distance finie, des fonctions continues. Nous allons montrer dans 
quels cas toute solution, i^égulière dans une régions, ne peut admettre 
à l'intérieur de &, ni maximum positif, ni minimum négatif ; suivant 
les cas, il conviendra d'ailleurs d'apporter quelques précisions au 
sujet du sens des mots maximum et minimum. Nous allons nous 
inspirer pour cela des méthodes suivies par M. Picard dans l'étude 
du type elliptique. 

Dans le cas particulier où c est négatif dans &, l'impossibilité d'un 
maximum positif, propre ou impropre, est immédiate : dans l'hypo-
thèse contraire, on aurait, en effet, au point envisagé 

d^=0' àï~o}-0' cs<°> 

et l'équation (E') ne pourrait être vérifiée. De même, un minimum 
négatif ne peut avoir lieu, la solution — s ayant alors un hiaximum 
positif. 

La remarque précédente est vraie quel que soit b. Nous pouvons 
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même lui donner une forme plus précise : si en un pointP(xo, yo) 
b est négatif ou nul et c négatif, ζ ne peut prendre une valeur positive 
supérieure ou égale (ou une valeur négative inférieure ou égale) aux 
valeurs prises aux points voisins de Ρ pour lesquels y en d'autres 
termes, il ne peut y avoir de maximum positif (ou de minimum néga-
tif) propre ou impropre, relativement aux points d"1 ordonnée infé-
rieure ou égale à celle de P. Et, en effet, dans l'hypothèse contraire, 
on aurait en Ρ 

33? = °' = bTyi0' cz<°-

Si b est positif ou nul, on obtient des propriétés analogues pour la 
région oùy>y

0
. 

Les résultats précédents montrent que, si c est négatif et b< ο 
dans la région A, à l'intérieur d'un contour (C) (') situé dans A 
une solution ζ de (E') satisfait en Ρ à l'inégalité —M' < zp < M, 
— M' et M désignant la valeur minimum négative et la valeur 
maximum positive de ζ sur la partie du contour située au-dessous de 
la caractéristique passant par P. 

De là résulte, avec les hypothèses faites sur b et c, Vunicité d'une 
solution régulière de (E) prenant des valeurs données sur (C), toute 
solution régulière de(E) qui s'annule sur (C) étant nulle à l'intérieur. 
Mais ceci est vrai quel que soit c, à la condition de supposer b négatif 
et non nul quand c est positif ou nul. En effet, la substitution 
ζ = ueK{y~yo) donne une équation en u de même forme que (E'), mais 
dans laquelle le coefficient c est remplacé par ùK-f-c; on peut 
donc choisir Κ de telle façon que b Κ -t- c soit négatif dans A : d'où 
l'unicité de u et par suite de z. 

Il est facile d'avoir, quand c peut être >o, une limitation de ζ à 
l ' intérieur de ( C ). 

Si, en effet, y
t est l'ordonnée de la caractéristique inférieure de (C), 

on a certainement — MeKOû~y,). Donc 

— < zP < MMek (yo - y1) 
puisque z9 — u

P
. 

(*) Dans ce paragraphe, le sens du mot contour (C) peut être étendu : il 
suffit que (C) soit continu, simple et tel qu'il forme, avec toute caractéristique 
qui le coupe, un ou plusieurs contours continus fermés sans point double. 
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Ceci nous montre que la propriété, établie plus haut, sur l'impossi-
bilité d'un maximum positif aux points où c est négatif, est vraie 
également si c est nul, mais reste <o dans le voisinage. Mais, cette 
fois, le mot maximum est pris au sens propre et b doit être supposé 
négatif et non nul. En effet, si l'on applique l'inégalité précédente à 
un petit contour (C) contenant P, le nombre Κ peut être pris aussi 
petit qu'on le veut, ce qui montre que zP est <M, et, par suite, qu'un 
maximum positif propre est impossible. 

Il résulte de ce que nous venons de voir que, si b est négatif, une 
solution régulière prenant des valeurs positives sur un contour (C) ne 
peut devenir négative à l'intérieur de (C), mais elle peut fort bien s'y 
annuler. Dans le cas où c = o, il existe une propriété plus précise : en 
un point Ρ on a M et m étant le maximum et le minimum 
de ζ sur la portion de (C) située au-dessous de la caractéristique 
passant par P. Ceci résulte de ce que M — ζ et ζ — m sont solutions 
et prennent sur le contour des valeurs positives ou nulles. 

Nous allons dorénavant, dans ce Chapitre, supposer b essentielle-
ment négatif. Nous reviendrons plus tard sur le cas où b peut 
s'annuler. Nous avons montré Γ unicité de toute solution régulière de 
Véquation (E) prenant des valeurs données sur (C) : nous allons 
former cette solution après avoir ramené l'équation à la forme (c). 

19. L'ÉQUATION INTÉGRO-DIFFÉRENTIELLE DU PROBLÈME AUX LIMITES. — 

Soit donc l'équation "(c) : en lui appliquant la formule (F) du para-
graphe 4, nous avons 

(40 a \fitzfa,y)=— f ζ (ξ, η ) —rfirj -h f Gzd'i 

«ΛΙ,Λ, + Λ,Μ, Ζ A, A, 

ce qui peut s'écrire 

-H C(C,Y))S(É,TJ)J(*(£, n;x,y) άξάη + ζ fay), 

-H C(C,Y))S(É,TJ)J(*(£, n;x,y) άξάη + ζ fay), 

ζ (χ, y) étant la solution de oz=f répondant aux conditions aux 
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limites données : ζ égal à Φ^/) et Φ2(
ι
χ) surC, et C2, à Φ(χ) sur 

A, Ao (nous supposerons l'ordonnée de A, A
2 nulle). 

Nous voyons donc que la solution cherchée satisfait à une équation 
intègro-diffêrentielle d'un type facile à résoudre, car une des limites 
de l'intégrale est variable. Une fois la solution formée, il suffira, 

d'après ce que nous avons vu dans le paragraphe 9, que a~ + cz 

et f satisfassent aux conditions (A) en tout point intérieur à S. 
Supposons que a, c, f vérifient ces conditions. Il résulte de l'équa-

tion (4i) que ζ a la forme 

z(x,y) = ~ -L^f £ +cz+/j Upi^rfrj 4-ψ(Λ·,.χ), 

où ψ admet des dérivées en tout point Ρ intérieur à S : l'inté-

grale j*J n'est autre qu'unefonction Ζ [formule (23), § 8] etpar suite, 

en ce point P, il résulte del'étude des accroissements de Ζ et ̂  (§ 15), 

que ζ et ^ satisfont aux conditions (A). Il en est donc de même 

de a-^ -h cz et, par conséquent, ζ vérifie bien Γéquation (c). 

Pour calculer la solution de l'équation (e), nous procéderons par 
approximations successives, en posant 

5 — z0 ■+· Si -f- Z-2 ztl + ... , 

s
0
 = K(x,y) 5.= _ -l=yjf (a -t- G djrfn. 

Faisons ici l'hypothèse que les données Φ, (y), Φ2(/), sur C, et C2, 
admettent en y des accroissements cTordre non nul. Si cet ordre est 

supérieur à et si Φ'(#) est continue (§ 5-6), ζ et ^ sont continus 

sur (C). Si Φ n'a pas de dérivée, existe sur C, et C2, et, d'une façon 

générale, on a dans S, bords compris (voir la Note à la fin du § 5* 
ou bien la Note sur le contour rectangulaire), 

(42) dE / dx = E / Vy 
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ζ étant bornée et continue. Le second terme de la suite d'approxima-
tions est 

^-TrJfSaài+c¥d^ 
qyi, d'après les propriétés des intégrales I

0
j. et la forme de la fonc-

tion G [formule (i3)] 

^(ξ, ΤΟ;Λ·,= j), 

est une fonction continue dans S, et d'ailleurs s'annule sur (C). 
L'intégrale 

/X(
A

!
+C?

)
W 

est également continue dans S, bord compris : d'après ce que nous 

avons vu dans le paragraphe 12, il en est de même de la dérivéedz1 / dx 

qui est donnée en tout point de S ou de (C) par la formule 

&=-&ί£(α£+*)£άξΛ>· 
19*. Ce que nous venons de dire montre que z, et ̂  sont bornés 

et continus dans S, bord compris. Voyons si cette conclusion subsiste 
au cas où les accroissements de Φ, et Φ

2
 sont d'ordre inférieur à ~. 

Il faut alors modifier la formule (42) et l'écrire [formule (20), § 6#] 

άζ = Ci ζ, ζ 
da- I a? — X,(jr) |P | λ? — Xt(y)l? y/y 

Il est manifeste que z
{
 sera continu dans S et s'annulera sur (C) : 

il suffit de l'écrire pour s'en convaincre. Quant à si nous y rem-

plaçons ·— par sa valeur, nous savons qu'il nous suffit, pour étudier ce 
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terme dans S et sur (C), d'envisager les intégrales obtenues en rem-

plaçant (-jj
t

 par V, soit par exemple 

l=J'f\rrj^pm^x'y)''ién· 

Cette intégrale aura évidemment un sens tant que Ρ ne viendra pas 
surC,. Voyons ce que nous obtiendrons en faisant χ = X, (y) : il vient 

I = // C1 / E - X1(n) 

Or 
|Χ.(7)-ς|ί|Χ.(7)-Χ.(·ο)| + |ξ-Χ.(η)|. 

D'où, en tenant compte de la condition (F) imposée au con lour (C), 

|i| // K dEdn // |E -X1(n)| 

- ii-x.mi'ir-1·!1"*(y - n)² 

La première intégrale a évidemment un sens. Dans la seconde nous 
avons (') 

| ξ - Χι (η ) l'-IV | X, (y) - Χ, (η) |·-Ρ+ | ξ - Χ, (γ) |' β, 

et l'on voit que celte intégrale est plus petite qu'une somme de deux 
intégrales du type \p<i qui ont un sens toutes les deux. 

Mais, si nous voyons ainsi que La un sens, il ne s'ensuit pas quel soit 
une fonction continue en tout point du bord. Pour le voir il suffirait 
de montrer que cette intégrale est uniformément convergente. Pour 
ne pas allonger cette analyse, nous ne donnerons pas le détail de la 
démonstration. Pour établir ce point il conviendrait d'effectuer une 

(') En effet, si λ est un nombre inférieur ou égal à un, a et b deux, nombres 
positifs, a = b,on a, en utilisant la formule des accroissements finis, 

(a+ b)
x
=a

l
( ι ·+- ̂  <αλ^ <a* 1 + (b/a)y = aW; 

si λ est > ι on peut écrire (a + 2λ («*-+- όλ) {cf. LEVI, loc. cit., p. 235). 

Journ de Math. (6· série), tome IX. — Fasc. IV, igi3. 4$ 
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décomposition de Taire d'intégration parla caractéristique d'ordonnée 
y' définie comme au.paragraphe 2, formule (a). 

20. Il résulle en définitive des considérations précédentes que si 

Φ, el Φ., admellenl des accroissements d'ordre non nul. z, cl —■ 

sont des fondions bornées et continues en tout point de S, bord 
compris cl z

K
 s'annule suif C). 

La suite des approximations se poursuit alors aisément. Soit, en 
tout point de S 011 de (C), 

a I < A, 

5, |<M, 

e | < C, 
0z\ 
ÔJC < M. 

Nous pourrons alors écrire, en utilisant les résultats du para-
graphe 12, 

|z2| et |dz2/ dx| < LM (A+C) 

|z3| et |dz3/ dx| <ML«<A+C)«B(1, ,) I<(i,, + =
 m

IL(A->;C)^.'·I:, 

et, d'une manière générale ('), z
a
 étant d'ailleurs nul sur (C), 

|zn| et |dzn| < f L( A -4- C)vArj]"-1 

|dx| T (n+ 1)/2 

ôz z et sont ainsi représentés par deux séries absolument et unifor-

mément convergentes de fondions continues à l'intérieur de S, et 
même au bord en ce qui concerne z. D'après ce que nous avons dit 
plus haut, z est donc bien la solution cherchée, prenant sur (C) les 
valeurs données, car nous savons d'autre part que cette solution est 
unique. 

(') il est à peine besoin de faire remarquer combien plus simple est toute 
cette étude quand a— o. On obtient alors, sans faire d'autre hypothèse sur 
les données que celles de la continuité, une série de comparaison entière en y. 
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21. EXAMEN DES HYPOTHÈSES s un LES COEFFICIENTS, LE CONTOUR ET LES 

DONNÉES. — Dans ce qui précède nous avons supposé que le contour 
satisfaisait à la condition (F), que Φ, et Φ, admettaient des 
accroissements d'ordre non nul, et que les coefficients de l'équation 
vérifiaient les conditions (Â) à 1'inlerie.ur de S. 

Dans le cas ou X, et X.., sont dérivables, le changement de 
variable 

(V) y- — Xi C κ) 1 

dont nous avons déjà parlé dans rinlroduclion, ramène l'équation (ô) 
à une équation de même forme cl le contour à un contour rectan-
gulaire porté par les droites χ' — ο, χ' = /, y = o. 

Nous pourrons alors profiter des facilités qui s'offrent dans 
ce cas (voir la formation de la fonction de Green dans la Note). 

Voyons maintenant dans quel cas on peut intégrer l'équation sans 
faire sur les données d'autre hypothèse que celle de la continuité. 

Nous avons dit que, dans ce cas, y- peut se mettre sous la forme [cf. 

formule (i5) § «î*J 

dC C1 C2 C 
Οχ χ — X,(j) x — X^y) fj' 

Si nous voulons que et soient bornés dans S, contour compris, 

il nous faudra faire quelque hypothèse surJa valeur du coefficient a au 
voisinage de C, et G,. 11 est à remarquer que, si nous supposons que 
a soit une fonction continue et monotone de χ dans un intervalle 
arbitrairement petit ayant pour borne l'abscisse x0 d'un point de C, 
ou C

2
, les deux intégrales 

1 =.//«§G'/s·dl / dx = // a dC / dE dG / dx ds 

ont un sens et restent bornées en tout point intérieur à S. On le voit 

aisément en remarquant quej^ — ζ
0

. 
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Or, quand une intégrale f y(x)dx a un sens, quelle que soil la 

nature de γ pour χ = ,x'„, l'intégrale / fodx a aussi un sens, si f est 
•rû 

monotone et continue au voisinage de χ — a?
0

, et sa valeur absolue est 

inférieure à F o(x)dx , F étant le maximum de |/| dans l'inter-

valle (x
0
,x). On déduit aisément de là que I est une fonction bornée 

et continue dans S, bords compris. Quant à la dérivée^» clic est 

continue à l'intérieur de S, mais ne reste pas bornée quand Ρ tend 
vers le bord : il faudrait donc étudier ce qui se passe dans ce cas. 
Nous nous bornerons à signaler simplement cette analyse qui donne-

rait sans doute pour une limitation de la forme 

1 1 
dz1I L,/ U/ 
dx |x - X1(y)| |x - X2(y)| 

d'où l'on déduirait aisément de proche en proche que les séries V z
a 

et ̂  ~ convergent uniformément dans toute région intérieure à S, 

la série V z„ convergeant aussi sur le contour. 

Donc, même avec l'hypothèse de la simple continuité des données, 
il semble qu'on puisse former la solution. 

Lorsque ~ existe dans S, la détermination de celle solution se 

simplifie, ainsi que nous allons le voir. 

22. RÉSOLUTION bu PUOIILKME AUX LIMITES I»AU LE MOYEN D'UNE ÉQUATION 

INTÉGRALE ORDINAIRE. — Reprenons l'équation 

β (
*< J — 7(

α I+ ") G </ξ

 '

Μ + ζ{ x
'

y)
· 

Désignons par ι et i' les domaines limités respectivement par 
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M', A, Λ. M'
2
 et M, M'

(
 Mj M, (fig. ι). Nous posons donc 

(/,3) jfa'^Gc/S^ff+ff, 

ι f ( f z (
^

,(
f c/S -+- / a G ζ dri. 

L'intégrale curviligne est nulle puisque G est nul au bord. Si M', M'
2 

lend vers M, M
a

, j j tend vers zéro et j J
 z (

βρζ tend vers 

<) ci G 
il· 0\ 

■ cls. 

Cette intégrale est, d'après le paragraphe 12, une fonction continue 
de (:v,y). Nous obtenons donc en définitive l'équation intégrale 

(d) z(x, y) = 1 / 2Vr / [da (E,n)/ dE - c(E,n)G] 

Nous parlerons plus loin de sa résolution. Pour l'instant, supposons 
que nous ayons une fonction continue, solution de l'équation (V) : 
vérifie-t-clle l'équation (&) avec les conditions aux limites données? 
Une dénionstralion est nécessaire, car nous avons admis, dans (/|3), 

que j tendait vers zéro et il faudrait le justifier : or z n'est pas 

derivable an bord. Aussi, au lieu de remonter de l'équation (V) à 
l'équation (e), nous allons passer directement de (er) à l'équation (c). 

Tout d'abord, z prend bien au bord les valeurs données, c'est-à-dire 
que l'intégrale double de (V) est alors nulle. En effet, d'après le raison-

nement que nous avons donné dans le paragraphe-!, on voit que est 

nul quand Ρ est au bord et Π dans S. Par suite, si l'on isole C, et C2 

du reste de l'aire par deux bandes très étroites, les intégrales doubles 
étendues à ces deux bandes seront très petites, d'après la formule (12) 
(§ ·!*), et l'intégrale étendue au reste sera nulle : donc l'intégrale 
totale doit être nulle. 

Montrons maintenant que l'équation (0) est vérifiée par ^ en tout 
point Ρ (je,y) intérieur à S. Tout d'abord, nous allons établir que 
3 admel pour un accroissement h. de un accroissement d'ordre 
inférieur à un. Soit en effet un petit rectangle H, contenant le 

A 
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point Ρ (.£',/) ainsi que le point P'(.x· -h //, y). Nous avons G =U— H, 
H étant déterminée comme solution de ο ζ = ο : soit tx*, la partie du 
noyau de l'équation (<?') relative à U. ;H'2 la partie relative à — H, 
tX' le noyau total. Posons s = z' -f- ζ, donc 

4 /, ) s'=r 5 «S = j"lV<, c r/S -f- </S 4- M 5 i/S, 

Il admettent en (x1,/) des dérivées de tous ordres à l'intérieur 

de S; la seconde intégrale est donc derivable par rapport à :c\ la troi-
sième aussi, puisque le domaine d'intégration ne contient pas le point 
(Λ'> y)' Quant à la première, nous avons vu au paragraphe 15 qu'elle 

admettait un accroissement d'ordre voisin de un. Enfin ~ existe à 

l'intérieur de S. Donc ζ a bien la propriété énoncée. 

Mais alors, puisque a satisfait aux conditions (A), ~ existe en tout 

point intérieur à S, car la première intégrale de la formule (44) admet 
une dérivée par rapport à x\ les autres également. Nous pouvons alors 
eiïecluer la transformation 

/X3f-srf5=^/X(¥-eU)"s 

= -1 /2Vr //(a dz / dE + cz) Uds + 1 / 2Vr 

Remplaçant le premier terme de ζ par sa nouvelle expression, nous 

pouvons maintenant calculer dont nous avons démontré l'exis-

tence, par la formule de Leibniz, et la formule ainsi obtenue permet 
de voir, par la même analyse, que, si c satisfait à la condition (Aa), 

—r—r existe dans S. On s'assurerait de même de l'existence de et l'on 

aurait des démonstrations analogues, à l'aide des formules du para-
graphe 15, si c satisfaisait aux conditions (A,) ou (A

;l
). 

Si maintenant nous formons Sz — cz' -h οζ, tous les termes de cz' 
sont nuls, sauf celui qui provient de la première intégrale du second 

membre de (44)> et φ" est a a ^ cz· D'autre part δζ = f. 

Donc, eu tout point intérieur à S, 

oz — a — -+- cz 4-/. c. y. r. a. 
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25. Revenons maintenant à la résolution de l'équation (V). Ope-
ranl toujours par approximations successives, nous poserons 

(<5) ;
"
 τ ζ l{iè---cGh ·**· 

L'emploi de la formule (12) permet, sans aucune difficulté, de 

déterminer une série majorante, qui, à cause du terme ^ -> est 
(y — -n) 2 

/ a\/l 

de la forme E—=— Nous reviendrons sur ce point dans le para-

graphe suivant. 
Auparavant, il convient de résumer les hypothèses faites dans le 

présent paragraphe : a admet une dérivée bornée et intégrable en 
tout point de S, bord compris; les coefficients a, c et f sont continus 
dans S, bornés au bord, et satisfont aux conditions (Λ) à V intérieur ; 
les données sont continues; le contour satisfait à la condition (Γ). Il 
va sans dire que la continuité des coefficients en .x, y ne sert qu'à assurer 
la régularité de la solution, au sens ou. nous l'avons entendu. Si a, c, f 
n'étaient pas continus, toutes les autres conditions étant vérifiées, s cl 

^ seraient continues dans S, mais 4^ et ne le seraient pas, bien 

qu'existant en chaque point. 
La limitation des dérivées de ζ se déduirait aisément du raison-

nement que nous avons fait plus haut et qui permet de calculer ~ et 

~ au moyen de la fonction ζ elle-même par une sorte d'itération. 

On trouverait ainsi : 

dz C1 C2 C3 
dx~~ χ —X, (y) χ— Χ,(y) ff' 
Λ; ^ r, . c; . c; 
éf~ |> —X,(y)J2 [^-X2(y)j2 ^jy 

Mais, quoi qu'il en soit de l'allure de — et ^ vers les bords, il est 

manifeste que, dans toute région complètement intérieure à S, z,dz / dx 
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—} -r-, seront limités cri fonction linéaire de la valeur absolue 

maxima M des données sur le contour. Si /iVl -h η est la forme de 
cette limitation, le coefficient a ne dépend que de /'. 

24. REMARQUES SUR L'EMPLOI DE LA FONCTION DE GREEN. — La fonc-
tion de Green permet de ramener la résolution du problème aux 
limites que nous nous sommes propose à celle d'une équation intégrale 
ou intégro-différentiellc. Mais son emploi n'est nullement indispen-
sable et serait môme inutile, dans certains cas où l'on voudrait se 
borner à démontrer /'existence de ία solution. 

Mous avons dit plus haut comment, en utilisant la formule (12), on 

pouvait trouver une série majorante pour z, entière en y~. Κ η réalité 
il existe une série de comparaison qui ne dépend pas de a, c'est-à-dire 
du contour. Il y a en elFetune façon très simple d'étudier les intégrales 

de la forme j j -^fdid^, sanss'appuyersurlescalculsde limitation 

du paragraphe 4*. Pour ne pas trop allonger cette étude, nous 11e don-
nerons ce procédé que dans l'espace : il s'appliquerait ici sans modifi-
cation essentielle. 

Pour le moment, nous allons voir comment on peut majorer les 
approximations sans utiliser la fonction de Green. Dans la relation (4">) 
qui donne zM

 posons dans le second membre 

fi if} fi - Sj. 
S' désignant le domaine limité par un contour (G') très voisin de (C). 
On a (1 ) 

fj
s
r ΐφ..ίΙ, (" 0 dS +l.·G 

Si (C) tend vers(C), la dernière intégrale s'évanouit, le premier 

(*) En admettant l'existence de 1 à l'intérieur de S : ce qui suit montrera 

que l'existence de cette dérivée est assurée de proche en proche. 
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membre tend vers f f : donc la première intégrale du second membre 

tend aussi vers cette limite; c'est-à-dire que 

ffia^l+cz^Gdid-n 

a un sens. Donc, en tout point Ρ (χ, y) intérieur à S, z
n
 est solution de 

•n ^-ή—ιù!; /;f^=e 

et nous savons d'ailleurs que z
n
 s'annule sur (C). Nous pouvons donc 

écrire 

-H C(C,Y))S(É,TJ)J(*(£, n;x,y) άξάη + ζ fay), 

z
n
 étant la solution de Ss — ο prenant sur (C) les mêmes valeurs que 

l'intégrale. Il suffit alors de se reporter au raisonnement du para-
graphe 20, pour voir de proche en proche que ««-est majoré par le 

terme —/ τ-· 

Nous voyons donc, d'après cela, que, pour démontrer l'existence 
de la solution sans se servir de la fonction de Green, il suffirait de 
faire une suite d'approximations de la forme (4d)> ce qui donnerait, 
par sommation, l'équation 

( i\«—1m kkl l 12 /;ndç 

d'où l'on passerait directement à l'équation (e'), comme dans le para-
graphe précédent. 

Il est clair que, au point de vue de la résolution effective d'un pro-
blème aux limites, un tel procédé serait fort incommode, puisque, à 
chaque approximation, il faudrait résoudre un nouveau problème aux 
limites pour l'équation Sz = o. Au contraire, quand nous nous pla-
cerons au point de vue d'un théorème d'existence, nous aurons parfois 
avantage à nous passer de la fonction de Green. 

Joum. de Math. (6* série), tome IX.— Fasc. IV. iqi3. 49 
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25. THÉORÈME SUR LES SÉRIES DE SOLUTIONS. — Soit un contour con-
tinu simple 3 (courbe de M. Jordan), ouvert du côté desjp positifs, 
coupé en un nombre pair de points par les caractéristiques, de façon à 
former avec toute caractéristique qui le coupe un ou plusieurs con-
tours continus fermés sans points multiples, limités supérieurement 
par cette caractéristique. Tout point intérieur à l'un de ces contours 
relatifs à la caractéristique d'ordonnée maxima sera dit intérieur à 3. 

Envisageons une série 

(4?) S | + -+" Î3+ ...-+- Z„ —(- . . . 

de fonctions, dont les termes sont solutions de l'équation 

«1/ — - — -a— + CÎ, 

en tout point intérieur à 3, et qui converge uniformément sur 3. 
Pour η > Ν, on aura donc sur 3, quel que soit p, 

| 5H -i- z
n+

p | < ε. 

Or la somme se-+-... -f- z
n
+p est solution de l'équation (c') à l'inté-

rieur de 3 et, d'après ce que nous avons vu dans le paragraphe J 8, en 
tout point intérieur à Γ, on aura 

( 48 ) | z
n
 -f- ζ ll +1 ~"i"~ · · · Z

n
-\-p | < Κε, 

Κ étant un nombre fixe dépendant des coefficients et des dimensions 
du contour. Or, étant donnée une région Ά intérieure à 3, nous 
pourrons tracer un contour (C) contenant <51 à son intérieur, et sur 
lequel l'inégalité (46) sera vérifiée. D'après ce que nous avons dit 
plus haut, en tout point de & nous pourrons écrire 

ôz
n
 ()z,

l+
1 d-'/i+fj 

dx dx ' ' ' ôx < K,'e, 

K, étant un nouveau coefficient indépendant de η et de p. On aura 
une inégalité analogue pour les dérivées en y et pour la dérivée 
seconde en x. Par suite les séries formées par les dérivées en question 
des termes de la série (47) convergeront uniformément dans Λ et la 
série (47) représentera dans cette région une solution de l'équa-
tion (£'). Nous pouvons donc en définitive énoncer le théorème sui-
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vant : étant donné un contour Γ, de l'espèce définie plus haut, si une 
série de solutions de l'équation (£') converge uniformément sur Γ, 
elle converge uniformément dans toute région intérieure et y repré-
sente une solution de l'équation ( 1 ). 

Il va sans dire que ce théorème s'applique également à l'équa-
tion (17), § 18, si h garde un signe constant, sans s'annuler. 

26. APPLICATION DU THÉORÈME PRÉCÉDENT AU CAS OU LE CONTOUR PRÉSENTE 

DES SINGULARITÉS (2). — Etant donné un contour (C), il peut se 
faire que, en certains points isolés, la condition (Γ) cesse d'être 
vérifiée, ou bien encore que le segment de caractéristique inférieur 
se réduise à zéro, c'est-à-dire que A, et A

2
 coïncident. Les méthodes 

précédentes alors ne s'appliquent plus. L'ingénieuse méthode indiquée 
par M. Lévi dans l'étude de l'équation de la chaleur, peut s'étendre à 
l'équation (ΰ) et permet de tourner la difficulté. 

Remarquons tout d'abord que, si les coefficients vérifient les condi-
tions (A) un peu au delà de S, il est toujours possible de former une 
intégrale particulière de l'équation (c) régulière dans S et sur (C). Il 
suffit, par exemple, de prendre la solution de l'équation 

(4g) *<>(■*> y) —— jl CZ° +·/)
 U

(£,YI;.r,y)afçrfn, 

S' étant un domaine limité par un contour (G'), bien régulier et con-
tenant S. z0

 prend sur le contour donné des valeurs continues et la 
résolution de l'équation (c) se ramène, par le procédé classique, à 
celle de l'équation (7) sans terme indépendant : il suffit d'ajouter à z

{) 

la solution de l'équation (7) prenant au bord les valeurs données, 
plus les valeurs prises par — r

0
. On peut même, en ajoutant au 

second membre de l'équation (49) la solution de or = ο prenant sur 
A, A

2
 les valeurs données, obtenir une fonction y prenant également 

ces valeurs et avoir ainsi à déterminer une solution de l'équation (7) 
nulle sur A, A

2
 (en supposant S'limité inférieurement par A, Aa). 

Cela posé, si les points A, et A2 coïncident, ou bien si la condi-

(') L-e theoreme est démontré ici avec les hypotheses laites dans le para-
graphe 23; on pourrait sans doute le démontrer en supposant simplement que a 
et c satisfassent aux conditions (A). 

(2) En ce qui concerne les singularités possibles des coefficients, on pourrait 
introduire des considérations analogues à celles qui terminent le paragraphe 16. 
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tion(Γ) cesse d'être vérifiée en A, el Aa, voyons comment on peut 
obtenir la solution de (ΰ) nulle sur A

{ A2 et prenant sur C, et C2
 les 

valeurs φ, (y), Φ
2
 (y) nulles en A, et A2. Soit A^'AÎ,"1 une caracté-

ristique coupant C, et C
2
 en A^'A,,"1 et tendant vers A, A2

 quand 11 
tend vers l'infini; soit z

n
 la solution de (C) égale à Φ, et Φ2

 sur C< 
et C2

 et se réduisant sur A([l) A\[l) à la fonction linéaire se raccordant 
avec Φ, et Φ

3
 en A^l) et A'"'. Les fonctions z

n
 convergent uniformément 

vers une fonction limite car, pour toute région Λ intérieure à S, on 
petit choisir η assez grand pour que |Φ, | et |Φ21 soient inférieurs à ε 
au-dessous de A^ et A(

2
'", etque A1,"' A1/'' soit située au-dessous de ^R ;et, 

dans ces conditions, | z
n+/)

 — z
n
 |, qui est nul sur A'," ' Bn A'"'13s (fig. ι) 

et inférieur à 2ε sur A^ A["\ sera également inférieur à 2ε dans A, 
quel que soit ρ, ce qui démontre la proposition. La fonction limite ζ 
est, d'après le paragraphe précédent, la solution de (£') qui prend 
sur C, et C2 les valeurs données et s'annule sur A, A2 : c'est donc la 
fonction cherchée. 

Passons maintenant au cas où la condition (Γ) n'est plus vérifiée en 
un point M (a?, y„) de C, ou de C

2
; on partagera (C) en deux 

contours (C') et (G") : la caractéristique issue de M limite (C') supé-
rieurement et (C'') inférieurement. Soit x()y0

 un point de cette carac-
téristique : si nous déterminons la solution de l'équation (t) dans la 
région Sy_g, elle sera inférieure en valeur absolue à un nombre fixe 
quel que soit ε. Donc, si nous envisageons un contour (CD bien 
régulier, intérieur à (C') et contenant (x

0f
 y

(t
) à son intérieur, et par 

suite enveloppant un demi-cercle de centre (χ·
ϋ

, y
0
), les valeurs de ~ > 

dz/dy,qui sont limitées en fonction des valeurs de ζ sur (C) (voir §25), 

resteront bornées dans ce demi-cercle : la formule des accroissements 
finis montre alors que la différence des valeurs de J en deux points 
quelconques intérieurs au demi-cercle tend vers zéro avec le rayon de 
celui-ci, ce qui prouve que z(.r, y) a une limite quand le point (oc,y) 
tend vers le point (oc

Q
,y

0
). Cette fonction limite est évidemment 

continue pour y=y
0

, et nous sommes ramenés pour le contour (C") 
au problème précédent ('). 

(') Ces considérations permettent également la résolution des problèmes aux 
limites pour tout contour pouvant être décomposé en une succession de con-
tours (C). 
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27. AUTRES PROBLÈMES AUX LIMITES. — Les problèmes aux limites 
dans lesquels on se donnerait la relation 

(
5o

)
 ldï)j^ + mi(v)z = Xi(y) 

sur C/, et s ou sur A, A2, peuvent être ramenés, par l'usage d'une 

fonction de Green, à l'étude d'une équation intégro-diffêrcntielle ou 
intégrale; mais il est à remarquer que, si l'on veut obtenir la forme 
intégrale, la fonction inconnue sera engagée dans une intégrale double 
et une intégrale simple. 

Nous ne nous occuperons pas de la résolution de ces équations : il 
est à peine besoin de faire remarquer que le point de vue auquel nous 
nous sommes placés clans le paragraphe 24 fournirait un moyen expé-
ditif de démontrer l'existence de la solution et d'établir la rapidité de 
convergence des approximations, sans déterminer la fonction de 
Green. 

Sauf dans le cas où l'on se donne partout sur (C) la valeur de —y 

la solution est unique, si on la suppose continue, ainsi qtie sa dérivée 

par rapport à a*, même sur (C) tout au moins sur les portions de(C) 

où la condition aux limites fait intervenir ̂  · En effet, son existence 

ayant été démontrée, il suffit d'établir que l'équation intégrale homo-
gène obtenue en supposant ζ (χ·, o) = o et yj(y) = ο n'admet pas de 
de solution bornée non identiquement nulle, ce qui se voit facilement 
par le procédé d'itération habituellement employé dans ce genre de 
questions. 

II. — Les équations non linéaires à deux variables. 

Nous distinguerons deux cas, suivant que l'équation est ou n'est 

pas linéaire en ̂  et ~. Dans le premier cas, l'équation, qui peut 

alors s'écrire 
à'ζ . Oz ( ôz \ 
dx² + b dy = y 

b gardant un signe constant, se ramène par un changement de 
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variables, à ta forme 

<"'> M-ûy==/V'r'*'te)ou dz = f(x, y, z, p). 

Dans le second cas, nous supposerons l'équation mise sous la forme 

<*> ^ »·<r= f(x, y, z, p, q) 

28. L'ÉQUATION os = f(oc,y, ζ, p). — Nous ferons sur / les hypo-
thèses suivantes : quand le point (x,y) est dans une région &, et 

que |s| et ·— sont inférieurs respectivement à deux nombres Ν 

et N', f est une fonction continue de x,y, satisfaisant aux condi-
tions (A), et lipschilsienne en ζ, ρ, c'est-à-dire que 

<5ι) I./(®, ν, ζ',ρ') z,p) |< G| — - | -+- A|ρ'— ρ |. 

Nous cherchons à déterminer une solution de cette équation, régu-
lière à l'intérieur d'un contour (C) situé dans Λ et satisfaisant à ία: 
condition (Γ), prenant une succession continue de valeurs sur (G), 

—| étant supposée également continue sur (C). 

Unicité de la solution. — Pour démontrer l'unicité d'une telle 
solution, envisageons la différence zt — s., de deux solutions qui pren-
draient les mêmes valeurs sur (C) : c'est la solution, nulle sur (C), 
de l'équation 

dz — 9{oc,y), 9(a?,/) =f(x,y, zup\ ) —/(a?,/, s„/>2). 

Si nous nous reportons aux formules (29') du paragraphe 12 

(avec γ = ο), nous pouvons donner à la solution en question et à sa 
dérivée par rapport à χ la même limitation et écrire, Φ étant le maxi-
mum de φ, 

{) | ζ ! z21 et d(z | z°, ) 
dx <L®B(£, ι)/, 

en supposant que la caractéristique inférieure de (C) soit Οχ·, cas 
auquel on peut toujours être ramené. Il résulte alors des formules (01) 
et (5n) que l'on a 

|Y| < L(A + C) Y B(1/2, 1) y1/2 
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D'où, d'après la formule (29'), 

|z1 - z2| et |d(z1- z2)/ dx| < Y L² 

Φ | L(Λ -+- C) \/π\ |" 
A-+-C · Γ(«) 

On trouverait ainsi de proche en proche 

|z1 - z2| et | dz1 - z2|Φ [L( A + C ) \Ζτγκ|" 
dxΑ + (:

 γΛ + -2 

quel que soit η et, comme ce terme tend vers zéro quand η tend vers 
l'infini, on a ^, = ̂ 2, ce que nous voulions établir (1 ). 

Equation fonctionnelle du problème. — Elle est évidemment 

z=--~ J I 0(ξ, η; x,y)did-r\ -+-ζ(α?,/), 

ζ étant la solution de 02 = ο prenant sur (C) les valeurs données. Si 
nous avons obtenu une solution de cette équation continue, ainsi 
que sa dérivée, dans S, bord compris, elle vérifiera l'équation aux 
dérivées partielles. Il suffit, pour le voir, de reproduire un raison-
nement tout à fait analogue à celui du paragraphe 19, en tenant 
compte de la condition (5i). 

Existence de la solution. — On trouve cette solution par 
approximations successives, comme limite d'une suite de fonctions 
z

0
, 2

n
 , z

n
, ..s

0
 étant égal à ζ et z

n
 étant la solution de l'équation 

(5<>) àz
n
~y\x 1 y 1 ζ «—ι» ρ λ—ι) 

satisfaisant aux conditions aux limites. Si donc les valeurs de \z
n

\ 
et |/?J restent inférieures respectivement à Ν et Ν', on pourra pour-

l) La démonstration eût été immédiate, si l'on s'était borné à supposer 
l'existence des derivees df et df 

Oz dp 
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suivre les approximations et écrire 

|zn+1 - zn | < 1 / 2Vr // [A [ -t- C) ζ,ι— | G [ ά ξ c/η, 

ce qui montre que la série 2(z
n+

, ~~
 s

«) admettra comme série 
η — 0 

majorante la série majorante qu'on trouverait en déterminant, par la 
méthode du paragraphe 20, la solution de l'équation 

ds = AÎ?i+-Cz 
αφ 

prenant sur (G) les valeurs données. 
On peut d'ailleurs présenter ce calcul sous une forme légèrement 

différente et écrire, en partant d'une fonction z
0
 arbitraire, 

àzx—J\x, y, z0, [><,), 

z< prenant sur (C) les valeurs données, puis 

dfi ==/(#, .y, pi) — f{x,y, z0ïpt) [Cl nul sur (C)], s, =-s,?i, 
(53') 

I à*t=Ax,y,*t,pi)—Ax*y,ZiiP\) [C
2
 nul sur (C)], C

3
~S

2
H-C

2
, 

et ainsi de suite, ce qui nous donne ζ sous forme de série (1 ) 

Ζ ~ Ζ, ·+· ζ ! —h ζ2 —H · · · ■+" C« ■+" · · · · 

Il faut maintenant nous assurer que les valeurs de z
n
 et ~ ne 

sortent pas des intervalles (—Ν, +N) et (— N', -f-N'). Si cela a lieu 
pour le rang η — ι, z

ni qui est la solution de l'équation (53) prenant 
sur (C) les valeurs données, satisfera aux limitations [formules (29")] 

\z'i\< M -l· F >, 
àz

n 

dx < M' H- λ/Ρ, 

F étant le maximum de \ f\ dans le champ de variation de ses argu-
ments, et λ un nombre dépendant de F (linéairement) et des données, 
M le module maximum des données, M' le module maximum de 

(1 ) Cette série serait ici majorée par celle qui proviendrait de la résolution de 
l'équation 

âz = Ap -h Cz -l· F. 
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Φ'(#) [Φ =5(a?,o)]. Il faudra donc que l'on ait 

M + F/<N, Μ' + λ/β<Ν', 
ι 

y<—r~> y<[—r~) · 

y devra donc être inférieur à la plus petite de ces deux limitations, 
soit l. Dans ces conditions, on pourra effectuer le calcul d'approxima-
tions dans une bande horizontale de hauteur l. IL est possible d'ailleurs 
que, au cours du calcul, on constate l'existence de la solution dans une 
région beaucoup plus étendue. 

Hypothèses sur les données. — Celles-ci se dégagent d'elles-mêmes 
de l'analyse qui précède : il suffit tout d'abord que les données soient 
telles que la solution de S ζ = ο, qui correspond aux mêmes conditions 
aux limites, admette une dérivée par rapport ά χ aux points du con-
tour (('). Nous savons que cela est réalisé 8ΪΦ'(χ) existe et si Φ^(y) 
admet par rapport à y un accroissement d'ordre supérieur à Enfin 
pour appliquer les formules (29") nous supposons aussi que Φ\χ) 
admette un accroissement d'ordre non nul. 

Cas particuliers. — Lorsqu'on pourra ramener les données à zéro, 
il y aura évidemment avantage à le faire, puisqu'il suffira de résoudre 
les équations successives 

zn =~ ~ir )°'
ιξ dn

' 

Nous avons vu que celte transformation était possible quand 
Χ,, Χ.,, Φ,, Φ

2
, Φ' sont dérivables [formule (27), §11]. Il conviendra 

alors, dans ce cas, d'effectuer le changement de variables (V) qui 
transforme (C) en un contour rectangulaire, afin de profiter des faci-
lités de calcul qu'on rencontre dans ce cas. 

Autres problèmes aux limites. — Les autres problèmes aux 
limites, que nous avons indiqués dans l'étude de l'équation linéaire, 
peuvent également être résolus ici par les mêmes méthodes que nous 
venons d'employer. Supposons, par exemple, que l'on donne ζ 

sur A, Ao et ~ sur C, et C., : nous déterminerons successivement les 

Journ. de Math. (6e série), tome IX. — Fasc. IV, igi3, OO 



3g4 M. GEVIIEY. 

solutions des équations (53) satisfaisant à ces conditions, ou bien nous 
partirons d'une telle fonction zn solution de = /(x, y, z0, pf) 
et nous déterminerons les solutions ζη des équations (53'), nulles 
sur À, A,j et ayant leur dérivée nulle sur C, et C2. On voit aisément 

(cf. les notes des g et 12) que les fonctions z
n
 et ~ resteront dans 

les limites fixées, si y vérifie des inégalités de la forme 

'4 + i 
M + L y ' 2 < Ν, M' \J F rβ < Ν', 

et l'on obtiendra ainsi la hauteur de la bande dans laquelle on sera 
assuré de l'existence de la solution. 

29. L'ÉQUATION r = /(·/;, y, z, /?, q). FORME NORMALE. — Envi-
sageons maintenant l'équation (£>.,). Nous supposerons tout d'abord 
que /est, dans une région Λ du plan, un e fonction continue de χ el y, 
les valeurs de q restant comprises dans un intervalle ( — Ν, H- N), 
et que, dans ces conditions, f admet des dérivées continues par 

rapport à z,p,q,'^ étant essentielle nient positive (ou du moins 

gardant un signe constant qu'on peut toujours rendre positif). 
Dans ces conditions, il ne peut exister deux solutions régulières z

{ 

et z
2
 prenant sur un contour (C) des valeurs données, car on aurait 

alors 

(54) r, —fi — (Pi — fi) — L

~~dp' ~ ̂ dq'
 +

 tÈ
7

' 

ζ',ρ', q' étant des fonctions intermédiaires entre z, et z2,p, et p
2} 

q
K
 et q., \ cette équation en ζ, — z

2
 admettrait donc une solution nulle 

sur ( C), le coefficient de la dérivée par rapport à y étant positif ; nous 
savons que cela est impossible. 

Proposons-nous donc de déterminer la solution dont on donne les 
valeurs sur (C); il faudra supposer cette solution régulière, même 
sur (C), puisque ζ, ρ, q sont engagés dans la fonction /, et il con. 
viendra tout d'abord que les valeurs données, et celles de Φ' <»(')> 

(1 ) Φ(x) est la valeur donnée sur A, A
2

, caractéristique inférieure de (C) que 
nous supposons placée sur Ox\ nous employons toujours les mêmes notations 
pour les données et le contour (voir § 5). 
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appartiennent à l'intervalle ( — Ν, H- Ν). Il faudra de plus que l'on 

puisse calculer les valeurs de ~ sur Ox, c'est-à-dire que l'équation 

(55) Φ·(*)=/[^Ο,Φ(*), $'(*). 9(*)]. =dz / dy 

définisse une fonction 0(.x·) comprise entre — Ν et -h Ν ; cette fonc-
tion, si elle existe, sera unique, d'après ce que nous avons dit plus 
haut. Ses valeurs aux points A, et A

2
 sont d'ailleurs données parla 

relation 
<!>;.( o) = Φ'(Λ7) X/(O) + θ (*,) (/=1,2), 

et il faudra que ces deux valeurs vérifient l'équation (55). 
Nous aurons également, relativement à/, d'autres conditions suffi-

santes, que la suite du calcul indiquera. Mais, avant de procéder à la 
recherche de notre solution, il convient de mettre l'équation sous une 
autre forme, à savoir 

(^> M-7p = *\
x
>r'

s
<fo'dï)

 ou ™ =Y (x, Y, z, p, q) 

Nous verrons plus loin que la dérivée ~ doit pouvoir être rendue 

telle qu'elle s'annule sur la caractéristique inférieure O a? du contour (G). 
Voyons donc comment, dans les cas les plus généraux, nous pourrons 
transformer l'équation (c

3
) en une équation (ΰ'2) satisfaisant à celte 

condition. Faisons le changement de variable 

(56) JO, <L>(X),
 D

-
X

 {F'
Q
> O), 

ô étant la fonction définie par la relation (55). L'équation (ûa) 
devient 

[?(ar)p _ +φ'(Λ7) _= =/ j, -=©(#), — , 

y(x) désignant le radical de la formule (56). Posant 

d²z / dx² = r, dz / dx = p 
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nous pouvons écrire cette équation 

<ci)r - q = f(x, y, p, y , q) - q - p 

donc 
dy__ /,/(#. ^ /·*?< 7) — Α\.χι Qi Φ'(·*), 0(^)1 
ôq " /;,!>, ο, Φ(α·), Φ'(.*).$(*)] 

Soit /?2 le minimum de | f | = Φ
2, ΰ)ο le maximum de φ : supposons 

que, dans le champ de variation de ses arguments, soit une fonction 
lipschilzicnne de γ, ζ, ρ, q, c'est-à-dire que 

4 <F
F
[|AY| + |A

3
| + |A/»| + |A

7
|]. 

Dans ces conditions, en posant — = ~ ç(a?) = Φ'φ, Φ' sera la 

valeur de ρ sur Ο a? et nous pourrons écrire 

dy / dq< ~ι [y +15 —φ I ·+■3R- I ρ - φ' I +1 ί —θ Γ] ; 

et cette expression s'annule bien sur Ox\ 
Le changement de variable utilisé ayant transformé l'équation (ΰ

2
) 

en l'équation (£'2), la relation (55) vérifiée par la fonction 0, valeur de 
q sur Ox, se transformera dans la relation 

(57) Φ"(χ) = 0— Ψ[.Ζ·, Ο, Φ(^), Φ'01. 

Nous pouvons maintenant supprimer la notation χ et envisager 
l'équation 

(£',) Bz = ty(x,y,z,p,g), (| z\,\p |, | q [ < N), 

z prenant sur Ç)x la valeur Φ (a?), sur C,· la valeur .Φ,-(^) (i = 1,2) 
avec 

(58) |dY / dq|< £|0- + |*-Φ| + 0\l\p-ΦΊ4-|</-β|)£Ψ'; 

0 étant la fonction de χ définie par la relation 

(57') Φ"{χ) — θ = ψ[α?,ο, Φ(λ?),Φ'(λ), θ]. 

C'est la forme (£'a) ainsi définie, que nous appelons forme normale. 
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30. DÉTERMINATION DE LA SOLUTION. — Nous utiliserons, comme 
toujours, la méthode si féconde des approximations successives, en par-
tant de la fonction s,, prenant sur (G) les valeurs données et solution 
de l'équation 

(5G) A*,= ΨΟ, y, Φ(Λ?), Φ'(ΛΪ), Θ(Λ?)], 

0 (χ) étant la fonction définie par la relation (57'). 
Puis nous poursuivrons les approximations de la façon suivante 

(60) ^ ^'Φ'Φ> 0)' -î=-i+Cn 

et ainsi de suite, les ζ étant nuls sur (G), de sorte que la fonction 

z
tl

=. -h Çj -h ζ2 ·+·... -+- ζ,,—t 

sera la solution de l'équation 

dzn— ψ ( £·> y ι "η—1. pn—1 ·> Çn—ι ) 

prenant sur (C) les valeurs données. 
Ce qui constitue la difficulté de ces approximations c'est la présence, 

dans le second membre de l'équation 

dCn— Ψ y ι P/n Çn) ψ f·37? ,Yi zn—1 > pn— 11 Ça- l)i 
c'est-à-dire 

(61) δζ
Λ

=τ ψ (^C,y, S„_, + ζη-Ι,Ρη-Ι ■+■ " ^ C n-1 / dy 

-ψ (^7, J', , />/j- 11 Cjn—1 )i 

de la dérivée—-y- delà fonctiondonnéeparl'équation précédente. Ilnous 

faudra donc établir la convergence de la série 2
 et

' P
ar conséquent, 

donner une limitation de Nous savons le faire, mais en utilisant 

les accroissements du second membre de l'équation (61), ce qui exige 

que nous nous servions des accroissements des dérivées elles-
mêmes. 

Poursimplifierlesnotations, nousallonsappeler ψ
Λ
 le second membre 
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de l'équation (61) et poser 

Οχ -φΓ-Χ»-'· 

Nous allons former l'accroissement de ψ„ quand y subit un accrois-
sement Ay, et par suite z

n
^

{
, ζ„_

η
 ..., des accroissements correspon-

dants As„_n Δζ
η
_,, Nous aurons donc à appliquer la formule des 

accroissements finis à une fonction ψ„ de sept variables y, z,p, q, ζ, 
tu, /, en supprimant les indices. Désignons par y', z', ..., des quan-
tités comprises entre les valeurs extremes dcy, z, ..., puis posons 

Ψ<» = Ψ(λ?, y\ s',p', q'), ψ(ί)
=

 ψ(.
Γ>

 y', ~'4- ζ'
}
 p'+w', q' + X' 

Nous aurons alors 

Δψ·=Δν('^ - « + Δ;^ - Δ,,^ - ̂  

'{ dry ù<r j àV dm' '■ d·/' 

Nous supposons que les arguments des fonctions ψ restent toujours 
dans le champ de variation que nous avons défini : dans ces conditions, 

soit Ψ' le module maximum de ^ [formule (58)], ψ, le module 

maximum de ^ et et faisons l'hypothèse que — > -

soient lipschitziennes en z, ρ, q, c'est-à-dire que, pour un accroisse-
ment Δ' de ces quantités, l'accroissement correspondant des quatre 
dérivées soit inférieur en valeur absolue à 

Ψ,αΔ'^Ι-ΗΔ'/Η-ΗΔ'?!). 

Nous pourrons alors écrire, en désignant par [ζ], [στ], |χ] le module 
maximum de ζ, στ, χ, dans l'intervalle Ay, et en rétablissant les 
indices, 

(62) 1 Δψ
;<

 I < Ψ, ( 1 Δζ«_, ι 4- 1 Δ®
Λ

_, [) Η- Ψ' I Δχ„I 

+ Ψ.|[&ι-ι]4-[®«-ι] + [χ»-ι]{ 
Χ ί I Δ/ [ 4-1 Δ5„_ι ] 4-1 Αρ

η
—j | 4- | Δί/

;ι
_ι | j. 

Cela posé, étudions les termes successifs de la chaîne d'approxima-
tions. Nous partons de la fonctions,, qui estdonnée par l'équation (59) 
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laquelle est de la forme Sz = φ (x)
7
 (voir §7*). Supposons que les 

conditions énoncées dans le paragraphe 7* concernant les données, le 
contour et le second membre de l'équation soient ici réalisées. Nous 
pourrons alors appliquer les formules (22), en supposant Ay > ο, 

(62') I Ac, I < L Ay,A dz / dx < LA dz / dy 

γ étant ι et β étant le plu s petit de s nombres ~ et 1—γ. Si nous dési-
gnons par h la hauteur de la bande dans laquelle nous calculerons la 
solution, nous aurons donc, en remarquant que, d'après la relation (67'), 

^ se réduit sur Ox, à la fonction 0(a?), 

(62") | c, —Φ(ΛΤ) | < LA, \px — Φ'(Λ?) | < | r/, — 9(x) | < L/iï. 

Nous pouvons alors appliquer à ψ,, second membre de la première 
équation (60), la formule (62), en posant η — 1 et 

(63) *η = Φ, />ο=Φ', </o— 0, ζ0 = Ζι — c0, TZo—pi—Po, Xo=^|—7o» 

d'ob il résulte que Δζ
0

, Δσ
0
 et Δχ

0
 sont égaux respectivement à As,, 

Δ/?,, Aq
i7
 puisque z

0
, ρ

Q
, q

0
 sont indépendants dey. 

Nous voyons alors que ψ,, qui d'ailleurs s'annule sur Οχ, admet, 
relativement à y, un accroissement d'ordre γ, soit 

I Δψ, | < Κ, Ayr. 

Par suite, d'après les formules (34) du paragraphe 13, 

/ | Δζι | <p.K, Δ/, |Δστ, ΚμΙν,Δ/Υ+β, | Δχ, | < ρΚ, Ayr, 
64 

Ι ΚιΚρΚ,ΛΥ-1, Ισ,^μΚ,Λ *, |χ,|<ρΚ ,Λϊ, 

p. étant un coefficient qui ne dépend que des données et du contour: 
nous pouvons en effet toujours choisir γ tel qu'il soit le même dans les 
formules (62') et (64). 

Supposons que, d'une manière générale, ψ
η
_, soit nul sur Ox et que 

l'on ait 
| Δψ„_, | < Κ„_, Δ/ϊ 
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et que, de même, les inégalités (64) soient vérifiées pour l'indice η — ι, 
c'est-à-dire 

|Δζ„_, |<pK„_^y, ; |ζ«_ι|<μΚ
Λ

ΛΥ+ι, 

Nous pouvons alors écrire 

(65) zn—1 — c, 4- Çj 4- ζο + · · · ■+■ ζ/ι-ΐ) S
;l

_.2 — K, 4- Iv2 4-...4- K„_2, 

(66) | *>n— t 5, | <C p. S
7
j_

2
/iY+1, | p

n
^\ ρ ι | pS

/t
_-2 à 

— yi J<f*Sn_s/iY. 

Nous aurons d'après les inégalités (62') et (GG) 

| Δ5
;ι
_, | < ( L + p.S

/t
-

2
) Δ/, | Δ/>„_, | < ( L + pS

7i
_2 ) Δ/ΐ+Ρ, 

I Δςτη-, I < (L 4- /J-S
/i
_

2
) Δ/ϊ. 

Par suite, d'après la formule (62), Δψ„ sera d'ordre γ et l'on pourra 
écrire 

] Δψ„| < ΚβΔ/Υ, 

en posant (et en se rappelant comment est choisi β) 

(67) Ψ'/* ■+■ ρΨ
2
ΛΥ\ι + Λ2

 4- à) 

χ [Δ/Ρ4- (L 4- pS,
t
_2) (a Δν^ι)]. 

Alors les inégalités (64) seront vérifiées pour l'indice η avec le même 
exposant γ (voir § 1*5) et si l'expression (67) est inférieure à 1, la 
série ΣΚ.

Λ
 sera convergente et, par suite, les séries Σζη, Σχη le 

seront également. Il faut donc pouvoir déterminer une limiLe supé-
rieure de cette expression qui soit égale à un nombre ρ < ι : remar-
quons que, dans ces conditions, on aura 

^n- 1 <4 * 

par suite, d'après les formules (G2"), (65) et (G6), 

(68) je — Φ(λ:)|<|21 — Φ(·τ)ΐ4-|ζι4-ζ24-...|<Ι-ιΛ4———- //Y+1. 

De même 

(68' ) | ρ - Φ' (χ) | < LΛϊ+Ρ 4- li+r\ 1 q — 0(χ ) | < LΛΥ 4- Λ Y. 
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Par conséquent, d'après la formule (58), nous pouvons écrire 

ψ'— h.
 + L(h H- 3ΤΙΛΥ+Ρ+ ΛΤ) + ii^L(/iT+« -h OÏL /t

ÏH
~

5
 + Λ)j· 

En portant cette valeur de Ψ' dans le second membre de (67) et 

remarquant que Δ/< A, nous aurons donc une limite supérieure de jr-1-

et notre objet sera réalisé si cette limite est égale à p, car on voit alors, 

de proche en proche, que est < ρ (voir la note de la page sui-

vante). Nous obtenons ainsi une relation de la forme 

(69) p — -M&APH- 3/ιΥ (ρ < 1), 

ci, ift>, © étant des polynômes en h. 
Or ceci est une équation du second degré qui admet certainement 

une racine inférieure à 1 si h est assez petit, puisque, pour h — o, elle 
admet les racines ο et 1 et que le produit des racines est positif : il y a 
donc une racine positive infiniment petite a\ec h. 

D'une façon plus précise, on voit que cette équation admet deux 
racines comprises entre ο et 1, si 

Hi>/iP-t-©AY<i et (\lï)/iP+3Ar—1)« —4ΛΑΥ>0. 

Ceci nous donnera pour h une valeur maximum h
t

. 
Il nous faut maintenant écrire que les valeurs z

n
, p

n
, q

n
 restent 

comprises entre — Ν et -f- N, ce qui, en vertu des formules (C8) 
et (68'), s'écrit, en désignant par M, M', [Θ les modules maximum 
de Φ, Φ', 0 qui doivent être inférieurs à N, 

ÎM+L/i 4-i^LAY+i<N, 

(70) ! M'+L/iY+^-t- ûÛL/<Y + *< N, 

f Θ +L/iY <N. 

On de\ra donc prendre une valeur de p, racine de l'équation (69) et 
satisfaisant à ces inégalités. Or celles-ci sont vérifiées pour h = o, 

Journ. de Math. (6· série , tome IX. — Fasc. III, 1913. 5l 



4θ2 M. GIS VUE Y. 

p = o; par suite, nous trouverons certainement ainsi pour k une 
seconde limite supérieure h3 ('). 

Nous prendrons pour h la plus petite des valeurs hK
 et h

2
. 

La convergence absolue et uniforme des séries z< -f- Σζ„, p{
 -+-Σπ*„, 

q
t
 4- Σχ„, dont les termes sont évidemment des fonctions continues, a 

lieu alors dans la bande de hauteur h, et nous obtenons ainsi une 
fonction 5, limite des fonctions z

n
, qui est la solution cherchée. Le 

problème est donc résolu. 

51. RAPP EL DES HYPOTHÈSES DANS LESQUELLES LA MÉTHODE S'APPLIQUE. — 

Enumérons ces hypothèses, en remarquant que toutes les hypo-
thèses que nous avons faites dans le paragraphe précédent sur la 
fonction ψ sont également vérifiées pour la fonctionf. 

Fonction f^x^y^ s, p, q) : continue pour (%,y) dans une région &, 
|^|, |^|, \q\ inférieurs à N; elle admet, dans ces conditions, les dé-
rivées f'r) f'z, ff, la dernière étant essentiellement positive (ou 
négative); ces quatre dérivées satisfont à la condition de Lipschitz 
en z,p, q, et la dérivée f y satisfait également par rapport à y [il 
suffirait même, comme on le verrait aisément en envisageant Ψ', que 
|A/;i<(L)4y,e<i]. 

Contour : X, et X
2
 admettent une dérivée première dont l'accrois-

sement est d'ordre non nul. 

Données :Φ|., Φ', Φ''existent et admettent des accroissements d'ordre 
non nul; |Φ/|, |Φ|, |Φ'| sont inférieurs à N; s et ses dérivées étant 

(') Il est aisé de voir que, quand bien même les deux, valeurs de ρ vérifieraient 
les inégalités (70), on peut toujours choisir la plus petite p' pour majorer la 

série des K„. tën effet, si la racine ρ' majore les rapports successifs ̂ '■■■ jusqu'à 

une certaine valeur de n, elle majore le rapport suivant, d'après la façon même 

dont on a obtenu l'équation (69). Or est inférieurà «ils/*? -+- Λ Ρ -I— £·ΛΤ < p' : 

d'où la conclusion de proche en proche. 
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connus en A, et Α., (Cf. § 11), on a 

Φο, Φ(.ζν), Φ'(Λ?/), Φ; (Ο)-<Ι>/(^·)Χ'
/
·(Ο)]. 

Enfin l'équation 
O3 x = F 

définit une fonction 0, comprise entre — Ν et + N, et admettant, pour 
un accroissement de x, un accroissement d'ordre non nul.

 Λ 

32. REM ARQUES SUR LA MÉTHODE EMPLOYÉE (*). — I. Au Cas OU. la 
seconde limitation A

2
 de h serait notablement inférieure à la première 

h
n il peut arriver qu'on obtienne par une autre voie une limitationh'2 

supérieure à h2. En effet z
n
 est la solution de 

05
α
~ ψ ( X y y y Ζ/ι—i t Ρ η--1 ' <In-i ) ι 

prenant les valeurs données sur (C) : z
n
 peut donc se limiter en 

fonction de l'accroissement du second membre pour un accroisse-
ment Ay, 

1 Δψ(37,^, p
n
_

u
 7„_,) I < Ψ, [Ay -h | Δ-S/t-i | + | Δ/?„_ι |] + Ψ'Δ^. 

On peut alors déterminer une limite supérieure de l'accroissement 
de chaque second membre, en fonction de celle qui est relative à 
l'équation précédente et avoir ainsi une limite supérieure de z

n
,p

n)
 q

n 

permettant d'obtenir, à l'aide des inégalités |s
n

|, \ρ
α

\, une 
bande plus étendue. 

II. Au sujet du changement de variables utilisé, remarquons qu'il 

est biunivoque puisque ~ > o. Mais il est des cas où l'on peut utiliser 

un changement de variables plus simple, et par suite facilitant le 
calcul. 

Si, en effet, nous nous reportons à la formule (67) et si nous n'ex-
plicitons pas Ψ', nous pourrons déterminer ρ par une équation de la 
forme 

p_ _1! h ̂  0 a- £ Λγ + ψ'μ . 

(*) Ces remarques ne sont pas des remarques essentielles. 
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qui admettra deux racines comprises entre ο et i, si, le discriminant 
étant positif, on a de plus 

UB/IP+ ©ΑΥ+Ψ><Ι. 

Ceci exige que Ψ'soit inférieur à -· Les conditions \z
n
\, \p„ |, | q

H
 | <N 

donneraient aussi des inégalités relatives à ψ' : on voit sans peine que, si 

Ψ'ββΐ inférieur à -—— > -—-et-——? le calcul de la solution sera 
possible. 

Soit —7 la plus petite des limitations ainsi trouvées, nous allons voir 

que, dans certains cas, le simple changement de variables χ — 'λχ, 
appliqué à l'équation (ΰ

2
) permet d'arriver au résultat. L'équation 

proposée devient en effet 

r - q = f(x, y , z, yp, q)/ y² - q = Y(x, y, z, p, q) 

Or 

ψ;
;
=§, donc <1. 

Soient Β et b les valeurs extrêmes de f : λ doit être tel que 

B < y² (I + I / u') 

Si [A'JI, la seconde inégalité est vérifiée et la première donne une 
limite inférieure de λ. Si μ' > ι, on doit avoir 

Β ^ b 
1 1 1 7 1 H î 

ceci exige 

ρ<π=τ9 

ce qui a lieu d'ailleurs si μ'< ι. En définitive si celte inégalité a lieu, 
on peut se passer du changement de variable primitivement indiqué. 

III. Nous avons supposé que, dans la suite d'approximations, nous 
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partions des fonctions z

0
, p

0
, q

0
 définies par les formules (63). Il est 

clair que cette hypothèse n'est pas indispensable et qu'il suffirait que 
s

Q
,p

o1
q

0
 soient égaux en A, et Â

2
 aux valeurs connues de z,p, q et que, 

sur Οχ,/(χ^ o, s
0

, /?„, q
0
) admette un accroissement d'ordre non nul. 

Mais alors le second membre des équations en ζ ne serait nul sur Ox 
qu'à partir de la troisième approximation. 

35. AUTRE MÉTHODE POUR DÉTERMINER LA SOLUTION. — Dans la mé-
thode que nous avons employée, nous avons fait jouer à la variable y 
le rôle principal, en faisant intervenir les accroissements des fonctions 
utilisées. Nous pourrions également faire jouer ce rôle à la variable oc. 
Ici encore (voir la note sur le contour rectangulaire), il faudra que 
les fonctions ψ

Λ
 s'annulent sur Ο y comme une puissance dey. Suppo-

sons que nous ayons démontré pour ζ
η
_, des inégalités de la forme 

(71) ( Δζ
;ι
_, | < Δ Λ·, ΙΔτσ,,-,^μΚ,^,ΔΛ?, ( Δχ„_, | < ΜΚ

Λ
_, ΔΛ?Ϊ, 

(72) IΖ»—11 Ρ·Κ.„_\Υ 2> 1 ®/Ι—11 ΡH-«—\Y 2 > I-11 I.Y2· 

τ 
Il résulte de là que ψ

Β
 s'annule sur Ox comme/2. 

En formant Δψ„ absolument par la même méthode que dans le para-
graphe 30, la lettre Δ désignant ici un accroissement par rapport à x, 
nous pourrons déterminer un nombre K

w
 tel que les inégalités (71) 

aient lieu pour l'indice η — ι. La détermination de la région de con-
vergence se fait par une méthode analogue à celle du paragraphe 30. 

L'application de cette méthode nous conduit aux mêmes conditions 
que la première relativement aux données et au contour. Pour/, les 

hypothèses sont les suivantes : f(x,y, z,p, q) admet des dérivéesdf / dx, 

<F' J/σ' ~ckj Upschitziennes enz,p, q, la dérivée — admettant en outre 

un accroissement d1 ordre non nul relativement à y (à cause de Ψ'). 

34. CONTOUR RECTANGULAIRE. — On peut toujours ramener le cas 
général à celui d'un contour [rectangulaire par le changement de 
variable 

l(x — X, ) 
(Y) x*-x, 
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Οζ(,τ,γ) ΰζ(.ν', Y) Χ,Χ',-Χ^Χ', OS(X',V) l 
Oy ~ <).*' (X2 —X,)a + <)y Xo—x, 

nous montre que, si nous substituons cette valeur à q dans f, la fonction 
ainsi obtenue lé admettra de dérivée par rapport à y que si X'[ et X" 
existent. C'est pourquoi nous n'avons pas démontré les formules(34) 
du paragraphe 15, qui trouvent leur emploi dans la première méthode, 
uniquement dans le cas d'un contour rectangulaire. 

Dans la deuxième méthode, au contraire, qui n'exige relativement 
ky que la condition \ f' \ <(L)Aya, on peut faire le changement de 
variable (V). Aussi nous n'avons démontré les formules d'accroisse-
ment par rapport à x, qui conduisent aux inégalités (71) et ( 72), que 
dans le cas d'un contour rectangulaire (voir la note). 

III. — Équations du type parabolique à plus de deux variables. 

Dans cette dernière section, nous allons indiquer rapidement com-
ment on peut étendre les recherches précédentes aux équations 
à η H- 1 variables 

η u 
dz = E E d²z - dz = E ai dz / cz 

/ = 1 i -- I 
dz=f(xi,y,z,dz / dxi 

Pour simplifier l'exposition, nous allons nous placer dans le cas de 
trois variables. 

55. RAPPEL DE RÉSULTATS ANTÉRIEUREMENT OBTENUS. — Envisageons 
l'équation 

«=JJÎ - /(*" X" y ). 

dont l'étude a été faite par M. Levi. Les plans caractéristiques sont 
ici les plans horizontaux^ = const. 
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La solution fondamentale est 

U (Π, Ρ) = υ (ξ,, ξ,, η; Λ,, a:,, 7)==^--^-e ν^~ηι 

solution en a?,, de l'équation proposée et en ξ,, ξ2, *] de l'équa-
tion adjointe 

«i u -γττ, 1 r>7 H ρ — Ο. 

Envisageons une surface Σ, coupée par des plans caractéristiques 
suivant des courbes fermées, sans points doubles, admettant en 
chaque point un plan tangent, jamais horizontal, et une courbure 
totale finie et continue. Limitons inférieurement cette surface par 
une section horizontale S

0
, que nous pouvons supposer dans le plan 

des x
K
x.

x
. Appelons surface (S) l'ensemble formé par la surface 

donnée et la section S„. Soient le volume limité par la surface (S) et 
par le plan caractéristique d'ordonnéeyj> o, Trla section par ce plan, 

la portion de Σ située au-dessous de ce plan, Sr l'ensemble de 
et de S„. 

Appliquons alors la formule de Green au volume Vr„e et à l'inté-
grale 

(i) fff l>Ô5(£n ξ«> *)) — s<3,m(£,, ξ«, 

=~/j[ ("ir'w,)dlt dn+(" % ~ S)dr' dii~zu dit dl" 
= j J J "/('ξ(,ζΐ,·η)ά'ί

Λ
ά'ξ

2
άη, 

les intégrales de surface étant prises sur le côté intérieur. Remplaçons 
u par U, puis faisons tendre ε vers zéro; il vient, en désignant par σ 
l'arc de courbe de la section Γη et η la normale intérieure à cette 
courbe 

Ρ intérieur : 4π 

Ρ sur 1 : 2π 

Ρ extérieur : ο 
— £jf (ν — z~^dadr\ — Uxtfç, cfij, 

—fyy υ/(ξ„ξ
2

,η)ί/ν. 

36. LES INTÉGRALES ·3
0

, 3, X. — Nous obtenons ici des intégrales 50, 
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3, OC qui sont, en appelant p. un point de Σ et en posant 

',2= («a?i — ξι)2 4" (#2— ξ2)% 

zo = //U ( ρ, Ρ) φ(σ, η) da dr\, 3 = j*Υ (μ, P)y da dr\ 

V = dU / dn = 1/2 dU / dr cos (r, n), 

r désignant le rayon vecteur parlant du pointl? (x
n
 x

2
, y). (Nous 

verrons oc plus loin.) Les intégrales 3
0
 et 3 sont continues en tout point 

de l'espace, sauf peut-être sur Σ. En ce qui concerne 3
0

, il est facile 
d'en donner une limitation partout valable. Si, en effet, on compte 
l'arc σ sur chaque courbe Γ à partir du point où r est minimum, 
comme la courbure de Γ est toujours finie, on a Γ>'ρ.σ, p. étant indé-
pendant de Γ. Ceci est valable, même si r devient nul. U résulte de là 
que, Φ (η) étant le module maximum de φ(σ, η) quand σ varie, 

et ceci est une intégrale I0>, qui est de l'ordre de \jy. On en conclut 
que '3 est uniformément convergente (voir Gouns.vr, p. 173) et, par 
suite, est continue, même sur Σ. 

Quant à 3, on pourra en trouver une limitation par le procédé sui-
vant : il suffit d'étudier le cas où la plus courte distance r

{
 de Ρ àà Ty 

est inférieure au rayon de courbure minimum des courbes Γ. On 
décomposera alors l'intégrale double en deux autres, en partageant Σ 
en deux parties par un plan caractéristique, tel que pour la partie 
supérieure on ait toujours '—· En remarquant que 

da cos (/·, η) = r dO [θ = (r, rx )] 

et que, sur la partie supérieure de Σ, on peut déterminer deux membres 
positifs finis λ et pi tels que 

^ + 1Θ < /· < r, -h μθ, 

on arrivera sans peine à établir une limitation de la forme 

O) μΐ<(ΜΦ, 

valable dans tout domaine fini. 
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Il résulte de ce qui précède, par le même raisonnement que dans le 

plan, que 3 est discontinue sur Σ, la formule de discontinuité étant 

lim(3
P
 — 3

/;ι
)=±4πφ(/η)+ / ( V (μ, m) φ(μ) da dr\

y 

m étant, ainsi que p, un point de Σ et φ(u) = φ(σ, η). 
L'intégrale double de celte formule se limite aisément, en remar-

quant que, si 0 et sont, pour chaque courbe Γ, l'angle et le rayon 
vecteur issu de m désignés plus haut et σ l'arc correspondant à 0, 
on a certainement, λ, [Α, V étant encore des nombres positifs, 

λ9</·<σ-ΗΓ|, σ<μθ, — η), 

la dernière inégalité tenant à ce fait que le lieu du pied de /·, est normal 

à Y
y
 au point m, et que par suite ^ η

 tend vers cotang (Ν, Ογ) 
quand η tend verrsy, Ν étant la normale à Ty. Donc 

λθ < /' < μθ -f- V ( y — 0 )· 

Il résulte de là, en utilisant la formule dvcos(r, η) ~ rdO, qu'on 
peut écrire 

(2') I fy ν(μ, m) Ψ(σ,Υ)) dadf] < ( L)4> Β ( y -h ι )γΊ+1/2 

Si nous posons maintenant 

® = f f1 / ye - /4y Y (E1, E2) dE1dE2, 

xtend vers 4^ψ (P0) quand le point Ρ tend vers un point Ρ
0
 inté-

rieur à S
0

. On déduit de là, quand /= o, le calcul de la solution 
prenant sur (S) des valeurs données en posant 

Z Ζ -+- Ζ ι, 

ζ étant exprimé par une intégrale i>C et z
K
 par une intégrale 3, portant 

sur une fonction φ déterminée par une équation intégrale de première 
espèce pour la résolution de laquelle on utilisera la formule (2') 

57. LA FONCTION Ζ. — Quand / n'est pas identiquement nulle, la 
Journ. de Math. (6· série), tome IX.—Fasc. IV, igi3. $2 
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Z(P)=^ ΠΎυ(Π,Ρ)/(Π)<ίΩπ(dCII = dE1 dE2 dn) 

est solution de Sz =f sous des conditions analogues aux condi-
tions (A), § 9. Ici encore s'introduisent les paraboles de sommet Ρ et 
d'axe vertical et l'on trouverait un ensemble de quatre conditions, dont 

une seule suffirait pour l'existence des dérivées ~ et vérifiant 

l'équation Β ζ — f. 
Si 

l/l < Fηϊ, 

on a, par l'emploi des coordonnées polaires, 

|4rZ| < F / y0 nydn / y - n / 2r dO e U[ y~'fl) r dr 

< 4rcF Γ-nrdn Γ e~'ds = 4πΓ>γ""ϊ. 
d0 / 

D'où 

(3) |Z| < Fy y+1 / y + 1 

De même 

(4) 
dZ 
àxt 

et dZ 
ùoc=> 

Y 
π

ρ
Β

(ΐ,.
/ +

 ,)/
 +

 ΐ. 

Quand/est simplement une fonction inlégrable, les mêmes con-
ditions d'accroissement sont réalisées. Tous ces calculs sont absolu-
ment analogues à ceux que îious avons faits dans le plan. La seule 
différence est que toutes les formules relatives à la variable χ dans le 
plan se décomposent ici en deux autres, relatives à xt et x2. 

38. DÉRIVÉES DES FONCTIONS 3
0
 et 5 ('). — Si les intégrales <3

Υ
 eta 

peuvent être considérées comme continues sur le bord intérieur de Σ, 

(*) Dans ce paragraphe, nous esquissons seulement les calculs, qui sont tou-
jours du même genre. 
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il n'en est pas de môme des intégrales 

dzo / dxi = // dU (u, P / dxi) 

que nous aurons à envisager plus loin et qui deviennent, en général, 
infinies au bord. Cependant, si <p est fonction de η seulement, nous 
écrirons dans notre intégrale 

<?U ()U dû . . 
-te

t
= rf5=dïïcosa--S7slna[& = (n, 0xi)] 

La partie de l'intégrale contenant est une intégrale a. L'autre 
peut s'écrire 

— Ι φαη / -r—sinaaff= / φ «η / da. 

ρ désignant le rayon de courbure de Γγ, : et ceci est une intégrale ^
0

. 
Donc, dans ce cas, ~ est continue sur le bord intérieur de Σ. 

Supposons maintenant que sur chaque courbe Γη Vaccroissement 
de φ relativement à σ soit d'ordre non nul. Si ρ est le point de Σ vers 
lequel Ρ tend, on mènera par ce point une ligne, par exemple la tra-
jectoire orthogonale des Γ, qui coupera chaque courbe Γ en un point 
qu'on prendra comme origine des arcs. On décomposera alors, suivant 
le procédé habituel, l'intégrale en deux parties dont la première vient 
d'être étudiée et dont l'autre sera continue au bord. 

Envisageons maintenant 

£;=Ι£·£ί?
ι
'Μλ'*>'> 

indiquons dans quelles conditions cette intégrale a une limite quand Ρ 
tend vers le bord. De l'égalité et de δ, U .= ο (écrite 
avec les variables σ, η, η), il résulte que 

0 ου d2O d2U . 
Ί—i— —— ~TF Τ" = 3—r cos α -f- -—— sin α 

<?2U d*V . <>U 
— TJC0Sfl! H- 3T-3zsin« + -rrcosa> 

si φ est une fonction de η seul, l'intégrale se transforme aisément en 



412 M. GEVHEY. 

une somme d'intégrales qui ont un sens au bord, à la condition que 
le rayon de courbure de Γ admette un accroissement d'ordre non nul 
par rapport à σ. 

Dans le cas général, on trouve que si ~ existe et admet, par l'ap-
port à σ, un accroissement & ordre non nul, et si Φ admet, par rapport 

ι à Y], un accroissement d'ordre supérieur à ~ existe au bord. 

Les conditions ainsi trouvées sont également celles qui doivent être 

vérifiées par les données, dans un problème aux limites, pour que ^ 

existe sur Σ. 

Quant à le même procédé utilisé dans le plan montre que, 

si existe à l'intérieur de S
0

, la limite de ~ est 4
π
 ̂  ^ P

0Ul 

tout point (x
t

, xf) intérieur à S0. 

D'où les conditions pour que ~ existe au bord (voir § 41). 

59. LA- FONCTION DE GREKN. — La fonction de Green est donnée 
par la formule 

G(II, P) — U(II, Ρ) — H(U, P), 

H étant, relativement à IT, la solution de o, u = o, nulle pour η =y 
et prenant sur Σ la même valeur que U. G est solution de oz = o 
relativement àV(x

n
x

2
, y) etde S, u = o relativement à Π(ξ,, ξ

2
, η). 

Nous obtiendrons alors, en remplaçant u par G dans la formule (i) 
et désignant par dû l'élément de volume 

4π Z( Ρ) = ff s (p.)0 p) dad-n + ;G dï, Οξ,-ί ff G(n,P)/(n)rfflu, 

formule qui nous donne la solution de Sz =/ prenant des valeurs 
données sur (S) : l'intégrale triple est la solution nulle sur (S). 

Formons cette fonction de Green : pour cela, posons 

Η(Π, Ρ) = ν(Π,ρ)φ(μ,Ρ)ί/σαΤτ, 
"y,Ά 

Σ
ΪΛ

 étant la portion de Σ comprise entre les plans caractéristiques 
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de cote y et η(^>η), μ. un point άβΣ(1οοοΙβτ, al'arc de la courbe Γ
τ

; 
<p sera donné par la formule 

U(p, P) = —φ(ρ,Ρ) + £ V(p, P)dsA, 

m étant un point de Σ/>η de.cote /, et s l'arc de la courbe Γ, ('). 
On démontrerait, comme dans le plan, la formule fform.(i3), § 4*] 

G(II, Ρ) — £·ϋ(Π, Ρ) (ο<^<ι). 

Envisageons maintenant^· (t = i, 2) et pour cela —■ 

£=£// v(H.,,^**. 
y,*, 

~~ étant donné par l'équation 

jjJ^
=

_e>9(Ftl>) , f f y(u, m) dy(m, P) / dxi dE dt 

y<* 

Ce que nous nous proposons ici, c'est d'étudier des intégrales de la 
forme 

I =///£'<π>^=//Ι*π>da
«fi

 VJ^^AA· 
Des transformations d'intégrales basées sur la formule de Dirichlet 

permettent de voir aisément que 

I=//XdU(u, P) / dxi 

Φ([χ) étant la solution de l'équation intégrale 

Χ/Χ
ν(Π

· ̂
(Π)

 "
Ωπ

 =-
Φ(

")
+

Χ/Χ.
 ν(μ

·
 /w) Φ(//ϊ)

ds dt. 

II résulte des propriétés d'accroissement du premier membre de 
cette équation que la fonction Ψ possède un accroissement d'ordre 

(') Le signe — dans cette formule tient à ce que, dans V(H, μ), le rayon 
vecteur va de μ à Π. 
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non nul par rapport à σ et, par suite, Y intégrale I a un sens, d'après 
ce que nous avons vu plus haut. 

Si f satisfait à la limitation |/|<Ε/γ, on établit sans peine la 
formule 

|I| < (L) B (1/2, y + I) 

En rapprochant ce résultat des formules (3) et (4), on voit donc 
que l'on peut écrire 

( |//XG(n,P)/(Il)d2n 

(5) | et 

( |//XS/rfi2»|<(L)BG,^,)F/+'· 
40. Nous aurons également besoin dans la suite des intégrales 

ffLM
/mdiisi

· 
Posons 

1'=XXXf/(,,)rfûi1· 
Cette fois, nous envisageons H comme solution de oz = ο enx1 

x2,y-(«> ΙΗίϊΧΧ ν(Μ,)Ψ(μ.Π)«ί»<ίΓ, 

ψ satisfaisant à l'équation 

(?)
 άυ(Π,μ)

=
^

(μΠ) +
 ̂ _/£

 ν(ηΐ_μ)ψ.
(ΜιΠ)ώΛ

. 

Or, si nous remplaçons par sa valeur (6) dans Γ, il vient après 
transformation 

(8) V — ψ(μ,Π)/(Π)ί/ί2π 

-IL.
 V(ft, Ρ)Ψ(/*)Λΐπ· 
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Si nous faisons subir aux deux membres de l'équation (7) l'opé-
ration 

f f f ̂ Π^Ωπ' 

nous constatons que la fonction Ψ([Α) définie par la formule (8) 
vérifie l'équation intégrale 

fΙ£~7^Λη)ίΙαΐ1=:Ψ(μ)+ίί
Σ
V(m, u) Y(m) ds dt. 

Or, cette équation se résout sans difficulté. Si 

Ι/(Π) | <FY)Y, 

le premier membre admet la limitation donnée par la formule (4) et, 
par suite, Ψ admet une limitation analogue; de plus, Γ tend vers une 
valeur bien déterminée sur le bord, puisque nous l'avons exprimé par 
une intégrale 3, et admet, quel que soit P, une limitation analogue 
à Ψ, d'après la formule (2). Il résulte de là que 

(9) |//Χ
ί
§

<
^π>Λΐ|«,')ρΒ(3,»+,Κ+ι· 

Quand le point Ρ vient sur Σ, tend vers zéro, si Π est à l'inté-

rieur de (S). Or, on peut tracer à l'intérieur de (S) une surface voi-
sine (S') telle que l'intégrale Γ, étendue au volume compris entre (S) 
et (S'), soit aussi petite qu'on le veut. On déduit de là que Vinlè-
grale (I) elle-même lend vers zéro quand Ρ vient sur Σ. 

41. PROBLÊMES AUX LIMITES RELATIFS AUX ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU TYPE 

PARABOLIQUE ELLIPTIQUE. — Envisageons l'équation 

Al 53? + 2B + A* dïf + a
'
 + + b Sy + " +f

 ~ °' 
AjA2—B2>o, b < o. 

Il résulte de la théorie des équations elliptiques que l'on peut, par 
un changement de variables, rendre A, et A2 égaux à — b et B nul. 
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On obtiendra ainsi l'équation 

(„) +a1 dz / dx1 + a2 dz / dx2 + cz + f 

L^unicité d'une solution prenant des valeurs données sur une 
surface (S) se démontre sans difficulté par le même procédé que dans 
le plan. 

Cette solution vérifie l'équation suivante : 

(e) j"a
t
^jr + cs^Gd%

l
dE

i
dvj+Z(x

u
a?

t
,y), 

la parenthèse étant fonction de (ξ,, ξ2> η) > et ζ étant la solution de oz=f 
prenant sur (S) les valeurs données. 

Supposons que la fonction donnée sur (S) admette sur chaque 
courbe Γ une dérivée par rapport à σ, pourvue d'un accroissement 
d^ordre non nul, qu'elle possède par rapport à y un accroissement 

cfordre supérieur à ~ et qu'elle soit derivable dans S
0

 : alors les 

dérivées —-> existent au bord. Vi3/j 0*V 2 
Il en résulte alors, d'après les formules (5), que la méthode des 

approximations successives nous donnera 3, ■—) au moyen de 

séries absolument et uniformément convergentes, vérifiant l'équa-
tion (<?). On passe de là à l'équation (£) parla même méthode que 
dans le plan. 

Cette résolution du problème aux limites proposé, par le moyen d'une 
équation intégro-différentielle, permet de traiter le même problème 

pour l'équation L· =/(&·,, x,,, 3, J^")' f ®tant lipschitzienne 

en s, -r^· : la détermination de la hauteur du domaine dans lequel 

on peut opérer se fait, comme dans le plan, au moyen de formules 
toutes semblables. Le calcul de la solution est aussi analogue. Nous 
n'insisterons donc pas sur ce point. 

42. MÉTHODE SPÉCIALE A L'ÉQUATION LINÉAIRE. — On peut aussi, 
comme dans le plan, transformer l'équation (e) en équation inté-
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grale 

(6-') z(x
{
,x

2
,y)—~j ̂  f — c -s ( ξι, ξ

2
, rj) ί/ξ

2
ί/γ)-+- ζ. 

Quand la chose est possible, c'est-à-dire quand a
K
 cl a

2
 admettant une 

dérivée par rapport à x, et à x
2
 respectivement, c'est sous cette 

forme qu'il convient de traiter le problème, car il n'exige sur les don-
nées d'autre hypothèse que celle de la continuité et il ne nécessite que 

l'étude de ^-5 qui se fait très simplement, comme nous l'avons vu dans 

le paragraphe -40. La formule (9) fournit immédiatement une série de 
comparaison pour calculer s et l'analyse de cette équation est dès lors 
entièrement analogue à celle de l'équation (cf) dans le plan. Jci les con-

ditions sont donc : et existent [et, par suite, a
K
 et a

2
 satisfont 

aux conditions (A)], c et f satisfaisant aux conditions (A), les coef-
ficients et les données sont continus. 

Citons également, sans qu'il soit besoin d'insister, les généralisa-
tions relatives aux séries de solutions et au cas où S0 se réduit à un 
point, puis à celui dans lequel Σ admet, en certains points, 011 bien le 
long de certaines courbes Γ, un plan langent horizontal. Les mêmes 
résultats que dans le plan subsistent avec de simples mod ideations de 
langage, qu'il est inutile de reproduire ici. 

CHAPITRE III. 

SUR LA NATURE DES SOLUTIONS DES ÉQUATIONS DU TYPE PARAIIOLIQUE. 

Si nous envisageons l'équation de la chaleur 

(l) =0, 

toute solution régulière dans une région A est une fonction analy-
tique de χ dans celte région : c'est-à-dire que, si Ρ (œ0,y) est un point 
de &, 5 (χ, y) sera développable suivant une série entière en (χ — xf) 
H, par suite, sera holomorphe dans un cercle du plan de la variable 
complexe x, ayant pour centre le point (,r0, o). 

Journ. de Math. (6· série), tome IX. — Fasc. IV, igi3. 53 
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Cette propriété a été étendue par M. Levi aux solutions régulières 
de Γéquation 8z = /(a?, y), quand f est elle-même une fonction analy-
tique de χ dans la région &. 

Si nous revenons à la solution - de 03 = 0, nous voyons qu'on 
pourra déterminer deux nombres M et ρ tels que, pour toutes les 
valeurs de y appartenant à un intervalle (α, β), on puisse écrire 

(2) |dnz/ dxo| < Mn / pn 

et, comme l'équation (1) entraîne|du / dxo | < Mn! / pn 

toutes les valeurs y de l'intervalle (α, β), cri posant p2= 11, 

|dn z(xo, y) / dy12| < M(2n)!/ Rn 

d"3t 
dy" < M cl Κ 

La limitation ainsi trouvée a conduit M. Holmgren à envisager 
une classe de fonctions 3C delà variable y satisfaisant aux conditions 
suivantes : 

1" Llles sont indéfini tue ni dérwables dans l'intervalle (α, β); 

2° Leurs dérivées satisfont à la limitation 

étant indépendants de y. 

Nous désignerons une telle fonction sous le nom de fonction (ou 
d'espèce 3C) ou encore fonction 0C„, lorsque nous voudrons spécifier le 
nombre 11 qui ligure dans l'inégalité caractéristique. 

Nous pouvons donc dire que tonte solution de = o, régulière 
dans A, est une fonction analytique de χ et une fonction 3Z de y. 

Ce sont les résultats précédents que nous proposons de généraliser 
el de compléter dans le Chapitre actuel. 

I. — L'anaîyticitè par rapport à χ. 

Pour démontrer qu'une fonction est analytique onpeut, soit l'étudier 
dans le champ complexe, soit démontrer dans le champ réel des iné-
galités de la forme (2). C'est la première méthode que nous allons 
employer tout d'abord. 
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45. ANALYTIC,ÏTÉ DES INTÉC,HALES 3
0

, 3, χ. — Les intégrales 3
0

, 3, X 
sont des fondions analytiques de x dans toute région ne conte-
nant pas la courbe x = X(y) ou le segment A,A

2
 (*). Si donc nous 

appliquons la formule fondamentale (a) à un contour (C) rectangulaire 
situé dans la region Λ, où la solution ζ de oz = ο est régulière, nous 
déduisons de là l'analylicité de s par rapport à x. 

Portons notre attention sur le domaine du plan de la variable com-
plexe x, dans lequel les intégrales (prises le long de Οy), 

-i
0
= / g d-n, 1= f 3 e '"ryn(n) dn 

sont holornorplies (2). Si nous posons x — x
i
 -t- ix.

2
,l

()
 devient 

3
0 ( Xi, x-2 ; y) - / . e

 V(-y -'0) φ (η ) du, 

ce qui nous montre que 3
0
 sera holomorpbe^rt/ίί les deux angles for-

més par les bissectrices OR, OR' des angles des axes Οχ\ et Ox
2

, et 
contenant Oa?, (fig- 9), car on a alors x'\ > x~y 

Le rayon de convergence de 3
0
 autour d'un point(#

0
, o) du plan de x 

sera donc La même conclusion s'applique à 3. 

Quant à rx, c'est évideiriincnt une fonction entière de x : la for-
mule (a) nous montre donc que la fonction ζ est, en chaque point Ρ 
de S une fonction analytique par rapport à χ, le rayon de convergence 
étant égal à si d est la plus courte distance de Ρ aux côtés verli-

eaux du rectangle (:t). 

( J) Voir GOUKSAT, p. 3o4 sqq. 
(2) Ce que nous allons dire s'appliquerait aussi aux intégrales (q entier >0) 

/ , e ■ * o (n) d-η et /
 s

 e 1 ^ <p (77 ) f/vj. 
"° (y-ri)V 

(3) Lorsque le contour n'est pas rectangulaire, les intégrales 3
0 et 3 sont rela-

tives à des arcs de courbe χ = X (y) et le rayon de convergence est ——; 
V2 

le domaine où ζ est holomorplie est alors limité par l'enveloppe des cercles de 

centre (x, o) et de rayon ——— . c'est un carré qui varie avec y. 
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Nous avons vu que, quand x est réel et tend vers zéro, l'intégrale A 
tend vers ± 2 ν

π
?00» suivant que χ est positif ou négatif. Voyons si 

cette propriété subsiste quand χ est complexe : supposons, par 

log. 0· 

\R' 

exemple, que χ tende vers zéro en restant dans l'angle ROR' : nous pou-
vons écrire 

?>(x,y) = ®{y) f —-e k'>—*>d-n ' 

H-/ —JE 4Υ_Υ1,[Φ(·Θ) —Φ(7)]Λ?Η. 

Le changement de variable χ —is\jy — η transforme la première 
intégrale en 

4G(y) / e-s ds, 

prise suivant un chemin dont la direction asymptotique est celle qui 
correspond à l'argument de x. Si donc χ tend vers zéro suivant un 
chemin situé.dans l'angle ROR' (') la valeur de cette intégrale tendra 
comme on le sait vers 2 y/îi φ (y). 

Si le chemin de (x) n'est pas tangent aux bissectrices, dans la seconde 

(') Cecliemin peut, d'ailleurs, être tangent à OR ou OR' ou même coïncider 
avec ces deux droites; mais dans le texte nous le supposons non tangent. On 
peut montrer que A ( χ, y) est continue (vers la droite) en tout point de ROR'. 
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intégrale, on a χ] — x\ > λ2| χ |2, λ étant un nombre fixe, et, par suite, 

\xe | <; | χ | a — 

L'intégrale admet donc, comme limitation, 

/ —'—!—3 c *ο·-φ | φ (m) — φ (y) | <ίπ, 

et ceci tend vers zéro quand \x\ tend vers zéro, <p étant continue, 
puisque c'est une intégrale du type % dans le domaine réel. En défini-
tive, dans les conditions où nous nous sommes placés, la formule de 
discontinuité des intégrales 3 est encore valable; si φ(ο) = ο, 
3 (χ, y) tend vers zéro avec χ et y. 

On démontrerait de même, sans difficulté, que l'intégrale 

;H'(a?,y) — ~=c Ό ψ(ξ)ί/ξ, 

tend vers 2 ν/πψ(.χ·
0
) lorsque y tend vers zéro et que χ tend vers un 

point x
0
 intérieur à (α,, a

2
), par valeurs complexes x

2
-\- ix

2
, telles 

que y- tende vers zéro. 

Les propriétés précédentes s'appliquent à une solution de Ss = /, 
qui est une somme d'intégrales 3

0
 et 5. 

4i. ANALYTICITÉ DE L'INTÉGRALE Ζ. — L'analyticité de Ζ [formule (23), 
§ 8], quand f est analytique en x, démontre celle des solutions régu-
lières de L· = f. Cette propriété a été établie par M. Levi (p. 2,3g) : 
nous inspirant du même point de vue, nous allons, tout d'abord, 
donner une démonstration plus simple basée sur les propriétés des 
intégrales multiples de fonctions de plusieurs variables complexes. 

Nous supposons le contour (C) rectangulaire, car c'est un contour 
de ce genre que nous envisagerons toujours dans la suite, mais le rai-
sonnement que nous allons faire n'exige nullement cette hypo-
thèse. Soit CABD ce contour (nous modifions ici nos notations anté-
rieures). 

L'intégrale (ο <[ ε <iy) 

— a\ArZ;— Γ f e /,(·>' η'/(ς, η) ci£dn — f f U/clld-f\ 
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est une fonction analytique de χ, pour des valeurs données de y et ε. 
Puisque U et / sont analytiques en ξ, celle intégrale conservera la 
même valeur dans le domaine complexe à trois dimensions &·,, :c

s
, y, 

si on l'étend à une surface Σ passant par le contour ABN'M'. 
Nous pouvons, en particulier, choisir une surface passant par le 
point p(xn x->,y) : soit7t(£,, ξ

3
, η) un poin^ quelconque de Σ. Or, 

nous avons 

I c '* ' ·''—^ ' I c ^ ' y ~~ 'E ) ² 

L'exposant de e dans cette formule sera donc négatif si la pente 

L-'ig. ID. 

de la droite Ρ π, projection de ρπ sur le plan de la variable a?, est com-
prise entre — ι et +i (fig- IO)· Supposons cette condition vérifiée 
(au moins pour η voisin dey). 

Remarquons que tout ceci n'exige nullement que / soit analytique 
sur le contour (C) : il suffit que/satisfasse aux conditions deCauchy 
à Vintérieur de Σ et soit continue sur Σ et vers l'intérieur de Σ : au 
reste, pour l'objet qui nous occupe, il nous suffit de remarquer que f 
peut simplement être continue sur (C). 

Traçons Σ intérieurement au domaine®, commun au domaine d'ana-
lyticité de f et au prisme <£ formé par les quatre plans menés par AB, 
CD, et inclinés à 45° sur le plan z,0y, ce prisme étant limité dans 
un sens par la section droite passant par AB : la surface Σ pourra êlre 
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constituée, par exemple, par un prisme (ou un cylindre) intérieur à OE), 
ayant comme aretes Λ13 et CD, et comme base les sections droites 
AB, M'N'. L'intégrale envisagée ne contiendra pas de termes relatifs 
à ces deux sections droites, car les éléments r/ξ, e/η et dv\ d%

2
 y figurent 

seuls. De plus, d'après la façon même dont nous avons choisi Σ, 
on a 

I ^2— £21 > λ 1 x
x
 — ξ, ι et I ci-tî cil, I < μ \ cïi

x
d-r\ |. 

λ et \J. étant des nombres fixes, avec ο <λ < τ ( '). Il résulte de là que 

\a [ < e Uy-r,)
 I 

et que le module de l'intégrale Jj Ufdidv^ èleiulue dans le do-

maine complexe à la surface ombrée, est à un fadeur cons lard près 
inférieur à l'intégrale 

F j j U ( ς,, η; ^
x
,y)dl

A
dr

h 

étendue au rectangle M'N'NM, F étant le maximum de \f\ dans <0 : 
l'intégrale de surface a donc un sens et tend vers zéro avec ε, et cela 
uniformément, quelle que soit la position de ρ à l'intérieur du do-
maine (Ô (2). 

Ceci prouve que, lorsque ε tend vers zéro, les fonctions Ζ
ε

, qui sont 
analytiques en x, tendent vers une foncLion limite Z, qui estellc-mêmc 
analytique en χ à l'intérieur de (0, et il suffit, pour cela, que /soit 
fonction analytique de χ à l'intérieur de to et continue sur (C). 

f1) Dans le cas où Σ est un prisme, on a ί/η<^ξ2— pdçidr), μ étant fixe. 
(2) Si le contour (C) est quelconque on trouve, au lieu d'un prisme ou d'un 

cylindre, la surface engendrée par des droites à 45°, parallèles au plan .2?, 0.-r2 et 
s'appuyant sur (C). Si les points du plan vertical AB, non situés sur la droite AB, 
n'appartiennent pas au domaine d'analyticité de /, il faudra limiter le prisme, 
passant parp, par une section oblique contenant AB. Au lieu de ce prisme, on 
peut aussi prendre pour surface Σ le cône de sommet ρ et de base MABN. En effet, 
les intégrales étendues aux triangles ρ AM et/jBIV ont été envisagées dans le texte 
reste donc celle qui est relative à pAB. Or elle prête aux mêmes remarques que 
les deux autres, si ρ reste à droite du plan vertical AB, car, dans le plan /?AB, le 

module de l'exponentielle est égal à e *<y—·oi
?
 2ni étant la pente du 

plan ρ AB. 
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La même démonstration prouverait Γanalylicite dedZ / dx 

Il résulte de là que toute solution ζ de ο ζ = / prenant sur (C) des 

valeurs continues et dêrivables est, ainsi que analytique en χ à 

l'intérieur de (0 : eu effet, cette solution et sa dérivée peuvent être 

représentées par des intégrales des types Λ
0

, Λ, DC, Ζ, De plus, 

z ctè sonL) dans le domaine CD, continus aux points du conlour(C) ('). 

45ANALYTICITÉ DES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION L1NÉA1IIE. — Soit S une 
solution de l'équation 

<5 ζ — a —— -|- c ζ -+- /". 

régulière dans une région Λ où les coefficients α, c,/sont des fonctions 
analytique de x. 

Si nous appliquons la formule fondamentale à cette solution et au 
contour rectangulaire MABN situé dans <91, nous voyons que ζ est la 
solution d'une équation de la forme 

z(x, y) = - 1 / 2Vr // |a(E, n ) dz / dE U(ξ, ν); χ, y)d'id(\ -+-s(.r, y), 

^ étant la solution de oz — /prenant sur le contour une valeur égale à 

la différence des valeurs de ζ et de l'intégrale double : ζ cl ^ sont 

donc continus sur le contour (2) et analytiques en χ à l'intérieur de cD. 
Supposant ζ connu, nous pouvons calculer s par la méthode des 

approximations successives qui nous donnera pour s et une série de 

comparaison entière en \jy. Ce calcul est valable dans le domaine com-
plexe, puisque, d'après le paragraphe précédent, les intégrales douilles 
dans le domaine complexe sont comparables aux intégrales étendues 

(') (0 étant choisi tel que x\ soit infiniment petit par rapport à y—y,, quand 
ρ tend vers AB, d'ordonnée y, (à cause des intégrales DC) : ceci aura lieu si la 
pente de /?AB reste finie. 

(2) L'intégrale double prend, en effet, sur le contour, une succession de 

valeurs derivable puisque -r-> -r— > -r—> -τ—? existent dans <ft. 
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aux domaines réels Sr II suffira de multiplier la série majorante du 
domaine réel par un facteur convenable pour avoir une majoration 
valable dans le domaine (0 et sur (C), et chaque terme z

n
 de la série 

ainsi formée est analytique dans (D et continue sur (C), étant un 
domaine dont la frontière contient (C), qui est commun à Φ et au 
domaine d'analyticité des coefficients a, c, /, et choisi tel que la 
pente de ρ AB reste finie (cf. notes du § 44). Nous obtenons donc une 
série uniformément convergente dans <& et sur (C) et dont la somme 
définit une fonction analytique de x à l'intérieur de cî) qui coïncide 
avec la solution ζ quand x est réel. 

Cette conclusion s'étend évidemment à l'équation 

(L) + + b dz / dy + cz + f = 0 

quand h garde un signe constant et est analytique en χ dansa, puisque 
le changement de variable qui ramène cette équation à l'équation (£) 
est analytique en x. 

Nous obtenons ainsi ce THÉORÈME : Quand les coefficients de Véqua-
tion linéaire (E) sont des fonctions continues analytiques par rap-
port à χ dans une région a, toute solution régulière dans celte 
région est également analytique en x. 

46. ÉQUATIONS NON LINÉAIRES. — Faisons tout d'abord une remarque 
capitale. Toutes les formules de limitation que nous avons données 
dans le premier Chapitre et dans la Note relative au contour rectan-
gulaire sont aussi exactes dans le domaine complexe. Ceci résulte 
des remarques que nous avons faites sur la limitation du facteur expo-
nentiel qui figure dans les intégrales simples ou doubles que nous avons 
rencontrées jusqu'ici : ces intégrales sont, dans le domaine complexe, 
comparables aux intégrales analogues prises dans le domaine réel. De 
plus, la formule des accroissements finis est valable pour deux points 
quelconques intérieurs à ® ou sur (C). 

Cela posé, envisageons l'équation 

dz=zf{x, y, s, p) 

dans une région a du plan où / est une fonction analytique dex,z, p
) 

quand |s | et | restent inférieurs à N. Soit s une solution régulière 
Journ. de Math. (6* série), tome IX. — Fasc. IV, igi3. 5 4 



42() M. GEVUEY. 

dans Λ et prenons un contour (C) rectangulaire intérieur à Λ : ζ est la 
solution de l'équation 

z = - 1 / 2Vr // f(E, n, dz/ dx ) U dEdn 

s étant défini comme dans le paragraphe précédent. La résolution de cette 
équation par approximations successives nous donnera donc une suite 
de fonctions z

n
, p

tl
, de modules inférieurs à N, si la hauteur du rec-

tangle est assez petite. La limitation de ces fonctions et de leurs diffé-
rences successives dans le domaine complexe ne différera des limita-
tions établies dans le domaine réel que par l'introduction d'un facteur 
constant. 

Il résulte de là que nous obtiendrons ζ comme limite d'une suite 
uniformément convergente de fonctions analytiques et que, par suite, 
ζ sera fonction analytique de x. 

Soit maintenant l'équation 

r=zf{Xiy,s,p,q) (/;>o), 

f étant continue en y et analytique en χ, ζ, ρ, q, toujours dans les 
mêmes conditions que précédemment. Si nous employons la méthode 
suivie dans le paragraphe 50 pour calculer la solution au moyen de 
ses valeurs sur le contour rectangulaire (G), il nous faut faire des 
hypothèses où intervient^·. La méthode indiquée au paragraphe 55 
suppose au contraire des conditions relatives aux dérivées par rapport 
à χ, qui sont ici évidemment réalisées d'après l'analyticilé de f\ mais 
il subsiste encore la condition que, pour un accroissement de y, 
f'q admette un accroissement d'ordre non nul. 

Il est aisé de voir que, dans le cas actuel, nous pouvons faire 
tomber cette hypothèse : en effet, au lieu de faire le changement de 
variable (56) (§ 29), posons y = J*®(y)dy, avec 

y(y) = 1 / f[ &, y, z(&, y), p(&, y)] 

α désignant l'abscisse du point A : nous pouvons faire ici ce chan-
gement de variables parce que nous connaissons d'avance les valeurs 
de la solution et de ses dérivées. 
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Nous obtenons alors, en posant yL = q == 2, 

r — q =/(#, /, ζ,ρ, q) — q-- ψ(.*, '/)' 
£ψ__ ___//!>>.?>*(*»«7(^7)1 

et l'on déduit de l'analyticité de / que, 3TP0 et m étant le maximum 
et le minimum de f (α...), on a 

()ψ 
àq 

Or, il résulte des formules (71) que, de même que dans le para-
graphe 50 nous avons pu prendre la hauteur h assez petite pour 
assurer la convergence des approximations grâce à la limitation de Ψ', 
de même ici nous pourrons prendre la largeur du rectangle assez 
faible pour réaliser le même objet. 

Les calculs sont entièrement semblables à ceux qui ont été faits 
dans le paragraphe 50: il suffira de prendre comme première approxi-
mation une fonction analytique de χ telle que 5

0
, p

0
, q

0
 coïncident 

avec ζ, ρ, q sur AB, ce qui est toujours possible; χ jouera alors le 
rôle que jouait y, et AC le rôle que jouait AB (fig. 1 o). 

Toutes les formules de limitation s'appliquant dans le domaine 
complexe, nous déterminerons encore ici la fonction ζ comme limite 
d'une suite uniformément convergente de fonctions analytiques, 
sans hypothèse (autre que celle de la continuité) concernant la nature 
de /relativement h y. 

Les résultats de ce paragraphe peuvent se résumer dans la PROPO-

SITION SUIVANTE : Toute solution de l'équation r— f ix-, y·, s, p·, q) 
régulière dans une région .il du plan est une fonction analytique 
de χ, si f est, dans la région Si et pour les valeurs qu'y prennent z, 
ρ, q, une fonction analytique de χ, ζ, ρ, q, continue en y, la 
dérivée f'q gardant un signe constant. 

En efïét, si sA, pK1qK sont les valeurs de z,p,q en un point A(a?
0
,y

0
), 

/ est holomorphe en χ, ζ, ρ, q, dans un certain domaine défini 
par | χ — #„|, | ζ — sA|, |ρ — p

A
|, | q — q

s
 \ < p, et l'on pourra prendre 

un contour rectangulaire assez petit pour que, en posant 

s = sK + pkfa — .r„) +<7a(/~/o) +Ç. 
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la détermination de ζ soit possible à l'intérieur du contour, puis-
que alors les valeurs prises par ζ (et ses dérivées) sur le contour 
peuvent être rendues aussi petites qu'on veut. 

La solution ainsi formée coïncidera avec la proposée d'après 
l'équation (54) du paragraphe 29, en remarquant que dans cette 

équation, ont une limitation indépendante du choix du 

contour ( '). 

47. SECONDE MÉTHODE POUR DÉMONTRER L'ANALYTICITÉ. — Considérons 

l'intégrale — 2Y
/
N:Z=F f Uf<ffc>dc\, / étant une fonction continue, 

analytique par rapport à x, à Γ intérieur de S. Soit un contour 
rectangulaire (C') situé à l'intérieur de S : la partie de l'intégrale 
étendue à l'aire extérieure à (C) est évidemment une fonction analy-
tique de χ en tout point intérieur à (C'). Proposons-nous de montrer 
que l'autre partie Ζ '—if est analytique. 

sy 
Pour cela, remarquons qu'on peut écrire en tout point de S' bord 

compris, 

(3) |dnf/ dxn| < Fn! / Rn 

F et R étant constants. Dès lors, si nous envisageons la formule 

(4) - dZ / dx = / U f dn - // U d 

obtenue comme au paragraphe 8 en remarquant que ~ = — ^>nous 

pourrons la dériver et appliquer la même remarque à l'intégrale 
double ainsi obtenue, et ainsi de suite indéfiniment. Nous trouvons 

(1 ) Il esL à remarquer que dans la démonstration de l'analylicite relative 
à âz — f{x, γ,ζ,ρ) nous avons résolu une équation fonctionnelle, ne contenant 
pas la fonction de Green, par des approximations dont les termes successifs ne 
prennent pas sur le bord des valeurs données. Au contraire, dans le cas de 
l'équation /· =f(x, y, ζ, p, q), il faut opérer, comme il a été dit dans le cas 
réel, avec les modifications indiquées dans le présent paragraphe. Naturelle-

ment ~ sera également analytique en x. 
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Cette formule montre tout d'abord que, si/ est indéfiniment deri-
vable par rapport à a?, à l'intérieur de S, il en est de même de Z. 
Utilisons maintenant l'inégalité (3) et remarquons que, d'une 
manière générale, 

I/4^φ(η,Λι< Mn! § pn (r < d V2) 

(voir § 45), M étant le maximum de f U φ dr\ sur le cercle de 

rayon r situé dans le plan de la variable x. Or, 

I f U ψ dn < Φ f 1 dri = 2 Φ \fy, M = 2 Φ \jy, 

Φ étant le module maximum de φ. Si donc ρ est le plus petit des 
nombres R et r, on a 

dsZ' < 2F Vy+ (η-2)!+...+ («-!)!]+ 2 ν/π/—; 

chaque terme du crochet est inférieur à (n — i)! On peut donc 
écrire 

dxn < ^ pn 9 

ce qui démontre l'analyticité de Z' et par suite de Ζ dans toute région 
intérieure à S' et par conséquent à S. 

On déduirait de là une seconde méthode pour démontrer l'analyti-
cité des solutions de l'équation linéaire. Comme nous utiliserons un 
procédé tout à fait semblable dans le paragraphe 55, nous nous bor-
nerons pour le moment à signaler cette démonstration. 

II. — L'analyticité par rapport à y. 

48. ANALYTICITÉ DES INTÉGRALES a
0

, 3, DC. — Envisageons l'intégrale 

go (x, y = / ) 



Si nous donnons à y une valeur complexe y{ -h fy2, cette intégrale 
est évidemment dans le plan de la variable y une fonction analytique 
de y, à l'intérieur de toute région connexe située à droite du 
plan d'équation y, = ε et faisant partie du domaine D d'analyti-
cité de φ. Si ce domaine contient la droite joignant l'origine au 
point (yn y2), nous pourrons prendre l'intégrale le long de cette 
droite, la détermination du radical étant celle qui coïncide avec le 
radical arithmétique quand y — η prend une valeur réelle positive. 

Formons alors ajf1 — aj,6'' '· en remarquant que | sj y — η | > \/y, — η,, 
on a 

|zo E -3ΐε'Ί<φΛ^2ί__, 

et ceci tend vers zéro uniformément quand set ε' tendent vers zéro. 
Par suite, a (a?, y) est une fonction analytique de y dans toute région 
à droite de Oy

2
 (une coupure partant de O suffirait d'ailleurs), faisant 

partie de D et pouvant contenir O sur sa frontière, et cela quel que soit x. 
La même démonstration s'appliquerait à a(#,y) en supposante 

et y φ ο, car on aurait alors (1 ) 

zo E £—_
e Î/JTJ,, CU=y,oP (fig. JI). 

- (/i~n,)2 

Mais il convient de voir si 3(e, y) a une limite quand x tend 
vers zéro. Pour cela, nous allons donner une seconde démonstration 
de l'analyticité de a. Soit 

3(x,y) = f V(o, η; χ,/)φ(η)<Λι, 

ày=j
0
 ~ày^d^~~~J

0
 &f}9^dn~1e VcP'(n)^n, 

430 M GEVREY 

C'est n'est, en géneral, une fonction analytique de, puique, comme 
solution de dz = 0, zo est une fonction x. Supposons que Y(n) soit 
une fonction analitique d'un intervalle (o, B) conte-
nant la valeur y et que cette fonction soit continue pour y=0. soit 

z o7)=/1/Vy - e e 

(*) Cette inégalité montre que, si j tend vers zéro suivant un chemin non 
tangent à Oy% et si φ (o) = 0, a tend vers zéro, quel que soit x. 
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d'où, en posant 0 = x / y 

dn z / dyn = dn-1/ dn-1 Y(y)-μ-·+9^+1 v^· 

Supposons <p analytique à l'origine (') de façon que dans l'inter-
valle Ο y, on puisse écrire 

dn Y / dnn < Gn / rn 

0 est analytique en y, sauf pour y = ο qui est un point singulier : 
donc 

dnB 
dy" < χ M/^l 

| ly" 

λ étant aussi voisin de un qu'on veut. D'après le même raisonnement 
que dans le paragraphe 47, on conclurait de là que 3 est analytique 
dans une région connexe ne contenant pas l'origine à son intérieur. 

Soit (y
0

, o) un point de cette région situé sur O#; y étant com-
plexe, on a 

-H*.r) = 3(*.r.) + -■■>·.)7
 J àyi

+
···· 

Q uand χ tend vers zéro, 44 tend vers ι y π 44
et

 P
ar suite -4= tend 

vers 

y(yo) + (Y- yo) dY / dyo + (y - yo) / 2! 

La formule de discontinuité est donc établie dans ce cas. 
Quant aux intégrales 

(ar-ξ)» 
x = / 1 / Vy 4y Y(E) 

ce sont évidemment des fonctions analytiques de y admettant l'ori-
gine comme point singulier. Voyons si la formule de Poisson s'ap-
plique quand y tend vers zéro par valeurs complexes, avec la déter-
mination positive du radical, et que χ tend vers x

0
. D'après le 

(l) Sinon on isolerait l'origine en partageant l'intégrale en deux parties. 
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raisonnement classique, il suffit d'etudier la limite de 

/ xo + e 1 / Vy e ix 

Si la partie réelle dey est positive, on voit facilement que les 
limites de l'intégrale s'éloignent indéfiniment dans deux directions 
opposées faisant avec Ox un angle inférieur à 45°. Par suite, la limite 
est 2 fin. D'où la formule de Poisson. 

49. ANALYTICITÉ DE L'INTÉGRALE Ζ. — Quand f(x,y) est analy-
tique en y, dans une régions contenant le contour rectangulaire (C), 
Vanalyticitè de Ζ par rapport à y en tout point de S s'établirait aisé-
ment par le même procédé qu'au paragraphe 47 en utilisant la for-
mule [voir formule (26), § 10J 

2Vr dZ / dy = / U f dE - // 

La démonstration basée sur l'emploi du domaine complexe est 
également très simple et nous donnera, pour les démonstrations rela-
tives aux équations £, et £

a
, une marche analogue à celle que nous 

avons suivie dans la section précédente (voirfig. 11). 
Si nous envisageons, comme dans le paragraphe 44, le contour 

rectangulaire MABN, α et β étant les abscisses de A etB, l'intégrale Ζ 
peut être prolongée analytiquement de la façon suivante. Considérons 
la fonction (ε' dépend de ε et sera défini plus loin) 

— 2\ΖπΖ
ζ
=ζίί U fdtdn. 

Sjr- 1' 

Nous pouvons l'écrire 

(5) —i\Jr:rL
z
—f f)dn, 

/ιβ 
Λ(ϊΐ; a?,y)== I ϋ(ξ, vr, ir,y)/(£, η)β?ξ. 

Supposons que f soit une fonction continue en tout point de AB, 
analytique en η, à l'intérieur d'un cylindre Θ admettant AB comme 
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génératrice et limité par les sections droites contenant AG, 13D 
(/'étant analytique à l'intérieur de ces sections). 

1Jans ces conditions, Λ (η;,/,·, y) est une fonction analytique de y à 
droite du plan des xy.2 et une fonction analytique de η dans la portion 
de ©, bases comprises, située à gauche du plan perpendiculaire à Οy, 

Fig. ii. 

ρ 

mené par ρ : cette fonction est continue quand y et η tendent vers 
zéro ou que η tend vers y. Nous pouvons alors faire l'intégration (5), 
en supposant que y soit complexe, y — ε'étant Je point P'situé sur OP 
à la distance ε de Ρ, ε restant fixe quand y varie. 

Cela posé, il n'y a plus aucune difficulté à voir que, quand ε tend 
vers zéro, la fonction Z

e
 tend uniformément vers une fonction Limite 

pour tous les points p(x, yn y.f) situés à l'intérieur de la portion rt), 
du domaine d'analyticilé de fr qui est à droite de xOy.,. 11 suffit pour 
cela de remarquer que 

— ϊ\/πΓΑ
ζ

— /
 f

 C ·η)ά'ξά·η, η=γ)ι-|-Γ02, 

Σ
ε
 étant la surface m'Alln'. Or, on peut écrire 

I (.>■ — ξι* Ι λ5(.'·-ξι' 

|1 -/ Vy - n| < 1/ Vy1 - n1 

λ étant un nombre fixe quand la pente du plan pAB reste inférieure à 
une certaine limite : Ζ

ε
 est donc comparable à une intégrale étendue à 

Journ. de Math. (6e série), tome IX. — Fasc. IV, 191H. ^ 
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la projection de Σ
Ε

. On en déduit aisément qu'on obtient une fonction 
analytique limite qui coïncide avec Ζ quand y est réel. 

Mcme démonstration pour 

De plus, il résulte de ce que nous venons de voir que les limita-
tions Ζ et ̂  ne différent de celles du domaine réel que par un facteur 
constant. 

OO. ANALYTICITK DES SOLUTIONS DES ÉQUATIONS. — Soit une solution 
de Sz = /, régulière dans une région «sa et se réduisant à une fonc-
tion analytique de y sur les côtés parallèles à Oy d'un rectangle 
situé dans A : s sera une fonction analytique de y à l'intérieur de ce 
rectangle. En effet, nous pourrons déterminer s par la somme d'une 
intégrale DC, de deux intégrales 3 et d'une fonction Z. Les intégrales 3 
porteront sur des fonctions φ^η), Φ*(η) déterminées par les équa-
tions (x = x

n
 :c = x\

2
, y=y

0
 étant les équations des côtés du rec-

tangle) : 

F
t
(r;) = φ,ίΥ)) H f ' — i-i α

 9i(8
)ds, 

Fs(*J) = ?Ï('I) + —7= / ——Μη~·ν1 φ
2
(*)^· 

La résolution de ces équations dans le domaine complexe s'effectue 
comme dans le domaine réel. F, et F étant analytiques en η, nulles 
et continues pour η =y0, φ, et φ

2
 jouiront de cette même propriété. 

ζ est dans l'espace (#, y
 ny2) une fonction analytique de y dans le 

domaine formé par la portion du domaine d'analyticité de / contenue 
dans le prisme ayant pour section droite le rectangle : elle est continue 
sur AB et analytique dans les plans verticaux AC, BD. 

jouit de la même propriété parce que, en vertu de la régularité 

de ζ sur le contour, peut se mettre sous la même forme que ζ avec 

des intégrales 3 portant sur des fonctions nulles pour y =y
0

. 
De là découle sans difficulté, grâce aux limitations de Ζ et^> 

la démonstration des théorèmes analogues à ceux que nous avons éta-
blis dans la première section. 
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L'étude des équations 

( ^ ) §z — up -4- C Ζ -f- J, 
(M 8z = f(x, y, 5, p) 

se fait aisément. 
En ce qui concerne l'équation 

'• = /(a?i7i-ι Λ 7) (//> ο), 

il faudra naturellement employer la méthode du paragraphe 50, en 
supposant que q et r admettent sur AB un accroissement d'ordre 
non nul par rapport à x. 

Nous obtenons ainsi les THÉORÈMES SUIVANTS : 

Etant donnée une région A du plan, contenant un rectangle dont 
les côtés sont parallèles aux axes, soil ζ une fonction continue, 
ainsi que ses dérivées premières ; supposons que ζ prenne, sur les 
côtés du rectangle parallèles à Οy, une succession de valeurs ana-
ly tiques en y. Dans ces conditions, ζ et ses deux dérivées seront des 
fonctions analytiques de y à l'intérieur du rectangle dans les deux 
cas suivants : 

i° Si dans la région A, - est solution de l'équation (c), et si les 
coefficients de cette équation sont à Γ intérieur de A des fonctions 
continues analytiques en y ; 

2° Si dans la région A, ζ est solution des équations (/,) ou (t.), 
f étant continue en χ et analytique en y, ζ, ρ, q, pour les valeurs 
prises par ζ cl ses deux dérivées, la dérivée f gardant un signe 
constant. 

De plus, dans le cas de l'équation (ΰ2), on suppose que r et q 
admettent, par rapport à x, sur les cotés horizontaux du rectangle, 
des accroissements d'ordre non nul. 

51. ANALYTICITÉ EN X ET y. — Les théorèmes précédents ne seraient 
plus vrais si les deux arcs G,, C2du contour (C), au lieu d'être des seg-
ments parallèles à Οy, étaient des arcs analytiques. Cependant, dans 
ces conditions, la fonction Ζ est une fonction analytique de x et de y, 
si/jouit de cette propriété. On pourrait partir de là pour étudier 
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L'analyticité clcssolations, relativement à l'ensemble des variables x,y. 
Mais il est facile d'utiliser les considérations précédentes. Transfor-
mons le contour (C) en un contour rectangulaire par le changement de 

variable (V) déjà plusieurs fois employé : χ' — _ χ'^ ' T°
ute fonc-

tion analytique de χ et de/est analytique en .//et y et réciproque-
ment. Soit § = ο une des équations étudiées plus haut, § ëlanl analy-
tique en χ, y, ζ, ρ, q. Sur tout segment vertical à l'intérieur du 
contour (C') transformé de (C), toute solution j de if—o, prenant 
sur C, et C2

 des valeurs analytiques, est, ainsi que une fonction 
analytique de/. Par conséquent, le problème dcGauchy est résoluble 
pour ce segment et nous donne une solution analytique en χ el y, qui 
coïncide avec la proposée, car celle-ci est indéfiniment derivable 
en χ et/. Donc ζ est analytique en χ et v. 

Ln ce qui concerne l'équation oz — o, toute solution analytique se 
réduit sur une caractéristique à une fonction entière de χ d'ordre / 2 
(LALESCO, Alii del Congresso lulernazionale, Koma 1908). 

III. — Les fonctions 3C. 

La considération des fonctions 3Z a fourni à M. Holmgren, dans ses 
études sur l'équation de la chaleur, plusieurs résultats fort intéressants 
et qui sont des cas particuliers de propositions plus générales, aux-
quelles nous allons arriver par une voie tout à fait différente. 

Î>2. PIVOIMUÉTÉS DES I ONCTIOSS ne. — Ces fonctions se reproduisent 
par les opérations algébriques élémentaires : multiplication,, divi-
sion

 )
 élévation aux puissances. Le produit de ces opérations effectué 

sur des fonctions 3Z est également une fonction je. Démontrons-le Lout 
d'abord pour la multiplication : soient les fonctions / et g de y, 

telles que, dans l'intervalle (α, (S),dn f / dy n soient inférieurs 

à M — · La formule de Leibniz nous donne alors 

dn fg / dyΐΓ,ν I· D|! I '·'· (" /'/M -I ··· )· ('-*/')! 

Dans le crochet, on passe d'un terme au suivant en le multipliant 
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par ^'P r» r·» I I I Λ inr/...!
n

.,.,n Λ . l· <« κ. I π .Λ n. î. . Donc 

les termes décroissent, puis croissent; mais, comme ils sont deux à 
deux égaux, ils sont tous, sauf le premier et le dernier, inférieurs 
au second, qui est n[i(n — τ)]î. Par conséquent, le crochet est 
inférieur à 2 (2/1)! ■+· n(n τ- ι) [i(n — 1)] !, lui-même inférieur à 
K(ii/i)! (K <3)'. Donc 

dn fg / dyn < M²K / Kn 

On démontrerait de même que j est une fonction κ (f o), en 

posant ο = y d'où /0 = 1, et calculant la limitation de f{n) par voie 
de récurrence au moyen de la même formule de Leibniz; il suffirait 
d'isoler fz>{ll) dans le second membre. Enfin, si on dérivera 

η — 1 fois la relation f — φ y (yj est, en effet, fonction 3e^. 

Nous avons dit plus haut que les solutions régulières de l'équation 
oz = ο étaient analytiques en χ et fonctions 3C en y. D'une façon plus 
précise, on peut, en tout point d'une région où ζ est régulière, dériver 
η fois la relation —- =; -r-rL ce ciui donne 

dn + y z / dx dy | 

Or on sait que (p -h '±q) \ est comparable à βρ+2,/p\ :iq ! On peut donc 
écrire 

(G) 
()PH7, 

ùxv ôy'1 < M El ^2r/)! 
W'i \\>; 

Nous dirons d'une fonction, qui satisfait à une limitation de cette 
forme dans une région donnée, qu'elle est, par ?*apport à Γ en-
semble (χ·, y), analytique en χ et d'espèce 3e en y. On définirait de 
môme une fonction qui est d'espèce 3e par rapport à Γ ensemble x,y. 

Ce qui précède va nous conduire à cette conséquence que, si dans 
une fonction ζ analytique en χ et d'espèce 3e en y, par rapport à l'en-
semble, nous remplaçons χ par une fonction ne de γ, le résultat est 
une fonction rte de la variable unique y. 

Pour cela, remarquons tout d'abord qu'il est facile de former une 
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fonction F(y) dont toutes les dérivées pour une valeur donnée y
0
 dey 

soient égales à M ^': il suffit, par exemple, de prendre la fonction 

F(/) = ~= Γ , 1 « V| ·>-·>·"' (— v/Tï < « ι, < ο < r/
2
 < \/7T), 

H 

qui est la valeur, pour χ — ο, d'une solution de — ο se réduisant, 

pour y =/(,, α,, < χ < a2, ù la fonction —-—-* 
' ~ ïï" 

Les dérivées de F pour y = y« ont bien la valeur désirée; il est vrai 
que notre formule ne définit F (en apparence) que pour y > y

lM
 mais 

ceci importe peu pour l'objet que nous avons en vue ('). 
Cela posé, soit un point x0,y0

 du plan pour lcquelles inégalités (G) 
sont vérifiées, et dans ζ substituons à χ la fonction φ (y), d'espèce JC, 
telle que χ

0
 = φ( χ0). Proposons-nous de calculer une limite supérieure 

des dérivées de la fonction 3[o(y), y] poury =y„. Ces dérivées par-
tielles de ζ en ce point seront évidemment limitées par celles de la 
fonction 

(7) ~ ! f"\- dE / E 

lb H2 

et comme les calculs de dérivation d'une fonction composée donnent 
pour chaque dérivée une expression entière ne contenant que des 
signes -t-, les dérivées de -5[φ(y), y] seront majorées par celles de la 
fonction dey obtenue en remplaçant χ par 'f (y) dans (η). D'après ce 
que nous avons vu plus haut, cette fonction dey possède des dérivées 
de tous ordres vérifiantl'inégalité caractéristique des fonctions Je. Si y„ 
varie dans un intervalle (f) et.x'

e
 dans un intervalle tel que les valeurs 

correspondantes de ο appartiennent à (t), l'inégalité (G) étant toujours 
vérifiée, la limitation que nous avons obtenue seta indépendante de a?

0
, 

(J) On peut dire que F majore f pour y ~ y^. Si une fonction /(.r, j, ...) 
est d'espèce JC par rnpporL à l'ensemble ·*·>

 011 pourra la majorer pour 
,c — .r0, y par le produit de plusieurs fonctions de .·/?, de γ, .ana-
logues à F. 
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y
()
 et, par suite, z\<p(y), y \ sera fonction le clans tout l'intervalle (/'). 

DÉFINITION. — Appelons cou/Ire le tout arc de courbe représenté 
par une équation de la forme χ = X(y), X étant une fonction le dans 
un intervalle (α, β). Le résultat obtenu précédemment peut alors 
s'énoncer ainsi : 

Sur une courbe le loule solution régulière de l'équation de la 

chaleur, ~ ~ , se réduit à une fonction, .le de y. 

Ce résultat avait été démontré par M. Holmgren, dans le cas 
d'une courbe analytique, par des considérations entièrement diffé-
rentes. 

53. ÉTUDE DES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION LINÉAIRE DONT LES COEFFICIENTS 

SONT FONCTIONS le. — Nous avons vu que, si les coefficients de l'équa-
tion 

(ε) OZ — -r— \— — & "%— -+· C Ζ -h f 

sont des fonctions analytiques de χ dans une région A, toute solution 
régulière est également analytique en x. 11 est tout naturel de se 
demander si, dans le cas où les coefficients sont d'espèce le dans A, 
les solutions régulières sont aussi de cette espèce. 

Suivant toujours la marche habituelle dans ces questions, envi-
sageons tout d'abord l'équation oz—f; si l'on peut trouver une 
solution régulière qui soit d'espèce le en même temps que /, le fait 
aura lieu pour toute autre solution régulière d'après ce qu'on a vu 
pour oz — o. 

Pour démontrer ceci, nous utiliserons tout d'abord la fonction Z, 

Ζ(*,ν)=--!- f f-J
=e

-&k/
(
ξ,

7ί)Λι =
 _' f f U/V/S. 

Prenons ici comme contour (C) un contour rectangulaire de côtés 
parallèles aux axes (χ = χ„ χ = x2->y — y«) et soit y. l'ordonnée 
du côté supérieur du rectangle supposé contenu dans A. Nous obte-
nons par ri dérivations successives la formule, dont nous avons déjà 
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parlé plus haut (§ 49), 

- <>"z (h) 

~J,., L ^ +du - 2 U df 

+ FF U dn E 

Pour toute valeur de y intérieure à l'intervalle (yny2), on a clans 
la première intégrale 

dpu / dyp < M1p / y(y1 - y) 

d'où, en introduisant la limitation ·Μ^ ̂ ^ * des dérivées de/, 

dnZ 
(Jy't < 'x-~~ 'r' MM, j + («-»>!"! ,

+
 [".("-OHi 

+ (y - y1 )M 

Or, il est clair qu'on pourra déterminer deux nombres M' et II' tels 

que cette expression soit inférieure à quand y appartient à un 

intervalle {y\,y··), y\Ζ est donc fonction 3C en tout point 
intérieur au rectangle et il suffit de dériver Ζ par rapport à χ pour 

se convaincre du môme fait pour ~ · 

Abordons maintenant l'équation (ΰ), où nous supposons que les 
coefficients a, c, f sont des fonctions 3C

U
 dans la région A contenant 

le rectangle (p) envisagé plus haut. 
Quand l'équation se réduit à δ s = ο, nous avons vu que le rayon 

de convergence de la solution en un point Ρ (.τ, y) est égal à ^L, 

d représentant la plus courte distance du point (χ, y) aux côtés 

verticaux; s est donc une fonction 3t^
(lÎ

 ( ο << λ <[ -7= ) sur tout seg-

ment vertical intérieur à (ρ). A chaque dérivation par rapport à x, il 
s'introduit d en dénominateur dans la limitation des dérivées par 
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rapport à χ, donc d2 dans celles des dérivées par rapport à y, mais 
celles-ci deviennent aussi infinies sur le côté horizontal de (p) et nous 
avons vu plus haut que (y— y,)" figurait au dénominateur dans la 
limitation de la dérivée d'ordre η par rapport à y. 

Pour simplifier les choses, nous allons appeler d la plus courte dis-
tance au contour envisagé tout entier; on aura alors y—y, > otd2, 
oc ne dépendant que de la hauteur du rectangle. 

Nous sommes ainsi induits à supposer que les dérivées successives 

de v, solution de (c), et de existent et satisfont à la limitation 

àas 
0;y" ei 

0" ζ 
Ox 0y"~A M 2n / ud 

Nous allons donc montrer que si ces inégalités ont lieu jusqu'à 
Γ ordre n

1
 elles sont vraies pour V ordre η 4-1, p. étant un nombre 

que nous déterminerons pour réaliser ce fait. Pour cela, remarquons 

que la fonction z
n
 = satisfait à l'équation 

(£>«) z=Cl~yy + Czn+fn, 

f
n
 ne contenant que des dérivées d'ordre inférieur à n. 

Ï° ^ et —· existent: si, en effet, (p„)est un contour rectangulaire 

intérieur à (p) et contenant(&·, y) (fig. 11 sera la solution de l'équa-

tion (c
n
) prenant sur (ρ

Λ
) des valeurs connues et, par suite, et -

existent (MÛ
11 point intérieur (χ, y)\ 

2° Calculons la limitation de ces deux dérivées. Nous avons 

fn= -— [ a h cz — a -—— c —τ h -^-· 

On peut toujours supposer qu'on a choisi le contour (p) ou le 
nombre p. de telle sorte qu'on ait toujours R> \yd-, et que par suite 
«, c, f soient des fonctions La formule de Leibniz montre 

(*) Nous n'avons démontré cela, dans le second Chapitre, que si ^ existe, 

en supposant la simple continuité des données. 
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alors (cf. § 52) que 

Κ Λ M {in) 

M. GEVREY. 

IΛI < (μ<^)2ί"~ι) 

<\fn 
dv 

< KAM|>fn +011 
( μ cl)*,l 

A étant la constante relative à a, c, f. 
Or, si d'une manière générale, dans un domaine limité par un 

contour rectangulaire, une solution u de l'équation 

du 
ôu adï+cu+-f 

est inférieure en valeur absolue à [U], avec 

M, 
da da de 

dx dy 
> 

dy 
<A, /< F el àf 

dy 
< F', 

on peut écrire en tout point intérieur au contour, d' étant sa plus 
courte distance à ce contour, 

(9) 
du 
àx 

et 
du 

dy 
<L (U F / d²) 

L étant un coefficient numérique indépendant des coefficients el de 
la solution ('). 

Appliquons cela au cas actuel où le contour est (p
n
) et suppo-

sons (p
a
) choisi de telle sorte que d' = \

n
d (λ„< ι), d étant la plus 

courte distance de V(x, y) à (p), déjà envisagée plus haut. Il suffit 
pour cela de prendre pour (p

;i
) le contour formé par des parallèles aux 

côtés de ρ à la distance (1 — ~k
a
)d. 

Les limitations maxima de zn,ftn ^ étant atteintes sur les côtés 

de (pn)f nous aurons à appliquer la formule (9), avec d' —\
n
d et 

M ( 2 η ) ! u = [U] = 
[μ(ΐ— l

n
)dY'1 

F — Κ A. M (sn)! 
[μΟ-./.,,κΓΙ^-ο 

K/VM[2(/i + i)]! 
IXI — λ

Λ
)ίΓ]2" 

(') Il va sans dire qu'ici nous avons donné une limitation commune sous la 
forme la plus simple que possible, qui est naturellement assez grossière, bien 

qu'exacte. C'est ainsi que -f- devient infini sur le contour comme seulement 

(voir § 21, 23). 
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Donc 

ùai | . ().T 

(lo) S et ^,
)rf

]»x^['+(a"+')(3''+3)'t'rf'(—λ.)'+λ«</<] 

ôy 

On pourra déterminer deux nombres (3 et 7, indépendants de /*, de 

Fie. 12. 

telle sorte que le crochet soit inférieur à (3 -h γ Λ2λ?, en tout point inté-
rieur à (p) ou sur (p). Choisissons alors pour λ„ la valeur^· Il vient 

dzn Amμ2((3 H- a'y) 
dy([Χά)ϊ{·η+1) (2rt + l)(2« + ?,)(I - &) 

Or la seconde fraction est < 1, et 

(1 - & / n) - 2n < e2& 

si donc on a choisi α et p. de telle façon que 

AL y² / 42a (B + &²y) < 1 (1) 

on aura les limitations suivantes, qui sont précisément celles que nous 
voulions établir : 

à'^zdn + 1 z 
à χ dy"dyn + 1 (ud)²b+1 

(') On pourra, par exemple, choisir α de telle sorte que μ soit le plus grand 
possible; une fois μ déterminé, le choix de M en résultera à cause des limita-
tions des premières dérivées. 
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Nous avons supposé b = — i. Dans le cas où h est une fonction X 

de signe constant, nous serions conduits aux mêmes résultats, car z
n 

satisfait alors à l'équation 

d²zn / dx²~7Û7 — a ~7ÏZ + c ~~ 7>Z ) "n + /«' 

f'nne contenant encore que des dérivées d'ordre inférieur à n. Celle 
équation se ramène à la forme normale par un changement de variable, 
ce qui permet d'obtenir pour les dérivées de z

n
 des inégalités tout à 

fait analogues aux inégalités (10). El ainsi, nous pouvons énoncer le 
THÉORÈME SUIVANT .* 

Lorsque les coefficients de Véquation 

——7 + ci —— b C Ζ -f- J — ο 

sont par rapport à y des fonctions X dans une région du plan, 
toute solution régulière dans celle région est elle-même d'espèce X 

en y, ainsi que sa dérivée par rapport à χ ('). 

oi. APPLICATIONS DU THÉORÈME PRÉCÉDENT. — Soit v{y) une fonc-
tion X de y et y= ψ(/) une fonction X de t. Nous allons montrer 
que ®[ψ(0Ι cst elle-même d'espèce X en t. Soity

0 une valeur de y 
et y ο —— ψ ( C ) '· d'après ce que nous avons vu au paragraphe l>2, la 
propriété sera établie si nous la démontrons pour Φ (y) et Ψ(/), Φ et Ψ 
étant des fonctions majorant s et ψ poury=y0, l=l0. Or soit z(x,y) 
une solution de oz = o, se réduisant à Φ (y) sur Oy, régulière dans un 
domaine traversé par Ο y (cf. z

Q
, §&>)·, si nous faisons le changement de 

variable y = Ψ(*), - vérifiera l'équation ̂  == Ψ^Τ) Έ' "^"'(0 étant 

positif au voisinage de t = t0
 et, par suite, ζ se réduira, pour χ — ο 

et t voisin de l
0

, à une fonction X det: or celle-ci est Φ[Ψ(/)]. 

(0 A la vérité, notre démonstration suppose l'existence de — · On pourrait, 

d'ailleurs, faire tomber cette hypothèse. Elle suppose aussi réalisées, pour la 
fonction b, les conditions qui permettent d'effectuer le changement de variable. 
On aurait un théorème analogue pour Vanalyticité en χ et l'espèce Henry. 
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Donc une fonction Je de fonction Je est elle-même d'espèce JC et 
plus généralement une fonction je de M, P, ..., composée de fonc-
tions Je de x, est elle-même d'espèce je en χ ( ' ). 

Appliquons ceci aux résultats du paragraphe précédent. Une solu-
tion régulière de l'équation (c) ne se réduit pas, en général, à une 
fonction Je de y sur une courbe χ — X(Y). Cependant, ce fait a lieu 
si X est d'espèce je et si, par le changement de variable χ = x'-\-\(y), 
les coefficients deviennent des fonctions Je de y au voisinage de a/= o. 
Ceci est réalisé en particulier si ces coefficients sont d'espèce JC par 
rapport à Vensemble (x,y)· Ainsi donc, dans ces conditions, toute 
solution régulière se réduit sur une courbe d'espèce Je, # = X(Y), 

à une fonction de Je de y, 

IV. — Le problème de Cauchy et le problème du prolongement. 

Le problème de Cauchy (z et — donnés sur une courbe) pour une 

équation du type parabolique n'est pas en général résoluble. Dans le 
cas de l'équation de la chaleur, M. Holmgren a donné des conditions 
nécessaires et suffisantes pour que le problème soit possible lorsque la 
courbe portant les données est analytique. Nous allons nous placer ici 
à un point de vue un peu différent. 

oïî. PROBLÈME DE CAUCHY POUR L'ÉQUATION oz—f. — Remarquons 
que, d'une façon générale, lorsque la courbe portant les données est 
représentée par une équation de la forme x — X(Y), X étant indéfi-
niment dérivable, s'il existe une solution régulière de oz=f d'un 
certain coté de la courbe, elle ne peut être qu'unique. En effet, s'il en 
existait deux, leur différence serait une solution régulière, s'annulant 
sur la courbe ainsi que sa dérivée par rapport à x. Par conséquent, 
toutes les équations qui permettent d'effectuer le calcul des dérivées 
en un point-de la courbe donneraient zéro comme résultat. Or, nous 
avons vu que quand ces dérivées existaient en un point d'un contour 
(C), elles étaient les limites effectives des dérivées de la solution en un 
point tendant vers (C). Donc la solution est identiquement nulle. 

Ο Ceci généralise les résultats du paragraphe 52. 
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Dans ce qui suit, nous nous occupons simplement du cas où l'on se 

donne sur une courbe 3e des valeurs de ζ et ~ qui soient des fonctions 3e 

et nous supposons que les coefficients deviennent des fonctions 3e, par 
le changement de variables χ' — x — X(y), ce qui aura lieu, en parti-
culier, s'ils sont d'espèce 3e par rapport, à Γ ensemble (x, y). 

Nous aurons donc en définitive à résoudre le problème pour Taxe 
des y en supposant les coefficients d^espèce 3e en y, ainsi que les 
fonctions données 

(") «(ο,^) = φ(^), ^(o ,/) = ψ(^). 

Proposons-nous dans ces conditions de déterminer la solution, pour 
l'équation Sz = f. 

Il suffira d'ajouter à la solution bien connue z0 du problème pour 
Sz = ο ('), la solution de ο ζ =/, s'annulant sur Ο y ainsi que sa 
dérivée par rapport à x. 

Or cette solution est 

(12) 7 (r r)~ f"' y (*·-£)'"+' iï\f(hy) , 

p = 0 

En effet, sijfest une fonction 3CK dans un intervalle (y, ,y2), la série 
que nous venons d'écrire sera convergente à l'intérieur de l'intervalle 
( — y®, -r y/li) et par suite Z

0
 sera déterminée à l'in térieur d'un rectangle 

ayant pour axe Ο y et pour dimensions 2\/K et y»— y, (')> Or une 
vérification immédiate montre que Z

0 s'annule sur Ο y ainsi que sa 
dérivée par rapport à x. 

Cette fonction Z
0
 est elle-même d'espèce 3C, ce qui constitue une 

seconde démonstration du fait que les solutions régulières S ζ = f 
sont fonctions 3C. 

(') Cette solution est 

zo =Σχ1'1
 cl" φ x-"+x d" ψ 

n = 0 

(2) En supposant que / soit fonction 3C pour |Λ?| <V/H, sinon le domaine 
serait réduit. 
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On a en effet (') 

dn Zo / dyn = / E (x - E ) 2 p+1 / (2p + 1)! 

Donc 

d"Z„ 
ày" < MJ ( 2 p -+- ι ) ! Κ»-1-/'dE 

<Μ% 
χ-ι>^ [2(11 -t-/?)]·' 
(2 p)\ R'1"·"/' 

Remplaçons [2(« + p)]î par I e~ll*{n+p) dt : l'expression devient 

Mais 

Mx² / Rn / e-1 (eVR + e VR / 2) 

J

· -jr'" 
Il vient donc en définitive 

dnZo M(2n)! x² x² 

dyn < 2Rn [ (1 + x / VR ) (1 - x / VR) 

ce qui montre bien que Z
0 sera d'espèce ae dans tout intervalle stricte-

ment intérieur à (— \/R, Η- \1λ). Évidemment, il en est de même 
dZ pour qui est donnée par la formule 

àl± 
dx -Γς 

«/ ft 

{χ-ίΥ» à» fil y) yr 
(2 p)l dyP ς' 

«1(>. PROBLÈME DE GAUCIIY POUR L'ÉQUATION LINÉAIRE. — Envisageons 

(4) Par la notation ^ nous entendons la sommation effectuée pour toutes les 

p 
valeurs de p de zéro à 00. 
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maintenant l'équation 

(£) iz-a'^ + cz + f, 

dont les coefficients sont d'espèce ae
u
 dans une région contenant un 

segment de Oy, sur lequel les données sont les fonctions d'espèce 3eR, 
φ (ν) et [formule (n)|. Le changement d'inconnue 

u(x,y) = s(a:, y)- ©(/) — xf(y) 

nous ramène au même problème pour une équation de même forme 
avec des données nulles sur Ο y. 

Soit donc u, solution de (c), nulle sur Ο y, ainsi que sa dérivée : 
la formule (12) nous montre que u est solution de Véquation 

(13), rrv(*-£)ï""M 

E (2p + 1) 
Ρ 

χ ̂  [^(ξ> y)ΰ 11 7) + 7) 7) +/(& 7)]
 d

l-

Nous allons résoudre cette équation par approximations succes-
sives. 

Si ̂  existe et est d'espèce 3C
K
 nous pouvons par un changement 

d'inconnue [formule (4°)> § 17] rendre le coefficient a nul, c et f res-
tant des fonctions 3C. Supposons-nous donc placés dans ce cas; nous 
formerons alors la chaîne d'opérations suivantes : 

".=ΓΣΤ~ξ)".' d"-fé'y)dE 

u1 = / E (x - E) 2p+ 1 dpcu 

Λ ^ (2/? + I)! <>7'' 

Envisageons le premier terme 

u (x, y) = / E (x - E ) 2p+1 
Ρ Ί 

Un terme de M, peut s'écrire, par un changement dans l'ordre d'in-
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tégration, 

Λ dy'Yày") 'J
s
 (2y, + i)!(

3
ry + i)!dE 

(c et f fonctions de s, y). Lu deuxième intégrale est égale à 

(χ — ,ç) 2'/>+</)-t-3 

( 2 Ρ + I ) ! ( 2 fj +1) 
/*»/'+! (,_/)S'/+l rff 

— r — r B[2(y? + l), 2 ( <y I) ] ~ -—- ^γΐ ' 

Donc, en changeant le nom de la variable d'intégration, 

u1 = /2i2i[a(^ + r/) + 3J! *ς' 
l> Ί 

Supposons que, dans les résultats des opérations de dérivation, nous 
ayons remplacé partout les dérivées par leurs bornes supérieures : le 
résultat ainsi obtenu sera une série σ à termes positifs. Si nous consi-

dérons la fonction u
K
 obtenue en remplaçant c (ξ, dans 

l'expression, de u
i
 par ^ , et si nous effectuons ensuite la majo-

ration, nous obtenons la série σ plus une autre série σ' à termes tous 
positifs et le module de uK sera donc certainement inférieur 
à σ -ι- σ\ Réunissons maintenant dans w, les r -+-1 termes tels que 
ρ ■+■ q = r : nous voyons alors que les séries majorantes relatives 
à u

{
 et à ses dérivées en y seront limitées par celles qui sont relatives 

à la fonction 

U'=?J
0
 1 (

2
,. +

 a)
!·^· r 

Cela fait, dans l'équation suivante 

U~ ~~ J„ ^ (->/> + 1)! àyi> C c-! 

substituons U, à la place de puis effectuons les mêmes opérations 
que plus haut en remplaçant —J P

ar et amsi de suite : 
nous obtenons ainsi des fonctions U

B
, dont les fonctions majorantes 

Journ. de Math. (6e série), tome IX. — Fasc. IV, 1913. 5^ 
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auront toujours une valeur supérieure à celles qui majoreraient les u
n

. 
Or (voir § 82) 

ri _ /^Y' f XV ('v ~~ ξ)2'^""1"1 d'c>l f
 r

. 

2 / E (2r+ «-Hij! dy 

D'où 

-L d'c>"/< K n Cn F (2r)! 
2" dyRr 

' + K" (ri H- 2 ) ! IV 

ce qui est le terme général d'une série convergente pour | χ \ <+· 
De même 

dm Un / dym = (x / 2) F E (x- E) 

|dm Un / dy| < F (KCx²)n/ (n + 2)! E x²r+ 2 

série étudiée antérieurement (§ 58). On trouve ainsi 

à"1 UM 

ày" 
< F(KC)"χ4ΐ"+ΐ (9.m)\ 

Il + 2 ) ! IV" 

pour toutes les valeurs de χ appartenant à un intervalle strictement 
intérieur à (— \JR, -f- v' U)· Il résulte de là que la série w0+ m, + «2 + ·· · 
satisfait à l'équation (ΰ) (où a — o), car cette série et toutes les 
séries dérivées en y sont des séries entières en x. On a d'ailleurs (') 

E dm Un / dymF(2m)! / Rm 

n = 0 

Nous avons supposé a = o. S'il n'était pas possible de ramener 
l'équation primitive à ce cas particulier, on verrait aisément que le 
raisonnement qui vient d'être donné fournit également la solution 
par approximations successives (2). 

(*) Il serait possible île former une limitation plus étroite. 
(2) La solution, si elle est d'espèce CfC, ne peut être qu'unique, car, si/=o, 

l'équation (C) ne peut admettre que la solution identiquement nulle comme on 
le verrait aisément par le procédé de l'itération. 
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Proposons-nous maintenant lo problème de Cauchy pour un arc 
de courbe Γ d'espèce .le [a?=K(^)J et supposons que les coeffi-
cients deviennent, après le changement de variable χ — χ'X(y), 
des fonctions ie

K
 dans la région & définie par \x'\ <^h, α <^<(3. 

Dans ces conditions si les données et la fonction X sont d'espèce ie
K on 

obtiendra la solution du problème de Cauchy dans le domaine 
& < y < Bx — X(y)|<C/, l étant le plus petit des nombres h 
et ^B. 

La condition relative aux coefficients sera réalisée en particulier 
s'ils sont des fondions le par rapport à l'ensemble des variables x,y 
dans une région n contenant Γ. 

O7. LE PROBLÈME DU PKOLONUEMKNT. — La solution que nous venons 
de trouver est définie de pari et d'autre de la courbe Γ. Si, au con-
traire, on se propose de déterminer la solution au moyen de ses valeurs 
sur un contour (C) situé dans Λ, la solution ne sera, en général, définie 
qu'à l'intérieur de ce contour. Proposons-nous de chercher à quelles 
conditions une solution déterminée dans une région intérieure à Λ, 
limitée par un certain contour, est prolongeable au delà d'une por-
tion Γ de ce contour ne comprenant aucun segment de caractéristique. 
Nous dirons avec M. Holmgren que la solution ζ envisagée est prolon-
geable au delà de Γ, s'il existe, au delà de Γ, une solution régulières' 
de l'équation, telle que cette solution et ses dérivées premières se 
raccordent avec s et ses dérivées le long de Γ, c'est-à-dire que 
l'ensemble de ζ et de z' constitue une solution régulière unique 
dans un domaine contenant à son intérieur la courbe Γ. 

M. Holmgren a étudié le prolongement des solutions de l'équation 
de la chaleur en supposant la courbe Γ analytique. Nous allons 
utiliser les résultats établis plus haut pour traiter le problème dans le 
cas de l'équation (C) en supposant tout d'abord que Γ est un seg-
ment AB parallèle à Ο y situé dans la région #\ où les coejjicients de 
l'équation (£) sont d'espèce 1C en y. 

La condition nécessaire et suffisante, pour qu'une solution régu-
lière de l'équation (£), définie d'un certain côté de AB,' soil p/'o-
longeable au delà de AB, est que les valeurs qu'elle prend sur un 
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segment quelconque strictement intérieur à AB constituent une 
fonction 3C de y : 

i° La condition est évidemment nécessaire d'après ce que nous 
avons vu plus haut; 2° la condition est suffisante. Soit en effet (p) 
un contour (C) rectangulaire situé dans A et ayant un côté appliqué 
sur AB, suivant A'B, le point A' pouvant être aussi voisin qu'on le veut 
du point A (A peut être en effet sur le contour de .d). ζ étant une 
fonction 5e sur A'B, nous pouvons appliquer le même raisonnement 
qu'au paragraphe 55, mais en prenant des contours successifs (p

a
) 

ayant tous un côté sur A'B, leurs autres côtés étant parallèles : cl dési-
gnera alors la distance à ces autres côtés et le raisonnement suivi 
donnera une limitation valable même sur les points de A'B ('). Ceci 

prouve que est aussi une fonction Ά. dans tout intervalle intérieur 

à AB. Pour un tel intervalle, on peut alors résoudre le problème de 
Cauchy qui définit une solution régulière unique d'espèce 5€ de part 
cl d'autre de AB, coïncidant avec la proposée d'un certain côté. 

Au cas où AB est un arc d'espèce 5e et d'équation χ ~ X(Y) le 
théorème est encore vrai en supposant que les coefficients deviennent 
des fonctions 5e au voisinage de χ' = ο après le changement de 
variable χ = χ' X(y). Donc Vénoncé donné plus haut s'applique 
à un arc AB d'espèce 5e et à une équation ou les coefficients sont 
fonctions 5e en x, y. 

58. ETUDE DES PROBLÈMES PRÉCÉDENTS LORSQUE LES COEFFICIENTS SONT ANA-

LYTIQUES PAR RAPPORT A y. — Les considérations précédentes montrent 
le rapport étroit qui existe entre la nature des coefficients d'une équa-
tion aux dérivées partielles et les solutions régulières de celles-ci. 
Il suffit que les coefficients soient analytiques en χ ou d'espèce 5e en y 
pour que toute solution régulière soit elle-même de cette nature. Mais 

(*) A/vec une petite différence cependant, car la limitation de sur t'axe 

des y devra intervenir dans la limitation de mais comme elle est connue 

d'avance, ceci ne change pas sensiblement le raisonnement; il suffit d'ajouter au 
second membre de (io) un terme qui est de même forme que les autres. 
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les liens ne sont pas aussi étroits pour chaque espèce de fonctions et pour 
chaque variable. Ainsi nous avons vu quel 'analyticilê des coefficients 
en y n'entraînait celle des solutions que sous certaines conditions. 
Etant donné un contour rectangulaire formé par deux segments de 
caractéristiques et deux segments parallèles à Oy, si ζ prend sur chacun 
de ces segments une succession de valeurs analytiques, ζ sera une 
fonction analytique de y à Vintérieur du contour. Sera-t-elle prolon-
geable au delà des deux arcs ? En d'autres termes, les résultats dé-
montrés plus haut seront-ils également valables en remplaçant le mot 
fonction 5e par le mot fonction analytique ? 

La question qui se pose tout d'abord est de voir si, dans le cas de 
l'équation Sz —f, f étant analytique en y, la solution du problème 

de Cauchy, lorsqu'on donne ζ et fonctions analytiques de y, sur 

un segment de Oy est elle-même analytique en y. 
Or nous obtenons cette solution en ajoutant à Z

0 la solution z9
 du 

problème de Cauchy pour oz = o, laquelle est bien analytique en y. 
En est-il de même pour Z

0
 ? Si, sur un segment de Oy, nous avons 

dn f / dyn | < Mn / Rn 

un calcul analogue à celui qui a été fait dans le cas des fonctions 5C 
(§ i)o) nous montre que 

à" rL· 
,)y> <vê' 2j (2 ρ + 2 ) ! Ri» < Krt n '2Lk2p + 2 )§ 

D'où l'on déduit immédiatement Γanalylicite. Mais nous pouvons 
opérer autrement en écrivant 

^ (2/2 + 1)! dy1' ^ pl (2/2+1)! dyi'y . 
r r 

Si, dans le plan de la variable complexe t, nous envisageons l'inté-
grale 

~4-oo 4· ih 
Jρ = j e~'2 t--P clt, 
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une intégration par parties montre que 

Jp = 2 / 2p - 1 Jp-1 
Donc 

Jp+1 = (-1) p+1 2²p+1 

Il résulte de là que la série envisagée peut se représenter par 

- (x - E) / 2Vr / E [ 

= - (x - E) / 2Vr / e -l² 

puisque /est analytique (développement de Taylor). Donc 

( 13 ) ^o — 7= Ϊ (X-ï)dlf fE, y - (x - E)² / 4l² 

On démontrerait de même que 

dZo / dx = 1 / Vr / dE 

Voyons comment doit être choisi h. Nous supposons que, dans la 
région A, / est, autour de chaque point, holomorphe dans un cercle 
dont le rayon minimum est R. Il faudra donc que 

|x - E | / 4l < R 

ce qui a lieu si h > On prendra h, supérieur à la valeur maxima 
I où ( f··» ··· · 

de dans la région envisagée. Dans ces conditions, il est manifeste 

que ζ sera une fonction analytique dey dans cette région. 
Plus généralement, si, enposanty = y, -+- iy

2)
 f(x, y) est une fonc-

tion analytique dey, quand le point (^,y(,y2) ^arie dans un certain 

domaine (β, qui se réduit à si poury
a
 = o, Z„ et —■ sont analytiques 
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dans le même domaine. Dans l'intégrale qui représente Z
0

, il faudra 

prendre A>~=> d désignant la plus courte distance du point p 

(Χ·>Υ\ > y*) & frontière de la section du domaine par le plan passant 
par ρ et parallèle hyiOyl. Dans ces conditions, si dans le domaine (0 
on a |/| < F| χ \p, on en déduit 

|Zo| < F|x| p+ 2 

Nous pouvons maintenant résoudre le même problème de Cauchy 
(données nulles sur Ο y) pour l'équation 

du~
a dx+cu + ̂ '· 

dont les coefficients sont analytiques en y dans CD. Nous formerons la 
suite d'approximations 

( f /| ) ou0~ ο, o^, = a H- cu0, 

«
0

, ... seront, ainsi que^> —· > ···> des fonctions analytiques de y 
dans ©, et l'on aura (en supposant χ positif) 

|uo| < Fx² / 2, |duo/dx| < Fx 

On en déduit 

|a duo / dx| < F (Ax + Cx²/2) 

D'où 

|u1| < MFx3 / 3!, |du1 / dx| < MFx²/ 2!* 

|adu2 / dx + cu 1| < MF 

u2 < M²Fx² 

et ainsi de suite. On obtiendra ainsi deux séries absolument et unifor-
mément convergentes de fonctions analytiques de^ dans toute région 
intérieure à <0 et qui, par suite, représenterez fonctions analytiques 
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de y dans la même région ('). On aura d'ailleurs, pour a? > o, 

|u| <F(eM x - 1 - M x) 

159. Sûll DIFFÉRENTS l'RODEKIMES DE PROLONGEMENT. — Ceci établi, rCVC-
nons à la question que nous nous étions posée. Si une solution de 
l'équation (C), à coefficients analytiques en γ dans le domaine 
complexe est analytique en y sur les cotés verticaux d'un rec-
tangle contenu dans la région réelle Λ de (£), elle est prolongeable à 
droite et à gauche; c'est-à-dire qu'elle constitue une fonction analy-
tique de y dans un domaine faisant partie de (D et contenant le 
rectangle. Pour s'en convaincre, il suffit de remarquer que se 
réduit pour chacun des arcs à une fonction analytique de y (2). Mais 
il ne suffit pas que ζ soit analytique sur un seul doté du rectangle 
pour qu'elle puisse être prolongée au delà suivant une fonction analy-
tique. Elle est prolongée suivant une fonction .le dont toutes les 
dérivées se raccordent avec celles de la solution sur l'arc de courbe, 
mais ce prolongement ne sera pas nécessairement analytique. 

Dans le cas où le contour (C) n'est plus rectangulaire, mais où C, 
et C2

 sont analytiques, les résultats précédents sont encore vrais si le 
changement de variable χ' =^β—transforme les coefficients en 
fonctions analytiques dey, quand x' appartient à un intervalle conte-
nant l'intervalle (o, /). 

Si l'on suppose maintenant que les coefficients soient des fonctions 
analytiques de χ et d ey, les formules (i3) et (i4) nous montrent que 
la solution du problème de Cauchy avec des données analytiques 
(et pour un arc analytique que nous transformerons en un segment 

(') Il va sans dire que si -j— existe, il convient de faire le changement 

d'inconnue qui annule a. 
(2) On le voit en répétant avec très peu de modifications le raisonnement qui 

a été fait dans le cas des fonctions JC. On prendra alors des contours successifs 
formés par les côtés verticaux du rectangle et les parallèles au côté horizontal. 
A chaque dérivation, il s'introduit à la fois la distance d à ce côté, au premier 
degré, et le nombre η (et non plus η1) : ces deux faits sont connexes. 

Ceci résulte aussi de ce qui a été vu dans la deuxième Partie de ce Chapitre. 
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de Ojy) sera elle même analytique, ce que nous savions déjà par le 
théorème classique. 

Si s est donne par ses valeurs sur un contour (C), ces valeurs étant 
analytiques en y sur G, et C

2
, la solution du problème de Cauchy 

sera possible pour tout segment parallèle à Ο y et intérieur à (C) ('), 

puisque — sera fonction analytique de y sur ce segment; elle sera 

possible aussi pour un arc analytique intérieur à C cl môme pour C, 
et C.,. La résolution du problème de Caueby nous donne alors une l'onc-
tion analytique de χ et y, coïncidant avec la solution proposée. Donc 

B, Ρ B
2 

A, A; U M A'
Z 

A 

Plan rcoJ 

B; 0 B'Z 

le prolongement est relativement à l'cnsembledcs variablcs.x·, 

y, à Xintérieur d'une bande comprise entre les deux caractéristiques 
qui comprennent les deux arcs C, et C2 du contour (C). 

Le prolongement est-il possible également au-dessous du seg-
ment Λ,Αο de caractéristique? Pour cela, il est tout d'abord néces-
saire que la valeur prise sur celui-ci soit une fonction analytique 
de x. Rechercher les conditions suffisantes serait un problème assez 
difficile. Bornons-nous, par exemple, au cas de l'équation de la cha-
leur oz = o, avec un contour rectangulaire. 

Si,sur un segment A', A'2 intérieur à i3), la valeur de s est 
un q fonction analytique de x, nous pourrons d'une infinité de façons 

(') Nous avons déjà vu ceci dans le paragraphe 51 même pour les équations 
non linéaires. Le résultat relatif au prolongement est également vrai pour les 
équations non linéaires. 

fourn. de Math. (G0 série), tome IX. — Fuse. IV, 58 
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prolonger la solution au-dessous de A', A'
2
,sui van tune fonction analytique 

de a?, mais non de y, si les valeurs de ζ sur AC cl BD sont quelconques. 
Si, en effet, nous prenons un point M sur A', A

2
, nous connaissons en M 

les valeurs de -r-£ et -r—~ quel que soit η : : et -r- sont sur l'arc PM 

des fonctions je, même au point M, et nous pouvons, d'une infinité de 
façons, les prolonger au delà de M, de façon à obtenir une fonction 3C 
sur un segment PQ {voir paragraphe suivant). Alors la solution du 
problème de Cauchy relatif à ces données et au segment PQ nous 
donnera une fonction qui coïncide avec la solution au-dessus de A', A

2 

et sur A', A
2
 lui-même, et qui sera analytique en x. 

Le cas où l'on veut avoir un prolongement analytique en χ cl y a 
été traité par M. Lalesco. La valeur de la solution sur toute caracté-
ristique doit ctre une fonction entière d'ordre S ι et sa connaissance 
suffit à déterminer la solution de part et d'autre de la caractéristique. 

60. Us PROBLÈME RELATIF A LA PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Quelle 
doit-ctrc la nature de la donnée sur A,A2

 pour que ζ puisse être 
prolongcablc au-dessous ώ A

(
A

2
, de façon à prendre des valeurs 

déterminées sur les prolongements A, 13', et Α., Β!, de A, B, et A
2
B

2
 ? 

En d' autres termes, si l'on se reporte à la signification physique du 
problème : étant donnée la portion d'un milieu indéfini limitée par 
deux plans parallèles et dans laquelle on étudie la distribution de la 
température supposée uniforme dans chaque tranche parallèle à ces 
plans, connaissant la température initiale en chaque point et la tempé-
rature des deux plans frontières à chaque instant, quelles doivent être 
ces données pour que l'état du corps puisse être considéré comme 
résultant d'un étal antérieur à 1'i.nslanl initial? C'est le problème que 
s'est posé M. Appell, dans le cas d'un milieu indéfini dans tous les 
sens. 

L'étude de l'analyticité va nous donner ici une condition néces-
saire : envisageons le plan de la variable complexe χ {fig. i4) ct mar-
quons sur l'axe réel le segment A, A2 = A, A2 ; les valeurs prises par ζ 
sur A, A

a
 doivent définir une fonction Φ (α;) analytique dans le 

carré de diagonale A,A2, continue sur le contour du carré. Ceci 
résulte de ce que nous avons dit dans le paragraphe 43 (en note). 

Cette condition est aussi suffisante. Pour le voir, remarquons tout 
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d'abord que si Φ (a?) est une fonction analytique de χ satisfaisant à la 
condition que nous venons de donner, l'intégrale 

: H' (&·, y) — —j= / -7=6' . Φ(ξ)</ξ, 

χ·, cl χ., étant les abscisses de A, et A», est une l'onction analyti([uc de A* 
donL la valeur peut être calculée en prenant pour chemin d'intégra-
tion la ligne brisée A, l'A, : quand y tend vers zéro et χ vers x

0
, x

0 

étant un point intérieur au carré ou sur son contour, l'intégrale tend 
vers Φ (.x'o) (nous pouvons supposer Φ nul en A, et A

2
). 

Fig. ι/,. 

Κ' 

Cela posé, soit Ο le milieu de A, A
a

, que nous supposons à l'ori-
gine (fig. i3)*: effectuons le prolongement, au-dessous de A,A

2
, de 

la fonction z(o,y). Pour cela posons 

φ(χ·) — «0+ axx + «2·^" + · · ·ι 
Φ({χ) — «

0
-i- iax

x — (t,x·· + . . . = o(x'2) -t- ί'χψ(χ·2). 

La dérivée pour y = o, est égale à (2 n)\a
2a

 : pour avoir 

une fonction de y, définie poury<o, et dont la dérivée /ίι(η1'', pour y = 0, 

soit égale à a.
2n)

 formons une solution z' de l'équation == — Ap-

prenant sur A, A
2
 la valeur s (a?3) et sur A, B',, A

2
B'

2
 des valeurs /, (/), 

yAy)· 
Onaura,aupointO, -7-7 = (~ Ο'ττΪγ = (2/i)! α3η. Par conséquent, 
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ζ'(ο, y) constitue un prolongement de z(o, y). INous constituerons 
de même, avec la dérivée par rapport à χ d'une solution z" prenant 

sur A, A2
 la valeur .χ· ψ(χ2), un prolongement de ^°icnt/(/) 

et g(y) les fonctions ainsi calculées. 
Remarquons que o a une valeur bien déterminée aux points A, 

et A
2
 : en effet, dans le plan de la variable complexe χ·, Φ (fx) est la 

valeur (le Φ au point obtenu en faisant tourner le point d'abscisse χ 
de 90" autour du point O. Donc φ (χ2) + /χ2ψ(χ2) = Φ (A'), A' étant 
sur le contour du carré. Or, nous avons supposé Φ continue sur le 
contour du carré, φ est donc continue en A, et A

2
 et nous devrons 

choisir/, cty
<2

 se raccordanL avec φ en ces points. Même raisonne-
ment pour ψ. 

Formons maintenant la solution zt du problème de Cauchy relatif 
à l'équation oz = o, au segment POQ {fig* i3) et aux données/(y) 
et g (y) : cette solution prend évidemment la valeur Φ(χ) sur A,A

2
; 

elle est définie à l'intérieur du contour 13', Α,Α213'2 et sur les 
cotés A, 13', A

2
B

2
 eux-memes. En effet, en un point de OQ, 011 a 

£l£i
 = f_lV

.£2! ΰ'Λ+ί**
 =

 , Λ**""*" 

et par suite, χ étant réel, ou peut écrire 

s,(x,y) — partie réelle de \_z'{i-x,y) — iz"(i.x\ y) d.v~\. 

Or, cette fonction est définie et continue même pour x = x, et 
x = ,x.

2 (ici x, = — x2) puisqu'on obtient pour ces valeurs de χ le 
point A' et son symétrique, de sorte que z'(ix

3
,y) et z" (fx

2
, y), par 

exemple, sont les valeurs de z' et z" au point A'. Quand y tend vers 
zéro, d'après ce que nous avons dit plus haut, z'(i.x.

21
y) tend vers 

φ (A') = φ(—χ2), quantité réelle, car, si nous avons représenté z' par 
des fonctions λ et ac, la fonction X seule intervient ici. Donc pour 
x = x.

2 et y — o, la partie réelle de ζ'(ίχ,γ') esl o(— x2); de 
môme z"(ix

x
y) prend la valeur /χ

2
ψ(—x2) et, par suite en A

a
, 

z
x
 prend la valeur 

?(— xl) ■+■ ^ΐψ(— ■*■*) = Φ(^)· 

Nous trouvons donc bien ainsi une fonction prenant la valeur Φ(χ) 
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sur A,A2
 et des valeurs continues sur A,13',, Α

2
Β!

2
, se raccordant 

avec Φ en A, et A
a

. 

V. — Sur un théorème d'existence. 

(H. IMPOSSIBILITÉ D'UN CEUTAIN PROBLÈME RELATIE AUX SOLUTIONS ANALY-

TIQUES. — Nous allons envisager maintenant le problème du pro-
longement analytique dans le cas où l'on se donne les valeurs de la 
solution sur deux arcs de courbes analytiques sécants. Si nous nous 
bornons à l'équation de la chaleur — — ~ = o, le problème sera 
donc le suivant : peut-on obtenir une solution de celle équation ana-
lytique autour d'un point du plan et prenant des valeurs données 
sur deux arcs de courbes analytiques passant par ce point? Cette 
question a été envisagée dernièrement par M. Levi, qui a trouvé 
quelques cas d'exception, mais qui n'a pu décider si le problème était 
possible en général. Nous allons montrer que, en général, le problème 
est impossible. 

Bornons-nous à un exemple simple, en supposant que les deux 
courbes soient l'axe Οy et la bissectrice Oil de xOy et que la solu-
tion doive être nulle sur Ο y. On peut toujours supposer cette der-
nière hypothèse réalisée, car, si la donnée est y{(y) sur Oy, il suffit 
d'envisager la solution ζ — ζ, ζ étant une solution analytique prenant 
la valeur φ, sur Ο y. Soit donc ψ (y) la valeur sur OU avec la condi-
tion φ(ο) = ο. Si la solution cherchée existe, elle doit se réduire 
sur Ox à une fonction impaire entière ψ (a?). On aura 

s(.v,y) — —= / — e ^ ψ(£) di. 

Ecrivons que, sur 011, ζ prend la valeur φ (y). U vient 
«0 IV— ξ Is 

—τ-η=β ',y 'Hi) de — 9(j); 

ψ étant une fonction impaire, le changement de la variable ξ en — ξ 
montre que 

7= / 7=e "· ψ(ς)Λ£ — o(y), 



/j6a M. GEVHKY. 
φ est donc la demi-somme des deux intégrales, et la fonction ψ satis-
fait à l'équation 

~~r ~T e *e 4-ysh <?(/)· 
Posons 

χ 
stl^ Ψ (ζ) =E² E & n E 2n 

// = 0 
V 

c4 φ(y)=yla
H
y", 

puis faisons le changement de variable ξ = vtlyjy. Il vient 

— / 2*i'l~hlH3("+t)y" cil —)■". 

/ β-ί8^(Λ+1)dt = + ν'*» 

X CO 

E 1 3 ...ΐ ) α« 2,<ηΙ J" —^ α
η.)'

η
ι 

Or 

donc 

par suite 

&n = an / 2n+1 1 3 2n+1 
Or nous avons posé 

Ψ(λ?) = ~ϋα
ί(

3;!", 
sh-

2 

et ψ (a?) doit être une fonction entière d'ordre <2. Par conséquent, il 
est nécessaire que la fonction 

xΣ" α,,.τ2'1n + 1 

sh / 22 = 0 

soil une fonction entière d'ordre < 2. 11 est clair q'ue ceci /t'aura pas 
lieu en général, car sh ^ admet pour zéros les points χ = 2Κπ/', et 

il faudrait tout d'abord que la série Σ admette ces zéros. 
Donnons d'ailleurs un exemple simple de l'impossibilité du pro-
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blèmc. Prenons f(x) = ^—· Alors nos formules nous montrent que 

ο (y) = -ιγ e 4. Nous avons ainsi une solution unique, nulle sur Ο y 
et égale sur OR à une fonction analytique. Elle se réduit sur Ο χ à

/0) 
non entière; donc elle n'est pas prolongnablc au-dessous de Ox. 

Β2. CAS OU LES AIICS DE COURRE NE SONT PAS SÉCANTS. — Qu'arrive-
rait-il si les arcs de courbe portant les données n'étaient pas sécants? 
Soient A, 13,, A

2
13;, ces arcs, compris entre les caractéristiques 

AJΛ2, B,B
2

. NOUS avons vu que si, en envisageant un contour (G) 
formé par un segment de caractéristique et deux arcs analytiques, on 
se donnait la valeur de ζ (celle-ci étant analytique sur les deux arcs 
analytiques), la solution était analytique en a? et y et existait dans toute 
la bande limitée par les caractéristiques extremes. Par conséquent, 
dans le cas actuel, si nous nous donnons une fonction arbitraire 
représentant la valeur de ^ sur A, A

2
, la solution, prenant les valeurs 

données sur le contour (G) formé par Β, A, A
2
B

2
, répondra à la ques-

tion : sur toute caractéristique coupant A,B0 elle se réduit à une 
fonction entière d'ordre < 2. 

11 est intéressant de voir comment ce problème peut être rattaché à 
la théorie des équations fonctionnelles. Supposons que A,B, et A2B2 

soient des segments parallèles à Ο y {χ = oeta: = h) et soit a{a2 un 
segment de caractéristique (y = y0) qui les coupe. La détermination 
de s revient à celle de la fonction entière ψ(#) à laquelle ζ doit se 
réduire pour y=y

0
. Supposons-nous placés dans le cas où les don-

nées sont zéro sur A, B, et <ρ (y) sur A
2
B

2
. ψ (a?) sera impaire et, au 

point ût
2

, nous devrons avoir 

\ c^x 1 n ) X= Λ \ éy " / y—yn 

Donc ψ satisfait à la relation 

\ c^x 1 n ) X= Λ \ éy " / y—yn 

on en déduit aisément que ψ (χ) est une fonction impaire, solution 
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de Γéquation fonctionnelle 

( 15 ) ψ(Λ?Η-α/*) —ψ(α?) = £(Λ?), 5r(iP) = w[(.r + /t)sJ. 

L'équation (r5) est une équation envisagée par A bel. Si Ψ (œ) est 
une solution quelconque de cette équation, on vérifie sans peine, 

d'après la forme de g, que — -—- - est une solution impaire. 

Ceci nous montre que l'équation (τ/5) admet une infinité de solu-
tions d'ordre ^2. Il est clair qu'elle ne peut pas admettre de solution 
d'ordre inférieur à celui de g. 

Si nous avions pris comme données r^(y) et φ2(/)> nous aurions 
obtenu 

Ψ(*) + Ψ(—*') = /(**), 
ψ ( h H- œ ) -h ψ (Λ — χ ) — g( χ* ), 

f et g étant des fonctions entières d'ordre <2. Ce système admet 
pour ψ une infinité de solutions, parmi lesquelles il y en a une infi-
nité qui sont des fonctions entières d'ordre <2. Si f et g sont 
d'ordre 2 — α, ψ ne peut être d'un ordre inférieur. 
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NOTE SUR LE CONTOUR RECTANGULAIRE. 

Cette Note a pour objet d'établir, dans le cas du contour rectangu-
laire, les résultats qui figurent dans les paragraphes 4*, 5*, 6*, 7*, 15 
(cf. aussi § 54). 

Lorsqu'on fait l'étude des solutions de l'équation 8z = /, toutes les 
questions concernant l'existence des dérivées au bord et la limitation 
de leurs accroissements sont, en effet, particulièrement simples à 
traiter dans le cas d'un contour rectangulaire. Une simple transfor-
mation de coordonnées^ qui ne change pas la forme de l'équation, 
nous permet toujours de prendre, comme équations des côtés du 
contour, y — ο, χ = ο, χ = α, soit Οχ, Ογ, ΑΒ : les données res-
pectives sont Φ(#), Φ.(7)ι Φ*(7)· 

Envisageons tout d'abord l'équation Sz = ο et, comme au para-
graphe 5, formons la fonction ζ prenant sur Oasla valeur Φ(#), puis 
posons ζ = ζ -H ζ,, avec 

(ι) β,= —ί—Γ -—je <p,(ri)rfn 

1 Cy α — χ ~ ■ ï Γ-n dn 
2 y ΤΤ J ο —Υ))

2 

φ, et φ, étant les solutions du système 

Φι(υι) — «(ο,ιθ) = Ρ
1
(η) = <ρ

1
(η)Η — je 4(0 s)o

2
(s)cis [F

t
(o)=o], 

Y(n) - z (a, n) -—J e 4
'"I-"φ, (S) Λ [F,(O)=O]. 

ο (η — s)2 

Le grand avantage de ces deux équations est que les deux intégrales 
sont indéfiniment dérivables par rapport ky, si <p, et φ

2
 sont continues. 

Par conséquent, si Ft(y), (i = i, 2), admet par rapport à y un 
accroissement c/'ordre γ, c'est-à-dire si l'on a 

lp/(7) — Fd*))| <(L)|7 — Y]|T, 

il en sera de même de φ,·. De plus ®<·(ο) = ο et | <p/(y) | < (L) rT. 
Journ. de Math. (6* série), tome IX. — Fasc. IV, 1913. ÔQ 
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Proposons-nous, par exemple, de calculer ~ ^ — —· Nous 

mettrons ̂  sous la forme (cf. § 4) 
* 

(,') Ë! — -7= fr —je o
l
{s;x,y)ds 

E* 

2ν^η (ί-η)ϊ 

φ, et φ
2
 étant données par les deux équations 

- xe zy y - sy / 2(y - s) = y6 

(a - x) e = Y (s; x, y) 

Posons alors 
xe - x3 / 4(y - s) 

(2') Y1 = 2(y - s ) 

Les équations en Y1 et y2 deviennent alors des équations en y1 et 

avec les même noyaux; dans la premiere, par exemple le terme 
connu sera 

1 rr a- a² / r - s a - r 
2 Vn J

s
 {t — s y* 2 {y — 0

 2 

et ceci est une fonction continue de x, y pour s^y et x<^a, et 
qui, pour a? = a, aune limite qui est continue en^y et s. Donc, ce terme 
est partout (') continu pour o^sfiy. De même pour la deuxième 
équation. Par suite, ψ, et ψ

2
 seront partout continues et Ton pourra 

écrire, g-, étant partout continue, 

^1 d~Êc ~~ \iv [ ̂ n ; x'~ Λ« ( ̂  ̂ ; x 1 -r ) ~Si ( ̂  'n ; y ̂  

(1 ) Quand nous emploierons dans cette Note le mot partout, nous entendrons 
par là : dans le rectangle, contour compris. D'autre part, la lettre y (ou y') dési-
gnera toujours un nombre compris entre zéro et un, sinon il peut s'introduire 
pour la valeur un des termes logarithmiques, comme au paragraphe 13. 
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Λ„ étant le terme obtenu en remplaçant, dans l'expression (Y) dedh/dx 

φ, et φ2
 respectivement par les deux premiers termes des formules (2') 

fcf. § 4, formules (9) et (11)]. 
Passons maintenant à Vélude des accroissements : commençons 

par étudier les accroissements de ζ par rapport à x. 
Si l'on a (h > o) 

|Φ(Λ· -+- h) — Φ(Λ;) | < (L)/ia, 

la fonction z(cc ■+■ h, y)— z(x, y), solution de oz = 0, nulle à l'infini 
et dont le module est <(L)/ta sur Ο χ, admettra partout cette limi-
tation (§ 18). 

Quant à s,, pour l'étudier il nous suffit d'envisager la première 
intégrale .*) de la formule (1), l'autre étant analogue. Or, si l'on a 

(0 I y) — ->(+o»y)l< (L)/<y, 

la fonction Λ (a? ·+· χ·,/), solution de £z = o, admettra par-
tout cette limitation, puisqu'elle l'admet sur O y et est nulle sur Oa? 
et à l'infini. Gela posé : 

γ 
I° ASQAF

/
|<(L)Ay2, ΟΛ« \zfx~\~h,y) — zfx,y)\ <(L)AL — 

En effet, Αφ,· satisfait à la même inégalité que AF,. Écrivons alors 

Λ=ΐΐίΔ f * , e'^d-n + -1= fy

x
îlî±Z±M

e
-HF^

d
.
n

. 

Si nous appelons et3
2
 ces deux intégrales, nous avons aisément 

|j1 (h, y) - g1(+ 0,y)| 

y 
Or'| 0, (y) | < (L)y\ Si donc nous posons k2 = l\\y, le second 

membre sera inférieur à (L)Wk 2 / —=ds. Le terme en λ reste 

toujours fini et l'expression envisagée est donc < (L) Αγ. 
D'autre part s3(o,y) = o et |3a(/i,y)\ < (L)^Y, comme on le voit 

par le même changement de variable. D'après ce que nous avons dit 
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plus haut, l'accroissement de Λ
4

-4-5
2
 = .Τ est donc d'ordre γ, l'iné-

galité (i) étant vérifiée : d'où l'accroissement de z,. 

2° Si \Δ¥{\<(1,)Αγ « existe partout. — On a, en effet, 
d'après la formule (7) du paragraphe 2, 

à-\ _ 9i(y)c- B 
dx Vry 

et ceci tend vers zéro avec y. Si l'on calcule^ > on constate immédia-
tement que cette intégrale est continue et tend aussi vers zéro avecj^· 
~ est donc continue au bord(1). 

3° Si F; existe (avec F;.(o) = o) et si | Δ F,: | < (L )Ayi, ̂  et 0 

existent partout et ~^y(
x

 ■+■ h·) y) ~~ ̂  (
x

> X) (L) Α
γ

. — En effet, 

d'après (2), φ), existe et 9X0) = ο ; donc, A étant le premier terme de z
t

, 

^ = —rL f ^(ο,η;
<

2:,/)φ
1
(η)ί/η = --ί-

=
 f -e ' ' φ',(η) àt\, 

et l'on est ramené au i°. 
Envisageons maintenant les accroissements Δ par rapport à y. 
40 Si |AF* | < (Ε)Δ/γ, on a |Δ:τ, | < (Ε)Δ^γ. — En effet, 

IÏ/WI<(L)/ et> d'ap rès la formule de limitation (6), § 2, des 
intégrales Λ, |s,(o, /f)|<(L)/fY.La fonction z

s
(x,y ->r k) — z

t
(x,y), 

solution de Sz = o, se réduit sur 0.x- à z,(o,/î) et sur les côtés 
verticaux à F

t
-(y -h h) — Fi(y). Elle a donc partout la limitation (E)/cY· 

(') On déduit aisément de là les formules de la deuxième Note du paragraphe δ* : en effet, 

avec les notations de cette Note, on a alors | Δ?, | < (L) AJF 2 , d'où la limitation de et 

— · Si Ψ(Λ?) est simplement continue, on pose ψ;+ y,·, les fonctions ψ, et χ, étant les 

solutions des équations ( 2 ) dans lesquelles on prend pour premier membre Ψ, (r, ), puis — ζ (ο,η ) 

[et —ζ (a, y,)]. Alors ψ,(ο)/ίο et il s'introduit —= dans la limitation des intégrales — 

portant sur ψ,·. De plus ^ est de la forme - : dans les intégrales Ά portant sur on 

décomposera l'intervalle d'intégration en deux intervalles égaux ct '■> dans le 

premier on dérivera le noyau, dans le deuxième on appliquera la formule (7) (§ 2), et l'on 

aura ainsi ^ = -4: (ζ continue partout), 
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5° Si FJ existe [FJ(o) = o] el si |AFJ| < (L)AyY, 2ïl existe par-

tout et A^i < (L)AyY. — Même démonstration, en considérant — 
comme solution de oz = o. 

6° Si |AF)| <(L)Ay2, on a àti 
r+i 

<(L)Ar ! , et enfin si 

AF'existe partout. — En effet, on a 

dy / dx = - 1 Vr / 1 / Vy - n 

Cette intégrale est une solution de = o, nulle sur Ox et à l'infini, 

et se réduisant sur Οχ à la fonction — — J c/η, laquelle admet 

un accroissement d'ordre si l'on ne fait aucune hypothèse sur cp',, et 

d'ordre ? + ' » si l'accroissement de ©' est d'ordre-· Il est inutile de 

reproduire ce calcul facile. Quant à -j—jp = ~jp> ^ suffit, pourcons-

tater son existence partout dans le cas indiqué, de reproduire sur ̂  
(voir 3°) la décomposition du i° et le raisonnement du 2°. 

Nous pouvons donc, en nous rappelant ce qui a été fait sur ζ rela-
tivement à y (') (§ 7), énoncer les résultats suivants, qui servent à 
l'étude de l'équation r = ζ, ρ, q) : 

τ 
Si Φ',,Φ', Φ" existent, avec | ΔΦ· | < (L) Ay2 et | ΔΦ"| < (L) Δα,γ, on 

a, par rapport à x, 

(3) \Az\<(L)Ax, A^\<{L)Ax, 

et par rapport k y 
\Az\<(\.)Ay,A dz / dx < 

AT dy < (L) ΑχΊ, 

At 
<*y < (h)A r2-

Y' + l 

Si |ΔΦ|· | <(L)Ay 2 et δίΦ'" existe, avec |ΔΦ'"| <(L)Aa^', on a 
î-t-r 

\^\<(L)Ay, A dz / dx < (h) Δ/, A dz / dy <(L)Ay 

(') L'accroissement de F/ dépend en effet de celui de Φ, et de celui de i, 
puisque F, (y ) = Φ, ( y) — 5(0, y), F, (7)= Φ2(/) — z{a, y). 
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Ces deux derniers cas peuvent se réunir dans les formules 

(3') Az < L Ay 

β étant le plus petit des nombres l- et ι — γ. 
Passons maintenant à l'étude de l'équation Sz = /. Si/satisfait à 

la condition (33), paragraphe 15, il résulte du paragraphe 14 et des 
formules (3') que les inégalités (34), paragraphe 15, sont vérifiées 
avec γ = γ'. Envisageons maintenant le cas qui se présente au para-
graphe 55, à savoir 

/(#, o) = o, |/(λ·,7) I <Kr1, + /(.r,y)|<K/iï. 

Nous avons alors, U étant toujours la solution fondamentale (voir 
§ 10), 
< « ) ξ = -/( *· r > - ̂ /jf ̂  [/< S. * ) - Λ *. « >] <« 

+— fe f (x, n) 

le terme non écrit étant une intégrale analogue à la précédente. Si 
nous voulons avoir la solution Z

0
 de $z=f, nulle sur le contour, 

solution partout régulière puisque f(x, o) = o, nous ajouterons 
à Ζ la solution s

0
 de δζ = ο, nulle sur Ox et prenant sur les côtés ver-

ticaux O/et ABla même valeur que — Z. Donc, d'après la formule pré-

cédente,~se réduit sur Οχ, Oy, AB, à zéro, — ~f(°^y)i —^f{a^y)'' 

par suite, ~ sera donnée par les équations (i) et (2), dans lesquelles 

on a posé 
Fi(yj)= — ^/(o,yj), F, (η) = —1/2 

φ, (η) peut donc s'écrire 

9i<Yj)= — ^/(Ο,η) + ^ ψι(η), 

ψ, étant une fonction continue, qui, ainsi que sa dérivée, est limitée 

par (L)Kyf. Nous avons pour o
2
 des conclusions analogues. Donc, 

pour avoir il suffit de remplacer dans la formule (4) les intégrales 
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simples par 

(5) 1 / /β
 Air-η) [[/(Λ-,η) —/(ο,Υΐ)]4-ψι(η)| Λι, 

4 Vr 

et une autre analogue. On voit alors que ~ contient des intégrales 
γ 

simples limitées en fonction de Κ y2. Quant à l'intégrale double, elle 
admet une limitation analogue, car elle se compose d'intégrales I3 
et I

 s
 Γ voir δ 8, formules (24') I-

Voyons maintenant les accroissements par rapport à χ : nous aurions 
à faire la décomposition de l'aire d'intégration, qui est figurée dans la 
figure 6ύύ du paragraphe 13, avec une analyse analogue à celle du para-
graphe 14. La partie de l'accroissement de qui est relative à l'ac-
croissement de f(x,y) dans l'intégrale double, se détruit avec le terme 
correspondant des intégrales simples, comme dans le paragraphe 14. 
Il ne reste donc que les accroissements résultant de l'accroissement 
de U : ils sont <(L)K./J, en ce qui concerne l'intégrale double. 
Quant à l'intégrale (5), elle se décompose en deux parties : celle qui 
contient ψ, admet une dérivée contenant Κ en facteur, et l'accroisse-
ment de l'autre se traite par une méthode analogue à celle qu'on a 
suivie au paragraphe 14 pour l'intégrale (32"); il est donc inférieur 
à (L)KA.x-L Donc 

|AZo| < (L) KAx, 

|Zo| < (L) Ky y/ 2 

Ce sont les formules qui nous ont servi dans le paragraphe 53 [for-
mules (71) et (72)] et qui interviennent à la seconde approxima-
tion [première formule (&o)], la première approximation donnant 
évidemment lieu aux inégalités (3) ou (3'). puisque c'est une équation 
de la forme δζ = φ (a?), dont la solution se forme comme il a été dit à 
la fin du paragraphe 7. 

Les Chapitres IV et V paraîtront en 1914» 


