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Sur les équations aux dérivées partielles du type

S )
Vo | par’}zboltque K

ﬁ. GEVREY.

INTRODUCTION.

Le présent Mémoire est consacre & Pétude des équations aux déri-
vées partielles du type pavabolique, lindaires et non linéaires, soit
au point de vue de la résolution des problémes aux limiles, soit au
pointde vue de la nature des solutions (*).

La plus simple des ¢quations du Lype parabolique est 'équation de
la chaleur

s s

1 Pl
(D Jdx? 0)/’
ou, dans lc cas de plus de deux variables,

< %z ds
, —
(9 dx} — dy

=z

étudiées longuement par Fourier dans ses beaux travaux sur la Phy-

(") Les principaux résultats de ce travail ont fuit Pobjet de plusieurs Commu-~
nications & FAcadémie des Sciences : 20 février 1gr1, t. 151;6 juin tgr1, t. 152;
24 juin 1912, t. 154; 28 octobre 1912, t. 138, 17 février 1913, t. 156.

Journ. de Math. (G série), tome IX. — Fasc. IV, 1913, 39
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sique mathémaltique ('). Poisson (*), Laplace sc sont cux aussi occupés
des problémes dc la chaleur, en se plagant toujours an point de vuedu
caleul de la solution dans chacun des problémes posés par la Physique.
A unc époque plas rapprochée, Schaefli (*), Betti sont revenus sur ces
(questions, ct plus récemment encore M. Appell (*) aconsacré al'équa-
tion (1) un remarquable Mémoire. Enfin I'équation (1°) a ¢été étudide
par divers autcurs (*) en ulilisant les méthodes introduites dans ce
genre de recherches par Poincard, dans son céléhre Mémoire sur les
dquations de la Physique mathématique.

Mais les ¢quations générales du type parabolique n’avaient pas é1¢
envisagées cn elles-mémes, si ce n’est au point de vue, plutdl géomé-
trique, du probl¢me de Cauchy ct de I'intégration cflective, lorsque,
en 19o7 ct en 1908, MM. Holmgren et Levi (*) publiérent, presque
simultanément, des travaux sur I’¢quation (1), s’'inspirant des théories
modernes relatives aux équations intégrales : Ja comme ailleurs, cel
instrument analytique a fait preuve de sa fécondité et de sa souplesse.

La Physique mathé¢malique avait posé, relativement a1'équation (1),
un type de probléme, se rapprochant du probleme de Dirichlet, et qui
a conduit tout naturcllement & une classe de problémes aux limiles, sc
résolvant par des méthodes analogues a celles dont on fail usage dans
la théorie des ¢quations elliptiques et hyperboliques. Clest i cetle
question qu'est consacré le remarquable Mcémoire de M. Levi, qui
¢tudie dans cel esprit, d'une facon tres compléte, I'équation (1), ainsi
que 'équation & second membre

(2) 0s = —— — ; = f(z, ¥).

(1) Fourier, OF uvres, publié¢es par M. Darboux, t. I et 1L

(2) Poisson, Théoric mathématique de la chaleur, Paris, 1835,

() Journal de Crelle, 1. T2,

(*) Journal de Liouville, 18¢2.

(*) MM. Le Roy, Steklofl, Zaremba, Lauricell, etc. Citons aussi les deux
Chapitres que M. Volterra a consacrés a 'équation de la chaleur dansses Legons
de Stockholm (1906), et dont la lecture est fort suggestive.

() Mormanen, Arkie fior Matematih, Bd 11 et 1V (19go7-1908). — E.-F. Lgvi,
Annali di Matemactica (1go8). Jaurai souvent oceasion de citer ce Mémoire,
dont ta lecture m’a donué l'idée de mes vecherches.
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Les caractéristiques de cette équation sont les droites ) = const.
Dauns tout ce qui suit, nous appellerons contour (C) un contour formé
d’an segment A, A, de caractéristique, pouvant d’ailleurs se réduire
a zéro, ct de deux arcs A, By, A, B,, situés au-dessus de A, A,, ne se
coupant pas, et rencontrés respectivement en un scul point par les
caractéristiques qui les coupent; les équations de ces arcs de courbe,
que nous appellerons C, et C, (voir fig. 1), sont donc de la forme

e=X,(y), x=X(y)

Nous désignerons également sous le nom de solution réguliére
d’unc équation aux dérivées partielles, toute solution continue, ainsi
que celles de ses dérivées qui figurent dans I'équation.

Cela posé, le probléme aux limites type relatif & 'équation (2) est
le suivant : déterminer une solution 3 de cette équation, réguliére
entre les ares G, et C,, connaissant les valeurs qu’elle prend sur le
contour (C). Si nous appelons d’une facon générale S la région située
entre les arcs C, et C, et au-dessus de A, A,, z sera réguliérc dans S
et continue sur (C). Etant donné un point P(z, y) de S, la valeur de z
en ce point ne dépend que des données sur la portion (C,) de (C)
qui est au-dessous de la caractéristique d’ordonnée y. On peut donc
dire, en quelque sorte, que le type parabolique participe & la fois du
type hyperbolique et du type elliptique, puisque sur une courbe
ouverte on se donne la valeur de z seul. L’angle des droites caractéris-
tiques du type hyperbolique est devenu égal & 180° et il continue ainsi
a embrasser les données dont dépend la valeur de la solution en son
sommet (devenu indéterminé), mais, dans le passage, la connaissance

. 0z .
des valeurs prises par - est devenue inutile.
Quoi qu’il en soit, 'emploi d’une solution fondamentale, qui est

ici (!
iei (') et

UL P) = U(% 132, 7) = om0

VY —

conduit & la formule fondamentale (§ 1) et & la représentation de la
solution par des intégrales (§2) : en écrivant que ces intégrales pren-

(1) Dans tout ce travail nous désignerons toujours par la lettre U une solution
fondamentale et nous écrirons toujours les premiers, dans son expression sym-
bolique, les variables ou le point relatif & 'équation adjointe.
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nent au bord les valeurs donnces, on obtient les équalions intégrales
qui permettent de résoudre la question. Au moyen de celles-ci on peut
d’ailleurs former une fonction de Green permettant, grace i la formule
fondamentale, d’obtenir par une méme formule, la solution de tout pro-
bléme aux limites concernant un contour donné.

Cette fagon de procéder est absolument classiqque et en, ce qui con-
cerne 'équation de la chaleur, nous ne pouvons micux faire, comme
complément & ce que nous disons au dé¢hut du premier Chapitre, que de
renvoyer le lecteur au Mémoire de M. Levi, et a Iexcellent Chapitre
que M. Goursat a consacré & ces questions dans le Tome I1I[ de son
Traité d’Analyse (*).

Il existe pour I’équation (2) une intégrale tout a fait analogue au
potentiel de simple couche : c’est la fonction

_(r—§p
Z:——'—-// L ¢ L5, ) dEdn,
2\/71- sy\/y'_n

qui est solution de I'équation (1), S, désignant le domaine limité par
(C,) et la caractéristique d’ordonnée y. Si nous remplagons dans cette
intégrale la solution fondamentale par la fonclion de Green, nous avons
la solution nulle sur (C). .

Tout ceci étant rappelé, on voit donc que le chemin était lout tracé
pour la résolution des problémes aux limites relalifs & des équations
plus générales, suivant la méthode si féconde créée par M. Picard

dans son fameux Mémoire Sur les équations aux dérivées partielles
(Journalde Liouville, 1890).

I. Dans un premier Chapitre j’approfondis I'étude des solutions des
deux équations (1) et (2) en vue des applications du Chapitre sui-
vant. Puisque notre objet est de former la solution des équations

d*'s 03 03
—_———— — T (] ——

(€) 0= oy = Cam Tt
2*s 03 Jdz
(&) a7 T oy f(xa% 53 >’
] J?s . 0z 03
(€2) gz = /¢ ’”””?)E’W)

(1) Toutes les fois que nous renverrons a ce Mémoire ou a cet Ouvrage, nous
les désignerons simplement par le nom de 'auteur.
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et cela par le moyen d’approximations successives, il nous faut envi-
sager l'allure de la dérivée Sib au bord, pour les éguations (&) et (&),
ct aussi de la dérivée g_; » pour P'équation (&,).

Y

Je commence par faire celte ¢tude pourI'éqnation (1) : je forme tout
d’abord la fonction de Green, et cela cn supposant simplement que les
deux fonctions X et X, satisfassent & la condition

-

]

(T) X)) =X <K|y—y7.

L.e contour (C) peut donc n’avoir aucune existence matérielle,
puisque les fonctions X; pcuvent ne pas admettre de dérivée. Ce point
de vue peut ¢videmment préter 4 la critique et d’autant plus que, si
I'on suppose que X, et X; admeltent une dérivée premiére, le change-
ment de variable
e —=Xi(1)]

v (v' — /___._..___/_’__._
) X2 — X1 (2)

i

transforme les équations (&), (¢,), (¢,) en équations de méme forme,
ctle contour (C) enuncontourrectangulaire porté par lesdroites A, A,
et #'=o0, #'={. Orv précisément I'¢tude des dérivées au bord est
particuliérement simple dans le cas d'un contour reclangulaire.

Malgré cela, il m’a semblé que le point de vue purement théorique
ne saurait étre exclu, sous le prétexte qu'il s’agit d’¢quations utilisées
en Physicque mathématique et qu'on pouvait envisager ces questions
en elles-mémes, puisqu’aussi bien on se placait & ce point de vue dans
d’autres théories plus éloignées des applications.

Parcillement j'ai toujours cherché a faire le moins d’hypothéses que
possible sur les coefficients et les données : ceci peut d'ailleurs éviter
des discussions spéciales, au cas ou ces fonctions présenteraient en cer-
tains points des particularités qu'une méthode moins subtile aurait
éliminées.

Au reste, comme le contour rectangulaire simplifie beaucoup de
questions, je lui ai consacré une Note spéciale & la fin du Mémoire :
tout ce qui concerne plus spécialement les contours satisfaisant & la
condition (T') a ét¢ marqué par un astérisque et le lecteur qui ne s’in-
téresse pas 4 ce point de vue pourra le passer sans inconvénient.



310 M. GEVREY.

Dans le premier Chapilre j’éludie également les conditions les plus

simples qu'on puisse donner, bien qu'assez larges [conditions (A) § 9]
(R ()274 ()Z . r . .

pour que les dérivies a7 L 5y de la fonction 7 cxislenl ct vérifient

Péquation (2). Enfin, comme I’a fait M. Pétrini pour le potentiel (*)

je donne une extension du symbole

7 JL

6/‘5552_0;'

n’exigeant pour la fonction f(x,y) qu’un certain genrc de conti-
nuite.

Quand f est simplement intégrable, Z satisfait & des conditions
d’accroissements analogues & celles qu’a ¢tudiées M. Dini dans le cas
du potentiel (*).

II. Dans le second Chapitre je m’occupe de la résolution des pro-
blémes aux limites et plus particuliérement du probléme type cité
plus haut, I'’équation donnée étant (), (&,) ou (&,).

Il y a plusieurs maniéres d’envisager la question pour I'équa-
tion (¢). On peut tout d'abord, par un changement de fonclion
inconnue, faire disparaitre le coefficient a. Clest ce qu’a fail
M. H. Block dansun Mémoire parudansles Arkic de Stockliolm(Bd. V1)
et qui venait d’étre imprimé au moment ou j’ai publié une premicre
Note. J'ignorais complétement ce travail, développement d’uné Note
communiquée quelques mois avant. Effectivement, le cas ol ¢ = o est
d’une grande simplicité et c’est par ce cas que javais débuté dans mes
recherches I'année précédente. Mais, outre qu’il exige 'existence des
deux dérivées premiéres du coefﬁcientde% dans I’équation primitive,
il ne se préte pas 4 la généralisation dans le cas de plusieurs variables,
et il ne peut servir 4 préparer I'étude des ¢quations (&, ) ou (&,).

Si 'on ne fait sur les coefficients d’autre hypothése que la con-
dition (A), la solution de I’équation (¢) sera donnée par le moyen
d’une équation intégro-différentielle (§19), résoluble par approxi-
malions successives ().

(") Journal de Liouville, 1gog; Acta mathematica, t. XXXI.
(2) Acta mathematica, t. XXV.
(*)

A
3) Ordinairement dans ces approximations, on suppose 'existence, au bord
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. c ooy da . . .
Sila dérivée 7= du coefficient & existe, on peut transformer I'équa-

tion précédente en dquation intégrale ordinaire (§ 23), suivant le
procédé de M. Picard ('), et’on.n’a pas alors d’aulrc hypothesc a
faive sur les données, que celle de la continuité. On peut alors
demontrer sur les series de solutions un théoréme tout i fait analogue
a celui qui a ¢té établi par M. Picavrd pour le type elliptique et par
M. Levi pour I'équation de la chaleur (§ 28), et appliquer ce théo-
réme au cas ol le contour (C) présente des singularités (§ 26).

La résolution de I'équation intégro-différentielle dont nous parlions
plus hauat a préparé la voie pour Iétude de I'équation (¢,), f étant
supposce lipschitzienne en s et 3—; Jusqu'ici, la seule hypothése faite
sur le contour est la condition (I').

Plus délicate est la résolution de 'équation (¢, ), soit

":f($:)’7 S Py '])’ ,/¢/>0~

Lin effet, pour la résoudre par approximations successives, nous la
metirons sous la forme ¢35 = o(x, y, 7, p, ¢). Or, cn vertu des équa-
tions mémes qui constituent la chaine et qui sont de la forme (2), les
dérivées r el ¢ présentent les mémes singularités au bord. Mais ici
¢ est engagée dans le second membre. J'ai résolu la difficulté par la
méthode des aceroissements, basce sur les études faites dans le premier
Chapitre. Jai naturellement cherché a faire le moins d’hypothéses que
possible sur f et je I'ai simplement supposée pourvue d’un certain
nombre de dérivées (§31). La question est assez analogue 4 la résolu-
tion de I'équation clliptique

S(x, ¥, 5, p,q, 1,8, t)=o,
mise sous la forme
r+t=o(x, .5 p,q, 1851t
et qui a ¢té faite par M. Bernstein dans le cas analytique seulement.

La fin du Chapitre concernel’extension au cas de plusieurs variables

des probl¢mes traités jusqu’ici.

méme, des dérivées qui figurent dans les séconds membres des équations
d’approximation. Celte condition n’est pas indispensable et j'ai indiqué trés
sommairement comment on pollvail s'en passer.

(") Rendiconti di Palermo et Annales de U Ecole Normale, 19u6.
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III. Les solutions régulitres de Iéquation de la chaleur sont ana-
lytiques par rapport a x; relativement & y elles sont d’unc certaine
espéce de fonctions, que j’ai appellées fonctions 3¢ (voir § 52) et qui
ont fourni & M. Holmgren mati¢re & des résultats remarquables sur
le prolongement des solutions de I'équation de la Chaleur.

M. Levi avait démontré que, si f est analylique en x, dans une
région &, toute solution réguliére de Péquation (=) est aussi analy-
tique en & dans &. Jai étendu ce résultat & Iéquation (&), quand les
coefficients sont analytiques en z, et aux équations (&) el (&,), quand
f est analytique en z, 3, p, ¢.

L’analyticité par rapport & y n’est pas aussi directe : § = o desi-
gnant I'une des équations (&), (&), (&,), si § est analylique en y, s,
Py q etsis prend des valeurs analytiques sur deux segments C,
et G, paralléles a Oy, 5 sera analylique en y sur tout segment de
caracléristique limité par G, et C,. Unc propri¢ié analoguc a lieu pour
'analyticité par rapport a l'ensemble des variables x, y, C, et C,
pouvant étre cette fois des arcs analyliques.

Je me suis proposé ¢galement de voir st les fonctions d’espéce 3¢ ne
jouaient pas, par rapport & y, le méme role que les fonctions analy-
tiques, par rapport ¢ x. En d’autres termes, si les cocfficients de
équation () sonl fonctions 3¢ en y, en scra-t-il de méme de toute
solution réguliere? La réponse est affirmative ct vraie également
pour I'¢quation

-~

()d ();

0°s
dx? di )

(E) . P “+a
b gardant un signe constant. De plus, siles coeflicients de cette équa-
tion sont fonctions 3¢ par rapport a I'ensenble (x,y) (voir § 52),
toute solution réguliére prend sur une courbe d’équation z = X (y),
X étanl une fonction je, des valeurs définissant une fonction 3¢ de y.
Nous appelons une telle courbe, courbe se.

Enfin, le probléme du prolongement (§ 87) m’a conduit au résultat
suivant : la condition nécessaire ct suffisante, pour qu’une solution z-
de (E), régulitre dans un domaine limité en parlie par unc courbe 3¢,
soit prolongeable au dela de cette courbe, est que les valeurs prises par 5
sur cetle courbe constituent une fonction de y quisoit d’espéce 3¢ : nous
supposons ici les coefficients de (I2) d’espéce Je¢ par rapport &4 I'en-
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semble (xz, ¥). Si la courbe est un segment vertical, il suffit qu’ils
soient d’espéce 3¢ en y.

Ces résultatls sont basés sur la résolution du probleme de Cauchy,
dans le cas ol la froutiére est un segment vertical : la solution se
calcule par approximations successives en partant de la formule

dz,

R

Lz, v)= f (z—c)yrt orf(& y)

A (2p -+ 1) ay?
p=1

qui donne la solution de I'équation (2) nulle sur Oy, ainsi que sa
dérivéc par rapport a .

J'étudic enfin le cas ol les coefficients sont analytiques en y (pro-
bléme de Cauchy et probleme du prolongement) et, aprés quelques
autres considérations relatives au prolongement, je termine le Cha-
pitrc en montrant que le probléme qui consiste & déterminer une
solution de I'¢quation de la chaleur, analytique en « el y, et prenant
sur deux courbes sécantes des valeurs analytiques, est un probléme
en général impossible, conlrairement a ce qui a lieu pour un grand
nombre d’autres équations.

IV. Appclons équations singuliéres les équations du type (E),
telles cpue le coefficient b s’annule avec on sans changement de signe
dans la région ol 'on veut former une solution de I'équation. Suivant
que la ligne singuliere, le long de laquelle & s’annule, est quelconque
(sans tangentes caractéristiques cependant) ou est une caractéris-
tique, nous aurons les deux types suivants (en posante= 1) :

- 05 03 03 : -\ 9%3 s

(\‘1) ()_1'—2'— Jz'lw-‘i"a%:c:“i—f, type Slmple (8)%—_;— .Tp;-)-}-,-:O,
-5\ U3 Js Js . -\ 025 05
(U) 5;_5)'”5';—'-“(—)}:“—*—]" Lype snnple(e)m——e)'l—dy._o.

Il est facile de former une solution fondamentale de I'équation (e)
valable dans tout le plan. Le nombre entier p étant pair, les problémes
aux limites relatifs & I'équation (1) se résolvent également pour'équa-
tion (e), et par suite (¢), par des méthodes analogues, méme si le
contour qui porte les données traverse l’axe des y, ou bien en com-
prend un ou plusieurs segments. Mais si p est impair, la solution de (¢)

Journ. de Math. (6° série), tome 1X. — Fasc. IV, 1q13, fo
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est déterminée au-dessus du contour qui porte les données, dans la
région qui est @ droite de Oy, et au-dessous dans la région qui est
a gauche. Pour avoir une solution réguliére dans un domaine traversé
par Oy, il faut examiner si deux solutions, déterminées dans deux
régions admettant |’axe des y comme frontiére commune, peusent se
raccorder, c’est-a-dire prendre, ainsi que leurs dérivées premiéres, la
méme valeur sur Oy. On reconnait alors que la solution de ce pro-
bléme revient a celle d’une dquation de Fredholin de premiére
espéce et ceci permet de montrer que les noyaux de la forme

ﬁ’ (o< a<<1),
ol :====1 et peut ou non changer de signe pour s =, sont des
noyauzx fermes.

Quant & 'équation (&), il est aisé de former sa solution fondamen-
tale et de montrer que si une solution, réguliére au voisinage de O,
se réduil sur Ox 4 une fonction continue, celle-ci ne peut étre que
linéaire. Quand p est impair ete = —1, la disposition des contours
portant les données permet de résoudre, pour un contour fermé cou-
pant Oz, un véritable probléme de Dirichlet. Si p est pair, on peut
avoir une solution réguliére 4 'intérieur d’un contour coupant Oz,
mais les valeurs de la solution d’un c6té de Ox ne dépendent pas des
valeurs prises de I'autre coté.

Les résultats du Chapitre III peuvent étre étendus & ces équations
singuliéres. Nous avons traité le cas de I'équation (¢) aveca=c=o0
(probléme du prolongement et probléme de Cauchy). Pour les
autres, nous avons simplement indiqué les résultats qui se déduisent
de ceux que nous avons démontrés (voir § 74).

V. Dans le dernier Chapitre, nous avons appliqué la méthode de
M. Hadamard (*)ala formation de la solution fondamentale des équa-
tions linéaires complétes & deux et trois variables : le procédé reussit
quel que soit le nombre des variables, pour toutes les équations qui se

(') Comptes rendus, 1" mai 1911.
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raménent 4 la forme

+C3

n n
Jd*’z 0Oz N 03
o T =AY,
i=1 L=t
et permet ais¢ment la résolution des problémes aux limites.
La solution fondamentale des équations (&) se calcule également
par cette méthode, et ceci permet de former I’équation intégrale rela-
tive au probléme du raccordement dans le cas général.

CHAPITRE 1.

SUR LES PROBLEMi‘JS RELATIFS A l,'FIQlIATlON DE LA CHALEUR.

Nous allons tout d’abord rappeler briévement certains résultats
acquis relativement a I'équation

N 0%z 05
(1) 055—,—@2./'(1'»3’),

x?

f(x,y) étant une fonclion cue nous supposerons tout d'abord con-
tinue.

1. ForwuuLe roxnamextaLe. — Envisageons les deux équations

2

dur?

L

3]

ds N NRu  Ju
) = —

— =

0av2+5.;’~

i
|

A
o3 y

[

dont la seconde est I'équation adjointe de la premiére. La solution
fondamentale relative 4 ces deux équations est

_tx—§
Aly—m
e y—n y

U(E,,n;i'v,y):—f——'——-:
Jr—n

solution de S =oenx, yetded,u=oen¥%, 7.
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Soit z une solution réguliére de I'équation (1) : nous la supposons

' . . ds )-J 02
donc continue ainsi que ==; - = le seront également. Invisa-
oy oz € ()

geons un contour (C) (voir Introduction, p. 307), formé par un segment
de caractéristique A, A, et deux arcs A,B,, A,B, comme il a été
expliqué (fig. 1), et soit M, M, un segment caractéristique coupant
ces deux arcs et contenant un point P (2, ). Appliquons la formule
de Riemann & l'intégrale

f/ ; u[6: —f(é’fl)] — Saiu z dsdﬂ»

étendue au domaine limité par (C) et une caractéristique M M, voi-
sine et au-dessous de M,M,. Si, dans cette intégrale, « est solution
de 8,u = o et 5 solution de 85 = f, on a

(2) f usd; —j uzd(_+<u¥—.,g-l-‘> In—-/fuqudn.
. M AA M,

MM,

Si nous remplacons u par la solution fondamentale, il vient, en fai-
sant tendre M, M, vers M, M,, la formule fondamentale (')
(@) 2vVEs(z, ) .
’ ) K x—¢

(B) VRstmy) (=[ LT s =)
(7) J o V -

('—-,)

_ff\/ e ln)—rlf(, n)d,df“
y—n

S, désignant, comme nous I’avons dit, le domaine limité par (C) et la
caractéristique d’ordonnée y. On suppose : dans la formule (a),
P intérieur & S; dans (), P sur (C); dans (v), P extérienr.

La formule suppose également 5 réguliére a l'intéricur de S, s et

g—f’; continues sur (C). Pour que la formule (B) soit exacte, il faut de

M GOURSAT, t. IiI, p. 310. — Lgvi, p. 203. — La lecture du Chapitre de
M. Goursat, déja cité dans ['Introduction, sera trés utile pour aider a hien
comprendre les pages qui vont suivre : voir en particulier les nos 542, 543, 5h',
843 et B47. Voir aussi le début du Mémoire de M. Levi,
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plus qu’on ait (voir la Note & la fin du § 3)

L Xil) — Xy

| =o0 (f=1,2),
y=y y—'

(3)

et que 'intégrale

(Xiy1—Xi(n?

(4) S RAR=X) T
v (y =)

ait un sens. Enfin nous avons une intégrale curviligne en d§ qui nous

Fig. 1.
Pty
M, \ * M,
M| M;
Courbe C, Lourbe T,
A, A,

oblige aussi & quelque hypothése sur les fonctions X, et X, : nous les
supposerons continues el a variation bornée, c'est-a-dire que les arcs
C, et C, sont rnclifables

Nous serons amenés plus loin & modifier un peu ces conditions.

1. — Etude des solutions de ’dquation ds = o.

L’étude que nous allons faire dans tout le premier Chapitre sert de
préparation a la résolution des problemes posés dans le second.
2. INTEGRALES REMARQUABLES. — Posons

y _lr—fn 7
Vigniz,y) = 2t =g T = O
(y—m)? dr s

Nous voyons, dans la formule fondamentale, apparaitre des intégrales
de la forme

ao<x,y>=f UL a5 2, y) o(n) dn, s(x,y)=f‘V<s,n;x,y)<.o(n>dn=
AM ' AM
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AM désigne un arc de courbe dont l'extrémité A est fixe et a pour
ordonnée y,, l'autre extrémité ayant pour ordonnée y; soit x = X (y)
son équation ('); ¢ est une fonction continue. Etudions les propri¢tés
de ces intégrales. L'intégrale 5,, uniformément convergente (*), est
continue en tout point, méme sur AM. Quant a 3, elle est certai-
nement continue en toul poini non silué sur la courbe et il est facile
d’en obtenir une limitation valable dans toute la bande v du plan,
définie par ¥, Sy Sy,, $(n) étant continue dans I'intervalle (y,, y.),
avec |¢| < ®.

Remarquons tout d'abord que l'intégrale

.y =X .
I___j X(")"‘" ﬂ) ”)'—"’]) (P("])dn,
no (=)t
a un sens pour x = X (y), d'aprés une hypothése antérieure |inté-
grale (4)] : nous la supposerons continue en x, ¥, méme pour
z=X(y)(?), de telle sorte qu'on ait dans w (*)
1< (L)®.

Ceci n’exige nullement que X (y) soit 4 variation bornée et nous

pouvons supprimer cette hypothése, en consercant cependant la con-
dition (3).

Nous pouvons écrire alors,

Y _ _[‘r—Xl‘nil’
92[ 22 o) dy
E2) (J’—ﬂ)‘

[r—-Xcn?
_.I+f “y 0 cp(n)th~l+f +f
(y—-n)2

bR

() En somme nous supprimons ici les indices 1 et 2, AM désignant I'arc
A\M, oul’arc A, M,.

(2) Goursar, t, II1, p. 173.

(®) Ceci aura liea sous des hypothéses trés larges, par exemple si

f X ( y)-—X(n)Id
Y1 (}’—ﬂ)‘

a un sens.

(*) Dans tout le cours de ce Mémoire, nous désignerons, d’une fagon géné-
rigue, par (L) ou (K), tout coefficient numérique essentiellement fini, dont la
valeur pourra d’ailleurs différer d'une formule & une autre.
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en désignant par )’ 'ordonnée du point de 'arc AM, le plus rap-
proché de M, et tel que

(3) 1X() =X = ;1o = X()].

Si ce point n’existe pas, la décomposition de l'intégrale est inutile et

ce (que nous dirons de f s'appliquera a f Or

[

A

— X(») IX(,v)—X(,y’)I
<Plz—X(n)| [ —Fg <0t =gl
l n (y—n)? Vy—y' Vy—y

et d’aprés (3) ceci tend vers zéro avec y — y'. D’autre part, quand 3
appartient a 'intervalle (y’, v), on a certainement

_Lr=Xonpp [r—Xiy)?
(3" e U e TUSW,
¥ [r=X(rn2
f <‘l’f ____)_(_(_‘_)_ O gy <4d’f —-n's_—é\/ﬂ:(l)
> » n)

en utilisant le changement de variable défini par

[z —X(y)P=16s(y —a).
On a donc, dans la bande w,

(6) 13] < (L)®.

La dérivée de 5, par rapport & x est en tout point non situé sur la
0 £
courbe égale a — 15,
Quant a la dérivée de 3, elle s’écrit

[r~X(nt

zal oo, e =X @) 3
f (J’—n) " 2(y —n) o(n)dn.

Le méme procédé de décomposition que nous avons utilisé plus
haut conduit & la limitation
a3 l (LYd®
6 — ——— .
) T X()]

()’} . " ' 3 .
Nous voyons donc que 5= devient en général infinie sur la courbe.

A} 1 . s h A !
Cependant g; se raméne facilement & des intégrales 5, et 5 quand X
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et ¢ sont dérivables. En effet

: y ). o
»? _.__Zf OU[X(G)»f‘)'”u)’](?(.n)d.n;

()—x_ 1 0‘)’
or
AU[X(n),n32,v] _ V., JU
an —;7\(0)’--{3;'

D’ou, en substituant la valeur de %% fournie par cette équation dans
'intégrale et intégrant par parties,

05 7 7 N/ B¢
(7) = =— 2/ U o'(n)dn —f VX' () o (n)dn—20(y) U[ X (), y1; 2, y].
Y1

dx .
b
Cette méthode s’applique 4 toutes les dérivées de 3, si 9 admet des
dérivées successives, et permet d’avoir leurs limites sur I'arc AM.

Formule de discontinuité. — Quand le point P traverse la -
courbe AC en un point P,, I'intégrale 5 subit une discontinuité rra-
duite par la formule

lim (3p — 3p,) === 2y/70p,,

r—pr,
le signe étant + ou — suivant que P tend vers P, & droite ou &
gauche de I’arc de courbe.

Cette formule, analogue & la formule de discontinuité du potentiel
de double couche, a été démontrée par MM. Holmgren et Levi sous
certaines conditions relatives 4 X et ©. Nous allons en donner une
démonstration trés rapide. Nous pouvons représenter, dans tout inter-
valle fini 7 contenant la valeur y, ordonnée de P, la fonction continue

o (y) par un polynome o (), de telle facon qu'on ait
le(r) —snl<e;

on peut méme supposer §(¥,) =9(¥,). Or la fonction v vérifie
d_. b I3 !
d—i"i- Par suite, étant donné un contour (C) dont

Parc AM constituerait le bord droit, en appliquant la formule (o)

Péquation ¢s = —
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ou (Y), puis la formule (B), a cette solution et retranchant, il vient

2w )__

ou 1 9Pp— \/E'_?put / Y 5('/;) dny - l) \’,.“-c;('q)r/'n e

1
200w “ oAb,

(]

Quand P tend vers P, le premier membre tend vers == Vro (¥,
~ 0 p

et les termes non derils dans le dewriéme membre tendent vers scéro.
Or le second membre peut s’écrire

1 ) — 1 N —
-'—(:\p—— '51'[,) —+ - /‘ Vp( q) — (?)(/'n - = / Vp"(CID —-(?) ([f] e
2 2. AP 2. AP,
Les deux intégrales sont ¢n valeur absolue inférieures & (L) e. Par
suite ¢ étant donné, on pourra toujours choisir ¢, puis prendre P suffi-
samment voisin de P, pour qu’on ait

|90 — S, = 2Vmee | <€,

ce qui démontre la formule que nous avions en vue,

Iei X est supposé véritier toutes les conditions données pour I'éla-
blissement de la formule fondamentale. Mais il est aisé de voir que
NOUS POUVONS su'pprimcr la condition ue X soil a variation bornce.
in clfet, celle condition est relative & Iexistence de Uintégrale

Um0, p)o(n)ds.
AM

Mais, pour ¢erive cette intégrale, nous pouvons supposer que I'arc
AM'M a été remplacé par un arc AM’M intérieur & (C), ayant
mémes extrémités ct tel que cette mtégrale curviligne ait un sens; il
faudra alors adjoindre au sccond membre de la formule fondamentale
Uintégrale double %q?(lﬁ dn ¢tendue & Paire ¢ comprise entre
AM'M et AM’M. L est facile de voir (ue cette intégrale a un sens et
est continue quand > et M varient, & la condition que P ne vienne
pas & Vintérieur de o. Les conclusions énoncées plus haut subsistent
donc.

Quand le point P tend vers A, la limitation que nous avons donnée
plus haut montre que, si 9 est nul en A, 5 tend vers séro.

La formule fondamentale met ¢galement en ¢vidence les solutions

Journ. de Math. (6° série), tome IX. -= Fase. IV, 1g13. [ll
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N H
de 05 =0, de la forme (x, et x, ¢tant les abscisses de A, et A,,
¥, leur ordonnée)
™ . _la—Fe
I){'(;I,',.y):/' — I»«y-—.“q’q;(g)(lz, ’
oy VY =00

(ui, lorsque y tend vers y, el @ vers #,, lendent vers 2 Vr (i) si
x, est intéricur i lintervalle (z,, x,), vers o, si x, st extéricur &
cet intervalle ( formule de Poisson, Goursat, n® 543) ('). Ceci
permet de n’cnvisager que les intégrales de I'équation (1) s'annulant
sur A, A,, car loute autre en différe par une intégrale x.

3. Prosuiyes aux Lanres. — Llemploi des intégrales 3, et 3 permet
de détermincr la solution (unique : 'unicité sera étudiée plus loin)
de 3z = o, s'annalant sur A, A, et satisfaisant sur chacun des ares C,,
C, 4 une relation de la forme

M+ b3 =F (),
A, w, I étant continues. Il suffit pour cela de représenter cette
intégrale par une somme de deux fonctions 3, ou 3, relative & chacun
des arcs, et d'écrire que, quand P tend vers un point du contour, les
valeurs limites de z et g—:; vérifient la relation donnée : on obtient
ainsi un systéme de deux équations intégrales de deuxi¢me espéce qui
déterminent les deux fonctions ¢ (Goursar, n® 547). Pour la résolu-
tion de ce systéme, nous renverrons au Mémoire de M. Levi (?), en
remarquant toutefois que, pour établir la convergence des scries qui
représentent les solutions, il n’est pas nécessaire de supposer X et X,
lipschitzicnnes. Sans doute, la condition que nous avons imposée a
ces deux fonctions, & savoir que l'intégrale (4) ait un sens (*), n’est

(') Si x, est égal & z, ou x,, c’est-a-dire si le point (z, ¥) tend vers une des
extrémités du segment A, A,, la limite X dépend du chemin suivi: par exemple,
T — &
Y — )
alors le role des points A, et A,].

(2) £.-E. Levi, loc. cit., p. 214.

elle est \/m () si tend vers zéro [cf. la condition (3), M, et M, jouant

.y N
(*) Ou méme la condition quc/ —X—Q———}—(TL)]
y

(y —n)?

ait un sens.
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pas suffisamment précise, car il est nécessaire de connaitre la facon
dont celle intégrale tend vers o quand y' lend vers y. La plus simple
des hypothéses qu’on puisse salisfaire est qu'on ait

1-1-0

() IN(y)— X (n)] =2 l‘(|“1’, | (0l 1)

Alors intégrale (4) sera d’ovdre infinitésimal % par rapport & y — ¥/,
ce (qui assurera la convergence des séries : la marche & suivre est iden-
tique & celle qu'a suivie M. Levi. Dans ce qui va suivre, sauf men-
tion spéciale, nous ferons Ulypothése (I').

Ce qui préctde suppose que les points A, et A, ne coincident pas.
Si ces points sont confondus, un examen particulier devient néces-
saire. Il en est de méme si en certains points isol¢és du contour' la
condition (T') cesse d’éire vérifiée. Dans ces deux cas on trouve la
solution comme limite d’une suite de solutions réguliéres. Pour cela
on utilisc les deux propriétés suivantes: 1° une solution de ¢s == o0,
réguliére & Uintéricur de (C) et continue sur (C), ne peut dépasser les
valeurs extriémes qu'elle atteint sur (C); 2° si une séric de solutions
de 85 = o converge uniformément sur (C) clle converge uniformément
en tout pointintérieura (C) et y représente une solution; nous revien-
drons plus loin sur ces deux propositions en les généralisant ().

4. Foncrion ve Greex. — Dans les problémes aux limites relatifs &
Péquation 2, u = o, le contour C, au lieu d’étre ouvert vers le haut,
doit étre ouvert vers le bas. Proposons-nous, par exemple, de déter-
miner, par le moyen d’équations intégrales la fonction H (&, n;, y),
solution de 2,u = o en £, v, s'annulant sur M, M, et prenantsur M, A,
ct M, A, les mémes valeurs que U. La fonction

GUILP) =G n; 2, y)=Ug 05 2, y) — (ks 2, x)

(qui dépend des deux points P (z, ) et 1 (%, q) est la fonction de
Green. On démontre (u’elle est la solution de ¢,u=o0 en &, et

(') Nous avons admis implicitement jusqu’ici ue le contour (C) ¢tait tout
entier & distance finie. Mais on peut supposer que, par exemple, A, B, s’¢loigne
indéfiniment : on obtient alors une solution qui, ainsi que sa dérivie, croit
comme e¥**(K > o) si la valeur donnée sur {a demi-droite A 0 admet ce mode
de croissance (voir Goursat, n° 545).
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de 85 = o en w, y. Elle s’annule quand I (ou P) est sur C, ou C,, se
comporte au voisinage de P (ou de II) comme la solution fonda-
mentale U et est positive dans S,

~ ~ - . . A

n remplacant « par G dans la formule (2), il vient, par le méme
procédé qui nous a donné la formule fondamentale, pour un point inté-
ricur P (x, y),
(F) wWise == sEwGdns [ G

M A AL M, A

~ [ [ Gens ey &) di n
'S‘Y

Nous obtenons ainsi la solution de ¢z = f prenant des valeurs don-
nées sur (C) par une formule qui peut servir pour un contour déter-
miné, quelles que soient les données. Cette formule prouve que la
solution, si elle existe (et nous en sommes assurcts quand /= o), cst

. . . . JG
unique. Mais ceci suppose I'existence de TE au bord. Nous reviendrons

dans un instant sur ce point (voir § ) et nous reparlerons plus loin
de cette formule dans I'étude de I'équation 85 = f.

Tout d’abord, occupons-nous de la formation effective de G et
envisageons-la comme solution de 8, u = o en £, n. La fonction H peut
se meltre sous la forme

1= J_- V[g,n,}x,(s), 1o, (55 .zy)(ls'
2y

~+ _/ VIE, a; Xo(5), s]oy(s; 2. y)ds,

52\/71 -
¢, et 9, Clant solutions du systéme suivant, oblenu en faisant tendre Il
vers (J, et C,,

UINi(5), 53 7, y] == ou(s5 20 7) + —= f VX (s), 83 X, (0), L]0, de

- / VX, (8), 53 Xa (L), (] dt
WENA
et une autre équation analogue.

Il est clair, d’aprés cela, que H (et par suite G ) admettra, quels que
soient Il et P @ Lintéricur de S, des dérivées de tous ordres en &, v
el x, y qui seront solutions de 8, u = oenk, et de é=o0 en x, y.
On obtiendra les premiéres en dérivant V dans la formule donnant H
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ct les secondes en dérivant g, et ¢,. Si X, et X, sont dérivables, la
dérivation en &, 7 sera possible méme si 1I est au bord, quand I’ est
dans S, d’aprés ce que nous avons vu @ la fin da paragraphe 2, for-
mule (7). Dans les mémes conditions (1I au bord, I’ dans S), si X
et X, satisfont a (T'), la dérivation en (&, y) sera possible également.
Nous obtiendrions des conclusions analogues en intervertissant le role
des points I’ et 11.

Iitudions, par exemple, la dérivée 9G qui joue un réle important

oz

. . . . ooy g l[ v
dans la solution des problémes aux limites. La dérivée 37 est donnée

par la formule

(A ’, P
o _ '__/ XTé, 'n;X,(s),s]Mcls

Jr 0\/7', dx
00:(83 7, )
_{—'9—7‘—“] V[@,n,XQ Q), ]Tds,
ct, si nous posons 19’—(;—::-) = r;:| (5), %% = 5.‘(8) ct

27 Vis(s, €)= VX, (s), 53 X,(¢), £] (i, j=1, 2),

@, et g, seront délerminées par les deux équations
— lV[x (8), 55 5 ¥]

0.(3) +f Vi(s, t) wt t)(/t—{—f Via(s, ¢ t)dt,v
(8) ¢
—~;V[X2(s), sy 2, ¥]

_ .y _ y -
=c.oz<s>+f Var(s, ) (0) dt +f Vaa(s, £) gale) dl

Or si nous voulions former la solution de 8, v =o nulle pour v} =y et

prenant au bord la valeur — - V [X(), n32,y] = V[‘{(Y]) Yoyl

)H
nous aurions a écrire prccnscment les equatlons qu1 déterminent *

dox’
, , oG . , , JU JH
[l résulte de la que = qui est ¢gale a JE — g—:, s'annule quand le

point West sur C, ou Cy el P a Uintérieur de S, et ceci est vrai pour
toutes les dérivées de G en (z, i), ce qui était d’ailleurs facile & prévoir
puisque G est nul au bord, quel que soit P dans I'aire S. 1l résulte de
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la symétrie de la fonction de Green que toutes les déricées en (B, 1)
sont également nulles quand V est sur G, ow Gy, et Wal'intéricur.

. . T JG

4* Proposons-nous maintenant d’obtenir une limitation de ):
o

valable quels que soient P et 1L a Uintéricur ou an bord (). Pour cela,

)cp2

Jo, V
envnsageons les deux séries qun vont reprcscnlct' Tr L ¢ enopcerant

la résolution des équations (8) par approximations successivcs, nous
pouvons ¢crire

() - 2 ” , "
m,__dq’1—01+o'l+0;+..., @2:%_—:00—;-0{—;-024-...,

les O étant fonctions de 2, y et s: par suite nous obtiendrons 3“ sous
forme de série également

3‘—[;11 ——/lo+ /l|+ho

or §', 0" et A, ont pour expression
0? Vo 0

B =-VIXi(shs32, 7], Oh=— 2 V[Xs(s), 53 2, ¥].
(9) hy= .\/nf VIE 03X, (5),51VIX, (5), 55 2, y] s
—'—f VIE 75 Xa(5), s]V[ Xa(s), 55 2, y]ds
\/’I_t.n Gy 1iy A2 0 )y M\S) S5 2, Y Ve

Voyons maintenant les termes suivants. De P'inégalité (T') résulte que

]J
Vil < ———=

{—=
[s—¢) 2
car cette inégalité, quia lieu pour i = j, est vraie @ fortiori pour { 5 j,
& la condition que les points A, et A, ne coincident pas. Par consé-

(') Conformément a ce que nous avons dit dans I'introduction, nous marquons
d’un astérisque les paragraphes concernant les calculs qui se simplifient nota-
blement dans le cas d’un contour rectangulaire : le lecteur trouvera ces calculs
dans la Note placée a la fin du Mémoire.

En ce qui concerne la fonction de Green, on pourrait lui appliquer, dans le
plan, une méthode analogue a celle que nous avons employée dans Vespace
(§ 39-40), pour limiter les intégrales ou elle figure.
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quent, les 0 ct 0" seront majorés par les quantités 0 données par

Y 0,_,(8)
__”_L__adt’

(3N Il-—-—s'l—‘i—

0,(s)=h

A étant un coefficient numérique ¢gal a 2 L. Or, nous avons
¥ Y 1 Yy
0:=jj V“(.s‘,t)V[x,(l),t;.r,.y](lt—;;f Via(s, () VIXo(8), &5 =, y]dt

ct une formule analogue pour ().
Ouvrons ici une parcenthése. Nous avons, dans le paragraphe 2
) g ’
cnvisagé les intégrales de la forme

VY
w,y)—_—j VIX(0), £ @, y]d(e) de
Y1

ct nous avons vu que, si W est le maximum de ¢ dans Pintervalle
(¥ ¥,) on peut déterminer un nombre (1.) tel que

-

(6) ' A, y)<<(IHWT pour Y12V Y

Supposons maintenant que J soit de la forme

!
ql(y):(yv.’_(_gl)l)ﬁ’ Iq"l<lpla O<ﬁ<’;

{, () étant une fonction bornée, continue dans lintervalle (y,, ¥,)
sauf peul-étre pour la valeur y,. Appelons 5 l'intégrale » rela-
tive & cette nouvelle fonction et décomposons l'intervalle d’intégra-
tion (y,, ¥) en deux intervalles égaux. Dans le premier de ces inter-

(L) et, dans le

valles nous prendrons, comme limitation de V,

M . N 1 . . 3
second, nous appliquerons la formule (6) en prenant comme limitation

de ¢, ——ﬂ————; il vient alors

Y ”*.71>6
2

Y-+ vy

o vy " 2 Al W W
4+ / < (L) —1— / (L ! L '
R ) (L)

- /t ) p 7 << e
Sy (t—y)B (yr—y0)b (y—y0)k

Cela posé, remarquons que 8, est une intégrale du type »¢),
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a V- .
avee § =1 -~ —- De méme pour 0,. Par suite, nous pouvons poser

I

0,(s) = —— —
(y—9

R

v ¢tant une constanle qui dépend de y, et y,. On déduit de a

oﬁzp)‘fy l*;” — :ulf(§» %)()*“5)“ ‘
Cy—) C(e—s) \ .
73\ <Z)> ).l'<~>(‘y-s)'{
& T(2)
(y —») =
9y = 1k H<~‘,Z~'> /” o —

N . % p~1!
1"r<") |7‘l'(%>(,)—- s)"']
0, == 5 - -
- P
(y—s) 1 ( o )
Donc
o|—l‘ 02 1= = 4 - “1
(y —s)

g élant une série convergente. 1l résulte des calculs précédents que

nous pouvons écrire

()‘Pl — - -é.l 4oy __ 4, -62
E»w /0+*-— , :E’ 7);'-—00—5*'—-———::‘3
(y—s) ~ (y—s) °

0, et 0, ctant des fonclions tonjours hornées, continues en .z, y, s,

sauf pewt-étre pour x =X, (y), y =s.
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Nous avons donc, en définitive, %, élant donné par la formule (),

7,

ol 1 L , . '
(10) D—;:/l(,—l—q = Vie, ‘n;;\,(.s),.sj———li-a
% l/',; . (’),‘——h‘) 9
o ¥ I
= [V 05 Xa(s), 5] -
2\/7r~-,, . 2
(v —~)

et, parsuite, d’aprés ce que nous avons vu plus haut sur les intégrales
du type 5'7

1
-1

(11)

—5?

G )
()J—_—~—-;-V(c',‘/1:-l',)/)"/’-o"'"“‘ |

e
(y —mn)

wip

g, ¢tant une fonction continue, sauf quand P et II tendenl vers un
méme point de (G, ou de (i, mais bornée quels que soient > ou II &
’intéricur de S ou au bord.
Ta détermination de (i comme solution de ¢z := 0 nous aurail
conduils également a la formule
G 71

1 I
(12) F=Vem ey~ = —Tt—s,

1- 3
(y—m)

¥ jouissant des mémes propriétés que g,.
Quant a G, puisqu'elle est positive, il est clair qu'on pourra
Pécrire

(13) G==gU(i n; 2. ) olgin,

- g étant une fonction hornée, nulle quand l'un des deux points esl
sur C, ou C,, continue sauf si P et IT tendent vers un méme point de
C, oude C,.

Rewarquons enfin que nous pouvons formter une fonction analogue
i la fonetion de Green, quand on se donne sur C; a valenr de 2 ou celle

ds . . . 93 R
de —~oubienencoreune relationdelaforme/;(y) o= +m,; (y) s =71.(y).

On détermine alors la fonction de Gireen par la condition que 4, seul

/e
Jouwrn. de Math. (6* série), tome IX.— Fasc, IV, 1913. 12
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subsiste dans les intégrales (*) etl'on sera ramené & calculer une solu-

tion salisfaisant sur C; 4 une relatlion de méme forme que s. Nous
ne nous élendrons pas sur ce sujel qui ne présente pas de difficuliés.

8. REMARQUES SUR L'EXISTENCE DES DERIVEES AU VOISINAGE DU CONTOUR.
~ Soient ®,(y), ®,(y), ®(2) les valeurs données sur C,, C,, A A,
(fig. 1). Posons

ROt

1 — ———

oy 2
- 1 o ; ,
o yy=—= [ ¢TI, (£) dis
2\/7: “y \//V y'

dans cette intégrale y, est Pordonnée de A, A,, @, et @, sont lels que
a, < x, < x, < @, &, ctx, ctant les abscisses des points A, ct A, cl
®,(%) est une fonction conlinue dans l'intervalle («,, a,) coincidant
avec ® («) dans l'intervalle (i, «,) (*). Ainsi (quc nous 'avons dit
plus haut, si 'on pose

3= 3, -+ 3,
3, sera la solution de 0z = o s’annulant sur A, A, ct se réduisant sur
C,, C, a des fonclions continues données, nulles en A, ¢t A, et nous
pourrons la représenter par la somme de deux intégrales du type 5.
Or, nous avons

‘):'-():‘.._d?’

Jdz — dx ' dx’
Js —_y [ =i —-‘-'—TE o
= Sse T (E)dE

WTIae (y—1)?

et le changement de variable  — £ = 25 \'y — ¥, montre immédiate-

Jz . . B 1 . e )2z
ment que = devient infini sur A, A, comme N v La demvecé?
J N B

s'¢tudic de méme et 'on peut donc écrire

ds 4 9z ¢
4 — T ep——— —_— e —
(14) dr " \/y }'1, 0zt — y—y,

(') Dans un probléme de ce genre il convient de faire I’hypothése que X, soit
dérivable, afin de n’avoir, dans la formule fondamentale, que des intégrales por-
tant sur la variable .

(®) On peut supposer @, = — 00, @, = -+ 2.
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et { étant bornées et continues (ct méme, il est facile de voir que {
tend vers zéro quand y tend vers y,).

: .03 :

Si @’'(x) cxiste, o= tend vers cette valeur en tout point appartenant
) ()x i
au segment A A, ; il est d'ailleurs aisé de le vérifier par une integra-
tion par partics immédiate. Dans le cas intermédiaire ot 'on a sur
AA,|D(z) — D (E)|<K|z—EPil suffit de remplacer, dans l'inté-
- = Js ,
grale z, @,(%) par [®,(§) — @, (x)] + P, (z); 5 Se décompose alors
en deux autres intégrales : 4 la premiére on applique le changement

de variable indiqué plus haut, la seconde cst nulle st ¢, = — =
ué plus haut,
et @, = + » et 'on voit aisément que, dans ce cas ('),
03 4 ' 9

! J— —

) ST T F
Y=y (y—=xy1) °?
8*. Passons maintenant a :—;% D’aprés ce que nous avons vu plus

haut [formule (6)], cette dérivée peut, dans le cas de simple conti-
nuit¢ des données, se mettre sous la forme

(15) %i—f = —ITE\’-ITI + é&;,

{, et {, étant bornées dans S, bord compris, et continues en tout point
intéricur. Proposons-nous maintenant de chercher dans quel cas %
est continue, méme au bord.

, . 03 . . .
Pour ¢tudier (T.I;’ il sera commode ici de mettre 3, sous la forme

¥ Y
si= [ UK (n),ni@,y T o (n)dn+ [ UIXa(a)ni @, T ga(n) dn
J1 ¥

Sq

0 ' ' L 1
car -~ est alors représenté par une somme de deux intégrales du type 3

Zz
et'on a, sur C; par exemple,
03 ~ LA
—(;jz—\/fr@.(y)~%f VIXi(n)yn: Xi(y)y] i dn

Yt

¥
- %f V{Xa(n),n; X (n), 0] ¢ dn.

(') Si@’ existe et satisfait & la mé&me condition que nous supposons ici pour @,

dans les relations (14') il faut remplacer 5 par g—; ou 3 par 1+ B (voir § 7).
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Cette facon de calculer z,, qui est celle qu’avait indiquée M. Holm-
gren, est avanlageuse ici & cause du calcul de la dérivée, mais clle
conduit 4 un systéme d’équations intégrales de premicre espéce (')

‘ Ft(]’) :f Un(‘ﬂ\}’)‘Pl("l)d’fl'*‘f' Um('n,y)%('n)({'m
(16) / DN Xt

Fy(y)= f U (0, 7)) 91(n) dan +f' Usa(n, ) 92(n) da.
en posant

‘ F;= ‘1’1(9’) —Z[XI(J’),.J’], U,‘j('ﬂ,,)") = lel(fl)3 s Xj(}’)iyl
(7) ..
{ ‘ (6, ] =1,2),

Ce systéme se raméne au systéme d’équations intégrales dedeuxi¢me
espéce (voir Howmerey, loc. cil.) :

y_ ¥
gfi()')=ﬂ<.h(.y')+f Uy, (1, ) 01 (1) b +f Ui (1, 1) &2(y) dn,
( 16 l)l?) / X1 AN

y_ Y
f;(y)=ﬂ%(y)+f Uy (n,x) @1 (n) dn +/ Uaa(n, ) @o(y) din,

en posant

d [ Fi(s)ds = d T ds _ Nt =3 e
=g [ HED Cmg [ =t
finN=z I Ty ) Vy—we—n

Il faut que les fonctions £, U;; existent. Or on a, par un procédé
bien connu,

' , Fi(y) i (TFi(s) —Fi(r)
(17") Jiy)y=—=—=—=- | ——————ds.
. VY = 2y (y—s)?

. ds . . . \
Si nous voulons que —= soit continue en tous les points de (C) méme

(*) Nous reprenons ici, sous des hypothéses plus générales, le calcul de
M. Holmgren ( Arkiv for Matematik, Bd 111, 1g07).
Cette représentation de z, est commode quand on donne les valeurs de 034

Jdx
sur C, et G, : si leur module est inférieur & M, ¥, on voit aisément qu’on peut

écrive dans S, bord compris,

1
2l < (LMB( 5 B+ 1)yH 5,

B étant la fonction eulérienne.
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. . dzy . . . :
en A; (i =1, 2), il faudra que 5> soit nul en ces points, puisque 5= est

. . : Cor A Js
égal en ces points & &' (), qui doil ttre la valeur de 5= Il sera done

Jar
néeessaire que 9,(y,) = ¢.(y,) =0, ce qui cxigera tout d’abord
Fi ' 9 . .
que \_/}-l;— tende vers zéro avec y — y,. D’aprés la formule (17), il
-1

Oi(y)—D,(v)) ol SIXA(Y)s ¥] — 3 (20 1)

. vy = vy = .. o
zéro avee y—y,. Nous supposerons donc ces deux conditions vérifices :

la seconde le sera certainement si ®'(«) existe (*). Enfin il faudra égale-
ment que l'intégrale de (17’) ait un sens et tende vers zéroavecy —y,
d’apres la formule (17) nous sommes conduits 4 faire cetle hypothése,
TP(s)— b,
pour / -5L—-'-;(—y-l et, d’autre part, nous avons
o (y—s)®

- - o 05\ | 15\’
SIXi( )y =5 Xi(s) s = Xi(y) — Xi(5)] (5;> Hy—-ﬂ(‘;;) )

suffira done que tendent vers

14 - ’
03 Js . Ly - .
<:)';> ct <5—)-,> désignant les valeurs des dérivées de s en un point

~

intermédiaire (x', ), %; est partout continue. X,(y) — X;(s) est de

e Z\/ TN .
Pordre de (y — ) * . Quant & (%:) = <f))_‘> d’aprés ce que nous
oy o=
avons vu plus haul, elle cst de la forme === lorsque &'(z) existe,

C tendant vers zéro avec y — y,. Il résnlie de la que l'intégrale
‘/ﬂ;[ Ni(y)hy)— ;!xi(sl S1 g
y (y—s)*

a un sens ct est continue pour y Zy, : elle tend vers zéro (quand y tend
vers y,.

Passons maintenant & U,;; quand 7 £, cette dérivée existe et est
continue pour y et 2y ,. Pour { =/, nous I'écrivons en supprimant
'indice,

Xy =N
8o i} d

A4
- - : Is
Uy=U=—¢ *0-m ——f ¢
dyJy Vy =) s—n)
,f)‘ ds § (X=X X=Xt

le ~ o=—m  —e  domy,
» (J"‘S)

(*) On le vérifierait en écrivant, dans 3, O (L) =Dy(z;) + (5 — ;) [Py () + &],
¢, tendant vers zéro avec £ — ;.

2
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La premié¢re intégrale étant égale & =, le premier terme s’évanouit.
Dans la deuxiéme intégrale, le crochet est en valeur absolue inférieur i

XD =X ()P [X(0) = X ()]?
y— s—a )

A restant {ini. Cette différence s’écrit

[X($) =X () (s—y) ¥
(y=—m—a)

X (9) = X ()] [X () — X ) + X () =X ()],

et, en utilisant la condition (T'), nous voyons que cctle expression est
inférieure en valeur absolue &
K2 ' 140 [ 1+a “.a-l

frpn (s—=n)(y—s)+(y—s)* lL(r—mn)* +(s—mn)* |

On en déduit sans peine que la deuxiéme intégrale a un sens et est

de I'ordre de @———_ln_‘*—“ On peut donc écrire

)
. Ui
U= ==’

u;; étant bornée, conlinue pour y et v >y,. 1l résulte de la que la

résolution du systéme (16 bis) s'effectue sans difficulté : 3, et ¢, sont

Yy .
continues et nulles pour y =y,, si l’intégralcf w aun
oo (y—s)*

LN ZBilX), dlle tend vers zéro avee y—yyect

sens, si, ainsi que —
Vy — 71

. o, Ve . - .. Js
si @'(x) admet une dérivée continue..Et, dans ces conditions, -
existe et est continue sur le bord, méme aux points A, et A, (*).

N . |
1) Lorsque ®; admet, par rapport a y, un accroissement d’ordre +8 et @,
q P pp V) >

par rapport & x, un accroissement d’ordre 3’ (8 et B'<C1), on voit sans peine
Y

que | /1(y) | < (L) (y —y1)%, 7 étant le plus petit des nombres «, 3 et 3/, et,

par suite, M’ étant le maximum de | ®@(2) |, .

034

R 05 X
Jdx <L) (y—=r)* .%|<(L)(}"—)’1)2+M',

Y. , (I .
—g sera remplacé par un nombre > 57 S ®; et ®"(x) existent et admettent des

__~<____
0x| "y —y;

accroissements d’ordre non nul. Si ® n’est que continu, on a
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y J3 . . . .
6. Quant & P la plus simple hypothése qu’on puisse faire, pour
¢tre assuré de son existence au hord, est que X, et X, admettent une
déricée premicre ainst que ®, et ©, el que ® admetle des derivées
premiére et seconde.

25
du?’

tend vers 47 () en tout point de A, A, : une double intégration par

. - rion 05 ,
Tout d’abord, dans ccs conditions, la dérivée 2, qui estégale a

93,
ox
est facile d’avoir, par un autre procédé que plus haul, ses valeurs sur G,
et G, au moyen d'équations intégrales. Si, en elfet, on dérive la for-
mule (o) par rapport & «, puis qu'on fasse tendre le point P vers C,
puis vers C,, on obtient facilement, en ulilisant la formule de

partics le montre immédiatement. De plus, existe au bord et il

. a3 . , . o
transformation de og7 un systeme de deunx équations intégrales de

deuxitme espéce, qui déterminent %ﬂ sur chaque bord (').
x
Quand & la dérivée %, st clle existe sur C;, clle est évidemment
donnée par I'équation
ds, )

n —-.(.J_:_'l Ay —_—
(18) Fi(r) = 52X+ 5

St
dy
mais on peut le vérifier aisément. En effet, la valeur limite de (())—}’

(qui est égale a4 %—f—‘), si elle existe, est solution du systéme d’équa-

Ceci ne prouve pas que tende vers la valeur ainsi déterminée,

(') Ce procédé ne pourrait éire utilisé avec les hypothéses que nous avons
faites plus haut sur X, et X,, car il suppose I'existence des intégrales curvilignes
en d¢. Dans le cas ou C, et G, sont rectifiables, il peut s’appliquer en suppo-
sant que les données au bord admettent, pour un accroissement de y, un accrois-

sement d’ordre supérieur a . Nous nous bornerons ici asignaler cette mélhode,

sans entrer dans les détails de calcul. Disons aussi que le systéme d’équations
intégrales peut étre remplacé par deux équations relatives a chaque courbe C;

. . 0z cp s
respectivement, en supprimant les termes en —= relatifs a 'autre bord par

dx

'emploi de deux fonclions de Green.
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tions inlégrales obtenu en appliquant la formule (f) & la solu-

. s IN ' . . .

lion "JTI de 05 = o et en I'écrivant successivement pour les bords droit

ct gauche. Or, on retrouve sans peine, en remplacant dans ce sys-

. s . \ . ry

teme == par la valeur tlirce de (18), le systéme qui esl verilic
Jy

ar 93

P d

Il est clair que, si nous voulons que z soit régulicre dans S, bords

. ' . A Y s

compris, Péquation g3 =0 devra élre vérifice en A, ct A,. Or, T

s , . . .
cl 7 sonl données en ces points par les cquullons

)2: " ! :/ )3 .
<§)_l,_>[— (), () == D () N () + (:T;), (£==1,0).

Il faut donc qque
(19) ‘l'”(-l'i)——‘l’/(-L'i)X;()",)——(l’}(_y,)"t:() (i==1,2).

., .. . .4z N
Clette condition est aussi suffisante : en effel, # devra étre la solu-

tion de ¢z == o prenant sur C; la valeur fournic par Péquation (18),
el comme
I“z‘()’) - (l’i(.,)') - I,\r'(.,")a.)/."
on voit immédiatement que, en vertu de (17), I%(y,) =0, ce qui
. “ ey Js .
assure bicn la continuité de W dans S, bords compris.

6*. Nous avons cherché plus haut des conditions swu/fisantes pour
Jd

I’existence de Z}é au bord. D’autre part, quand on ne fail pas d’autres
hypothéses que la continuité des données, nous avons indiqué | for-
mules (14) ef (15)] quelle ¢tait allure de (%7: Mais il existe des cas
intermdédiaires. Si, par exemple, ®, el ®, admetlent, relativement
a y, des accroissements d’ordre inféricur z'i-;— et si, & parlir des
valenrs o el @ Ce) admet i aceroissement d'ordre infévienr i,
la formate (o) doit éire remplacde par I ﬁni\';um:

03, i 52

(fl()) . T):;_ Tz —: 1

M T DM,

(0 <

e

<1).
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1l est préférable de ne pas nous étendre trop longtemps sur ces
considérations : hornons-nous & dire que, pour établirla formule (20),
il suffirait d’envisager le sysiéme d’équations intégrales de deuxiéme
espéce auquel conduit la représentation de 5 par des fonctions 5.

Quand X, et X, sont dérivables, la démonstration est plus aisée
et le lecteur pourra la reconstituer en remarquant que, si ¢ admet
par rapport & y un accroissement d’ordre non nul, autrement dit si
I'on a (condition de Lipschitz généralisée avec o <y < 1)

(20) lo()—e)|<U)ly—s]t,  cest-i-dire  [Ag|<(L)AyY,

I'intégrale 5 correspondante peut s’écrire (X = X, ou X,)

y Y
J_-:cp(y)f VIX(s),s; x,y]ds-r-/ Vio(s) —e(y)] ds,
Xt 71

: 0o [ e
%:qg(y)a;f Vds+/ %[@(s)——cp(y)]d&

Le premier terme se transforme par la formule (7), le deuxi¢me est

continu dans tout le plan si y > % et, siy < %, il est inférieur en valeur
L,

[ — X (y)["*7
méme procédé qui nous a servi a calculer la limitation de 5 ().

Or, si 'on représente 5, par la somme de deux intégrales du

Lype 3, les deux fonctions p correspondantes vérifient inégalité (21),

absolue & , comme on le verrait immédiatement par le

I . NPT Ol . . py e
avee < - si AD; est d’ordre inférieur a 5 et si AD est d’ordre inférieur
\ r . ) . o 1 . .

i un, ct y>si AD; est d’ordre supérieur & - et si P'(x) existe,
A®’ étant d’ordre inférieur & un (*).
Toutes ces questions pourraient également se traiter en utilisant la

fonction de Green, et leur étude est particuliérement simple dans le

!
(') Si lim e —o) zéro, le deuxiéme terme est une intégrale d’un
¥ =y /)’ —y

type analogue a 3.

2) Ceei n’exige pas d’ailleurs que X; soit dérivable : il suffit que la condi-

q q

tion (T') soit vérifiée. Nous n’avons pas reproduit ici les calculs relatifs au cas
général, mais nous les avons indiqués dans le cas du contour rectangulaire.

Journ. de Math. (6° série), tome IX. — Fasc. 1V, 1913, 43
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cas d’un contour rectangulaire. ( Voir la Note relative a ce sujet pour
les démonstrations. )

7. ACCROISSEMENTS I'UNE SOLUTION. — Au cours de ce Mémoire ('),
Vétude des accroissements d’une solution pour un accroissement de
ou de y jouera un role capital. Il est clair que ces accroissements
seront du premier ordre pour tout point intéricur a S. Mais il est trés
important d’avoir des formules qui soient valables guel que soit le
point cloisi, méme au bord.

Envisageons tout d’abord la fonction z (8 3) et supposons y,=o:
tend vers ®(x) quand y tend vers zéro, mais la différence
z(z,y) — ®(x) n’a pas en général un ordre infinitésimal différent
de ztro en y. Si, pour deux valeurs x et £ de I'intervalle (z,x, ), on a

|@(2) —@(8)| <Ki|z — £,

hypothése déja faite plus haut, nous écrirons de nouveaun (¢f. §5)

(XN

+ o

Q:/Ed)(a:) [ U osm e -.uf_:wU[wo(g)-_qxo(x)]dg.

~
<

Le premier terme est égal & ®(x), le second tend vers zéro
commeyf‘. Par suite, 5 — ® () est I’ordre % eny.

On pourra alors écrire, dans toute région finie du demi-plan
supérieur,
(21) |32, y + k) = 3(2, ) [ < (LKA

En effet, nous verrons plus loin (§ 18) qu’une solution de I'équa-
tion £z = o réguliére dans une région & ne peut admettre ni maximum
positif, ni minimum négatif. Si donc ®, est choisi tel que z soit
nul & Pinfini, son module maximum sera atteint sur Oxz. Mais
5(@, ¥+ k) — z(z) est aussi une solution nulle 4 I'infini; donc son

module est inférieur au maximum de ]Z’(a, k) — z(z, o) |, donc infé-
g
rieur a (L)K, k*.

* (') Du moins pour tout ce qui concerne I'équation r = f(z, y, 5, p, q). Les
paragraphes 7, 14 et 45 ne seront utiles que pour cette équation seulement,
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L)

Le méme raisonnement montre que
|3(z -+ hyy) —3(, y)| < (LYK A8,
Enfin,si ®'(x) existe sur A;A,etadmet un accrmssement d’ordre B,

dans l'inégalité (21') il faut remplacer@ par1+fBous par o~ (Cf §9).

7*. Conservant toujours la méme hypothése que plus haut sur @,
supposons que @, ct ®, admettent par rapport 4 y un accroissement

: L4 o 1 ) ' .
d’ordre inférieur & ~. D'aprés ce que nousavons dit au paragraphe 6*,

si nous représentons 3, par la somme de deux intégrales telles (ue

Az, y) :fu VIX(s),s;2,5]9(s)ds,

% admettra un accroissement d’ordre %, (y<<1). Nous écrirons
alors, P et M ayant pour ordonnée y ('), pour abscisses « et X(y),

Y y'
A»‘i:-‘i..——e‘),“:(p(y)!lf Vds+Af Vio(s) —o(y)lds
y oy
+ [ Velo() —o(N]ds— [ Vulo(s)—o(p)]ds,
[i P (N1l ‘L ule Y

avecy — y' = MP . Si X est dérivable, le premier terme est de I'ordre
de MP =# pmsquef Vds admet une dérivée de chaque coté de la

courbe [formule (7) ou dérivation de la formule (2 ) appliquée a 5 = 1.
Le deuxiéme terme se transforme par la formule des accroissements

finis ce qui, en remarquant que ldvl< (L) 5> donne une limi-

(y—s)?

tation de la forme

,
(LM/~——fit—<(m__JLszqun
D -9)"
Voyons le troisiéme terme : pour les valeurs de /i inférieures 4 une
. . . , h . ‘ .
limite fixe, onaura certamemen.t | X(y) — X< 5 [ ¢ formule (5)].
Alors le troisiéme terme, se limitant comme dans la formule (5'),

(') Jy désigne ici la valeur limite de 3(2,y) quand le point (z, y) tend
vers M d’un certain cété de la courbe.
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est comparable &
Y Il - I
, lity—w
—=z¢ "7

T y=s)*

ce qui est de I'ordre de /Y. Le quatriéme est d'ordre o + y. Au tolal,
on a (ce qui n'exigerait pas d’ailleurs la dérivabilit¢ de X)

A3 < (L)AY.

Si nous considérons alors la fonction 8 (z + /&, y) — 3 (a, y) solution
de 8z = o, nulle & 'infini et sur A, admettant sur AB la limitation
que nous venons de donner, elle I'admettra également dans lout le
demi-plan supérieur.

Il résulte de la que (Cf. le 1° de la Note additionnelle)

|3, (x + A, y)— 5 (z, y)| < (L)AY.

Passons maintenant & I'accroissement de z, relativement a y.
Chacune des intégrales, dont la somme représente 5,, prend sur la

courbe correspondante des valeurs dont 'ordre d’accroissement cst% .

Y
Remarquons tout d’abord que 3(x, 0)=o0, ct 3(x, k)<< (1)K,

v
car | ¢| < (L)y~% Cela posé, faisons subir & la courbe AB la trans-
lation MP ct soit P"(z + %, y -+ k) le point de I'arc ainsi obtenu qui
a pour ordonnée y + k. La fonction 5(x + h, y + k) — 5(x, y) est
une solution de &z = o nulle & I'infini et prenant sur AB et sur Az des

4 .
valeurs dont le module est inférieur & (L)%*. Donc (voir fig. 2)

Y
| 3(x -+, y + k) —3(z, p) | < (L)AE,
mais on a '
apv —_ ap: »3[7: — leu—}— ZSI.,, —_— o’Sp,
tra
| 30— 3p | < (L) AY, h<Kk *, [condition (T)].
Donc
14 Y Y

L 3 3
lt‘jpt—;}pl<(L)/( +(L)A—<(]J)k s
et, par suite,
Y
|31(9«‘,.)’+/\’)—~”1(9«”, y)‘<(L)k2'
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Il résulte en définitive de toute cette étude que, si les don-
nées ®,(y), ®,(y), admettent des accroissements d’ordre inférieur

JY |

a - et ®(x) un accroissement d’ordre non nul, on peut déterminer

2

un nombre v < 1, tel que les inégalités
Y
(21") |s(z+h, y) —s(m )<L, |52,y + k)= s(x,y)| < (LK

aient licu pour tous les points de S, bords compris.
I

Si Paccroissement de ®; est d'ordre supéricur a el si ' ()

Fig. 2.

P el gyt Plcyk)

] P rx,y)

A [rog

. . ds .
existe el admet un accroissement d’ordre non nul, 35 CXiste au bord
et 'on a

(21”) [3(2,y -+ k) —5(z, y)| < (L) kY (é<y<!).

I : ds _ Js  ds | 93
Envisageons maintenant s =39z T 9z ' 9z

) T “ 4,
Quant & la dérivée 5o’ ous pouvons la considérer comme une solu-

tion de ¢z = o prenant sur (C) des valeurs données. Celles-cis'obtien-
nent aisément en représentant s, par des intégrales 5 et en utilisant la
formule(7) : on voit alors que, si X}, ®,, ®"(x) existent, satisfonta la
condition (19) et admettent des accroissements d’ordre non nul, la

a déja éte étudié.

03 . .
valeur de == sur C; est une fonction de y admettant un accroissement
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d’ordre >.% et elle est nulle sur A, A, (*). D'ou les accroissements
de ——-

‘T

Conservons toujours les mémes hypothéses sur les données et le

contour. Alors %;-, sera la solution de 8z = o prenant au bord les
valeurs suivantes :
()" ! () !
Sur G (,)y> m(y)+( )X(y),
] d»\'
Sur A A, (dy) =@"(z).

Ces valeurs admettent des accroissements d’ordre non nul et nous
pourrons écrire pour 3_3_ les inégalités (21”) ou (21").

Il résulte de cette analyse que, si @,(y), &'(x), ®"(x), X;(y) exis-
lent et admetlent des accroissements d’ordre non nul, en tout point

~

()2
Pl ex1stent ct 'on pourra déterminer
un nombre y< 1 tel que, pour un accroissement donné de y, on
ait, Ay étant la valeur absolue de cet accroissement,

de S, bord compris, gf Zy

B 03 T+3 0z
[sl<my,  [ag|<may™s el <wap
Si 015- existe dans S, bords compris, la deuxiéme inégalité doit

étre remplacée par | T ’ < (L)Ay, etV’onpeut écrire, en définitive [voir
la démonstration spéciale au contour rectangulau e, formule 3},

s

(22) |As|<(L)Ay, lA l<(LAﬂ+Y

en appelant § le plus petit des deux nombres 1 et 1—v.

Remarquons que tout ce ue nous venons de dire s'appliquerait a
la solution de &z = w(%) prenant sur (C) les valeurs données, au cas
ou 7 satisfait aux mémes conditions que ®. Cette solution s obtlent en

effet, en ajoutant a une intégrale réguliére quelconque ¢ de =o(x)

peut méme exister au bord. Voir la Note sur le conlour rectan-

M3

o'ulaxre
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la solution de &z = o prenant sur (C) les mémes valeurs que 5 — {:
ces valeurs jouissent des mémes propriétés d’accroissement que les
valeurs données. Donc la solution s vérifie les inégalités (22).

II. — Etude des solutions de Péquation ds =f(z,y).

8. LA voncrion Z(w,y) soLurioN bt 83 = f. — Dans la formule
fondamentale («), les intégrales curvilignes qui figurent au second
membre sont solutions de 85 = o0; 3 ¢tant solution de 83 = f, il est
donc & prévoir que la fonction

(r— c)’

(33) Z(z,y)=— N‘ff \/:(i_;’f('é, 'n)dsdnz—z'——ﬁffsyvpfds

sera solution de I'équation 8z = f (').

Des conditions suffisantes pour qu'il en soit ainsi ont été données
par M. Levi. Nous allons chercher des conditions plus larges. Mais
tout d’abord M. Levi remarque (p. 229 sqq.) que Z est un cas par-
ticulier des intégrales de la forme

(o l"'--?)’ ‘
(23) ,,,,—ff<;_i))',,» W dE dn

et le changement de variable § — x = 2y/s/, ¥ — » = montre que
ces intégrales ont un sens si p+1>0 et r=p—2¢+3>o,
f étant une fonction intégrable.

Si F estle maximum de | f| dans S et , 'ordonnée de A, A,,ona

2P

(24) 1,,,,,—,—r</’+')r(y v done  Z<T(y—y).

Si f satisfait 4 une limitation de la forme | ] <F,(y —y,)¥, ona

< D+ 1 r Y+L F( y+1
(24") I,,,,=\2P+‘I‘</—-2—->B(;,y+;)Fi(y——y,) . donc Z<————————yy _*_'y:) ’

I’ et B étant les fonctions eulériennes.

(') Up désigne ici la fonction U(II, P) dans laquelle I” est fixe, IT étant le point
par rapport auquel se fajt Pintégration,
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Nous concluons de la que 9 sera donnée par la formule de
ox

Leibniz, car 'intégrale
A,':._E"l

f f e T f(E ) di da
(¥ —W
est uniformément convergente quand ¢ tend vers zéro (ici onap=i1,

3 . 3 A 1o 3
q = =; le raisonnement scrait le méme pour toute dérivée de I, qui
2

serait de la forme I, avec "> o)- On en déduit que

. JZ 1
si|f|<F, ——<%F(J’ y1)%

(24") . oz . ot
si | fI<Fi(y—y)% dx<\/FB<—,y+l>l‘(y y,)

: . 0 PL
Mais nous ne pouvons opérer de cette facon pour b et 5 la sin-

gularité de la fonction & intégrer, pour £ =z, n =y, empéche la
formule de Leibniz de s’appliquer, car la quantité appelée plus
haut » serait alors nulle.

. e o . L -
Citons tout d’abord un cas trés simple ol —se calcule aisément:

supposons que f admette une dérivée par rapport ¢ x. On peut
alors effectuer la transformation

_ot ou .,
2\/7'!:);—-—[f~d;-fdgdn

U * \
f %—E/(lidn: Ufa"n—fsyU—g'—gd&dn.

M Ag+ Ay My

Or, ceci peut ctre dérivé par rapportazx :

2
2\/1rdz__ gEfdn-f Y ()flfcdﬂ

2 ol
0z MoA+ A, M, Jz 8 dz 4

Revenons maintenant au cas général : nous pouvons alors isoler le
point P dureste de’aire par un petit rectangle R tel que mabn(fig.3).
L’intégrale Z sera donc décomposée en deux autres, Z'et Z, étendues
aux domaines S, — R et R. Pour la premiére, la formule de dérivation

sous le signe fs’applique évidemment. Pour calculer la dérivée de Z”
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posons

f(&w 71) = 4*(5) -+ ‘P(év 'ﬂ)y
{(E) étant une fonction de £ que nous choisissons ainsi :
‘P(E):f(gvy)v done (P(Eﬁ"’):f(g’“)“f(g:}’)’

de telle sorte que ¢ (&, n) tend vers zéro quand v tend vers y. Dans

Fig. 3.

p )
\ r
H
P P
M, 7 3 M
A0 Ms
a o
A, A,

e

ces conditions nous avons a dériver les deux intégrales
—avit= [ [Up@ dian,  —ayil=[ [Uels ) dedn,
R R

en posant Z = Z' + Z, + Z,; or, la fonction

1 g
‘F(E):fs d‘a'fE $(E)

est solution de 'équation 85 =} (%). Si nous remplagons s par W
dans la formule («) appliquée au contour mabn, il vient

—1

7, = —f U didn=3¢(z,y) + ¥ (),
2\/7 R~

e étant une solution de 8z =0, mise sous forme d'une somme
d’intégrales indéfiniment dérivables en « et y pour tout point P inté-

. \ 07 . . 0*Z
rieur aR : donc -55} existe (ams1 que 3;;) etl'on a 8Z, = Y(x).

Il nous reste donc a prendre la dérivée de/qu;dEdn. Si nous
R

donnons a y un accroissement PP’ = Ay > o, I'aire du rectangle subit
Journ. de Math. (6* série), tome IX. — Fasc. 1V, 1913, 44
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un accroissement AR et l'on a

> I ! P ' .Upr'—— U'v P
25 —Aff::—f Upe ddn—i—f/—ﬁ—ma”ln.
(23) Ay w ArJ Jan e w PP 5

Or, d’aprés la formule (24), nous avons (ici y — v, = 4y)
[7]<FAy si  |f].F

Par conséquent, dans le deuxiéme membre de (25), lmtcgralcf]
An

est en valeur absolue inférieure & 2T p.Ay, u étant le maximum de o
. . I '

dans AR. Or u tend vers séro avec Ay, et par suite -STff tend
. an

aussi vers zéro. Il n’y a donc pas, dans la dérivée cherchée, de

terme relatif @ l'accrotssement de Uaire, el nous devons calculer
simplement la limite du dernier terme de la formule (25).

Or, si dans lintégrale 'C_::f U,,.g:dﬁ dn nous considérons R
n
comme fixe ct P’ comme variable au-dessus de m, nous oblenons
une fonction de Lordonnée y’ de P’, donl la dérivée est conlinue cl
donnéce par la régle de Leibniz, sauf peut-étre quand I’ vient en .
Soit alors o un petit cercle de rayon ¢ et de centre I” et envisageons

'intégrale
:f Up' C.D (/E' C{'f/-
H—n

Si nous montrons que la dérivée de G, qui est donnée par la formule
de Leibniz, méme si P’ est en P, est, quel que soit I, uniformément
convergente quand ¢ tend vers zéro, il en résullera que

__.2\/_dL2 0,fo¢tl£d'n f cpa’g dn.
v

Il nous suffit donc d’exammer sl jf oy ¢ % ds tend uniformément

vers zéro: Cecl s’écrit
f —an_ ‘f.“ww—m ¢ m[_(b—ﬁ”_ ']Me,
vy )t Yo G(y"—mn) '

"en n'envisageant que la partie relative au quadrant situé a droite, ce
qui nous suffit.
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Le changement de variable y - n=1¢, § —x =2 vs( nous donne,
en posanl y’' — y =k,

et -

: - PY R
__s/é_”(,t/ (=)
T AU

intégrale ¢tendue & I'airc ombrée ci-aprés comprise entre soZ et un

Fig. 4.

Lot = EL L7

124 s
arc de P'hyperbole 4s¢=¢*— (*; soit £ =1 (s) I'équation de cette
branche. Notre intégrale peut s’écrire

® s 1is) .
):f C——_—(l.\'/. -——\—ﬁ————(-j—z——-‘———')f.?dt
o Vs Wy N

3
(h+1)?
3 3
e . ARl v, ® . ~705) b
=[Tevias [T () W [ e[ ()
0 o k+t) ¢ b 2ys Jo k+t) ¢

A{s)
. . . cdt
Or, st nous envisageons l’inlégrale I, dans laquelle s est
) ¢
0

constant, elle s’¢crit avec les variables primitives

¢a)dn _ [ fED) —SEr) 4
pQ y.—n ) ,)'_"fl ’

intégrale curviligne prise le long d’un arc de parabole d’axe vertical.
et de sommet P’, Q étant un point du petit cercle. Si ces intégrales
ont un sens pour tous les points Q voisins de P, et si, quand Q tend
. vers P, elles tendent vers zéro uniformément, quelle que soit la para-
bole, les deux intégrales en d¢ qui figurent dans I tendront vers zéro

. . : t
uniformément avec ¢, puisque ;—; est un facteur monotone et plus

petit que un. Clest précisément ce résultat que nous voulions obtenir.
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Nous avons supposé¢ Ay >o. Si Ay < o, un calcul analogue nous
donne les mémes conclusions.

. . 2 . . »
Si maintenant nous voulons calculer g;z,,, il n’y a aucune difficulté,
3L __ il PL | 0l
ox*  Jda?  Ja? dat’

le premier terme se calcule par la formule de Leibniz, le point («, y)
n'étant pas dans l'aire correspondante; le second terme a déja été
étudié, et le troisitme se calcule comme le premier; car l'intégrale
obtenue n’est autre que celle que nous venons d’étudier, pour & = o.
Ici le cas est analogue & celui du potentiel car, quand x varie, I’aire
d’intégration reste fixe.

Nous avons donc en définitive

02 = 07’ +- 0Z, + dZ1,;

or
Z’:.__I__ 0 £, tdn—=o,
5 Zﬁffs_“on(g,n)dgdr 0
oLy =Y(z)=f(=,y), BZ,:-—;ﬁf 8U (&, n)dEdn = o.
!
Donc
0L = f(z,y).

Il est & remarquer que les calculs que nous venons de faire ne sup-
posent nullement f continue en x, y. En outre de la condition d’inté-
grabilité, nous avons simplement supposé que f(&,n) — £ (&, ¥) tend
vers zéro quand v tend vers y, le point (§, n) étant voisin de (x, y).
(Pest ce que nous exprimons en disant que £ (&, n) est, dans le voisi-

‘nage de P, continue par rapport a n pour la valeur n=y. Cette
condition peut étre réalisée sans que f soit continue par rapport
a %, n pour £ ==, n=y. Mais ce second mode de continuité, qui

entraine le premier ('), peut avoir lieu sans que l’intégralef ait un
PQ

(') En effet, le premier mode de conlinuité se traduit par les inégalités
|x—-£|<a, Iy“n‘<a7 |f(£,"l)—f(i,y)|<€>
et le second par
lz—¢l<a, |y—aml<a 1f(EN—f(2 )] <€,

et, cette derniére inégalité ayant lieu pour n =y, il est clair qu’'elle entraine

If&n)—fEy)<ae.
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sens. S'il en est ainsi, nous poscrons
f(g,'“) = ?(é* n) +'f(~’6‘,y),

o sera nul au point P. Nous formerons encore deux intégrales Z, et Z,,
en considérant f(x,y) comme une constante : il nous suffira, par
exemple, de prendre, au lieu de W', la fonction — /. L’étude de Z, se
fera par la méme marche que plus haut, mais il s’introduira des inté-
grales de la forme

'f(s,fl)—f(wv}’)dn
P y—n '

que nous supposerons uniformément convergentes. Dans ces condi-
tions Z sera encore solution de 8z = f.

Nous pouvons enfin envisager un roisiéme mode de continuilé,
analogue au premier, le réle des lettres £ et v; étant interverti. Nous
supposons alors que £ (§, 1) — f(x, 1) tende vers zéro, quand § tend
vers z, dans le voisinage de I’. Cette fois nous poserons

JEn)y=9(.n)+1(n),  y(n)=f(x,n),

o tend vers zéro quand & tend vers . Nous formerons Z, en partant
de la fonction
n
——-f v (a'ydn'.
%o

Quant a Z,, sa dérivée s’étudiera loujours par le méme procédé;
mais ici il se présentera une différence en ce qui concerne l’accrois-
sement AR de U'aire du rectangle.

Fig. 5.
"’ P g n'
1 2
1272 p v n

Pour démontrer que K[;[f tend vers zéro avec Ay, il nous suffit
J JaR

d’envisager la portion P nn'P’. Partageons cette aire en deux (fig. 5)
par la verticale g¢’ d’abscisse « + ¢, ¢ tendant vers o avec Ay = k.
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Nous avons ainsi décomposéjf en deux parties /f etf/ ; or
AR . 1 oJy
<o
1

' . . » I
i étant le maximum de g, qui tend vers zéro avec A. Done T f tend
1

vers zéro. Posant Pn = «, le changement de variables déja plusieurs
fois employé nous donne

lffz‘“’fok‘”f%ds (@> o)),

— 8 . 2 '
or la fonction %/—, ¢tant toujours décroissante, elle est, dans I'intégrale,
s
 py VO
inférieure & et Donec
koo o2 _E
<<pf r—e, ’dt:(b(oz’—-e’)f C_a9 (1=e0).
Y o

RN 7

Si ¢ est choisi de telle sorte que El% tende vers zéro avec k, cette inté-

z4

LA
g f)

ey O
grale tend vers zéro avec k. Il n’y a donc pas, dans la dérivée ?))—'l’ de
terme relatif 4 'accroissement de laire.

Poursuivant 'étude de cette dérivée, on rencontre des intégrales
3 g

curvilignes qui sont cette fois de la forme

f(g"n)"'—f(‘z's n)d'l).
) y

9. Lss conpimions (A). — En résumé pour que la fonction Z (z, y-)

. « . L PL ..
admette en un point P (x, ¥) des dérivées 3y az vérifiant la rela-

tion

J*Z J7Z
W—@——f(w,}’),

il suffit que f(x,y ) satisfasse, en outre de la condition d'intégrabilité
dans S,, 4 ['un des groupes de conditions suivantes :

A, — f (&, n) est continue pour £ =x,n=y,et,si I'on consi-
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dére les paraboles (p) d’axe vertical et de sommet P, I'intégrale cur-
viligne

h:

flen) = f(@ ) 40
pg . Y ’

prise le long de (p) est uniformément convergente pour tout point Q
voisin de P, c¢’est-a-dire quelle que soit (p).

A,. — f(&, 1) est, dans le voisinage de P, continue par rapport
@§, pour’t = x, et 'on a la méme condition que plus haut pour I'in-
tégrale ‘

I,— [ LEN)=S(@m)
bo Y=

A, — f(& ) est, dans le voisinage de P, continue par rapport
a1, pour v =y, etl'on a encore la méme condition pour I'intégrale

f(E, TI) —.f(é'».)’)d‘n.
rQ y—nmn

I,=

Nous appellerons conditions (A) un quelconque de ces groupes (*).
Ces condilions seront réalisées par exemple siau voisinage de P on a

/(&) —fE | <Kly—al  ou |f(&n)—f(z,p) | <K|z—E],

avec 0 < y<1 ¢ les intégrales I ou I, convergent alors uniformément.

D'ailleurs dans ces deux cas, qui seront trés importants pour nous,

les dérivées de l'intégrale Z, se calculent immédiatement par la for-

. 1 Jd7, ., A

mule de Leihniz, car 7 est une intégrale du type L, [formule (23"))
o 0Z -

avec 1> o, ct nous avons dit, & propos de 5 que ces intégrales

étaient uniformément convergentes.

(*) Le produit de deux fonctions vérifiant une méme condition A la véri-
fiera également : si, par exemple, f et y satisfont & A,, en écrivant

f(gvﬁ)@(‘ian)*'f(x’ 'ﬂ)‘P(x,'ﬂ)
=0 (& )/ ) —flx,n)]+f(2,n)[0(&n) —o(x,n)],

on voit immédiatement que f¢ satisfait aussi a la condition A,.
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Enfin les conditions (A) seraient vérifiées aussi dans le cas ot les se-
conds membres des inégalités précédentes seraient K| |y — n||-*-7
ou un terme analogue en x — &, et aussi daus le cas ou

[F(& ) = fle, )| <K|z—E[V+ K|y —a]";

JZ4, , ., . .
—y sc décompose alors en une somme d'intégrales 1,,. Il serait facile

de donner encore d’autres conditions particulic¢res.

Un cas trés important qui réalise manifestement aussi les condi-
tions (A) est celui o0 f(x, y) admet une dérivée par rapport a x ou
@ y. Nous avons déja rencontré un de ces cas au début du para-
graphe 8.

Au reste, nous allons examiner de plus prés le calcul effectif des
dérivées de la fonction Z.

! - . Jd . .
10. Cavcut pEs DERIVEES DE LA FoNcTion Z. — Quand 5—5 existe dans S,

7
%— est donnée par la formule déja citée

»7 [ 9U oU of .
2\/ 4)&‘"((: f(c,n)d //‘()“5;

Supposons maintenant que f admette une dérivée par rapport a y
dans S. On peut conclure de ce que nous avons vu plus haut (§ 8)
que

P*L = Ju
i .'*f;w f/ Uf(E ) di dn = _._n!m;ffi o/

Transformons cette derniére intégrale (') (voir fig. 1) en utilisant
ou_ _au
dy —  on’

JL=]

y~e My AA ML M

Uf(E,-n)dE-i—ff U%[d:gdn.
- 90

(*) Il est entendu que, lorsque nous écrivons dans une formule la lettre U,
simplement, cela signifie U [£,n; =, y].
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D’ol, en utilisant la formule de Poisson (§ 2), quand ¢ tend vers o.

(26) sige=—[ U/ g,n>dg~ffu Y dgan -+ 27 (2, ).

Gy

Supposons maintenant, plus généralement, que les conitions (A,)
soient vérifiées. Nous pourrons écrire

WG =— ,nszUﬂfn dsdn—ff U LA ) — /(G )] di .

Or, dans la premiére intégrale, (&, y) a une dérivée nulle par
rapport 4 . D’ot1, d’aprés la formule (26),

(6) wWRgm=—[ UsGy)e
1€y
—ff o L&) = fE N dedn -+ 2T f(2,):
Un raisonnement analogue appliqué au cas (A,) donnerait
(26") 2\/— f dbf(df,‘ﬂ)a'n-— fdx2 [f(&n)—f(a,n)] déda.
Si, enfin, f satisfait aux conditions (A,), la formule s'écrit

Yy : i
WTGr =—f(x,y) Ude

(€y)
—jf()xz [/ n) —f(2,y)] dEcbn + 2y f (=, y)
= f(m)f dn — ‘-‘)d—g—;j[f(s,n)—f(x,wld'édn-

L’xdenllte de ces deux formules résulte d’ailleurs de la formule ()
appllquee au cas ol 5 est une constante (').

11. RETOuR SUR LES PROBLEMES AUX LIMITES. — Dans lout ce qui va
suivre nous allons supposer Uordonnée y, de A A, (fig. 1) nulle.

(') Ces formules peuvent aussi s’établir en calculant les dérivées de la fonc-
tion Z, utilisée au paragraphe 8, mais la marche suivie ici est plus rapide.

Journ. de Math. (6* série), tome 1X. — Fasc. 1V, 1913. 45
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Si f satisfail aux conditions (A), et (C) & la condition (T'), P'intégrale

Lo(xyy)= 2\/7rf G E,,n,.L y)S(E n)dEdn

est solution de és=f, puisque G=U-—H el que H est solution
réguliére de 85 = o en tout point (z, y) inléricur & S.

Cela pos¢, remarquons qu'il existe cerlaincment unc solulion
de 63 = f sannulant sur (C), car il suffit pour I'obtenir d’ajouter &
Z(z, y) la solution de 85 = o prenant sur (C) les mémes valeurs que
—Z. Or, si nous appliquons & cette solution la formule (1) du
paragraphe 4, nous voyons qu’clle coincide précisément avec 4.

Le raisonnement précédent nous montre ue nous avons a,’mu,
moyens d’obtenir la solution de 8z = f prenant sur (C) des valeurs
données : 1° former la fonction de Green el appliquer la for-
mule (I); 2° ajouter a la fonction 7. la solution de 85 = o prenant
sur (C) les valeurs données plus les valeurs prises par la fonclion —%,
cetle solulion étant formée par le moyen d’¢quations intégrales. La
premicre méthode peut éire préférable si le contour a loujours la
méme forme, en particulier si ¢’est un conlour reclangulaire, c’est-
a-dire siles ares A, B, et A, B, se réduisent & deux verticales.

Remarquons enfin que, si les fonctions X; et @; sont dérivables el
si ® admet des dérivées premitre et scconde, on peul toujours
ramener les valeurs donndées a séro; il suffit pour cela de poser

—X)®, —(z—X))®, = .
(27) ::c+(b(x)+(“’ );z_g(“f 1) Pe, O=0;(y)— O[X(y)]

Solutions réguliéres au bord. -- Sil'on veut obtenir une solution
réguli¢re dans S, bord compris, nous aurons ¢videmment la condition
nécessaire [(cf. formule (19)] :

(28) V' (z;) — ' (2:)X((0) — P;(0) = f(:, 0).

Cette condition est aussi susffiante. En effet, supposons que, pour
éviter toute difficulté aux points A, et A,, nous ayons calculé l'inté-
grale Z pour une aire débordant un peu 'aire S 4 droite et & gauche.
Nous appliquerons alors la deuxiéme méthode indiguée plus haut :
la solution de €3 =o0 que nous devons former correspondra & des
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donn(,(.sauxhrmtcsil)., ®,, D, tcllcsquc‘l’;(y)—-ﬂh(y) ZIX: () v

et qui devront salisfaire & la relation (19).

()/ J*7
] 2

cela vésulte en effet des formules du pam(rraphe prcccdcnt Donc

®; (0) = B}(0) — f (1, 0). '

in portant dans la relation (19), on trouve la formule (28) que nous
voulions établir.

Or, en tous les pointsde A, Ay, 7, -~ sont nuls cl —./'(1, 0):

Autres problémes aux limites. — Au sujet des problemes aux
limites, nous avons dit qu'on pourrait former une fonction de Green,
si 'on se donnait d'une facon générale, sur (G,

1) 9 - ()5 = 42

et 3==®(x) sur A, A,. Ce que nous avons dit au paragraphe 3 prouve
que la solution cxiste. La formule () (§ 4) appliquée & la fonction
de Green formée pour ce probléme aux limites prouve, par le méme
raisonnement que plus haut, que cette solution est unique.

Il existe un cas particulier ot la solution n’est pas unique : c’est
celui ot I'on se donnc ~sur (G) ('); ssurA A, n’estalors déterminé
(qu’a unc conslante pr(,s ct la solution dépend linéairement d’une
fonction de , y, quiest | GdE.

ArAy

12. LIMITATION D'UNE SOLUTION DE 85 = f ET DE SA DERIVEE PAR RAPPORT
A . — Posons 5= 5,4+ Z,, 3, étant la solution de 8z =o prenant
sur (C) les valeurs données : si M est le module maximum de celles-ci,
on adonc |5,| <M (§ 18). Z, est la solution nulle sur (C), soit

Lo(2yy) = — M_f G (&, 03, y) f(Eyn) dEdn = Z( 2, ) — T (2, 7).

. . . 05
(') Toutes les fois que I'on ne se donne pas & la fois == seul sur C, et C,, on

ox

ds X ) X
ne peut connaitre — sur A A, sans connaitre en méme temps z, & cause des

Jdz

conditions de raccordement en A, et A,.
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D’apres la formule (13) Z, admettra la méme limitation que Z,
soit

(29) 12, < 2

v+

s osi | fI<Fyr  (y>~1).

Envisageons maintenant la dérivée. En tout point P (2, y)intérieur
& S nous avons évidemment

My f / oG oz oz,
Vx _‘f dEdn = oz~ oz
Il'est ais¢ de voir que si, d’une facon générale, f est telle que 'inté-
d ( &, Y) : M ] .
grale 55— est une fonction continue de x, y méme au bord, il en
H
est de méme de 221 d L. Si, en effet, nous explicitons %—- au moyen dela

formule (10), il vient

o, ol
or 2\/ f[() f(&,n)d&dn

5 .
Xf V& 05 X, (s), s]%V[X W(8), 5 2, y]-*-_____a%ds
(y—s) *
-+ un terme de méme forme contenant X,.

Or celte intégrale triple se transforme ainsi

oz 2
-(E'-:————f gv[xi(s)s9 x,)]+"‘———‘—§%d‘9
(y —s) 2

2 Xo (7))
xf dn [ "V 13 X, (), $T/(E )

Xi(m)
2

dz[xi(s)’s] ds.

1
:_m 0 EV[X.(S),S;%J’]-!— ox

1 &
2

(y—s)
ceci se décompose en une intégrale 3 qui définit une fonction continue
en tout point de S, bord compris, et une autre intégrale jouissant de
la méme propriété puisque 0, est continue [sauf peut-8tre pour
z =X,(y) et s =y] et bornée. Méme conclusion pour le terme de
Pintégrale, contenant X,.
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Si maintenant f est une fonction intégrable satisfaisant a la limita-
tion | | < Fy?, il résulte de la formule trouvée, et des limitations (6)
. ) 0Z
des intégrales 3 et (24”) de -, que

oL 1 T+ x 3\ 3
(29") ’T)—;"<(L)FB<;,7+1>}/ ’[(L’)+B<;,«/+ ;)y”]
1
<(L)FB<%,7 + [)ym,
(L) dépendant de « et de I'ordonnée maxima qu’on veut atteindre.
Il'y a d’ailleurs avantage a réunir les deux limitations de Z, et 9Ly o

ox
une seule, qui aura alors la forme (29')

Si maintenant, nous envisageons une solution de &5 = f prenant au
. Jds . -
bord des valeurs données, telles que = existe sur (C), nous pourrons

écrire, en utilisant pour %’ la note de la fin du § 5%,

T Y+ -
(29") |z]<M+F'y s |<M’+(L)y@,

Y +1 lb-;
M’ étant le maximum de |®'(z)| et 8 étant un nombre compris entre
o et 1 qui dépend des accroissements de @;, de @' et de X; (*).

%) r; 0 .
13. ETUDE DES ACCROISSEMENTS DE Z Ev 5 QUAND f EST SUPPOSEE

SIMPLEMENT INTEGRABLE. — Il nous sera utile dans la suite de savoir
Y/ e \
comment se comportent 7 et 5—quand f satisfait simplement 4 la

1 . Js . .
() Considérons enfin la solution §z =f, telle que 5 soit nul sur (C); il suffira
pour Dlavoir d'ajouter a la fonction Z la solution s de ds=o, telle que,
Js L,  Js . -
sur (G), — = — ——; or —=— étant solution de 0z = o, limitée par ses valeurs
( )’ d-’lz' ().2" ().17 ’ p
Z

A e e d L.
extrémes au bord, admettra donc la mémelimitation que Pry Onpourradonc écrire

1

<(L’)FB<%,y+|)yY+§.

Dot la limitation d’une solution dont on donne la dérivée sur C; (voir la
premiére Note du § 5*).

Dans le cas du contour rectangulaire tous les résultats du paragraphe 12
s'établissent au moyen des formules données dans la Note [voir la formule (1”).

0z

oz
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. . g (e, 0L . o
condilion d’intégrabilité. La dérivie 5 n’existe pas en géncral ; pro-
posons-nous de chercher, quand on donne & y un accroissement &, de
quel ordre sera l'accroissement de Z. Nous pouvons toujours supposer
k positif; nous avons alors (voir ffg. 6)

Z(x,)'+/s')-—-Z(x,y):—;—:/;t_-(flﬁbAsU,vde——f/!U,»de),

Partageonsle domaine S en deux autres par la caractéristique d’or-

Fig. 6.
| P |
\_rpas 7””
\ 7Y

y-k
Y

donnée y — k. Les intégrales du second membre peuvent s’écrire

(30) f£+As—f£:f HI,U.Vde-—ff‘U..de +f/;(U..,—U,.)fds;

or [voir formules (24), § 8|

LS |<eime [ =] [ (),

nous avons étudi¢ une intégrale analogue a cette derniére au para-
graphe 8; le changement de variable utilisé donne

~ y+k »
[[<wef %[ %
J r bde s

nous ohtenons donc un accroissement d’ordre <1 :

|Z(z,y + k) — Z(w,y)|<F/(|:3 +J:,<l -+ %>]<[J.F/.'|JL/(.| ),

1
§ — =
2

ds < 2\/:121"/:{(1—*~ %)’

v. étant une constante dépendant de I'aire d’intégration.

(1) Celte derniére limitation ne s’applique pas évidemment au casou y == o,
car alors 'accroissement est << F 4. 1l en est de méme si k est > y, les deux inté-
grales de la premiére formule étant limitées en fonction linéaire de £.
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h . . Z . ’ * ]
Envisageons maintenant 3—x qui n’admet pas de dérivées en général :
étudions la différence

o7 /A 1
—(z+hy)— == (z,y) = —= (Vp— Vp) £dS,
()xw by) dx( ) /;( : v)f

hym
PartageonsS endeux parties parla caractéristiqued’ordonnée y — /%,
’ Fig. 6 bis.
( P PP \
\ ! ne

P —e"|
0N
Q@

puis écrivons (voir fig. 6 bis)

| [ fb (Voo Vo) flS = f/'-v.m fdS— f f‘ Vs dS + / [(V""—V" )/ dS.

Les deux premiéres intégrales sont, en valeur absolue, inférieures
a 8170, La seconde est ¢gale a

() =l ()

et, toujours par la méme méthode, nous obtenons comme limitation
de cette intégrale

Y %
LliFhf ﬂf -e—-: §— =
w b

Il vient donc en définitive encore un accroissement d’ordre <1 :

ds=4\/aFhy +

oz J7 4
la;(w+/z,y)—%-(x73') ] < Fh(\/— -+ J\/x> <p'Fhigh|
Il est & remarquer que les deux méthodes que nous venons d’em-
ployer s’appliquent d’une facon générale & I'étude des accroissements,
relativement & z ou &y, des intégrales de la formel,,, dont nous
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avons déja parlé. On trouve aisément

pg Fl Az | (r<uy,

Aulpy| <
|81, e FlAz L] Az||  (r=1),

(r=p—2q9+3>o0),
P‘l”IFlAJI ("<2)s

1 4,1n0] <
[.L,,,IFIA)’ rval (r=2).

’

T . Jd7
En particulier, en ce qui concerne —>
Jdx

oL 2 ‘ f;
)’+k)_5‘5(xa.}’)l<(ﬁ+4>rk.

0Z  0*Z
4 —_—
14. ACCROISSEMENTS DE 7y o

. . . Z

de suivre permet également de calculer les accroissements de %_-y
d)

et 5— quand ces dérivées existent. Supposons que nous ayons, par

— La méthode que nous venons

exemple, .
[S(&n) —fE ) <Ky —nl,
JZ

T est donné par la formule, déduite de (26") grice a 0Z = f,

(31 ayEg=— C)Uf('&,y)d'é---ffs%%[f(E.m)——f('éay)]dia’ﬂ-
Gy y

Etudions I'accroissement de cette dérivée quand y subit un accroisse-
ment ' — y = k el posons

fEn=rf feEy=r, Uk z,y)=U.

En décomposant ’aire comme dans la figure 6, nous écrivons de la
fagon suivante [’accroissement de I'intégrale double

(32) Aff =[G =Tras~[ [G(r—Tras
+[[aG =D~ [ [ GF=Tas.

JU k(d U

Il suffit de calculer 9U et A=
oy dy Jy?

) pour voir [toujours avec le
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méme changement de variables] que les trois premiéres intégrales sont
limitées par (L)K4#". 1l suffit pour cela de remarquer que, si y, est
Pordonnée de P,, on a

lf =71 <K(y —a) < K(pi—n),
Laissant de coté la quatriéme intégrale, formons l'accroissement
de I'intégrale simple
(32') Af = U7 d —f U745,+f (U'—U) Tz +f v (F—7),
(Gy) (-+{1) () 2) (2)
les numéros (1), (1), (2) désignant respectivement I’ensemble des
bords droit et gauche des aires 1ct 1/, etle cc:ntour(C,_k). Si X existe,

les deux premiéres intégrales sont < (L)#*, et sont nulles si X, = o.

; ‘. . , au’ oU’
QQuant & la derniére, il suffit de remarquer que o7 =~ o pour

voir qu’elle se détruit avec la quatriéme intégrale de (32).

Il ne nous reste donc plus & étudier que la troisiéme intégrale
de (32'). Comme pour les deux premiéres, ce qui, dans cette inté-
grale, concerne les arcs C, et C,, s’évanoutt dans le cas d’un cor’ztoul'
rectangulaire et est, dans le cas général, limité par (L)A* : il
suffirait d’appliquer la formule des accroissements finis pour le voir

——(ﬂ—& Pour les appli-

—1})2
cations que nous rencontrerons, f(§, o) sera nul et l'on aura
donc | £ (€,y)| < Ky?. Alors, la limitation sera (L) K &*.

Il nous reste enfin, si £ <y (avec y <y, <¥'),

(ar—§)

. ' e ou
imm¢diatement, en remarquant que ‘ 7 ‘ <

N o T | (@ — E)?
e | f (U'—U)f(i,y)dE‘<K/fﬂf | K
—= 3 !
A Ji
,..YY T —s? !
< 2Kk 3,7./—-” e sz———;ldé‘
k\Y )')7
— (YKL =) kY LYK kY.
() (.Yi) (3’1 <X

Si k >y, cette transformation est inutile, I'intégrale elle-méme étant
(LYK y*<(L)KZ&" (*). Dans les conditions ot nous sommes placés,

(*) Si f(& 0) n'est pas nul, on éerit f(E,y) =[f(E, ) —JS (& 0)]+/(§ 0)
et I'on est alors amené a faire une hypothése sur I'accroissement de f(£,0),
d’aprés ce qui a éLé vu sur U'intégrale Z (§ 7).

Journ. de Math. (6 série), tome IX. — Fasc. IV, 1913, 46
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I'accroissement deg-; par rapport & y est donc d’ordre v, si y < é,
et d’ordre au moins égal a %, si :— <y<i1 (')

Quant & l'accroissement de 3—2, nous avons vu qu’il est d’ordre ;-,

quand on ne fait aucune hypothése sur /. D’autre part la formule (31)
e \ A . I

est dérivable par rapport 4 @, méme au bord, si y>-5 [en suppo-

2 4 . . ’
sant f(&, o) =o0] (®) : donc ong} existe. Dans le cas intermé-
diaire ~;<-;—: une méthode tout & fait semblable & celle que nous

. 0Z
venons d’employer montre que l'accroissement de —— est d’ordre

1
Y+ 3"
. . JZ ) .
En ce qui concerne ’accroissement de g, Par rapport a z, lorsque f

en posséde un, on I'étudierait par une analyse analogue : nous en par-
lons dans la Note sur le contour rectangulaire.

18. — AvpricATiON AUX PROBLEMES AUX LmiTES. — Nous avons déja
envisagé dans le paragraphe 7, au point de vue de I'étude des accrois-
sements, 'équation £z = ¢ (&), dont les solutions satisfont aux inéga-
lités (22) dans les conditions indiquées. Considérons maintenant la
solution Z,, nulle sur (C), de 'équation £3 = f(x, y) avec (v < 1)
(33) |f(2,y + k)= f(z, ) | <KAY,  f(z,0)=0;
nous la formerons en ajoutant 4 Z la solution z, de I'équation ¢z = o,
s'annulant sur A, A, et prenant sur C; la valeur — Z[X; (), y]. SiX;
existe et admet un accroissement d’ordre non nul, nous serons placés,
pour z,, dans les conditions que nous avons supposées vérifiées dans
le paragraphe 7 pour établir les formules (22) (*). En utilisant alors
les résultats du paragraphe précédent, ainsi que les formules (24")
et (24”) du paragraphe 8, nous pouvons donc énoncer, pour
Z,=1Z + z,, la propriété suivante : Si f est nul sur Ox et si fet X;

(*) Nous entendons par {a Paccroissement dans S, bord compris. A 'intérieur
de S, il est siirement d’ordre y, car les intégrales curvilignes sont dérivables.

(*) Sinon, il faut supposer I'existence de f’ (£, o).

(3) Et dans ce cas les coefficients (L) des formules (22) appliquées a 3, con-
tiendront le nombre K en facteur.



EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU TYPE PARABOLIQUE. 363

admettent, par rapport & y, un accroissement d’ordre non nul, on
peut déterminer unnombre Y=<’ tel que les conditions (33 ) entrainent

azl<kay  |aZ|<wkayer |aFe<wKay,
(34) 7 1
% et oz
[ Zy| < (LYK )+, f(—);" <(IH)Ky % '35/9 < (L)Kyt.

Ces inégalités différent des inégalités (22) en ce que le nombre K, qui
figure dans (33), figure aussi dans (34) : B est toujours le plus petit

1 .
des nombres ~ et 1-~y. Le nombre y <1 que nous venons d'intro-

duire est inféricur ou égal a P'ordre récl d’accroissement ¢’ de f.
Il lui est certainement égal si le contour est rectangulaire. Ceci
tient aux trois premiers termes de la formule (32") (*). Dans le cas
général, il est cependant possible que y soit réellement l'ordre
d’accroissement de f, mais pour le voir il faudrait utiliser la fonction
de Green. D’ailleurs, ceci nous importe assez peu. Ce dont nous
sommes certains, c'est qu'on peut choisir y tel que les formules (34)
solent vraies pour toutes les fonctions f admettant un accroisse-
ment d’ordre supéricur ou égal a v : K seul variera pour toules
ces fonctions.

16. EXTENSION DU SYMGOLE 0Z QUAND LES CONDITIONS (A ) NE SONT PAS REA-
uiskes (*). — Quand la fonction f ne satisfait pas aux conditions (A),
les deux termes de ¢Z n’existent pas, en général. On peut cependant,
d’une maniére analogue & ce qui a été fait pour le potentiel (Perrini,
Journal de Liouville, 1909, et Acta mathematica, 1907), donner une
extension du symbole ¢z, en posant

: JZ oL
¥Z= lim %%[%(x—#h,y)—a;(x,y)]-—--;;[Z(w,y+k)-—Z(a:,y)]-

h=0, k=0

(t) Ce terme a, en effet, un accroissement d'ordre %, mais peut-étre d’un
ordre supérieur. Si le contour est rectangulaire, il s'évanouit. L’emploi de la
fonction de Green permettrait peut-étre de combiner cette intégrale avec celles
qui proviennent de la fonction H.

(2) Ce paragraphe constitue une analyse a part, dontla lecture n’est nullement
nécessaire pour la suite.
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Voyons dans quclles conditions cette limite existera et sera égale
a f(x, v). Nous supposerons f conlinue au sens des conditions (A.,)
ou (A,;), puisque la continuité au sens de la condition (A,) entraine
les deux autres.

Supposons par exemple que, dans le voisinage de P, £ (&, %) — f(,y)
tende vers zéro, quand v tend vers y. Nous isolons P par un rectangle
ol cette propriété a lieu. Suivant la méme marche qu’au para-
graphe 8, nous décomposerons Z en trois parties :

=l Uty VU=l =0, %= l=[(z, ).

Il nous reste donc  former le symbole ¢’Z pour la fonction

er:"" ! U»(Q ls, = .;..‘ - E’ )
: e ) e o=J(&1) —f(5¥)

et & chercher dans quelles conditions il est ¢gal & zéro.
Etudions tout d’abord le second terme de la parenthése : nous
donnons 4 ¥ un accroissement &k > o, et nous avons, comme au para-

graphe 8 (fig. 7),

(35) £[Zo(P) — Zx(P)]

1 1 Up—U
— - U.codS-—-—/fU,odS-l—ff r ~ )
zﬁ(lcf vy ! I

D’aprés un raisonnement déja fait, lorsque / tend vers zéro, les deux
P ) ) )

premiers termes du second membre de I'¢galité précédente tendent vers
zéro, puisque ¢ tend vers zéro. Quant au dernier terme, qui représente

le rapport incrémental de I'intégrale f f U, 4 ds supposée étendue a
2

I'aire fixe 2, nous pouvons lui appliquer la formule de Taylor :

U)""U)
(36) ff Il)l)/ I
(r—c.)’
e T, -
"fdeh sk /fe o ’5 |_3_3(x £ . /(m Q)qu)dS
A o Yr—n = 4(yi—n)

avec- < y + k.Pourétudier le dernier terme, partageonsl’aire 2
YNy ) partag
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en deux parties par la caractéristique d'ordonnée y — &' (k'> k). Le
changement de variable £ — z = 2 Vs( — n) montre que

. dn f“ o*
ke [ [T
|< =), Vs

y—K
k k
, —
<le (yl—y+/~” y.—y+k’>’

@’ étant le maximum de || et L un coefficient numérique. Or, quand
k tend vers zéro, @' tend vers zéro et les deux termes de la parenthése

/.
s?-—zs—i--?: ds

Ak

Fig. 7
PI
p, !

y-8

restent finis. Donc, la partie relative & 2’ tend vers zéro avec k.
Nous avons de méme, ®” étant le maximum de |9 | dans 2",

gy \
~ . I3 1 k
< Ltb”kf L/ Y . :
. g (71— (y,-—y [ y1~y+@>
. kK

%

k

Si k' est infiniment petit d’ordre inférieur a celui de A, k “tend vers

I'infini et Pexpression envisagée tend vers zéro (puisque y, — y < k).
En définitive, le dernier terme de I’égalité (36) tend vers zéro avec k.
Laissant de coté le premier pour le moment, passons & 'étude de I'ac-

: oL, -
croissement de > que nous écrivons ( fig. 8)

o el v i e[St ).

les deux parties 1 et 2 étant séparées par la caractéristique d’ordon-
néey — A’
Si nous nous reportons 4 ce qui a été fait au paragraphe 8, nous
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voyons que les deux premiers termes tendent vers zéro, puisque le
maximum de | ¢ | dans 1 tend vers zéro.
Quant au dernier terme, il s’écrit

(38) f f V"'i;l',,,v“ ds
(.r.—El’
LR e R s R

(y =y

avec x < xr, < x + h. Nous envisagerons encore dans |'aire 2 les deux

Fig. 8.
p p»
Y ————t
YR !
y_hlg 2 -
2
. in
yp

parties 2’ et 2” séparées par la caractéristique d’ordonnée y — A% (dans
la figure 8, au-dessus de y — A'2, lire 2’ au lieu de 2 ). En posant, dans
le dernier terme de la formule précédente,

o e 5”‘»"132\«8()’—71)»
il vient
y—h . »
‘éff|<2h(bf __._(_l’_’__,?[ e‘-"s——-ds<L(l)'(l~~/£,->,
2 E,I y—hn (y__.n)'f.,o h

et ceci tend vers zéro quand /. et 2’ tendent vers zéro, puisque @’ tend
vers zéro.
De méme

' 2

. > o h 4 .
Si &' est choisi de telle sorte que 7; tende vers zéro, ceci tend .encore
vers zéro.
En définitive, nous voyons que, au sens ou nous avons pris le sym-

f}_/l’!——ﬂ—— _QLQ” (__ B -h—>.
=B (y—n i VB

)?
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hole &', nous aurons
, e 1 PU s [
(38") 3 Z’“,Jo"i‘:o( S (e f2 7 <pa’S>

puisque tous les autres termes étudiés tendent vers zéro. Comme

U _ v
) dz? ~ ay’
il reste

(r—§n

[ em=[ [ [i5=-i s

o étant I'aire comprise entre y — k ety — A% Or, si]o| <@,

JJ

ainsi que le changement de variables usuel le montre immédiatement;
et ceci est la seule limitation que nous puissions donner si nous igno-
rons la fagcon dont ® tend vers zéroavec A et k. Il nous faut donc supposer

b

* di k
L4 pu— ¢
<L (DL ==L @IL—M

/22
D'ou &'z = f.
Etudions maintenant le cas de la continuité par rapport ¢ § : dans
le voisinage de P, (&, n) —f(x, ) tend vers zéro. Nous formons
encore

que £ reste fini et non nul. Alors ff tend vers zéro et 8'Z, = o.
G

Z[Za(, y + k) = Ly (@, )]

que nous écrivons sous la forme (35) en posant, cette fois,

SE& )= f(z,n)=19(E n).

Pour démontrer que les deux premiers termes du second membre de
cette formule sont infiniment petits avec k, nous n’avons qu’a repro-
duire le raisonnement du paragraphe 8. Il nous reste donc 4 envisager

Up—Up ;a .
le terme f “5pr— @5 que nous mettrons ici encore sous la
2

forme (36). Dans cette formule le dernier terme est en valeur absolue
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inférieur a
sq

y—k ;i_:’] —
(39) kd)’f ———dﬂ——“f ¢ s — 35+ ?_’lds
s =R, VG ;
al
-+ /r(b”fy—k-——————-dn fy‘_q e 2= 35 + - 3 ds
yep =S Vs 4
y—1

en désignant par 2a la plus grande des distances de P aux cotés verti-
caux du rectangle, par 2¢ le demi-cdté horizontal d’'un rectangle
intérieur contenant P, que nous ferons tendre vers zéro avec k
(cf. 88, fig. 5), par @ et @ les valeurs maxima de || dans les deux
domaines d'intégration.

Le premier terme de cette expression admet comme limite supé-

rieure
—5
/.tbf f e
B (.}'1""7))

et nous avons vu plus haut que ceci est infiniment petit avec k, quand
@' I'est aussi.

Pour étudier le second terme de (3g), remarquons que l’on peut
toujours déterminer un nombre H tel que, s, et s, étant deux valeurs
quelconques appartenant a 'intervalle (o, «), on ait

[

§?—3s -i—?—

R PO ldc<llf e s,

Dés lors, le second terme de (39) sera inférieur a

3 2]
y—k ni-m, bk T
k@”f G d"n) \[ ds < (a2 — ¢t) @ Ef L,
oot = b (y;—n)?

en remarquant que i/—__ décroit constamment. En posant y, — n = €20,
s

nous obtenons comme limitation
1

® 1
(a‘-‘——s*)d)”fkf ET db,
€ o 97

. k 4 . . . N
et, s1 pet est infiniment petit, cect tend vers zéro.
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Si nous passons maintenant 4 1'étude de
1[dZ, dZ,

nous le décomposerons encore par la formule (37), dans laquelle les
deux premiers termes tendent vers zéro, et le troisiéme se met sous la

forme (38). Dans cette derniére expressionon traite le terme % f /
2

par la méthode que nous venons d’employer a l'instant, et qui montre
aussi aisément qu'il tend vers zéro avec A.

Avec ce genre de continuité, nous sommes donc encore conduits &
’équation (38’) qui nous donne les mémes conclusions.

En définitive, nous avons obhtenu le résultat suivant : guand la fonc-
tion f (&, n) est continue au sens des conditions (A, ) ou (A,) ou (A,),
le symbole 8'Z a un sens et est égal a f(x,y), si k est du deuxiéme
ordre par rapport a h.

Si, par conséquent, dans une région &, f satisfait aux condi-
tions (A,) ('), sauf en un certain nombre de points ou sur certaines
lignes, ou scule la continuité subsiste, nous pouvons déterminer dans
cette région des solutions réguliéres 'de I'équation, sauf aux points
envisagés ou les dérivées cesseront d’exister, mais satisferont néaun-
moins & la relation ¢z = f, leurs parties infinies se détruisant. En
effet, étant donné un tel point P, les symboles &z et &'z coincident
dans le voisinage de ce point, et, comme &'z est continu dans &,
¢’ zp, est donc la limite de 8z, quand P tend vers P,.

(') Nous disons ict aux conditions (A,), parce que, si 'on veut avoir ce que
nous avons appelé une solution réguliére de 'équation, il faut que fsoitcontinue
en z, y. Mais il est évident que, si l'on ne se préoccupe que de P'existence des
dérivées en chaque point, ce que nous disons dans la suite du paragraphe est
également vrai dans le cas des conditions (A,) ou (A;).

Journ. de Math. (6° série), tome IX. — Fasc. IV, 1913, 47
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CHAPITRE 1I.

RESOLUTION DES PROBLEMES AUX LIMITES POUR LES EQUATIONS
DU TYPE PARABOLIQUE.

1. — L’équation linéaire & deux wvariables du type parabolique.

L’équation linéaire & deux variables du type parabolique peut se
mettre sous la forme
'z dz dz

+a-—+b-—+cz+ f=o,

(E) Pr oz Jdy

a, b, ¢, f étant des fonctions continues de x, y, dans une région &.
La premiére hypothése qui s'impose est de supposer que b @ un signe
constant, car nous avons vu que, dansle casota=c=oet b==1,
la disposition du contour portant les données des problémes aux
limites changeait suivant que ) était égal a +~1o0oud —1.

" 17. Fomme caxoxtgue. — Faisons dans (E) le changement de
variables défini par :

’=a (2, y), y=%xy.

Il vient
0x'\? 9%z 02z dx! ox'\ 0s Js
(-E)m (“—“dxz+a7;+bji>-5;t[)b}—,"l—0a+f——0.

Nous prendrons le signe -+ ou le signe — suivant que 4 sera négatif
ou posikf, et nous déterminerons 2’ par la condition

Il \ 2 1
(%%) ::]bl, x':f‘b|2dx.

Nous supposerons, pour la possibilité de ce changement de variable
et de l'inversion qui en résulte, que  admet dans & des dérivées du
premier ordre continues et qu’il ne s’annule jamais.

Nous obtenons ainsi le type canonique suivant, que nous utiliserons
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dans les calculs
d*s  0s ds

(&) dx’—dy:aa;+c;+f’

en supprimant maintenant les accents ('). a, ¢, f sont supposés conli-
nus dans la région envisagée.

Cas de réduction & des formes plus simples. — Si nous posons
5 = uv, I'équation (¢) devient (¢f. H. BrLock cité dans I'Introd.)

u Ju dv du Jd%e av oy
‘)(5:;——9;) = <—23—i+a‘>-ﬁ+(\—ﬁ+aﬁ +()_—)-,+CV>ll+f.

Nous voyons donc que, en déterminant ¢ par I’équation

()p :—;‘wl.z
(40) 257 = = c‘f' ,
nous pouvons faire disparaitre le terme en de, Ceci suppose que «
P Sp erm. oz ppose q

admet des dérivées partielles du premier ordre en chaque point de &.
Chagque fois que la chose sera possible, il conviendra d’effectuer cette
réduction, car la forme ainsi trouvée (a = o) est, comme nous le
verrons, irés commode pour les calculs d’approximations successives.
Mais ce n’est pas elle que nous utiliserons dans la théorie générale,
car elle ne se préte pas aux généralisations que nous avons en vue.

Ayant annulé le coefficient de gi‘-, peut-on faire disparaitre égale-
x

ment, par un choix convenable de ¢, le terme en u, de maniére
obtenir la forme du = £? Il suffit pour cela que I’on ait

O a2 =
ox? dz " dy -

ce qui s’écrit, en tenant compte de I’équation (40),

(') Lorsque & est fonction de y seul, il est plus simple d’effectuer le change-

ment de variable _y’:-f%z.
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on a done
av _a v _1da a
dr — 2’ dy 20z 4
D’oti la condition d’intégrabilité

dla  da da  dc _
Jzt Y9z dy T *ox  °

qui sera réalisée en particulier si a est constant et ¢ fonctionde y. On
posera dans ce cas
ar "_“. ——fl‘ dy
2 4

)

¢ =

d'ou la réduction immédiate de I'équation (E) a la forme oz = f, si
a = const., b et ¢ = fonctions de y.

18. Prorrittés pEs soLuTions DE L'EQuaTioN GENERALE (E’). — Dans
I’équation
2’z 0z 03

“+ b — 4 c3= o0,

e hailiad) i
(E") 92 T 0z dy

supposons que a, b, ¢ soient, dans une région &, siluée tout entiére a
distance finie, des fonctions continues. Nous allons montrer dans
quels cas toute solution, régulié¢re dans une région &, ne peutadmettre
al'intérieur de &, ni maximum positif, ni minimum négatif, suivant
les cas, il conviendra d'ailleurs d’apporter quelques précisions au
sujet du sens des mots maximum et minimum. Nous allons nous
inspirer pour cela des méthodes suivies par M. Picard dans I'étude
du type elliptique.

Dans le cas particulier ol ¢ est négatif dans &, 'impossibilité d’un
maximum positif, propre ou impropre, est immédiate : dans I’hypo-
thése contraire, on aurait, en effet, au point envisagé

d é <

0z*

95 _os

o, 9z = dy =o, c3<<o0,

et I’équation (E') ne pourrait étre vérifiée. De méme, un minimum
négatif ne peut avoir lieu, la solution — z ayant alors un maximum
positif.

La remarque précédente est vraie quel que soit . Nous pouvons
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méme lui donner une forme plus précise : si en un point P (w,, ¥,),
b est négatif ou nul et ¢ négatif, s ne peut prendre une valeur positive
supérieure ou égale (ou une valeur négative inférieure ou égale) aux
valeurs prises aux points voisins de P pour lesquels y Sy,; en d’autres
termes, il ne peut y avoir de maximum positif (ou de minimum néga-
tif) propre ou impropre, relativement aux points d'ordonnée infeé-
rieurc ou égale a celle de P. Et, en effet, dans '’hypothése contraire,
on anrait en P

2~ - 3
g—z‘;—go, g—;-:o, b(—;—)-,go, cz<o.

\

Si b est positif ou nul, on obtient des propriétés analogues pour la
région ol y 2 y,.

Les résultats précédents montrent ue, si ¢ est négatif et bZo
dans la région &, a l'intérieur d’un contour (C) (') situé dans &
une solution 3z de (E’) satisfait en P & l'inégalité — M' <z, <M,
— M et M désignant la valeur minimum négative et la valeur
maximum positive de z sur la partie du contour située au-dessous de
la caractéristique passant par P.

De la résulte, avec les hypotheéses faites sur b et ¢, 'unicité d'une
solution réguliére de (E) prenant des valeurs données sur (C), toute
solution réguliére de (E) qui s'annule sur (C) étant nulle & 'intérieur.
Mais ceci est vrai quel que soit ¢, 4 la condition de supposer & négatif
et non nul quand c est positif ou nul. En effet, la substitation
z = wc*~> donne une équation en u de méme forme que (E’), mais
dans laquelle le coefficient ¢ est remplacé par 6K + c; on peut
donc choisir K de telle fagon que 6K + ¢ soit négatif dans & : d'ou
I'unicité de u et par suite de x.

Il est facile d’avoir, quand ¢ peut étre 2o, une limitation de s a
Uintérieur de (C).

Si, en effet, y, estl'ordonnée dela caractéristique inférieure de (C),
on a certainement — M’ e* "= < gy, < M €=, Donc

— M/ eElo—71) < zp << M ebtyo—ns ”
puisque 3p = U,.

(*) Dans ce paragraphe, le sens du mot contour (C) peut éire étendu : il
suffit que (C) soit continu, simple et tel qu’il forme, avec toute caractéristique
qui le coupe, un ou plusieurs contours continus fermés sans point double.
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Ceci nous montre que la propriété, ¢tablie plus haut, sur I'impossi-
bilit¢ d’un maximum positif aux points oll ¢ est négaltif, est vraie
également si ¢ est nul, mais reste So dans le voisinage. Mais, cette
fois, le mot maximum est pris au sens propre et b doit étre supposé
négatif et non nul. En effet, siI'on applique I'inégalité précédente a
un petit contour (C) contenant P, le nombre K peut é&tre pris aussi
petit qu'on le veut, ce qui montre que s, est <M, et, par suite, qu'un
maximum positif propre est impossible.

Il résulte de ce que nous venons de voir que, si b est négatif, une
solution réguliére prenant des valeurs positives sur un contour (C) ne
peut devenir négative a l'intéricur de (C), mais elle peut fort bien s’y
annuler. Dans le cas oiz ¢= o, il existe une propriété plus précise : en
un point P on a mS5,SM, M et m étant le maximum et le minimum
de s sur la portion de (C) située au-dessous de la caractéristique
passant par P. Ceci résulte de ce que M — s et z — /n sont solutions
et prennent sur le contour des valeurs positives ou nulles.

Nous allons dorénavant, dans ce Chapitre, supposer b essenticlle-
ment négatif. Nous reviendrons plus tard sur le cas ou b peut
s’annuler. Nous avons montré I’unicité de toute solution régulicre de
Péquation (E) prenant des valeurs données sur (C) : nous allons
former cette solution aprés avoir ramené I'équation & la forme (¢).

19. L’EQUATION INTEGRO-DIFFERENTIELLE DU PROBLEME AUX LIMITES, —
Soit donc I'équation (¢) : en lui appliquant la formule (I') du para-
graphe 4, nous avons

(41) 2\/&-:(x,y):-—f 3(E, )%gdn—f-/. Gz dE

My Ay - AgM, ks
_ff[a( y N (),—i—c(é,ﬂ) s(&,n)+ f(&, n)]Gdgd-f,,

ce qui peut s’écrire

() wy)-z\/_ff[ m )

+ (<, ’1)"(51 l])]G(&a N3 2,¥) dt dn + z(-%,_)'),‘

C(z,y) étant la solution de ¢z = f répondant aux conditions aux
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limites données : 5 égal a ®,(y) et ®,(y) sur G, et C,, a @ () sur
A, A, (nous supposerons 'ordonnée de A, A, nulle).

Nous voyons donc que la solution cherchée satisfait & une équation
intégro-différentielle d’'un type facile a résoudre, car une des limites
de l'intégrale est variable. Une fois la solution formée, il suffira,

d’aprés ce que nous avons vu dans le paragraphe 9, que az +c3

et f satisfassent aux conditions (A) en tout point intérieur a S.
Supposons que a, ¢, fvérifient ces conditions. 1l résulte de I'équa-
tion (41) que 5 a la forme

;(x,y):_.;_'ﬁffs(a%g+c;+f)U.,de1n+¢(x,y),

ol ¢ admet des dérivées en tout point P intérieur & S : l'inté-

grale [f n’est autre qu'unefonction Z [formule (23), § 8] etpar suite,
ence poth il résulte del’étude des accroissements de Z et 2 P (§ 13),

que 3 et -3—; satisfont aux conditions (A). Il en est donc de méme

Jd3 . L. . , .
de a 3 ¢ e, par conséquent, verifie bien U'équation ().

Pour calculer la solution de 1’é uation (C nous procéderons par
’ p
appi coximalions SuCCBSSLOCS, €n pOSElIlt

S =5+ 51+ Sa ...+ 5,4 .y

s=8®y), .. == QVﬁff(

Faisons ici I’hypothése que les données @, (y), ®,(y), sur C, et C,,
admettent en y des accroissements d’ordre non nul. Si cet ordre est
o¢

)Gdgdn

supérieur a é, et si @’'(x) esl continue (§ 5-6), { et 5= sont continus

sur (C). Si®n’a pas de dérivée, B)‘_f: existe sur C, et C._,, et, d’une facon
générale, on a dans S, bords compris (voir la Note 4 la fin du § 5
ou bien la Note sur le contour rectangulaire),

xX_ T

(42) Vz \/;’
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{ étant bornée et continue. Le second terme de la suite d’approxima-

tions est
I at )
5= — —= — + ¢ )G dt du,
' 2\/7rf‘/s;<a05 ¢ :

qyi, d’aprés les proprittés des intégrales I,, et la forme de la fonc-
tion G [formule (13)]

G0z, 7)=gU(En;2,¥),

est une fonction continue dans S, et d’ailleurs s'annule sur (C).

L’intégrale
f/s‘(a%g “+ cC)Va’Ed-n

est également continue dans S, bord compris : d’aprés ce que nous

avons vu dans le paragraphe 12, il en est de méme de la dérivée %,
qui est donnée en tout point de S ou de (C) par la formule

03y 1 ¢ N\ oG,

. ' 93 ;
19*. Ce que nous venons de dire montre que z, et ! sont bornés

el continus dans S, bord compris. Voyons si cette conclusion subsiste
au cas ou les accroissements de @, et @, sont d’'ordre inférieur & .
Il faut alors modifier la formule (42) et I'écrire [formule (20), § 6°]

d¢ ¢ §2‘ ¢
— -+ = "
dr |z —X,(y)|8 lw—Xz(y)If’+x/§

Il est manifeste que z, sera continu dans S et s’annulera sur (C) :

-
&

. . . , 03 .
il suffit de I'écrire pour s’en convaincre. Quant i ==, si nous y rem-

aG y T
placons — par sa valeur, nous savons qu'il nous suffit, pour étudier ce
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terme dans S ct sur (C), d’envisager les intégrales obtenues en rem-

pld(,.ml JC = par V, soit par exemple

l’—j (&) ey x, y) dE da.
I R e

Celte intégrale aura évidemment un sens tant que I’ ne viendra pas
sur ;. Voyons ce que nous obtiendrons en faisant x = X, () : il vient

/ [xl(}""gl“
I__ 1(}’)"“2 Y, My = g .
//IQ'_X(’])I (),_n):c E"ﬂ

Or
lxn(y)—-'c’.lf-lxl(y)—Xx('n)l+l'£—-X1('n)|-

D’ot, en tenant compte de la condition (I') imposée au contour (C),

_ . A L 1-8 _IXsn %
|||<f/ K decdn 1+/[| -\l(n)l R e M dzda,

|i= X, () Pl —n (=

La premicre intégrale a évidemment un sens. Dans la secconde nous
avons (')

|~’-—\1 l'

() =X () B+ 1E—=X ()] B

el I'on voit que cette intégrale est plus petite (qu’une somme de deux
intégrales du type L, qui ont un sens toutes les deux.

Mais, si nous voyons ainsi que La un sens, il ne s’ensuit pas que I soit
une fonction continue en tout point du bord. Pour le voir il suffirait
de montrer que cette intégrale est uniformément convergente. Pour
ne pas allonger celte analyse, nous ne donncrons pas le détail de la
démonstration. Pour établir ce point il conviendrait d’cffectuer une

(') En effet, si 2 est un nombre inférieur ou égal & un, a et b deux nombres
positifs, @2 b,on a, en utilisant la formule des accroissements finis,

2 ) N
(a+ b)) = a7‘<| + g) ga)~<[+ 7\_‘11)) éa)‘[l+ (:—;>'J —a b

si A est > 1 on peut écrire (a -+ b) < 2*(a*+ b*) (cf. Levi, loc. cit., p. 235).

Journ de Math. (6° série‘), tome IX. — Fasc. 1V, 1913, 48
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décomposition de l'aire d’intégration par la cavactéristique d’ordonnée
y’ définie comme au. pavagraphe 2, formule (5).

20. I résulte en définitive des considérations précédentes que i

. s
O, et ®, admettent des accroissements d’ordre non nul, 3, ¢ T;

sont des fonctions bornées el continues en lout point de S, bord
compris el z, s'annule sur (C).

La suite des approximations se poursuit alors aisément. Soit, en
tout point de S ou de (C),

fa| <A, [e] <G
03,
|2 ] <M, 9T <M.

Nous pourrons alors écrire, en utilisant les résultats du para-

graphe 12,

- 1 B
|%1e[|ﬁ4<nw(A+C)BG,Qyz =y LA F Gy
o 2 l‘(é)
2

9 ! A i LA -+C) |
<ML’(A+C)'B<E"> l»(;n-i—;)y:; MI ( |'(5;)\/ l,

ct, d’unc maniére générale (*), z, étant d’aillcurs nul sur (C0),

0z

-
E]
du

|3a] et

A+ C)yay]—
)
41\
"5
2

Jds o , . , o .
3 et o~ sont ainsi représentés par deux sérics absolument et unifor-
mément convergentes de fonctions continues a Uintéricur de S, ct
méme au bord en ce qui concerne 5. [)’aprés ce que nous avons dit
plus haut, 5 est donc bien la solution cherchée, prenant sur (C) les

valeurs données, car nous savons d’autre part que celte solution est
unigue.

<Mh(

ds
[sa] ot bf

(") Il est a peine besoin de faire remarquer combien plus simple est toute
cetle étude quand a=o. On obtient alors, sans faire d’autre hypothése sur
les donndes que celles de la continuité, une série de comparaison enliére en y.
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21. EXAMEN DES NYPOTHESES SUR LES COEFFICIENTS, LE CONTOUR ET LES
nonnkes. — Dans ce qui précéde nous avons supposé que le contour
satisfaisaitl & la condition (T), que ®, et O, admellaicnt des
accroissements d’ordre non nul, et que les coef ficients de I équation
vérifiaient les conditions (A) a Uintericur de S.

Dans le cas ot X, et X, sont dérivables, le changement de
variable

(V) o ll';I,'-—Xl/(V)]

Xy () — Xy (»)
dont nous avons déja parlé dans U'Introduction, raméne 'équation (&)
d une équation de méme forme ct le contour & un contour rectan-
gulaire porté par les droites &' =o, &'=1{, y =o.

Nous pourrons alors profiter des facilités qui s'offrent dans
ce cas (woir la formation de la fonction de Green dans la Note).

Voyons maintenant dans cuel cas cn peut intégrer 'équation sans
faive sur les données d’autre hypothése que celle de la continuité.

. . J
Nous avons dit que, dans ce cas, 0—2 peut se mettre sous la forme [cf.

formule (15) § 5*]

) -
_E. — C'/ + & + _c_.

de — x— X (y)  «-—-Xu(y) \/7
~ . Jz . . .
Si nous voulons que 3, et ?)301 soient borndés dans S, contour compris,

il nous faudra faire quelque hypothése surla valeur du coefficient @ au
voisinage de C, et C,. 1l est a remarquer que, si nous supposons que
a soit unc fonction continue et monotone de x dans un intervalle
arbitrairement petit ayant pour borne Uabscisse «, d’un point de C,
ou C,, les deux intégrales

08, 7| I AR A 4 [
._.jjayzb(/b, ;/_1_]] an ﬁa‘.s,

ont un sens ct restent bornées en toul point intérieur 4 S. On le voit
t 3
aisément en remarquant que | s=dé=={—%,.
Jo

2y
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R
Or, quand une inlégrale / o (x)dx a un sens, quelle que soit la
2
x
nature de ¢ pour r = x,, l’intégl'alcf Sodr a aussi un sens, si fest
T

monotone et conlinue au voisinage de @ = w,, et sa valeur absolue est

fx o (x)dx

X'
valle (zy, ). On déduit aisément de la que I est une fonction bornce

. . vy dl .
et continue dans S, bords compris. Quant & la dérivée - clle ecst
continue & l'intéricur de S, mais ne reste pas bornée quand P tend
vers le bord : il faudrait donc éludier ce qui se passe dans ce cas.
Nous nous bornerons & signaler simplement cetle analyse qui donne-

inféricure & I

» I ¢tant le maximum de | /] dans Uinter-

. o= .. .
rait sans doule pour Txl une limilation de la forme

1 1
2 ]
Ly L,

Jz,
F=X] o=\ )]

ar

LK . [} . . .« . e al
d’ot I'on déduirait ais¢ment de proche en proche (uc les séries 24 I,

L . , p e . e
ct}‘-a-i} convergent uniformément dans toute regilon interieure a b,

r e Y .
la séric Z 3, convergeanl aussl sur le conlour.

Done, méme avec 'hypothése de la simple continuité des données,
il semble qu’on puisse former la solution.

da , < . . . .
]JOI"S‘QI((,’(—)—-J;C.L'I,.S'IG dans S, la détermination de celle solution sc

simplifie, ainsi que nous allons le voir.

Q2. RESOLUTION DU PROBLEME AUX LIMITES PAR LE MOYEN D'UNE EQUATION
INTEGRALE ORDINAIRE. — Reprenons I’équation

1 "7 0s '
LY = T a—=—+c3)Gdédn+¢(2,y).
( .7’) o \/n/b/\y( l)g > dg ¢ (1 y)

Désignons par 1 ¢l 17 les domaines limités respectivement par
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M A, ALM, et MM M, M, (fig. 1). Nous posons donc

(43) [feFioas= [f f[
//..- / N‘)ig dS + / aGsdn.
SN AL VY

[intégrale curviligne est nulle puisque G est nul au bord. Si M) M|

tend vers M, M, f/ tend vers zéro (-L/f JaG
// ()(I(r /5.

Celte intégrale est, dPapres le paragraphe 12, une fonclion continue
de (i, ). Nous obtenons donc en définitive Péquation intégrale

el

Nous parlerons plus loin de sa résolution. Pour U'inslant, supposons
que nous ayons unc fonction continue, solution de I'équation (¢')
vérifie-t-clle Péquation (&) avee les conditions aux limiles données ?
Une démonstration est néeessaire, car nous avons admis, dans (43),

G
(') 50z ) ()Il(_ n) x

A e (g, 0G| 5(E ) dE dn + L, p).

(que /j tendait vers zéro et il faudrait le justifier : or s r'est pus
g

dérivable aw bord. Aussi, au licu de remonter de I'équation (¢”) a
I’équation (¢), nous allons passer directement de (¢') a U équation ().

Tout d’abord, = prend bien au bord les valeurs données, c’est-a-dire
que I'intégrale doublede (¢”) est alors nulle. En effet, d’aprés le raison-

nement que nous avons donné dans le paragraphe 4, on voit que =% ost
nul quand P est au bord et I dans S. Parv suite, sil'on isole C, et C,
du reste de laire par deux bandes trés étroiles, les intégrales doubles
¢tendues dcesdeux bandes seront trés petiles, d’aprés la formule (12)
(§ 4%), et l'intégrale ¢tendue au reste sera nulle : done I'intégrale
totale doit étre nulle.

Montrons maintenant que I'équation (&) est vérifiée par 5 en tout
point P(x,y) intéricur @ S. Toul dabord, nous allons dabliv (ue
s admet pour un accroissement £ de x, un accroissement ’ordre
inféricur & wn. Soit en eflet un petit vectangle R, contenant le



382 M. GEVHEY.

point P (z,y)ainsi quele point P'(z -+ 4, y). Nousavons G =U— H,
H ¢tant déterminée comme solution de &z = o : soit &, la partie du
noyau de I’équation (e') relative & U, %, la partic relativea — H,
& le noyau total. Posons z = z' + (, done

44) ———ffxd/s ffh,JzaJr[f NdS—e-f/ Nz dS,
L 1} vYS—R

Il et %—6 admettent en (z,y) des dérivées de tous ordres 4 l'intéricur
de S; la seconde intégrale est done dérivable par rapport & «; la troi-
si¢me aussi, puisque le domaine d’intégration ne contient pas le point
(%, y). Quant & la premiére, nous avons vu au paragraphe 15 qu’clle
admettait un accroissement d’ordre voisin de wn. Enfin %cxislc a
intéricur de S. Donc = a bien la propri¢té ¢noncée.

Mais alors, puisque a satisfait aux conditions (A), :—E existe en lout
point intérieur & S, car la premiére intégrale de la formule (44) admet
unc dérivée par rapport a ; les autres également. Nous pouvons alors
effectuer la trunsformation

f HsdS = —= f[(g&g‘cU):dS
R 2\/11 y
— S es)UdS+ '_fuz/-.
zf/f( c) ‘ 21 @ssan

Remplagant le premier teeme de 5" par sa nouvelle expression, nous

- ()3 1 " ) .
pouvons maintenant calculcr%, dont nous avons démontré¢ 'exis-

tence, pae la formule de Leibniz, et la formule ainsi obtenue permet
de voir, par la méme analyse, que, si ¢ satisfail & la condition (A,),
L - . N . Js'
Jaa existe dans S. Ons’assurerait de méme de I'existence de P ct 'on
aurait des démonstrations analogues, a I'aide des formules du para-
graphe 13, si ¢ satisfaisait aux conditions (A))ou(A)).
. . N

Si maintenant nous formons 65 == ¢z’ 4+ ¢{, lous les termes de ¢s

sont nuls, sauf celui quiprovient de la premicre intégrale du second

!

. . . Jds ,
membre de (44), ct qui est égal & ¢-—— + ¢3. D’autre part 07 = f.

e
Donc, en towt point intéricar ¢ S,
) a Js +cs + fo G.oQ. . D
s = - CS e Q. K.
Jdz ¢
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235. Revenons maintenant & la résolution de l’v([uanon (¢"). Opé-
‘ant loujours par approximations successives, nous poscrom

o .y _ 4)0(- e S\ L 5 .
([l:)) ~0 'C) DIREEI Sn ‘_.’9\/7; // < ()Q ’(">“Il lrl&dn-

[’emploi de la formule (12) permet, sans aucunc difficulté, de
déterminer une séric majorante, qui, & causc du terme L, est

(y—n)
() )

graphe suivant. (

Auparavant, il convient de résumer les hypothéses faites dans le
présent paragraphe : @ admet une déricée bornée et intégrable en
tout point de'S, bord compris; les coefficients a, c el f sont continus
dansS, bornés au bord, el satisfont aux conditions (A) & Uintéricur;
les donndées sont continues; le contour satisfait ala condition (T'). 11
vasans dire que la continuit¢ des coefficients en «, y ne sert qqu’a assurer
la régularité de la solulion, au sens ot nous 'avons entendu. Sia, ¢, f
n’ctaient pas continus, toutes les autres conditions étant vérifices, 5 et

Js ds J%s . .
P seraient continues dans S, mais 7 et — o ne le seraient pas, bien

dela formc ~- Nous reviendrons sur ce point dans le para-

qu’existant en chaque point.
La limitation des dérivées de =z se déduirait aisément du raison-

nement que nous avons fait plus haut et qui permet de calculer ;‘)2;;« ct

0z . R ., .
W au moyen de la fonction z elle-méme par unc sorte d’itération.

On trouverait ainsi :

05 _ 4 N G L
0z T T=X\(y) T 2=%0) Ty
03 . 'C/l c/ C/

BT EEXNF T e O Ty

Mais, quoi qu’il en soit de I'allure de 95 o1 9% vers les bords, il est
quor q 9z * oy ’
Jds

manifeste que, dans toute région complétement intérieure & S, s, T
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Jds s
dy’ Jat
maxima M des donnces sur le contour. Si IM -+ n est fa forme de
cette limitation, le cocflicient « ne dépend que de /.

seront limilés en fonclion lincaire de la valeur absolue

24. Revaroues sur L’EMPLOT DE LA voNcrioN bE Green. — La fonce-
tion de Green permet de ramener la résolution du probleme aux
limites que nous nous sommes proposé i celle d’unc équation intégrale
ou intégro-différentielle. Mais son emploi n’est nullement indispen-
sable et scrait méme inutile, dans certains cas ot 'on voudrait se
borner & démontrer {'existence de la solution.

Nous avons dit plus haut comment, en utilisant la formule (12), on
«

pouvait trouver une série majorante pour z, entiére en y*. En réalite
il existe unc séric de comparaison qui ne dépend pas de o, ¢’est-a-dire
du contour. Il y a cn effet une fagon trés simple d’étudicr les intégrales
de Ia forme /f %fz[ﬁd*q, sanss’appuyer surles calculs de Himitation
8,

du paragraphe 4*. Pour ne pas trop allonger cette étude, nous ne don-
nerons ce procédé que dans U'espace : il s'appliquerait ici sans modifi-
cation essentielle,

Pour le moment, nous allons voir commentl on peul majorer les

approximations sans utiliser la fonction de Green. Danslarelation (45)
qui donne z,, posons dans le second membre

STl

S’y désignant le domaine limité par un contour (C') trés voisin de (C).

Ona (")

fj = ! /f(rzgf”,——' +cs,,_<1)GdS+ sy G,
8§ 9\/; s ‘)Q ()

S1 (C) tend vers (G), la derniére intégrale s’évanouit, le premier
) o) ’

(1) En admettant I'existence de s

A Pintérieur de S: ce qui suit montrera

que I'existence de cette dérivée est assurée de proche en proche.
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membre tend versff donc la premiére intégrale du second membre

tend aussi vers cette lumte c’est-a-dire que

-

a un sens. Donc, en tout point P (z, y) intérieur 4 S, z, est solution de

0*’/1-—1
Jx

05, = q@ —— 4 CSnoiy
el nous savons d’ailleurs que z, s’annule sur (C). Nous pouvons donc
écrire

(46) zﬁf/ (')“U (,U)a,,_.,dgdn-—;

3, étant la solution de 85 = o prenant sur (C) les mémes valeurs que
I'intégrale. Il suffit alors de se reporter au raisonnement du para-
g . P : p
graphe 20, pour voir de proche en proche que z,-est majoré par le

(N y,%)n—l

térme ———t—

TR .

r( )

2
Nous voyons donc, d’aprés cela, que, pour démontrer I’existence

de la solution sans se servir de la fonction de Green, il suffirait de
faire une suite d’approximations de la forme (46), ce qui donnerait,
par sommation, I’équation

2\/./“/ <0aU~cU>zd'£d’q—E,

d’oi 'on passerait directement & I’équation (e’), comme dans le para-
graphe précédent.

Il est clair que, au point de vue de la résolution effective d’un pro-
bléme aux limites, un tel procédé serait fort incommode, puisque, &
chaque approximation, il faudrait résoudre un nouveau probléme aux
limites pour I’équation $z = 0. Au contraire, quand nous nous pla-
cerons au point de vue d’un théoréme d’existence, nous aurons parfois
avantage a nous passer de la fonction de Green.

Journ. de Math. (6¢ série), tome IX.— Fasc, IV, 1913, 49
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25. THEOREME SUR LES SERIES DE SOLUTIONS. — Soit un conlour con-
tinu simple 2 (courbe de M. Jordan), ouvert du coté des y positifs,
coupé en un nombre pair de points par les caractéristiques, de fagon a
former avec toule caractéristique qui le coupe un ow plusieurs con-
tours continus fermds sans points multiples, limités supérieurement
par cette caractéristique. Tout point intérieur 4 'un de ces contours
relatifs i la caractéristique d'ordonnée maxima sera dit intéricur a <.

invisageons une série

(47) S+ S+ Sy +. o 5,4

de fonctions, dont les termes sont solutions de I'équation

. ] Js Js
& _

¢! — e =@ —— €5
(&) da? dy J.r !

en toul point intéricur a 2, et qui converge uniformément sur <.
Pour » > N, on aura donc sur ¢, quel que soit p,

I Snt Snet .ot Spap I <E&.

Or la somme 3,4+ ... + 3,4, est solution de I'équation (¢') & I'int¢-
rieur de ¢ ct, d’aprés ce que nous avons vu dans le paragraphe 18, en
tout point intérieur a I', on aura

(/IS) l511.+5n+1+--'+5n+pi<K5s

K étant un nombre fixe dépendant des coefficients et des dimensions
du contour. Or, étant donnée une région & /nlérieure a <, nous
pourrons tracer un contour (C) contenant & & son inlérieur, et sur
lequel 'incgalité (48) sera vérifiee. D’aprés ce que nous avons dit
plus haut, en tout point de & nous pourrons écrire

ds, - ()5,1+l

dsll-?-// an
—()TZ’— 0z +...~+'————-()$ <[\l8,

K, étant un nouveau coefficient indépendant de » et de p. On aura
une inégalité analogue pour les dérivées en y et pour la dérivée
seconde en z. Par suite les séries formées par les dérivées en question
des termes de la série (47) convergeront uniformément dans & et la
série (47) représentera dans cette région une solution de I'équa-
tion (¢’). Nous pouvons donc en définitive énoncer le théoréme sui-
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vant : étant donné un contour ', de 1'espéce définie plus haut, si une
série de solutions de ’équation (&) converge uniformément sur T,
elle converge uni formément dans loule région intérieure ety repreé-
sente une solution de Uéquation ().

Il va sans dire que ce théoréme s’applique également a I'équa-
tion (1), § 18, si b garde un signe constant, sans s’annuler.

26. APPLICATION DU THEOREME PRECEDENT AU CAS OU LE CONTOUR PRESENTE
DES SINGULARITES (2). — Ltant donné un contour (C), il peub se
faire que, en certains points isolés, la condition (T') cesse d’étre
vérifide, ou bien encore ue le segment de caractéristique inférieur
se réduise & zéro, c’est-a-dire que A, et A, coincident. Les méthodes
précédentesalors ne s’appliquent plus. L'ingénieuse méthode indiquée
par M. Lévi dans I’étude de I’¢quation de la chaleur, peut s’étendre &
I’équation (&) et permet de tourner la difficulte,

Remarquons tout d’abord que, si les coefficients vérifient les condi-
tions (A) un peu au dela de S, il est toujours possible de former une
intégrale particuliére de I'équation (¢) réguliére dans S et sur (C). 1
suffit, par exemple, de prendre la solution de I’équation

(49)  zy(k, ) =— ! ff((zi)—:.,ﬂ—l—c:o—i—./) U, n;x,y)déda,
sy 2

2\/; <

S’ étant un domaine limité par un contour (C), bien régulier et con-
tenant S. z, prend sur le contour donné des valeurs continues et la
résolution de I'équation (&) se raméne, par le procédé classique, &
celle de 'équation (') sans terme indépendant : il suffitd’ajouter & z,
la solution de I’équation (') prenant au bord les valeurs données,
plus les valeurs prises par — z,. On peut méme, en ajoutant au
second membre de ’équation (49) la solution de ¢5 = o prenant sur
A, A, les valeurs données, obtenir une fonction 5, y prenant également
ces valeurs et avoir ainsi a déterminer une solution de I’équation (¢')
nulle sur A, A, (en supposant 8 limité inférieurement par A, A,).
Cela posé, st les points A, et A, coincident, ou bien si la condi-

() Ce théoréme est démontré ici avec les hypothéses faites dans le para-
graphe 23; on pourrait sans doute le démontrer en supposant simplement que a
et ¢ satisfassent aux conditions (A).

(2) En ce qui concerne les singularités possibles des coefficients, en pourrait
introduire des considérations analogues a celles qui terminent le paragraphe 16.
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tion (T') cesse d’étre vérifice en A, et A,, voyons comment on peut
obtenir la solution de (¢) nulle sur A, A, et prenant sur C, et C, les
valeurs @, (y), ®,(y) nulles en A, et A,. Soit A" A" une caracté-
ristique coupant G, et G, en A{"A,"” et tendant vers A, A, quand »
tend vers l'infini; soit 5, la solution de (&) égale & @, et @, sur C,
et C, et se réduisant sur A" A" a la fonction linéaire se raccordant
avec ®, et &, en A" et A.". Les fonctions 5, convergent uniformément
vers une fonction limite car, pour toute région & intéricure & S, on
petit choisir n assez grand pour que |®, | el |®,]| soient inférieurs & ¢
au-dessous de A{" et AY", etque A" A}" soitsituée au-dessous de & ;et,
dans ces conditions, | 5,4, — 5, |, quicst nul sur A{" B, A(VB, (/fig. 1)
et inférieur & 2& sur A" AY", sera ¢galement inférieur 4 2¢ dans &,
quel que soit p, ce qui démontre la proposition. La fonction limite 5
est, d’aprés le paragraphe précédent, la solution de (¢') qui prend
sur C, et C, les valeurs données et s’annule sur A, A, : c’est donc la
fonction cherchée.

Passons maintenant au cas ol la condition (1) n’est plus vérifiée en
un point M(z, v,) de C, ou de C,; on partagera (C) en deux
contours (C') et (") : la caractéristique issue de M limite (C’) supé-
rieurement et (C”) inférieurement. Soit «,y, un point de cette carac-
téristique : si nous déterminons Ja solution de I’équation (¢) dans la
région S, ., elle sera inféricure en valeur absolue & un nombre fixe

quel que soit e. Done, si nous envisageons un contour ((C.) hien
régulier, intérieur a (C') et contenant (iz,, y,) & son intérieur, et par

. . 0z
suite enveloppant un demi-cercle de centre (z,, y, ), les valeurs de 5

z—:’, qui sont limitées en fonction des valeurs de 5 sur (C) (voir §23),
resteront bornées dans ce demi-cercle : la formule des accroissements
finis montre alors que la différence des valeurs de 5 en deux points
quelconques intérieurs au demi-cercle tend vers zéro avec le rayon de
celui-ci, ce qui prouve que 5(z, y) a une limite quand le point (z, y)
tend vers le point (z,, y,). Cette fonction limite est évidemment
continue pour y = y,, et nous sommes ramenés pour le contour (C")
au probléme précédent ().

(') Ges considérations permettent également la résolution des problémes aux
limites pour tout contour pouvant étre décomposé en une succession de con-

tours (C).
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27. Avurtes PROBLEMES AUX LnutEs. — Les problémes aux limites
dans lesquels on se donnerait la relation

(30) h(y)‘j—j + my(r)s = yily)

sur C;, et 5 ou -g; sur A A,, peuvent étre ramenés, par ['usage d’une
Sfonction de Green, 4 'étude d'une équation intégro-différentielle ou
intégrale; mais il est & remarquer que, sil’on veut obtenir la forme
intégrale, la fonction inconnue sera engagée dans une intégrale double
et une intégrale simple.

Nous ne nous occuperons pas de la résolution de ces équations : il
est a peine besoin de faire remarquer que le point de vue auquel nous
nous sommes placés dans le paragraphe 24 fournirait un moyen expé-
ditif de démontrer |'existence de la solution et d’établir la rapidité de
convergence des approximations, sans déterminer la fonction de
Green. '

Sauf dans le cas ou l'on se donne partout sur (C) la valeur de Z—;,
la solution est unique, si on la suppose continue, ainsi que sa dérivée

par rapport &4 , mémesur (C) [tout au moins sur les portions de (C)

, - .. . . 0dz .
ou la condition aux limites fait intervenir 7)3] En effet, son existence

ayant été démontrée, il suffit d’établir que 'équation intégrale homo-
géne obtenue en supposant s (., 0)=o et 7,())=o0 n'admet pas de
de solution bornée non identiquement nulle, ce qui se voit facilement
par le procédeé d'itération habituellement employé dans ce genre de
questions.

II. — Les équations non linéaires 4 deux variables.

Nous distinguerons deux cas, suivant que 1’équation est ou n’est

linéai 023 J3 D 1 . 1¢ . .
pas linéaire en (Wet o ans le premier cas, I’équation, qui peut
alors s’écrire

023 Js ( _ 03
;)_.27+b;)7~f .Z',‘)/,.,,()—w->7

\

h gardant un signe constant, se raméne par un changement de

-
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variables, a la forme

023 Jds

. ds .
(&) o7 Uy ::f(x,)’, z,;;;) ou 35 = f(@, ), 3, p)-

Dans le second cas, nous supposerons I'équation mise sous la forme

) ;)—1—52- ::j(w,y,s,-g—i-, %S’-> ou r=f(r,y.5,pq).

28. L’iouamion 9z = f(z, ¥, 5, p). — Nous ferons sur f les hypo-
théses suivantes : quand le point (z, y) est dans une région &, et
que |z| et |gj~'l sont inférieurs respectivement a4 deux nmombres N
et N, f est une fonction continue de z, y, satisfaisant aux condi-
tions (A), et lipschitsienne en z, p, c'est-a-dire que

(51) [f(xy vy 5 p") = fl2y ¥, 5, p) < Cl3'— 35|+ Al p'—p|.

Nous cherchons 4 déterminer une solution de cetle équation, régu-
liere & I'intérieur d’un contour (C) situé dans & et salisfaisunt a la

condition (T'), prenant une succession continue de valeurs sur (C),

Jz

75 tlant supposée également continue sur (C).

Unicité de la solution. — Pour démontrer |'unicité d'une telle
solution, envisageons la différence 5, — 5, de deux solutions qui pren-
draient les mémes valeurs sur (C) : c’est la solution, nulle sur (C),
de 'équation

=0(zyy), 9@ y) =L@ 5y 55 0) = S(2:5, 50 p2)-

Si nous nous reportons aux formules (29’) du paragraphe 12
(avec y = 0), nous pouvons donner a la solution en question et a sa
dérivée par rapport 4 x la méme limitation et écrire, @ étant le maxi-
mum de ¢,

. 1

| == 33) ! 2

TI<L‘°B(5’ ‘)y ’
en supposant que la caractéristique inférieure de (C) soit O, cas

auquel on peut toujours étre ramené. Il résulte alors des formules (51)
et (52) que I'on a

{52) ‘:,——sgl' et 'd(:

1

|(p|<L(A+C)(l’B(é, l>y.2'.
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D’ou, d’'aprés la formule (29"),

¢ [d(5,— 3,) 1 13N
2= arsin v om(t ) m(3 )

2

b Ivl,(f\.—{«C)\/-T—rT]z
TA+C “T(2) )

On trouverait ainsi de proche en proche

=) _ @ [LA + C)rv]?
Jdz A-+C ( /1,> !
{1+ -

quel que soit n et, comme ce terme tend vers zéro quand » tend vers
infini, on a 3,=3,, ce que nous voulions établir ().

’

[ 51— 52 el

Equalioufonclionnelln du probléme. — Elle est évidemment

-
<

9:/:([//<n%§)cr(c vy y) didn + 4z, y),

{ étant la solution de ¢35 = o prenant sur (C) les valeurs données. Si
nous avons obtenu une solution de cette équation continue, ainsi
(que sa dérivée, dans S, bord compris, elle vérifiera I’équation aux
dérivées partielles. Il suffit, pour le voir, de reproduire un raison-
nement tout & fait analogue a celui du paragraphe 19, en tenant
compte de la condition (51).

E.ristence (e la solution. — On trouve cette solution par
approximations successives, comme limite d’une suite de fonctions

By, B4y o0y Sy« 03 3 €tant égal & C et 5, étant la solution de I’équation

(53) aer:f(x,‘V'y zn—-npn-—l)

satisfaisant aux conditions aux limites. Si donc les valeurs de |s,]
et | p,| restent inférieures respectivement & N et N’, on pourra pour-

(1) La démonstration et été immeédiate, si I'on s’était borné a supposer

P’existence des dérivées d—f et 91
Jds  dp
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suivre les approximations et écrire
1 d(sp,— 3
'3n+1"‘5n|< —_— [f [A|__L()_;.’_‘_*‘_’)
PRVATRY $y ¢

o
ce qui montre que la série 2(:.',m — z,) admettra comme série
n=20
majorante la série majorante qu’on trouverait en déterminant, par la
méthode du paragraphe 20, la solution de I’équation

+ C| 35— 3p4| || G| ¢ dn,

Jds
60—Ad—$-+Cu

prenant sur (C) les valeurs données.
On peut d'ailleurs présenter ce calcul sous une forme légérement
différente et écrire, en partant d’une fonction z, arbitraire,

6312/'(@" > Bos Po)s
z, prenant sur (C) les valeurs données, puis

p— '
=31+ 5

3= Ss+ Gy

13

3y | =L@ ) =S,y 50 p) [ nul sur (©)
3:2:f(x’y: 529[’2)*/(3”}’)31,[%) (G2 nul sur ((‘)]7

(2]

et ainsi de suite, ce qui nous donne z sous forme de série (')

5= A+ 4.+l

Il faut maintenant nous assurer que les valeurs de z, et %ii ne
sortent pas des intervalles (—N, +N) et (— N’, +N’). Si cela a lieu
pour le rang n —1, z,, qui est la solution de I'équation (53) prenant

sur (C) les valeurs données, satisfera aux limitations [formules (29" )]

3,

lz"|<hl +F)'1 "‘J;

<M’ 4 2yB,

F étant le maximum de | /| dans le champ de variation de ses argu-
ments, et A un nombre dépendant de F (linéairement) et des données,
M le module maximum des données, M’ le module maximum de

(1) Cette série serait ici majorée par celle qui proviendrait de la résolution de
Péquation
0s=Ap—+Cz+F.
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Q' (x) [ =3(x,0)]. 1l faudra donc que l'on ait
M+Fy<N, M+ 2P N,

)

N—M N — M\ B
y<—Tf }’<<——;\—‘*> ;

y devra donc étre inféricur & la plus petite de ces deux limitations,
soit Z. Dans ces conditions, on pourra effectuer le calcul d’approxima-
tions dans une bande horizontale de hauteur l. 1l est possible d’ailleurs
que, au cours du calcul, on constate I’existence de la solution dans une
région beaucoup plus étendue.

Hypothéses sur les données. — Celles-ci se dégagent d’elles-mémes
de I'analyse qui précede : il suffit tout d’abord que les données soient
telles que la solution dc ¢35 = o, qui correspond aux mémes conditions
aux limites, admette une dérivée par rapport & x aux points du con-
tour ((C). Nous savons que cela est réalis¢ si @'(x) existe et si ®,(y)
admet par rapport a y un accrovssement d’ordre supéricur ¢ L. Enfin
pour appliquer les formules (29”) nous supposons aussi que ®'(z)
admette un accroissement d’ordre non nul.

Cas particuliers. — Lorsqu’on pourra ramenerles données & zéro,
il y aura évidemment avantage 4 le faire, puisqu’il suffira de résoudre
les équalions successives

! ' . 03,.. ,
Sp == = .f(éa'fla Sn—1y _l-_" G d¢ da.
\ Je
2V 1. 5y \ )

Nous avons va que celte transformation était possible quand
X, X,, ®,, @, ¥’ sont dérivables [formule (27), § 11]. Il conviendra
alors, dans ce cas, d’effectuer le changement de variables (V) qui
transforme (C) en un contour rectangulaire, afin de profiter des faci-
lités de calcul qu’on rencontre dans ce cas.

Autres problémes aux limites. — Les autres problémes aux
limites, que nous avons indiqués dans I'étude de P’équation linéaire,
peuvent également étre résolus ici par les mémes méthodes que nous
venons d’employer. Supposons, par exemple, que I'on donne z

0z , . .
sur A, A, et o Sur C, et C, : nous déterminerons successivement les

>

Journ. de Math. (6° série), tome IX. — Fasc. 1V, 1913, 20
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solutions des équations (53) satisfaisant & ces conditions, ou hien nous
partirons d’une telle fonetion s,, solution de 8z, =/ (=, ¥, 24y Po)
et nous déterminerons les solutions ¢, des équations (53'), nulles

sur A, A, et ayant leur dérivée nulle sur C, ¢t C;. On voit ais¢ément

(¢f. les notes des § 8* et 12) que les fonctions 3, et %i—:‘ resteront dans

les limites fixées, si y vérifie des inégalités de la forme
gt
M+Ly" <N, M 4+ L'FyB< N,

et l'on obtiendra ainsi la hauteur de la bande dans laquelle on sera
assuré de existence de la solution.

29. Liquatiox r=f(z, y, 3, p, ¢). Forme nomvaLe. — Envi-
sagcons maintenant Péquation (¢,). Nous supposcrons tout d’abord
que f est, dans unc région & du plan, une fonction continue de « et y,
les valeurs de z, p, ¢ restant comprises dans un intervalle (— N, + N),
et que, dans ces conditions, f admet des dérivées continues par

. af . . .
rapport & z,p, ¢, b étant essenticllement positice (ou du moins
gardant un signe constant qu’on peut toujours rendre posilif).

Dans ces conditions, il ne peut exister deux solutions réguliéres z,
et z, prenant sur un contour ((I) des valeurs données, car on aurait

alors

) f(x, ¥, 5, p, d }
(54) rt—/'z—_-(/’l“—[)z)(/ ,7’0/)/ ! (/)‘*“(’/1“’//2)5;//;/4'(51—52)%’

3, p', 4 étant des fonclions intermédiaires entre z, et z,, p, et p.,
¢, et ¢,; cette équation en 5,— 3, admettrait donc une solution nulle
sur (C), le cocfficient de la dérivée par rapport 4 y étant positif; nous
savons que cela est impossible.

Proposons-nous donc de déterminer la solution dont on donne les
valeurs sur (C); il faudra supposer cette solulion réguliére, méme
sur (C), puisque 3, p, ¢ sont engagés dans la fonction f, et il con-
viendra tout d’abord que les valeurs donnces, et celles de ®'(x) ('),

(1) @ (x) est la valeur donnée sur A, A,, caractéristique inférieure de (G) que
nous supposons placée sur Ox; nous employons toujours les mémes notations
pour les données et le contour (voir § 5).
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appartiecnnent a lintervalle (— N, + N). 1l faudra de plus que l'on
]

puisse calculer les valeurs de
dy

sur Oz, c’est-a-dire que 1'équation
(55)  W(@)=le,00(@),¥(@).00)]  [s)=(5) ]

définisse une fonction 0(x) comprise entre — N et + N; cette fone-
tion, si clle existe, sera unique, d’aprés ce que nous avons dit plus
haut. Ses valeurs aux points A, et A, sont d’aillcurs données par la
relation

Di(0) = D' (z;) Xi(0) + 0 (=) (i=1,2),

et il faudra que ces deux valeurs vérifient I'équation (55).

Nous aurons également, relativement a f, d’autres conditions suffi-
santes, que la suite du calcul indiquera. Mais, avant de procéder & la
recherche de notre solution, il convient de mettre I’équation sous une
autre forme, & savoir

023 Js ::¢< Jds 0ds

"/ -z e L, —9y — -\5.’——_’ Pt .
(Uﬁ) oz? t).)/ Ly Yo ’d:c’()y) ou 0 Y(x,.)’a 7])’(/)

Nous verrons plus loin que la dérivée 5% doit pouvoir ¢tre rendue

telle qu’elle s’annule surla caractéristique inférieure O z du contour (C).
Voyons donc comment, dans les cas les plus généraux, nous pourrons
transformer P'équation (¢,) en une équation (¢}) satisfaisant & celte
condition. Faisons le changement de variable

(56) ;:f\/_/',"/[.zr, o, (x), d"(x), I(x)] dr (fp>0),

0 étant la fonction définie par la relation (35). L’équation (¢,)
devient
,0%3 , Jdz ds s
)P —+0 —_ = y ¥y Sy —¢ —_—
Le(z) ] o= +o'(@) = f[r J ()x?(“”)’oy]’

¢(x) désignant le radical de la formule (56). Posant

()23_;-_ 97
0w P



396 M. GEVREY.

nous pouvons écrire cette équation

) ’_"“’l: j'(.r,'),.‘;, Pos r/) —g— /;-’ —-Y("‘ y,»,/) 7)

donc

o _ fila yozpo.q)— fil @0, 0(2), (@), 0(2)]
9y~ Tl 0, @), W (2. O(a)]

Soit m le minimum de | £/ | = 9%, o le maximum de ¢ : supposons
que, dans le champ de variation de ses arguments, 5= soit une fonclion
lipschitsienne de y, 5, p, q, c’est-a-dire que

aJ
L| <wliay)+ 1821+ 1801+ 1891,
Dans ces conditions, en posant -Zip = o (2) = 'y, @' sera la
x

valeur de p sur Oz et nous pourrons e'cru'e

l()//I ,n y+lu—"bl+t)lb'l)——(ll|+|/_6l]

et cette expression s’annule bien sur Oa:.

Le changement de variable utilisé ayant transformé I'équation (¢,)
en I'équation (¢',), la relation (55) vérifiée par la fonction 0, valeur de
q sur Ow, se transformera dans la relation

(57) o' (z)=0—d[z,0,0(2), ®'(2), 0]

Nous pouvons maintenant supprimer la notation z et envisager
I'équation
(& ds=d(z,y,5p.9) (5] |p]1gl<N),
s prenant sur Ox la valeur @ (), sur C; la valeur ®,(y)(i=1,2)
avec
oy

(38) |52

—( +s—Q|+M[p—@|+|g—0)SW';

n
0 étant la fonction de 2 définie par la relation
(57" ' (x)y—0=4¢[z,0,®(x), ¥'(x),0].

Clest la forme (<',) ainsi définie, que nous appelons forme normale.
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30. DirermiNation DE LA soLuTioN. — Nous utiliserons, comme
toujours, la méthode si féconde des approximations successives, en par-
tant de la fonction z,, prenant sur (C) les valeurs données et solution
de I'équation

(59) 8= Y[z, y, B(z), ¥'(2), 6(2)],

0 (z) ¢tant la fonction définie par la relation (57').
Puis nous poursuivrons les approximations de la facon suivante

‘ 3§:=‘P(xa}’,5npnq|)—‘~]‘(3¢a )’,‘1’, @, 9), 3= 5+ &,

(60)
6C2= ‘P(x,.?’, Say 2y ’]2) —EP(J‘, Y S P )a 53==5,+ &y,

ct ainsi de suite, les { étant nuls sur (C), de sorte que la fonction
Sp=5y+§ L+ Euy

sera la solution de I'équation
05, =Y(Z, ¥s Sn—t: Pr—t> In—1)

prenant sur (C) les valeurs données.
Ce qui constitue la difficullé de cesapproximationsc’est la présence,
dans le second membre de ’équation

0L, = \.P(.’L‘,y, Sus Pns Qn) — 41(03, Y Znety Pr—ts @u-1),

c’est-a-dire
6}:nm ()z,,__
(61) oL, = ‘-}J <*Ta Y Su—t -+ Cumts Pt + 7)_.2:—“ qn—1 -+ -—d}*l>

— &!J(.Z‘, Yy Sty Pr- 15 Gu—1)s

de lade'rivéef)-%’ji‘ delafonctiondonnéeparl’équationprécédente. Ilnous

faudra donc établir la convergence de la série 2 %227,. et, par conséquent,

P

dy

les accroissements du second membre de I’équation (61), ce qui exige

Oy
0

donner une limitation de Nous savons le faire, mais en utilisant

que nous nous servions des accroissements des dérivées elles-

mémes.
Poursimplifierlesnotations, nous allonsappeler ¢, le second membre
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de 'équation (61) ct poser
Ky _ 983

o = Wy~ dy = An~1.

Nous allons former I’accroissement de ¢, quand y subit un accrois-
sement Ay, et par suite 3,_,, (., ..., des accroissements correspon-
dants Az,_,, AC,_,, .... Nous aurons donc & appliquer la formule des
accroissements finis 4 une fonclion ¢, de seps variables v, =, p, ¢, {,
@, /., en supprimant les indices. Désignons par y’, 7', ..., des quan-
tités comprises entre les valeurs extrémes dey, z, ..., puis posons

Y =d(z, ¥, 5\ P q'), YO =d(z, ¥y, 5+, p ', g 4y,
Nous aurons alors

“OL(2) (n ) (2) (1) L )(2)
A¢:Ay(Q_L_QLP~>4_A;<‘)V __%)_FA,,@_VJ__L«_)

ay' ay' Jas' ds' Jp’ dp’
P gy L O B g
+A,<dq, ***07> e

Nous supposons que les arguments des fonctions { restent toujours
dans le champ de vamatxon que nous avons défini : dans ces condluons,

soit W le module maximum de [formule (58)], W, le module
: oy 0 0y 9
maximum de d—: 4’7 et falsons lhypolhese que —i, '52 :)j: 03

sotent lipsc/uldwnnes en 3, p, q, ¢'est-a-dire que, pour un accroisse-
ment A’ de ces quantités, I'accroissement correspondant des quatre
dérivées soit inférieur en valeur absolue &

Wo(|As]+[Ap|+[4¢)]).

Nous pourrons alors ¢crire, en désignant par [(], [@], [ ] le module
maximum de , @, y, dans I mtervalle Ay, et en rétablissant les
indices,
(62) A, | < W (1ALt |+ [A®uy ) +~ W[ Aoy |
+ W, ? [Cn—l] + [mn—i] + [Zrt—l] :
X By |+ [8sp |+ [Appay | + | Agui]].

Cela posé, étudions les termes successifs de la chaine d’approxima-
tions. Nous partons de lafonction z,, qui estdonnée parl’équation (59) °
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laquelle est de la forme ¢z = ¢ (z), (voir § 7*). Supposons que les
conditions ¢énoncées dans le paragraphe 7* concernant les données, le
contour ct le second membre de I’équation soient ici réalisées. Nous
pourrons alors appliquer les formules (22), en supposant Ay > o,

2z

(62") [Az | < LAy, IA —l<LAyY+(5, IAgfl

, Y
P gy | =LA

3 ' . 1 ~ . y e
y étant < 1 ct ff ¢tantle pluspetitdesnombres - et 1—+. Si nous dési-
gnons par A la haateur de la bande dans laquelle nous calculerons la
solution,nousauronsdonc,cnremarquant que, d’apreés larelation (57'),

03,

Jy S réduit sur Oz, & la fonction 0(x),

(62") |5, —W(z)|<Lh, |p—O(z)|<LirB8, |g,—0(x)]<<LAY.

Nous pouvons alors appliquer & {,, second membre de la premiére
équation (6o ), la formule (62), en posant n =1 et

(63) zy=40, 1)0:@’, qgo=10, Co=s5,— 3, Te=pP1—Poy Y= G1— Go,

d’ou il résulte que AG,, Ass, et Ay, sont égaux respectivement & Az,
Ap,, Agq,, puisque 3,, p,, ¢, sont indépendants de y.

Nous voyons alors que {,, qui d'ailleurs s’annule sur Oz, admet,
relativement & y, un accroissement d’ordre v, soit

|AY, | <K, Ay

Par suite, d’aprés les formules (34) du paragraphe 15,

() | AS, | < pK; Ay, |Aw, | < p.K; Ayr+B, [Ay: | < wKy Ay,
.
|8, | < pK R+, [z;s,|<p.K,h{+“, [ | < KA,

i étant un coefficient qui ne dépend que des données et du contour:
nous pouvons cn effet toujours choisir y tel qu'il soit le méme dans les
formules (62") et (64).
Supposons que, d’une maniére générale, {,_, soit nul sur Oz et que
'on ait
|AG,—y | < Koy Ay
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et que, de méme, les inégalités (64 ) soient vérifi¢es pour U'indice n—1,
c’est-a-dire

| AL,y l < IJ«Ku—l A)’a '.- ey | Cnmr | < HKn ety L
Nous pouvons alors écrire

(65) Sp—t = 54 -+ CI ~+ C:!"*‘- ot Cu-—h Sn--2= Kl -+ K‘_' P K)l—-m
1

9

(66) [Bpy— 51| < pSpsh¥*,  ppy—p| < pS,,,ghY'P R
] qun—1— G l < #Sn_g Y.

Nous aurons d’apreés les inégalités (62') et (60)

‘AS,,..; ] < (L -+ [J~Sn-2) A.)"y lAj)u—i l < (L -+ ‘U-Sn~2) A.)’Hp’
I A‘/"—l l < (L -+ l"'S/z~2) A)’Y~

Par suite, d’aprés la formule (62), A, sera d’ordre y et 'on pourra
écrire
| A\l/” l <K, A‘}'Yy

en posant (et en se rappelant comment est choisi 3)

(67) R]i—';: ap W, AyB+ lIf’[J.—}—y.‘FQhY(l%—h;-}—-k)
< [AyB -+ (L +pS,,) (2AyB+1)].

Alors les inégalités (64 ) seront vérifiées pour I'indice » avec le méme
exposant y (voir § 18) et si I'expression (67) est inférieure & 1, la
série LK, sera convergente et, par suite, les séries X{,, Zo,, Zy, le
seront également. Il faut donc pouvoir déterminer une limite supé-
rieure de cette expression qui soit ¢gale & un nombre p <1 : remar-
quons que, dans ces conditions, on aura

K
Sp-p << —

par suite, d’aprés les formules (62"), (63) et (66),
(68) |5 —@(x)|<|5—®(x)]+|L+Cab... | <Lh+ %hw.
De méme

1
(68) |p._.d)/(a.')|<L/tY+5+ F_:%h7+2’ lq_O(x)|<L/LY+|£§’F/LY.
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Par cons¢quent, d’aprés la formule (58), nous pouvons écrire

1 -

U= % [/1 + L(h 4 O AY+B 4= hY) {il-('—P(hY'H A ey )J-

En portant cette valeur de ¥ dans le second membre de (67) ct
_ ' K,
remarquant que Ay < &, nousaurons donc unc limite supérieure de i~
n—1
et notre objet sera réalisé si cette limite est égale & p, car on voit alors,
de proche en proche, que ]%" est < p (voir la note de la page sui-
n-1

vante). Nous obtenons ainsi une relation de la forme

o RY

(69) p= AR S hY (p<<r1)s
b, ¥, © étant des polynomes en /.

Or ceci est une équation du second degré qui admet certainement
une racine inférieure & 1 si & est assez petit, puisque, pour ~ = o, elle
admet les racines o et 1 el que le procuit des racines est positif : il y a
donc une racine positive infiniment petite avec /4.

D’une fagon plus précise, on voit que cette équation admet deux
racines comprises entre o et 1, si

Whb4 ShY << et (Wi 2V —1)? — 4 AT 0.

Ceci nous donnera pour 4 unc valeur maximum /.

Il nous faut maintenant ¢écrire que les valeurs z,, p,, ¢, restent
comprises entre — N et + N, ce qui, en vertu des formules (68)
et (68'), s'écrit, en désignant par M, M, @ les modules maximum
de @, @', 0 qui doivent étre inférieurs & N,

M+~LA <+ ‘—{Jé%/ﬂ“ <N,

(70) M/ LAT+8 4 %/LY+2< N,

0 -+ LAY +‘L__K—'Pm <N.

On devra donc prendre une valeur de p, racine de I'équation (69g) et
satisfaisant & ces inégalités. Or celles-ci sont vérifiées pour /& = o,
Journ. de Math. (6° série , tome 1X, — Fasc. III, 1g13, 51
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p=o0; par suite, nous trouverons certainement ainsi pour /. une
seconde limite supérieure 2, (*).

Nous prendrons pour /% la plus petite des valeurs %, ct 2,.

La convergence absolue et uniforme des séries 5, -+ X(,, p, + Zo,,
g, + Zy,, dont les termes sont évidemment des fonctions continues, a
lieu alors dans la bande de hautcur /4, ct nous oblenons ainsi une
fonction z, limite des fonctions z,, qui est la solution cherchee. Le
probléme est donc résolu.

S1. RAPPEL DES HYPOTIIESES DANS LESQUELLES LA METHODE §'APPLIQUE. —
Enumérons ces hypothéses, en remarquant que loutes les hypo-
théses que nous avons faites dans le paragraphe précédent sur la
Sonction Y sont également vérifiées pour la fonction f.

Fonction f(x,y, s, p, q) : continue pour (x,y) dans une région 4,
|5, |ply |¢] inférieurs & Nj elle admet, dans ces conditions, les dé-
rivées f, f., f,» [, la derniére élant essenticllement posilive (ou
négative ); ces quatre dérivces satisfont a la condition de Lipschilz
en z, p, ¢, et la dérivée f, y satisfait ¢galement par rapport & y [il
suffirait méme, comme on le verrait aisément en envisageant ¥, que

Af;]< (L) Ay", 2 <1].

Contour : X, et X, admettent une dérivée premicre dont ’accrois-
sement est d’ordre non nul.

Donunées : ¥, ', d” existentet admettent des accroissements d’ordre
non nul; [®;[, | @[, || sont inféricurs & N; 5 et ses dérivées étant

(') Hestaisé de voir que, quand bien méme les deux valeurs de p vérifieraient
les inégalités (70), on peut toujours choisir la plus petite p’ pour majorer la
’u
K/z—l
une certaine valeur de n, elle majore le rapport suivant, d'aprés la fagon méme

série des K,,. En eflct, si la racine o’ majore les rapports successifs jusqu’a

. . K PO -
dont on a oblenu I'équation (6g). Or K3 estinféricura Jo Y+ W AB+SAY <p':
1

d’ou la conclusion de proche en proclie.
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connusen A, et A, (Cf.§11),0na
O ()= [y 0, @ () B (2;), ¥ (0) — ¥ ()X} (0)]-

Enfin I'équation
' (2) == fl=, 0, P(2), P'(2), 6]

définit une fonction 0, comprise entre — N et + N, et admettant, pour
un accroissement de «, un accroissement d’ordre non nul.

32. Remarours sur LA mernope EMpLOYEE ('), — I. Au cas ot la
seconde limitation /, de 4 scrait notablement inféricure a la premiére
., 1l peut arriver qu’on obtienne par une autre voie une limitation /,
supéricure & A&,. In effet 5, est la solution de

3”.—-‘1”(‘7/' Y5 Sn-1y Pp--1s Qn—i)x

prenant les valeurs données sur (C) : z, peut donc sc limiter en
fonction de l'accroissement du second membre pour un accroisse-
ment Ay,

I A‘l’(ﬂfa .7', Sn—1s pn—h ’]n—l) ‘ < lpl [A.)’ -+ ] A:’n—i | —+ I Apn—l ]] -+ qﬂAqn—i-

On peut alors déterminer une limite supéricure de I'accroissement
de chaque second membre, en fonction de celle qui est relative &
I'équation précédente ct avoir ainsi une limite supérieure de z,, p,, ¢,
permettant d’obtenir, & I'aide des inégalités |z, |, | p,|, [¢.] <N, une
bande plus étendue.

II. Au sujet du changement de variables utilisé, remarquons qu'’il
. &z ;
est biunivogue puisque T > O Mais il est des cas otil'on peut utiliser

un changement de variables plus simple, et par suite facilitant le
calcul.

Si, en effet, nous nous reportons & la formule (67) et si nous n’ex-
plicitons pas ¥", nous pourrons déterminer p par une équation de la

forme

Aoy Y
p= by f + W A2 WY W,

(*) Ces remarques ne sont pas des remarques essentielles.
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qui admettra deux racines comprises entre o et 1, si, le discriminant
étant positif, on a de plus

Whbr A+ W<y,

Ceci exige que W soit inférieur & ﬁ Les conditions |z,|, | p.|,|g.| <N

donneraient aussi des inégalitésrelativesd W": on voit sans peine que, si

— ) — M - .
N Vl’ N P M et N u O,le calcul de la solution sera

Westinférieur a
possible.
P . o« s . . . ) .
Soit "y la plus petite des limitations ainsi trouvées, nous allons voir
que, dans certains cas, le simple changement de variables & = A,

appliqué & I'équation (¢,) permet d’arriver au résultat. L’équation
proposée devient en effet

- —a 7z$)\—7 - -
L Gy, AV, 9 _ g 4(319,5,509).

. r _f 1
4‘:,’—‘-;\—2/, donc —-"*7<-)‘7’-—-I<;

Soient B et b les valeurs extrémes de f, : A doit &tre tel que

B<)ﬁ<1+-‘—,), b>7\?(1_i,).
P [

Si @' S1, la seconde inégalité est vérifiée et la premiére donne une
limite inférieure de A. Si u’ > 1, on doit avoir

__]3_1_.<)\2<__b_l_,
T+ — e
- *

ceci exige

ce qui a lieu d’ailleurs si w'S1. En définitive si cette inégalité a licu,
on peut se passer du changemeént de variable primitivement indiqué,

III. Nous avons supposé que, dans la suite d’approximations, nous
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partions des fonctions z,, p,, ¢, définies par les formules (63). Il est
clair que cette hypothése n’est pas indispensable et qu'il suffirait que
30y Posr ¢y sOlentégauxen A, et A, aux valeurs connues de z, p, ¢ et que,
sur Oz, f (2,0, 54y Poy ¢o) admette un accroissement d’ordre nonnul.

Mais alors le second membre des équations en { ne serait nul sur Oz
qu'a partir de la ¢roisiéme approximation.

33. AUTRE METHODE POUR DETERMINER LA soLutioN. — Dans la mé-
thode que nous avons employce, nous avons fait jouer & la variable y
le 1éle principal, en faisant intervenir les accroissements des fonctions
utilisées. Nous pourrions également faire jouer ce role & la variable 2.
Ici encore (voir la note sur le contour rectangulaire), il faudra que
les fonctions {, s'annulent sur Oy comme une puissance de y. Suppo-
sons que nous ayons démontré pour {,_, des inégalités de la forme

(7l ) IACn—l l < P'Kn-t Az, l Awu—-l | < HKu—-l Az, I AXn—‘l [ < }*Ku-—x AxY,
Y 1ty ; R
(72) l Cay] < P-Kn—l,)'H- B ‘ Oy [ < Ku—ly 2, l Xn--1 I < [J'kn—i.)""-

1

Il résulte de 1a que P, s’annule sur Oz comme y*.

En formant A{, absolument par la méme méthode que dans le para-
graphe 30, la lettre A désignant ici un accroissement par rapport a x,
nous pourrons déterminer un nombre K, tel que les inégalités (1)
aient lieu pour I'indice » — 1. La détermination de la région de con-
vergence se fait par unc méthode analogue & celle du paragraphe 30.

L’application de cette mé¢thode nous conduit aux mémes conditions
que la premiére relativement aux données et au contour. Pour f, les

of

hypothéses sont les suivantes : f(x,y, s, p, q) admet des dérivées <=

oz’
9f 9f 9df ;- G . sioie O .
95" 0’ 9g lipschitziennes en s, p, q, la dérivée o7 admeltant enoutre

un accroissement d’ordre non nul relativement a y (a cause de &),

34. Contour recraNGuLaRE. — On peut toujours ramener le cas
général & celui d'un contour jrectangulaire par le changement de
variable

(V) Pt Sl S
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Mais la formule

()5(.’1’,}/) “_l ()5(-’1”,‘)’) X1X'.z-— ng’. ()5(1", V) l
Jdy o’ (Xy—X))¥ dy Xo— X,

nous montre que, si nous substituons cette valeur &4 ¢ dans f, la fonction
ainsi obtenue #’admettra de dérivée par rapport ay que si X et X,
existent. Clest pourquoi nous n'avons pas démontré les formules(34)
duparagraphe 13, qui trouvent leur emploi dans la premiére méthode,
uniquement dans le cas d’un contour rectangulaire.

Dans la deuwiéme méthode, au contraire, qui n'exige relativement
4 y que la condition | f, | << (L)Ay* on peut faire le changement de
variable (V). Aussi nous n’avons démontré¢ les formules d’accroisse-
ment par rapport & , qui conduisent aux inégalités (71) et (72), que
dans le cas d’un contour rectangulaire (voir la note).

II1. — Equations du type parabolique i plus de deux variables.

Dans cette derniére seclion, nous allons indiquer rapidement com-
ment on peut étendre les recherches précédentes aux dquations
a n+ 1 variables

n n
0*s 03 0z
—_— = a; ——— cs +
Jwt  dy 2 “do; - J
i=1 i1

0z :f(x,',y, s, iz—)

().’L’,‘

03

Il

Pour simplifier 'exposition, nous allons nous placer dans le cas de
trots variables.

313. RAPPEL DE RESULTATS ANTERIEUREMENT onTENUS., — Envisageons
I’équation
" 05 03 03
NS = —— —_—— = X4 X
071w oy~ Sl e )

dont I'étude a été faite par M. Levi. Les plans caractéristiques sont
ici les plans horizontaux y = const.
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La solution fondamentale est

(=& lay —Fq®

U([LP):U(EH&”TI;xhxhy):y_—nc’ Hly=m)

solution en z,, z,, y de lequanon proposée et en §,, &, n de I'équa-

tion adjointe
3 u 0u Nu u
I oo o e A —
! Jdet 0z8 dn

invisagcons une surface ¥, coupée par des plans caracléristiques
suivant des courbes fermées, sans points doubles, admettant en
chaque point un plan tangent, jamais horisontal, et une courbure
totale finie et continue. Limitons inférieurement cette surface par
une section horizontale S,, que nous pouvons supposer dans le plan
des x,z,. Appelons surface (S) I'ensemble formé par la surface
donnécetlasection S,. Soient V, le volume limité par la surface (S) et
par le plan caractéristique d’ordonnée y > o, I', la section par ce plan,
¥, la portion de X située au-dessous de ce plan, S, I’ensemble de I,
etdeS,.

Appliquons alors la formule de Green au volume V,_ et & l'inté-
grale

(l) fff [uas(al’Ez’n)~56“‘(51’527ﬂ)]d'é,d'cf,dn

:—ff ( ()f,s ,: )dcadn+<uaé-——.,d’2> dndé,—suds dE,
/f/ u f(&y, &y n) déy de, du,
Vy ot

les intégrales de surface étant prises sur le coté intérieur. Remplacons
u par U, puis faisons tendre ¢ vers zéro; il vient, en désignant par ¢
I'arc de courbe de la section I, et » la normale intérieure a cette
courbe

P intérieur : 47

PsurE  :onm (xuxz,}’)———ff< ”—wf)—’[—})d o dn—Us di, des

P extérieur :
—[ [ [ urezmav.
v,

36. Les INtErALES 34, 3, X. — Nous obtenous ici des intégrales §,,
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3, % qui sont, en appelant p. un point de X et en posant

2= (xl_g )2+ (xz—ﬁz)"';

A(,___f[U(y,P)w(c,n)dcdn, é&::ff V(p, P)gdedn,
V=

dU 14U

on 5o cos(r, n),

r désignant le rayon vecteur partant du point P (x,,wx,,y). {Nous
verrons % plus loin.) Les intégrales 3, et 5 sont continues en tout point
de I'espace, sauf peut-tre sur X. Iin ce qui concerne 3,, il est facile
d’en donner une limitation partout valable. Si, en effet, on compte
'arc ¢ sur chaque courbe I' & partir du point o r est minimum,
comme la courbure de I est toujours finie, on a 7> s, 1« étant indé-
pendant de T'. Ceci est valable, méme si 7 devient nul. Il résulte de la
que, ® (0) étant le module maximum de ¢ (a, 1) quand o varie,

s _ g
s (B 7 oy,

0

et ceci est une intégrale I, , qui est de l'ordre de yy. On en conclut
que 3 est uniformément convergente (voir Gouvnssr, p. 173) et, par
suite, est continue, méme sur X.

Quant & 5, on pourra en trouver une limitation par le procédé sui-
vant : il suffit d’étudier le cas ou la plus courte distance r, de Pa T,
est inférieure aun rayon de courbure minimum des courbes T'. On
décomposcra alors I'intégrale double en deux autres, en partageant X
en deux parties par un plan caractéristique, tel que pour la partie

supérieure on ait toujours 7 > - En remarquant que

docos(r,n)=rdl [9:(r,r,)]

et que, sur la partie supérieure de X, on peut déterminer deux membres
positifs finis A et . tels que

Dm<r<r+p,

on arrivera sans peine & établir une limitation de la forme
(2) 3| <(L)®,

valable dans tout domaine fini.
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Il résulte de ce qui précéde, par le méme raisonnement que dans le
plan, que 5 est discontinue sur X, la formule de disconiinuité étant

lim 3y — 3,) =% 4 g (m) + [ [ Vi, m) o) do n,
P> c gy

m étant, ainsi que @, un point de X et ¢(u.) = ¢(a, 7).

L'intégrale double de cette formule se limite aisément, en remar-
(uant que, si 0 et », sont, pour chaque courbe T, I'angle et le rayon
vecteur issu de m désignés plus haut et ¢ I'arc correspondant a 0,
on a certainement, A, 1, v ¢tant encore des nombres positifs,

M<r<ao+r, o < pb, r<v(y—m)

la derniére inégalité tenant a ce fait que le lieu du pied de -, est normal
"

N\
— tend vers cotang (N, Oy)
quand 7 tend verrs y, N étant la normale a T,. Donc

a I, au point m, ct que par suite

M<r<pd+v(iy—m).

Il résulte de la, en utilisant la formule docos(r, n) = rdf, qu'on
peut écrire

1
2

(2') lf 2V(pc,m)q:(o',w';)a'o'a’n <(L)(I)B<é, y+r\)y7+ .
) y

Si nous posons maintenant
= [ Ty b i,
(4

ot tend vers 47y (P,) quand le point P tend vers un point P, inté-
rieur 4 S;. On déduit de la, quand f =0, le calcul de la solution
prenant sur (S) des valeurs données en posant

3 =35+ 24,

7 étant exprimé par une intégrale o¢ et z, par une intégrale 5, portant
sur une fonction 9 déterminée par une équation intégrale de premiére
espéce pour la résolution de laquelle on ulilisera la formule (2")

37. La roncrion Z. — Quand f n’est pas identiquement nulle, la
Journ. de Math. (6* série), tome IX, — Fasc. IV, 1913, 52



410 M. GEVREY.

fonotion

| Z(P)——‘%fffva(ﬂ,P)f(H)dﬂn (dQn= dt, dk, dn)

est solution de 8 = f sous des conditions analogues aux condi-
tions (A), § 9. Ici encore s'introduisent les paraboles de sommet P et
d’axe vertical et’on trouverait un ensemble de guatre conditions,dont

. . N/ / YA/
une seule suffirait pour 'existence des dérivées g-; et g 7 o’ vérifiant
'équation 8z = f.

St
|fI < Fa.

on a, par ’emploi des coordonnées polaires,

Y -
|47tZ|<Ff 0 dnf dG/ *”"“ldl'

<fnr[’f n‘{dnf e—sds — Arl,:yY“

Dot
T Byttt
(3) VAE Pl
De méme
a7 vl
(4) azl et oz, B(—, /—H)y .

Quand f est simplement une fonction intégrable, les mémes con-
ditions d’accroissement sont réalisées. Tous ces calculs sont absolu-
ment analogues & ceux que nous avons faits dans le plan. La seule
différence est que toutes les formules relatives a la variable z dans le
plan se décomposent ici en deux autres, relatives & x, et z,.

38. Dirivirs pEs roncrions 3, et 5 ('). — Si les intégrales 5, et 3
peuvent étre considérées comme continues sur le bord intérieur de X,

(') Dans ce paragraphe, nous esquissons seulement les calculs, qui sont tou-
jours du méme genre,
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il n’en est pas de méme des intégrales

aU(u, P
dw, / (P’ )cp(;.c)a'o'dn,
(ue nous aurons a envisager plus loin et qui deviennent, en général,
infinies au bord. Cependant, si ¢ est fonction de v seulement, nous
écrirons dans notre intégrale

aU _JU 0U JU . N
T oz d&; on COSE T g SIne La=(n,o0x;)].

La partie de I'intégrale contenant 3—2— est une intégrale 5. L’autre

peut s’écrire
Y Y 1
._f <pd-nf %sinada:f qadnf Lcosocda_’
0 r, 0 r, P

¢ désignant le rayon de courbure de T, : et ceci est une intégrale 5,.

093
Done, dans ce cas, 3z, est continue sur le bord intérieur de X.
l

Supposons maintenant que sur chaque courbe I, I’accroissement
de ¢ relativement & o soit d’ordre non nul. Si p. est le point de X vers
lequel P tend, on ménera par ce point une ligne, par exemple la tra-
jectoire orthogonale des I', qui coupera chaque courbe I en un point
qu’on prendra comme origine des arcs. On décomposera alors, suivant
le procédé habituel, I'intégrale en deux parties dont la premiére vient
d’étre étudiée et dont 'autre sera continue au bord.

Envisageons maintenant

dx, _ff dn oz; oz, P (k) dadn;

indiquons dans quelles conditions cette mtegrale a une limite quand P

tend vers le bord. De I'égalité ~— 0 o—%— et de 8, U=0 (écrite
avec les variables g, n, v), il resulte que
#U __09U__rU_ U
ondz 05 on . ont %t Gage e
02U U

: JU
—CO0S 0o — SN —COS X
prs T on e ST gy 008

si @ est une fonction de v seul, 'intégrale se transforme aisément en
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une somme d'intégrales qui ont un sens au bord, & la condition que
le rayon de courbure de I' admette un accroissement d’ordre non nul
par rapport i o.

’ . ‘) hd
Dans le cas général, on trouve que si (—;g existe et admet, par rap-
portac,un accroissement d’ordre non nul, etsi ¢ admet, par rapport

3 . , N R .
a ), un accroissement d’ordre supcéricur a 5 3o, existe au bord.
[3

Les conditions ainsi trouvées sont également celles qui doivent étre

vérifices par les données, d roblém . limiles, pour que 934
P es, dans un probléme aux li , pour que 5=

existe sur X.

) K A t e 2 T .

Quant & 3—;, le méme procédé utilisé dans le plan montre que,
y

. . T .. ! 5 i

si Q‘_f_ existe a l'intérieur de S,, la limite de 9K est 4w 99 (@1, 7) pour
0¢; - ox; dz;

tout point («x,, x,) intérieur & S,.

D’ott les conditions pour que 3—; existe an bord (voir § 41).

39. L voncrion bt Green. — La fonction de Green est donnée

par la formule
G(II, Py=UI, P) — H(II, P),

H étant, relativement & 11, la solution de ¢, « = o, nulle pour y =y
et prenant sur T la méme valeur que U. G est solution de 85 = o
relativement &P (x,, z,, y) etde ¢, u=o relativement a W(E,, &y, 7).

Nous obtiendrons alors, en remplagant « par G dans la formule (1)
et désignant par dQ ’é1ément de volume

an(P):ffz(y.)g—q%l’—Eldodn-i—sGd&,dE,-—ff G (1L, P) £(IT) 41,
8y Vy

formule qui nous donne la solution de 83 = / prenant des valeurs
données sur (S) : I'intégrale triple est la solution nulle sur (S).
Formons cette fonction de Green : pour cela, posons

"(H’P):(T"nfﬁ V(L 1) o, P) do s,

X
Ry

X, etant la portion de £ comprise entre les plans caractéristiques
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de cote y et (2 n), u. un point de Edecote t, ol’arc de la courbe I';;
¢ sera donné par la formule

U Py =— (1 P) + 7= ff V(, m) ¢ (m, P) ds dt,

m ¢étant un point de X, , de.cote ¢, et s I'arc de la courbe I, (*).
On démontrerait, comme dans le plan, la formule [form. (13), § 4*|

GULP)=gU(I,P) (oSg<u).

S . JIG . JaH
Envisageons maintenant oz =1 2) et pour cela ey

H 1 [ 99 (¢, P)
_l—[mf SMV(IL ) 9z do dr,

()CP I‘ ’ 41 .
o, ttant donné par I'équation

dU(u, P) ()<p(1.4, P) dco(m,l )
dx; dx; 4 /f V(Py 7”) d&dt

Ce que nous nous proposons ici, ¢’est d'étudier des intégrales de la
forme

I_fff ol (H)dSlu::/:/:/v;f(H)dﬂ[[f2"’.V(?R#)()CP(()HZP)dcdr

Des transformations d'intégrales basées sur la formule de Dirichlet
permettent de voir aisément que

_ £ ooU(p P) §
[= Mf e dia,

."7

® (1) étant la solution de I'équation intégrale

ffﬁv(n, #)f(H)dQn:——d’(p)+z%ffswvw, () dsd.

Il résulte des propriétés d’accroissement du premier membre de
cette équation que la fonction W' posséde un accroissement d’ordre

(') Le signe — dans cette formule tient & ce que, dans V(IL, ), le rayon
vecteur va de p. a II.
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non nul par rapport 4 o et, par suite, I'intégrale I a un sens, d'aprés
ce que nous avons vu plus haut.

Si f satisfait & la limitation | /| << FyY, on établit sans peine la
formule

1
1] < (L)B (-;-;'y+ l)FyY+2.

En rapprochant ce résultat des formules (3) et (4), on voit donc
que 'on peut écrire

[ [ [ e.ppamden|
¥ .

et
dG 1 Y+,1
}ffﬁj%:fdﬂr[|<(la)8(;, y+x)Fy 2,

40. Nous aurons également besoin dans la suite des intégrales

| [/ vi(’,g ) €.

ol
l'=ff o FUL) gy,
v, ¥

Cette fois, nous envisageons H comme solution de¢ ¢s =o en z,,
Ty ¥

(%)

Posons

JH 1
©® T&zﬁffx,.nv(“’ P) §(p 1) do de,
{ satisfaisant & '’équation
dUl, u)

() = :¢(p,ﬂ)+-&%f£ V (m, ) Gu(m, I ds dz.

Or, si nous remplacons % par sa valeur (6) dans I', il vient aprés

transformation

(8) 1':ff%vm,P)dadrfffvzq»m,n>f<n>dszn
=/ [ V) () i
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Si nous faisons subir aux deux membres de I'équation (7) l'opé-

ration
[f [ rmaem,

nous constatons cue la fonction W'(p) définie par la formule (8)
vérifie I'équation intégrale

Or, cette équation se résout sans difficulté. Si
LF(D) | <Fa,

le premier membre admet la limitation donnée par la formule (4) et,
par suite, ¥ admet une limitation analogue; de plus, I' tend vers une
valeur bien déterminée sur le bord, puisque nous ’avons exprimé par
une intégrale 3, et admet, quel que soit P, une limitation analogue
a W, d’aprés la formule (2). Il résulte de la que

dG I \;4-2;
(9) S vyd—x,if(n)dnl<(L)FB<;:y-i—l)y .

Quand le point P vient sur Z, 9G \ond vers zéro, si II est & l'inté-

' ok
rieur de (S). Or, on peut tracer 4 I'intérieur de (S) une surface voi-
sine (5') telle que Vintégrale I, étendue au volume compris entre (S)
et ('), soit aussi petite qu'on le veut. On déduit de 1a que !’inté-
grale (1) elle-méme tend vers zéro quand P vient sur X.

41. PROBLEMES AUX LIMITES RELATIFS AUX EQUATIONS GENERALES DU TYPE
PARABOLIQUE ELLIPTIQUE. — Envisageons I'équation

9%z 923 2%z 0z ds dz
Aid :"*‘ de?:d +A2()_x—§+ Jz. +agdx+b@-+0~+f-09

AJA,— B> o, b<<o.

Il résulte de la théorie des équations elhpthues que 'on peut, par
un changement de variables, rendre A, et A, égaux & — b et B nul.
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On obtiendra ainsi 'équation

ds Jdz
” 03 = a, ~— ly —— 3 .
(U) al().z‘1+a2()$2+c +j
L’unicité d'une solution prenant des valeurs données sur une
surface (8) sc démontre sans difficulté par le méme procédé que dans
le plan.

Cette solution vérifie I'¢quation suivante :
ds ds ~
(e) s(zy, x5 y) =— Z%fff(mggl-—l— agt—’z —+ cz> GdE dEydn+ §(xy, 4, y),
Vy 4 2

la parenthése étant fonction de (§,, &,,7), et { ¢tant la solution de 85=
prenant sur (S) les valeurs données.

Supposons que la fonction donnée sur (S) admette sur chaque
courbe I' une dérivée par rapport a o, pourvue d'un accroissement
d’ordre non nul, qu'elle posséde par rapporta y un accroissement
d’'ordre supéricur a % et qu'elle soit dérivable dans S, : alors les
dévivées 3=r 22

Il en résulte alors, d’aprés les formules (5), que la méthode des

existent au bord.

s
0wy
séries absolument et uniformément convergentes, vérifiant I'équa-
tion (). On passe de la & 'équation (&) par la méme méthode que
dans le plan.

Cette résolution du probleme aux limites proposé, par le moyen d’une
équation intégro-différentielle, permet de traiter le méme probléme

5');;—'—, ()07:>, S étant lipschitzienne
1 2

. . . s
appt‘ox1matlons successives nous donnera 3, 5—;}- au moyen de
1

pour Péquation &z = f(x,, z,, 3,
en z, d%::, g’; : la détermination de la hauteur du domaine dans lequel
on peut opérer se fait, comme dans le plan, au moyen de formules
toutes semblables. Le calcul de la solution est aussi analogue. Nous
n'insisterons donc pas sur ce point.

42. MetnoDE SPECIALE A L'EQUATION LINEAIRE. — On peut aussi,
comme dans le plan, transformer I’équation (e) en équation inté-
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grale

G .G . .
@) stwamn=z [ f [ (55 + + 228 0G) s (& o)y -+

0é,

Quand la chose est possible, ¢’est-d-dire quand a, et a, admetient une
dérivée par rapport & x, el @ x, respectivement, c’csl sous celie
forme (u'il convient de traiter le probléme, car il n’exige sur les don-
nées d’autre hypothése que celle de la continuité ct il nenécessite que

oG
I'étude de 5 qui se fait trés simplement, comme nous I'avons vu dans

le par'lgraphc 40. La formule (9) fournit immédiatement une série de
comparaison pour calculer z et I'analyse de cette équation est dés lovs

cnticrement analogue a celle de I’ Lquatlon (¢') dans le plan. Ici les con-

ditions sont done : 2% ¢z 9% pyistent [et, par suite, a, ct a, satisfont
dxy ()1'2 :

aux conditions (A)], ¢ et f satisfaisant aux conditions (A), les cocf-
ficients et les donndes sont continus.

Citons également, sans qu'il soit besoin d’insister, les généralisa-
tions relatives auwx séries de solutions et au cas ot Sy s¢ réduil ¢ un
point, puis a cclui dans lequel T admet, en cerlains points, ou bien le
long de certaines courbes 'y un plan tangent horizontal. Tes mémes
résultats (que dans le plan subsistent avee de simples modifications de
langage, qu’il est inutile de reproduire ici.

CHAPITRE TIL

SUR LA NATURE DES SOLUTIONS DES EQUATIONS DU TYPE PAIKAI)OI.IQUE..

Si nous cnvisageons I'¢quation de la chaleur

()2
ox?

03

(l) 05 J}_’

n. Ll

Oy

toute solution réguli¢re dans une région & est une fonction analy-
lique de z dans celle région : ¢’est-d-dire que, si P (@, y) est un point
de &, z(x, y) sera développable suivant une série entiére en (z — z,)
*t, par suile, sera holomorphe dans un cercle du plan de la variable
complexe x, ayant pour centre le point (x4, o).

Journ. de Math. (6° série), tome IX. — Fasc. 1V, 1913, 53



418 M. GEVREY.

Cette propricté a ¢té étenduc par M. Levi aux solulions réguliéres
de I'équation 83 = f (=, y), quand f est clle-méme une fonction analy-
lique de « dans la région K.

Si nous revenons & la solution s de ¢35 = 0, nous voyons qu'on
pourra déterminer deux nombres M ct ¢ tels que, pour toules les
valeurs de y appartenant & un intervalle (@, ), on puisse ¢erive

Jes Man!
(2) g | < o
+y P
, e . . R ds g
et, comme I'équation (1) enlraine == = ~—7, on aura donc, pour

toutes les valeurs y de l'intervalle («, ), en posant p* = R,

0" 5(x0, y)| _ M(2n)1
()‘),u < R

La limilation ainsi trouvée a conduit M. llohngren a envisager
une classe de fonctions je de la variable y SdllbldlSd[l[ aux condmons
suivantes :

10 Llles sont endé finiment dérivables dans Uintervalle (2, §);

d" 3€I< M(2n)! S M et R

20 Leurs dérivées satisfont  la {imitation T T

¢tant indépendants de y.

Nous désignerons une telle fonction sous le nom de fonction 3 (ou
d’espéce 3) ou encore foucziolz ey, lorsque nous voudrons spécifier le
nombre R qui figure dans 'inégalité caractéristique.

Nous pouvons donc dire que toute solution de 83 = o, régulicre
dans &, est une fonction analytique de x et une fonction 3¢ clc Y.

Ce sonl les résultats précédents (ue nous proposons de généraliser
et de compléter dans le Chapitre actuel.

I. — L’analyticité par rapport a z

Pour démontrer qu'une fonction est analytique onpeut, soit I'¢tudicr
dans le champ complexe, soit démontrer dans le champ réel des iné-
galités de la forme (2). Clest la premiére méthode que nous allons
employer tout d’abord.
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43. ANALYTICITE DES INTEGRALES 34, 8, . — Les intégrales 4,, 3, &
sont des fonctions analyliques de x dans toute région ne conte-
nant pas la courbe 2 == X(y) ou le segment A, A, (*). Si donc nous
appliquons la formule fondamentale () & un contour (C) rectangulaire
silu¢ dans la région &, ott la solution s de ¢35 = o est régulitre, nous
déduisons dela Panalyticile de 5 par rapport a «.

Portons notre attention sur le domaine du plan de la variable com-
plexe z, dans lequel les intégrales (prises le long de Oy),

T 1 "L ¥ x __...__':__
;,0:/‘ - ¢ "")'—"J’c_o(n)d'n, :‘:f —-'———56’ I.(_)'—'/.;(‘,)(.n)dn’
vy 0 ()/__.‘n):z_

vy —m
sont holomorphes (*). Si nous posons x = %, + ix,,3, devient
R R TR PN

¥ LE gy
So(2y, X235 ) :/ —_ ¢ Wy —n ¢ (n)dn,
4 \/}’ —N

ce qui nous montre quc 3, sera holomorphe dans les deux angles for-
més par les bissectrices OR, OR’ des angles des axes Oz, et Ox,, et
contenant Oz, (fig. g), car on a alors z > 3.
Lerayon dc convergence de 3, autour d’un point(z,, o) du plande x
X A . . N
sera done 2. La inéme conelusion s'applique & 3.

2
Quant a %, cest ¢videmment une fonction cntiére de « : la for-
mule () nous montre donc que la fonction z est, en chaque point P
de S une fonction analytique par rapport 4 z, le rayon de convergence

. . doo. . e .
etant égal a —; si d est la plus courte distance de P aux cotés verti-
2

cauzx du rectangle (*).

(*) Voir Goursar, p. 304 sqq.
(%) Ce que nous allons dire s'appliquerait aussi aux intégrales (g entier > o)
— ¢ "o (n)dn et / — Yo (n)dn.
S =) =) :

(*) Lorsque le contour n’est pas rectangulaire, les intégrales 5, et & sont rela-

tives 4 des arcs de courbe z == X(y)et le rayon de convergence est {_x:_X:(_ll_I:

2
le domaine ot 5 est holomorphe est alors limité par l'enveloppe des cercles de

|z—X(y)|
>

centre (x, 0) et de rayon : c’est un carré qui varie avec y.
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Nous avons vu que, quand x est réel et tend vers zéro, l'intégrale »
tend vers == 2 y/r o (), suivant que x est positif ou négatif. Voyons si
cette propri¢té subsiste quand x est compleve : supposons, par

Fig. 9.

@€,

exemple, (ue x tende vers zéro en restant dans 'angle ROR’ : nous pou-
vons écrire

Yy
O(x,y):@(y)f

at

L e T dy

(3’—71):'j

D4
+/ T g(n) — ¢(y)] da.
o (y—mn)?

1e)es

Le changement de variable « = 2syy — 7 transforme la premiére
intégrale en

!;qs(y)[ e ds,
2y

prise suivant un chemin dont la direction asymptotique est celle qui
correspond & P’argument de z. Si donc x tend vers zéro suivant un
chemin situé.dans 'angle ROR’ (*) Ja valeur dc cette intégrale tendra

comme on le sait vers 2 yx 3 ().
Sile chemin de («) n’est pas tangent aux bisseclrices, dans la seconde

(') Ce chemin peut, d’ailleurs, étre tangent 4 OR ou OR’ ou méme coincider
avec ces deux droites; mais dans le texte nous le supposons non tangent. On
peut montrer que 3 (z, y) est conlinue (vers la droite) en Lout point de ROR’,
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intégrale, on a x* — x> A*| x|, X ¢tant un nombre fixe, et, par suite,

a3 R AR
I_z.e “'y—m|<i‘77 ¢ Ho=n,

L’'intégrale admet done, comme limitation,

[ ST gy — () e,

Yo (y—m)2
ct ceci tend vers zéro quand |x| tend vers zéro, @ étant continue,
puisque c’est unc intégrale du type 5 dans le domaine réel. En défini-
tive, dans les conditions oli nous nous sommes placés, la formule de
discontinuité des intégrales 5 est encore valable; si ¢(0)=o,
5 (,y) tend vers zéro avec x ciy.

On démontrerait de méme, sans difficulté, que I'intégrale

iy (r—E)2

: -

:X(.T,y): —/:C vy l.])(&)(lg\
Yay VY

tend vers 2y (z,) lorsque y tend vers zéro et que x tend vers un

point Zy intéricur a (a,, a,), par valeurs complexes x, 4 ix,, telles

&y '
que =2 tende vers zéro.

Les propriétés précédentes s'appliquent & une solution de &z = f,
qui est une somme d'intégrales 3, et 3.

A%. Axavymierrs oE L'ivtieraLk Z. — L'analyticité de Z [ formule (23),
§ 8], quand f est analytique en x, démontre celle des solutions régu-
lieres de 85 = f. Cette propriété a été établie par M. Levi (p. 239) :
nous inspirant du méme point de vue, nous allons, tout d’abord,
donner une démonstration plus simple basée sur les propriétés des
intégrales multiples de fonctions de plusieurs variables complexes.

Nous supposons le contour (C) rectangulaire, car c’est un contour
de ce genre que nous cnvisagerons toujours dans la suite, mais le rai-
sonnement que nous allons faire n’exige nullement cette hypo-
thése. Soit CABD ce contour (nous modifions ici nos notations anté-
rieures).

L’intégrale (o << y)
oAl = L ST () i i — f f U fdtdy
JL == | v
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est une fonction analytique de %, pour des valeurs données de y et .
Puisque U et f sont analytiques cn £, cetle intégrale conservera la
méme valeur dans le domaine complexe & Lrois dimensions x,, z,, ¥,
si on l'¢tend & une surface X passant par le contour ABN'M'.
Nous pouvons, en particulier, choisir unc surface passant par le
point p(,, x., y) : soit w(&,, &,, ) un poing quelconque de X. Or,
nous avons

(r—§)? (== (g~ a2

Ie_uy-m ‘_._ e Wy —
L’exposant de ¢ dans cette formule sera donc négatif si la pente

Fig. 10.

B N’ N D
(/=E1 (ys

de la droite P, projectionde p= sur le plan de la variable #, est com-
prise entre — et + 1 (fig. 10). Supposons cette condition vérifiée
(au moins pour v voisin de y).

Remarquons que tout ceci n’exige nullement que [ soit analytigue
sur le contour (C) : il suffit que f satisfasse aux conditions de Cauchy
a Uintérieur de L et soit continue sur X et vers Uintéricur de X : au
reste, pour l'objet qui nous occupe, il nous suffit de remarquer que f
peut simplement étre continue sur (C).

Tracons X intérieurementan domaine®, commun au domaine d’ana-
Iyticit¢ de f ct au prisme ¢ form¢ par les quatre plans mendés par AB,
CD, etinclinés & 45° sur le plan 2,0y, ce prisme étant limité dans
un sens par lasection droile passant par AB : la surface £ pourra étre
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constituée, par exemple, par un prisme (ou un cylindre) intérieur a @,
ayant comme arétes AB et CD, et comme base les sections droites
AB, M'N". ’intégrale envisagée ne contiendra pas de lermes relatifs
a ces deux sections droiles, car les ¢léments d%, dn et dndé, y figurent
sculs. De plus, d’aprés la fagon méme dont nous avons choisi X,

ona ’ ,
| oy—E | >0 |ay— & | et ldodz, | <pldéidnl.

A cl w ¢lant des nombres lixes, avec o <A <1 (). 1l résulte de la que

~% .
_ (::1“ 4.; ), (1=
<e 2 [ s

-y
¢ ALy =T

ct que le module de I'intégrale f/ Uf dsdy, élendue dans e do-

maine complexe a la surface ombrée, est & un facteur constant prés
anféricur a l’intégrale

lf'/jU(’cﬁi,‘n;w‘n»f)’-‘"fi’/""'

étendue au rectangle M’ N'NM, I¥ étant le maximum de | f] dans o :
'intégrale de surface a donc un sens el tend vers zéro avee &, et cela
uniformément, quelle que soit la position de p & Vintéricur du do-
maine @ (*).

Ceci prouve que, lorsque ¢ tend vers zéro, les fonctions Z,, qui sont
analytiques en z, tendent vers une fonction limite Z, qui estelle-méme
analytique en z & l'intérieur de ®, ct il suffit, pour cela, que f soit
Jonction analytique de x a Uintérieur de ® et continue sur (G).

(') Dans le cas ont X est un prisme, on a dn di,= pdé;dn, @ étant fixe,

(%) Sile contour (C) est quelconque on trouve, au lieu d'un prisme ou d'un
cylindre, la surface engendrée par des droites a 45°, paralléles au plan 2, Oz, et
sappuyant sur (C). Si les points du plan vertical AB, non situés sur ladroite AB,
n'appartiennent pas au domaine d’analyticité de f, il faudra limiter le prisme,
passant par p, par une section oblique contenant AB. Au lieu de ce prisme, on
peut aussi prendre pour surface X le cone de sommet p et de base MABN. En elfet,
les intégrales étendues aux triangles pAM et pBN ont été envisagées dans le texte
reste donc celle qui est relative a pAB. Or elle préte aux mémes remarques que
les deux autres, si p reste a droite du plan vertical AB, car, dans le plan pAB, le

=2

“y=ni om élant la pente du

. ; s mly—n)~
module de I'exponenticlle est égal a e

plan pAB.
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' . . .., Jd7.
La méme démonstration prouverait analyticité de ==.
Jdx

Il résulte de la que toute solution s de &3 = f prenant sur (C) des

. . . 25 . .

valeurs conlinues el dérivables est, ainsi que 57 analytique en x a
Vintéricur de o : cn effet, cette solution ct sa dérivée peuvent Elre
Jd7
dx

set % sont, dans le domaine ®, continus aux points du contour (C) (*).

représentées par des intégrales des types 3., 3, o, Z, De plus,

48. ANALYTICITE DES SOLUTIONS DE L'EQUATION LINEAIRE., — Soit 3 une
solution de I'¢quation
Js
ds=a— +c¢s
gzt + /y
réguliére dans une région & ot les coefficicnts a, ¢, fsontdes fonctions
analytique de x.
Si nous appliquons la formule fondamentale & cctte solution ct au
contour rectangulaire MABN situ¢ dans &, nous voyons que s cst la
solution d’une équation de la forme

- )5 , ) ) -
s@y=——= [ [a(aﬁ«n)‘y,+c(£.,n>:]U<a.,-n;x,y)dc:dn+s<.r.y),
2\/7‘E Sy S

5 étant la solution de ¢5 = f prenant sur le contour une valeur égale &
spr . ’ - ()2

la différence des valeurs de 5 et de Iintégrale double: s el 5= sont

donc continus sur le contour (*) et analytiques en « a l'intéricur de o.

Supposant s connu, nous pouvons calculer z par la méthode des

. . . . s , .
approximatlions successives (jul nous donnera pour s el E une séric de

comparaison entiere en vy . Ce calcul estvalable dans le domaine com-

plexe, puisque, d’apres le paragraphe précédent, les intégrales doubles

“dans le domaine complexe sont comparables aux int¢grales élendues
e}

(*) ® étant choisi tel que o} soit infiniment petit par vapport & y — y,, quand
p tend vers AB, d'ordonnée y, (& cause des inlégrales &) : ceci aura lieu si la
pente de p AB reste finie.
(%) L'intégrale double prend, en effet, sur Je contour, une succession de
dc dz 0%

. da
leurs dérivable $SQUE ——y —; —j ——, existent dans K.
valeurs dérivable puisque 5~ ==, 5=, 5 existent da
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aux domaines réels S,. 11 suffira de multiplier la série majorante du
domaine réel par un facteur convenable pour avoir une majoration
valable dans le domaine ® et sur (C), et chaque terme z, de la série
ainsi formée est analytique dans ® et continue sur (C), ® étant un
domaine dont la fronti¢re contient (C), qui est commun & € et au
domaine d’analyticité des coefficients a, ¢, f, et choisi tel que la
pente de p AB reste finie (¢/. notes du § 44). Nous obtenons donc une
série uniformément convergente dans ® et sur (C) et dont la somme
définit une fonction analytique de z a I'intérieur de ® qui coincide
avec la solution = quand x est réel.

Cette conclusion s’étend évidemment & ’équation

2 ~ z
(E) gﬁ+a%+b%+05+f=0»
quand ) garde un signe constant et cst analytique en = dans &, puisque
le changement de variable qui raméne cette ¢quation & I'équation (¢)
est analytique en x.

Nous obtenons ainsi ce Tutorine : Quand les coefficients de I'équa-
lion linéaire (E) sont des fonctions continues analytiques par rap-
port & x dans une région &, loute solution réguliére dans cetle
région est également analytique en .

46. Equations xox Lixiames. — Faisons tout d'abord une remargue
capilale. Toutes les formules de limitation que nous avons données
dans le premier Chapitre et dans la Note relative au conlour rectan-
gulaire sont aussi exactes dans le domaine complexze. Ceci résulte
des remarques que nous avons faites sur la limitation du facteur expo-
nentiel qui figure dans les intégrales simples ou doubles que nous avons
rencontrées jusqu’ici : ces intégrales sont, dans le domaine complexe,
comparables aux intégrales analogues prises dans le domaine réel. De
plus, la formule des accroissements finis est valable pour deux points
quelconques intérieurs & ® ou sur (C).

Cela posé, envisageons I’équation

0z = f(a, y, 3, p)

dans une région & du plan ou f est une fonction analytiquede z, z, p,
quand 3| et |p|restent inférieurs 4 N. Soit 5 une solution réguliére
Journ. de Math. (6° série), tome IX, — Fasc. IV, 1913, 54
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dans & et prenons un contour (C) rectangulaire intérieur & & : 5 est la
solution de I’équation

1 . Js , -
5= — — n, 5, — |UdEdn + s,
2\/7rf/s;f<£’n ’ dx) el

sétant défini comme dans le paragraphe précédent. Larésolution decette
équation par approximations successives nous donnera donc une suite
de fonctions z,, p,, de modules inférieurs & N, si la hauteur du rec-
tangle est assez petite. La limitation de ces fonctions et de leurs diffé-
rences successives dans le domaine complexe ne différera des limita-
tions établies dans le domaine réel que par 'introduction d’un facteur
constand.

Il résulte de 14 que nous obtiendrons = comme limite d’une suite
uniformément convergente de fonctions analytiques et que, par suite,
s sera fonction analytique de 2.

Soit maintenant I'équation

r=f(z,y,5p,9) (f///>0)’

Jf étant continue en y et analylique en x, s, p, q, toujours dans les
mémes conditions que précédemment. Si nous employons la méthode
suivie dans le paragraphe 30 pour calculer la solution au moycen de
ses valeurs sur le contour rectangulaire (C), il nous faut faire des
hypothéses ot intervient y. La méthode indiquée au paragraphe 33
suppose au contraire des conditions relatives aux dérivées par rapport
a z, qui sont ici évidemment réalisées d’aprés analyticité de f; mais
il subsiste encore la condition que, pour un accroissement de y,
[, admette un accroissement d’ordre non nul.

Il est aisé de voir que, dans le cas actuel, nous pouvons faire
tomber cette hypothése : en effet, au lieu de faire le changement de

variable (56) (§ 29), posons y = f 2(y)dy, avee

AR XICR AN ICR AN ICRa)E

o(y)

« désignant I'abscisse du point A : nous pouvons faire ici ce chan-
gement de variables parce que nous connaissons d’zeance les valcurs
de la solution et de ses dérivées.
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Nous obtenons alors, en posant %= = 7 = Z,
dy ?
r —'E =f(z, ¥y3,p:q) —6 = q’(m? ;, 511)’;]-)'
W _ A L@y s pyg) = fil oy 5(o ), p( ) 4( ]
Jdg 99 VAT

etl'on déduit de Panalyticité de £ que, o et m étant le maximum
et le minimum de £, (2...), on a

J I
d—%l<#Hx—“l*l"—z(“'y)l‘*‘|P—I’(“,])l+¢))L[q—r/(a,y)|]§qn,

Or, il résulte des formules (71) que, de méme que dans le para-
graphe 30 nous avons pu prendre la hauteur % assez petite pour
assurer la convergence des approximations grice 4 la limitation de 4",
de méme ici nous pourrons prendre la largeur du rectangle assez
faible pour réaliser le méme objet.

Les calculs sont entiérement semblables & ceux qui ont été faits
dansle paragraphe 30: il suffira de prendre comme premiére approxi-
mation une fonction analytique de x telle que z,, p,, g, coincident
avec 3, p, q sur AB, ce qui est toujours possible; x jouera alors le
réle que jouaity, et AC le réle que jouait AB (fig. 10).

Toutes les formules de limitation s’appliquant dans le domaine
complexe, nous déterminerons encore ici la fonction 5 comme limite
d'une suite uniformément convergente de fonctions analytiques,
sans hypothése (autre quecelle de la continuité) concernant la nature
de frelativement & y.

Les résultats de ce paragraphe peuvent se résumer dans la rroro-
strioN SUIVANTE @ Toute solution de Uéquation r= f(x,y, 5, Py q)
réguliére dans une région & du plan est une fonction analytique
de x, si f est, dans la région& et pour les valeurs qu’y prennent s,
ps q, une fonction analytique de x, s, p, q, continue en y, la
dérwée f, gardant un signe constant.

En effet, si z,, p,, ¢, sont les valeurs de z, p, ¢ en un pointA(z,,y,),
S est holomorphe en x, z, p, ¢, dans un certain domaine défini
par |z — x,), |5 — 5,|, |p — pals |4 — 9.1 < ¢, et 'on pourra prendre
un contour rectangulaire assez petit pour que, en posant

s =54+ palle — 20) + g (y — 30) + L.
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la détermination de { soit possible & l'intérieur du contour, puis-
que alors les valeurs prises par { (et ses dérivées) sur le contour
peuvent &tre rendues aussi pelites qu’on veut.
La solution ainsi formée coincidera avec la proposée d’aprés
I’équation (54) du paragraphe 29, en remarquant que dans cette
q 8 ’ q q

of 9f 9f

équation, 05’ 35 3 ont une limitation indépendante du choix du

contour (').

47. SECONDE METHODE POUR DEMONTRER L'ANALyticITE. — Considérons

I'intégrale — 2= Z =/fs UfdEdq, f étant une fonction continue,
J

analytique par rapport & z, a Uintérieur de S. Soit un contour
rectangulaire (C') situé & l'intérieur de S : la partie de l'intégrale
étendue & I'aire extérieure a (C') est évidemment une fonction analy-
tique de x en toul point intérieur a4 (C'). Proposons-nous de montrer

ue 'autre partie Z/ = est analytique.
q P . yuq
Y

Pour cela, remarquons qu'on peut écrire en tout point de S’ bord
compris,
d"f Fn!
(3) ()xn l{u

F et R étant constants. Dés lors, si nous envisageons la formule

() ~Se=[ utan—[ v ds o
S'

Jdx <)

JuU dU
obtenue comme au paragraphe 8 en remarquant que 5 = — U

pourrons la dériver et appliquer la méme remarque a lintégrale
double ainsi obtenue, et ainsi de suite indéfiniment. Nous trouvons

» NOUs

(') Tt est & remarquer que dans la démonstration de I'analyticité relative
a ds =f (2, y,3,p) nous avons résolu une équation fonctionnelle, ne contenant
pas la fonction de Green, par des approximations dont les termes successifs ne
prennent pas sur le bord des valeurs données. Au contraire, dans le cas de
I'équation r=f(z, y, 3, p, q), il faut opérer, comme il a été dit dans le cas
réel, avec les modifications indiquées dans le présent paragraphe. Naturelle-

ds , .
ment I)’ sera également analytique en 2.
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ainsi

or7’ _ dn—!U dn-zU 0/‘ 0/1,—1/‘ d f

W-—j{;q(()x”—‘ S+ gz oF ggnt ) “n +f s Ut o&" dedn.
4

Cette formule montre tout d’abord que, si £ est indéfiniment déri-
vable par rapport & z, a 'intérieur de S, il en est de méme de Z.
Utilisons maintenant 'inégalité (3) et remarquons que, d’une
maniére générale,

U Mnl d
[mremal<ZE (<)

(voir § 43), M étant le maximum de f Ug dn sur le cercle de
©))
rayon r situé dans le plan de la variable z. Or,

Y —
lf U(pdn|<tbf L dn=a®yVy, M=a0y7,
() o Vy—n
® étant le module maximum de go Si donc p est le plus petit des

nombres Retr,ona -

n'gr _ : |

chaque terme du crochet est inférieur & (2 —1)! On peut donc
écrire
e _

PETN

Fn!

ce qui démontre 'analyticité de Z’ et par suite de Z dans toute reglon
intérieure & §' et par conséquent a S.

On déduirait de la une seconde méthode pour démontrer 'analyti-
cité des solutions de I'équation linéaire. Comme nous utiliserons un
procédé tout a fait semblable daus le paragraphe 53, nous nous bor-
nerons pour le moment 4 signaler cette démonstration.

II. — L’analyticité par rapport 4 y.
48. ANALYTICITE DES INTEGRALES #,, 3, X. — Envisageons 'intégrale

3o(@,y) = f e *U=Tg(n)dn.
R s
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Ce n’est pas, en général, une fonction analytique de y, puisque, comme
solution de &3 = o, 5, est une fonction jc. Supposons que ¢ () soit
une fonction analytique de v & 'intérieur d'un intervalle (o, 3) conte-
nant la valeur y et que cette fonction soit continue pour y = o. Soit

a?

3 — T ; dy—m .
3¢ (2, ¥) fo \/7:756 ¢(n)dn
Si nous donnons &  une valeur complexe y, + iy,, cette intégrale
est ¢évidemment dans le plan de la variable y une fonction analytique
de y, a Uintérieur de toute région connexe située & droite du
plan d’équation y,=c¢ et faisant partie du domaine D d’analyti-
cité de ¢. Si ce domaine contient la droite joignant l'origine au
point (¥, ¥,), nous pourrons prendre l'intégrale le long de cette
droite, la détermination du radical étant celle qui coincide avec le
radical arithmétique quand y — v prend une valeur réelle positive.
Formonsalors 5 — 5 : enremarquant que | V3 — 7, |>Vyi—a,
ona

dn, ,
VYi—m
et ceci tend vers zéro uniformément quand et ¢ tendent vers zéro.
Par suite, 3(x,y) est une fonction analytique de y dans toute région
a droite de Oy, (une coupure partant de O suffirait d’ailleurs), faisant
partiede D et pouvant contenir O sur sa frontiére, etcela quel quesoit:c.
La méme démonstration s’appliquerait & 5(x, y) en supposant
et ¥ == o, car on aurait alors (*)

i €
=31 <0 [
el

€ 3032 W
[80 —3E | < ® ——-—f——-‘;_e%mclm, m:y,gl_" (fig. 11),
¢ (—m)?
Mais il convient de voir si 3(x, y) @ une limite quand x tend
vers zéro. Pour cela, nous allons donner une seconde démonsiration
de 'analyticité de 3. Soit

y
3 3)= [ Vo, mi 2, ) g(n) dn,
0
03 T oV 79V z -5 o
—_— — d-n—_—:,__f e d.:’__.' by +/ VI d,
=) ¢ | gm #(n)dn y_;__e ?(r)+ | Ve'(n)dn

(') Gette inégalité montre que, si y tend vers zéro suivant un chemin non
tangent 4 Oy, et si ¢ (0) = O, 3 tend vers zéro, quel que soit .
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a3

d’ot, en posant 0 = —_e T,
y.!
oars on—10 011—26 d({) dn—l dn
7 d)m x ( ) :;-2 @ paERR d n—1 +

Supposons ¢ analytique 4 I'origine (') de fagon que dans linter-

valle Oy, on puisse écrire
a'e (Dn!

l dn» I'"‘ ’

0 est analytique en y, sauf pour ¥ =o qui est un point singulier :
done

darf Mal
PR < R
dyu l)\yn I

A étant aussi voisin de un qu'on veut. D’aprés le méme raisonnement
q . .
que dans le paragraphe 47, on conclurait de la que 5 est analytique
dans une région connexe ne contenant pas I'origine 4 son intérieur.
Soit (y,, 0) un point de cette région situé sur Ox; y étant com-
plexe, on a

93 (=) nvms
M, y)=3(z, yo) + (y ’o)dy + dyo

— L0

3
tend vers 2 & 5—

) «;y" ? et par suite— tend

unand z lend vers zéro
Q d It Qﬁ

vers
(¥ ~ y0)* d%9

d
o(¥o) + (-7—”)?1)% Sl T +ooo=0(y)
La formule de discontinui(¢ est donc établie dans ce cas.
Quant aux intégrales

i (a—bp
n=[ L

ce sont évidemment des fonctions analytiques de y admettant !’ori-
gine comme point singulier. Voyons si la formule de Poisson s’ap-
plique quand y tend vers zéro par valeurs complexes, avec la déter-
mination positive du radical, et que z tend vers x,. D’aprés le

(1) Sinon on isolerait Porigine en partageant l'intégrale en deux parties.
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raisonnement classique, il suffit d'étudicr la limite de

ro—r+€
ro-HE (r— &) 2y
1 —=F , b4
f —e Y di= 2f e~ ds.
xo—8 \/__'}—’- Xy— =G
2y

Si la partie réclle de y est positive, on voit facilement que les
limites de I'intégrale s'éloignent indéfiniment dans deux directions
opposées faisant avec Ox un angle inférieur & 45°. Par suite, la limite

est 2y/n. D’oti la formule de Poisson.

49. Awanymicig bE L'INTEGRALE Z. — Quand f(x,y) est analy-
tique en y, dans une région & contenant le contour rectangulaire (C),
Vanalyticité de Z par rapport & y en tout point de S s’¢tablirait aisé-
ment par le méme procédé qu’au paragraphe 47 en utilisant la for-
mule [voir formule (26), § 10|

oz | A
evn—:—/ U dg—fo*—d&dn.
dy ) s 5, dn

La démonstration basée sur 'emploi du domaine complexe est
¢galement trés simple et nous donnera, pour les démonstrations rela-
tives aux équations ¢, &, et &,, une marche analogue a celle que nous
avons suivie dans la section précédente (voir fig. 11).

Si nous envisageons, comme dans le paragraphe 44, le contour
rectangulaire MABN, « et 3 étant les abscisses de A et B, I'intégrale Z
peut étre prolongée analytiquement de la facon suivante. Considérons
la fonction (¢’ dépend de ¢ et sera délini plus loin)

—oynZ,= U fdk dn.

Nous pouvons l'écrire

(9) —2\/1_rZa=fy— h(n; z, y)dn,
g
h(n; x,y)='f U(E, n; 2, ¥) (& n)dE.

Supposons que f soit une fonction continue en tout point de AB,
analytique en v, a I'intérieur d'un cylindre ¢ admettant AB comme
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aénératrice et limit¢ par les sections droites contenant AG, BD
(/¢lant analylique & Pintérieur de ces sections).

Daus ces conditions, & (13, 1) est une fonction analytique de y a
droite du plan des xy, ct une fonction analytique de v dansla portion
de 2, bases comprises, située & gauche du plan perpendiculaire & Oy,

Fig, 1.

men¢ par p : cette fonction est conlinue quand y et y tendent vers
zéro ou que 1 tend vers y. Nous pouvons alors faire I'intégration (5),
cn supposant que y soit complexe, y — ¢ ¢tant le point P’ situé sur OP
i la distance ¢ de P, ¢ restant fixe quand y varie.

Cela posé, il n’y a plus aucune difficulté 4 voir que, quand ¢ tend
vers zéro, la fonction Z, tend uniformément vers une fonction limite
pour tous les points p(x, ¥,, y,) situés a 'intérieur de la portion ®,
du domaine d’analyticite de £, qui est & droite de O y,. Il suffit pour
cela de remarcuer que

(r—E)

— ay/n =f T (G ) dEdn, 0=+ im,
2 Vy—n

X, ¢tant la surface m’AB#n’. Or, on peut écrire

]
‘\/)’—'n

A étant un nombre fixe quand la pente du plan p AB reste inféricure &
une certaine limite : Z, est donc comparable 4 une intégrale étendue 4

_ Le—Ep A=k
le A=) <e RASETY

T
<
Vryi—mn

Journ. de Math. (6° série), tome IX. — Fasc. IV, 1g13. 55
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la projection de X,. On en déduit ais¢ément qu’on obtient une fonction
analytique limite qui coincide avec Z quand y est réel.

A . . JZ
Méme démonstration pour —-
J

De plus, il résulte de ce que nous venons de voir que les limita-

. r ()L . . . ’
tions Z et 5= ne different de celles du domaine réel que par un facteur

conslant.

850. ANALYTICITE DES SOLUTIONS DES EQUATIONS. — Soit une solution
de 83 = f, régulicre dans une région & et se réduisant & une fonc-
tion analytique de y sur les cotés paralléles a Oy d’un rectangle
situé dans & : s sera une fonction analytique de ¥ & I'intérieur de ce
rectangle. En cffet, nous pourrons déterminer z par la somme d’une
intégrale o, de deux intégrales 5 et d'une fonction Z. Les intégrales »
porteront sur des fonctions ¢,(7), ¢,(n) déterminées par les équa-
tions (¢ =x,, x =@y, y =y, Ctant les équations des cotés du rec-
tangle) : ‘

0 .1'2—- 11 (=g ¥

Fin)=9¢/(n) + —= e T g, (s) ds,

2\/_- JYa (ﬂ—S)

(g —mgl?
f J.’/'o—\tle .(I]<\)cl,)(s.)(/q
JYa (/] )

Fo(n)=¢.(n) +

9\/1‘

La résolution de ces ¢quations dans le domaine complexe s’effectuc
comme dans le domaine réel. ¥, et F ¢tant analytiques en v, nulles
et conlinues pour v =y,, ¢, ct ¢, jouiront de cette méme propriété.
s est dans l'espace (z,y,,y,) une fonction analytique de y dans le
domaine formé par la portion du domaine d'analylicit¢ de f contenue
dans le prisme ayant pour section droile le rectangle : elle est conlinue
sur AB ct analytique dans les plans verticaux AC, BD.

Jdz . . R P . .,
3. Jouit de la méme propriété parce que, en vertu de la régularité

Js N .
de s sur le contour, 55 beut se mettre sous la méme forme que s avec

des intégrales 5 portant sur des fonclions nulles pour y = y,.

. v . ' A : : . r, Z
De la découle sans difficulte, grice aux limilations de Z et%,

la démonstration des théorémes analogues 4 ceux que nous avons éta-
blis dans la premiére section.



KQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU TYPE PARABOLIQUE. {35

I’¢tude des équations

(€) s==ap+cs+ f,
(&) s=f(z,y, 5 p)

se fait aisément.
En ce qui concerne I'équation

r=f(z,y, 5 psq) (fy>o0),

il faudra naturellement employer la méthode du paragraphe 30, en
supposant que ¢ et r admettent sur AB un accroissement d’ordre
non nul par rapport 4 .

Nous obtenons ainsi les THEOREMES SUIVANTS :

Etant donnée une région & du plan, contenant un reclangle dont
les cotés sont paralléles aux axes, soil z une fonclion conlinue,
ainst .gue ses deéricées premiéres; supposons que s prenne, sur les
cotés du rectangle paralléles a Oy, une succession de valeurs ana-
lytiques eny. Dans ces conditions, s el ses deus dérivées seront des
Sfonctions analytiques de y a Uintérieur durectangle dans les deur
cas suivanls :

1° Sidans la région &, s est solution de Uéquation (L), el si les
coefficients de celie équalion sont a Uintéricur de & des fonctions
continues analytiques eny ;

2° Sidans la région 2, 5 est solution des équations (¢,) ou (L),
S élant conlinue cn x et analytique en y, 3, p, q, pour les valeurs
prises par s et ses deux dérivées, la dérivée f, gardant un signe
constanlt.

De plus, dans le cas de I'équation (&,), on suppose que r et ¢
admeltent, par rapport a x, sur les cotés horizontaux du rectangle,
des accroissements d’ordre non nul.

S1. Ananyricire BN @ gt . — Les théorémes précédents ne seraient
plus vrais si les deux arcs C,, C,dua contour (C), aulieu d’étre des seg-
inents paralltles 4 Oy, étaient des ares analyliques. Cependant, dans
ces condilions, la fonction Z est une fonction analytique de # ct de y,
si f jouit de cetle propriété. On pourrait partir de la pour étudier



436 M. GEVREY,

Panalyticité des solutions, relativement & I'ensemble des variables , y.
Mais il est facile d'utiliser les considérations précédentes. Transfor-
mouns le contour (C) en un contour rectangulaire par le changement de
[(z—X,)
X, =X,
tion analytique de # ct de y est analytique en ' et y ct réciproque-
ment. Soit § = o une des équations ¢tudiées plus haut, § étant analy-
lique en x, ¥, 3, p, ¢. Sur tout scgment vertical & 'intéricur du
contour (C") transform¢ de (C), toule solution = de & = o, prenant

N . . . ()2.' .
sur C, et C, des valeurs analytiques, cst, ainsi que 52 une fonction

variable (V) déja plusieurs fois employé : x’ = - Toute fonc-

analylique de y. Par conséquent, le probleme de Cauchy est résoluble
pour ce segmenl ¢t nous donne une solution analylicque en 2 ¢t y, qui
coincide avec la proposce, car celle-ci est indéfiniment dérivable
cn z ¢l y. Donc 5 est analytique en a el y.

En ce qui concerne 'équation 23 = o, Loute solution analytique se
réduitsur une caractéristique a une fonction enticére de v d’ordre 7 2
(Lavesco, Auti del Congresso Internasionale, Roma 19o8).

III. — Les fonctions J¢.

L considération des fonctions 3¢ a fourni & M. Holingren, dans ses
études sur 'équation de la chaleur, plusicurs résultals fort intéressants
et qui sount des cas particuliers de propoesitions plus générales, aux-
qquelles nous allons arriver par une voic tout a fait différente.

52. Prorurivis pes voxerions ge. — Ces fonctions se reproduisent
par les opérations algébriques élémentaires : multiplication, divi-
sion, élévation auc puissances. l.e produit de ces opérations clfectud
sur des fonctions 3¢ est ¢galement une fonction ge. Démontrons-le tout
d’abord pour la multiplication : soienl les fonctions [ el g de y,

n ¢ n oo
9s et ‘2—))7‘3-

telles que, dans lintervalle (a, B), e solent inféricurs

ﬁl\'l(zu)!

. La formule de Letbniz nous donne alors

o
" '4,5 1 »
Pl M m Gt 01 e G o Gl b Gl
1

Dans le crochet, on passe d'un terme au suivant en le multipliant
b
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par ;(/—;ﬁ-})—'_—]—, quantité inférieure & 1, tant que p < n—;—l Donc
les termes décroissent, puis croissent; mais, comme ils sont deux a
deux égaux, ils sont tous, sauf le premier et le dernier, inférieurs
au sccond, qui est n{2(n—r1)]!. Par conséquent, le crochct est
inféricur & 2(2n)! +n(n—1)[2(n —1)]!, lui-méme inférieur &
K(2nr)! (K <3). Donc
ot fe M’K(').n)l.
dy™ R~

C. Q. F. b,

' . A 1 . .
On démontrerait de méme que 5 est une fonction 3 (f s 0), en

S
I o . . . .
posant o = -» d’'ott fo =1, et calcalant la limitation de f™ par voic
de récurrence au moyen de la méme formule de Leibniz; il suffirait
d’isoler fo™ dans le second membre. Enfin, si ¢ = f*, on dérivera

i !
n — 1 fois la relation 9'= o—f— ('—.— est, en cffet, fonction 3¢ ).

S/

Nous avons dit plus haut que les solutions réguliéres de I'équation
¢3 = o ¢taient analytiques en w et fonclions 3¢ en y. D’une fagon plus

précise, on peut,en tout point d’une région ou s est réguliére, dériver
- . 073 (Y3
n fois la relation =

-J;TI' = ()T‘M’ ce qlli donne

Jris M(p+ag)!
().L‘/' ‘)),r/ 9/;-4—'.’:/ )

Or on sait que (p + 2¢)! est comparable a ¢#+*7p! 24! On peut donc
¢erire
(6)

Jr+1s

! |
Terayi| <Mig R

b
)
TRATY

Nous dirons d'une fonction, ui satisfait a4 unc limitation de cetle
forme dans une rvégion donnée, qu’elle est, par rapport a l'en-
semble (x, ), analytique en x ct d’espéce 3¢ en y. On définirait de
méme une fonclion qui est d’espéce 3¢ par rapport a U'ensemble w,y .

Ce qui préceéde va nous conduire & cette conséquence que, si dans
une fonction z analytique en w et d’espéce 3¢ en y, par rapport a len-
semble, nous remplacons & par une fonction 7¢ de y, le résullat est
une fonction 3¢ de la variable unique y.

Pour cela, remarquons tout d’abord qu'il est facile de former une
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fonction F'(y) dont toutes les dérivées pour une valeur donnée y, de y

. r “
solent ¢gales & (l:,fl) : il suffit, par exemple, de prendre la fonction
3] dE .
F(y)= f ¢ Hy=mm = (-—\/ﬁ<a|,<o<rl2<\/ﬁ),
2 \/ T / &

qui est la valeur, pour x = o, d'unc solution de &3 == o sc réduisant,

pour y =y,, a,, < x < &,, & la fonction ’ -
TR

Les dérivées de I¥ pour v = y, ont bien la valeur désirée; il est vrai
(que notre formule ne définit I (en apparence) que pour y 2> y,, mais
ceci importe peu pour I'objet que nous avons en vue (*).

Cela posc, soit un point z,, y, du plan pour lequelles inégalités (6)
sont vérili¢es, et dans 5 substituons & « la fonction ¢ (), d’espéce e,
telle que &, = 2(y, ). Proposons-nous de calculer une limite supéricure
des dérivées de la fonction z[%(y), y| pour y =y,. Les dérivées par-
ticlles de 5 en ce point seront ¢videmment limitées par celles de la
fonclion

(7)

atly = -
M 1 1 ST rl:_'

aym A=) V=, G
1

ct comme les calculs de dérivation d’une fonction composée donnent
pour chaque dérivée une expression entiére ne contenant que des
stgnes +, les dérivées de 5{2(y), y| scront majorces par celles de la
fonction de y obtenue en remplacant  par 2(y) dans (7). D’aprés ce
cque nous avons vu plus haut, cette fonction de y posséde des dérivées
de tous ordres vérifiant I'inégalité caractéristique des fonclions ge. Si y,
varic dans un intervalle (2) et ., dans un intervalle tel que les valcurs
correspondantes de p appartiennent a (7), l'inégalité (6) étant toujours
vérifiée, la limitation que nousavons obtenue sera indépendante de .,

(1) On peut dire que F majore f pour y = y,. Si une fonction f(z,y, ...)
est d’espéce JC par rapport a Pensemble «, y, ..., on pourra la majorer pour
&£ T= Xy ¥ 55 Yy -ess parle produit de plusieurs fonctions de x, de y, ..., ana-
logues a [F.
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¥, ety parsuite, 5[e(y), y| sera fonction 3¢ dans tout Pintervalle (7).

Derisimion. — Appelons courbe 3¢ tout are de courbe représenté
par une équation de la forme « = X (), X ¢élant unc fonction 3¢ dans
un intervalle (a ). Le résultat obtenu précédemment peut alors
s’énoncer ainsi :

Sur une courbe 3¢ loule solution réguliére de ’équation de la
dz

== se 1éduil a une fonction i de y.
dy ‘

9%
chaleur, =
Ce résultat avait été démontré par M. Holmgren, dans le cas
d’une courbe analytique, par des considérations enticrement diffe-
rentes.

83. Erupt bES SOLUTIONS DE LEQUATION LINEAIRE DONT LES COEFFICIENTS
soNT roNcrions 3¢. — Nous avons vu que, si les cocfficients de I'¢qua-
tion
(e) 6;3%—~%:a“)—);+c:+/
sont des fonctions analytiques de z dans une région R, toute solution
réguliére est ¢galement analytique en 2. [l est tout naturel de sc
demander si, dans le cas ou les cocficients sont d’espéce 3¢ dans &,
les solulions réguliéres sont aussi de cette espece.

Suivant toujours la marche habituelle dans ces questions, envi-
sageons tout d’abord P’équation ¢z = f; si 'on peut trouver une
solution réguliere qui soit d’espece 3¢ en méme temps que f, le fait
aura licu pour toute autre solution régulicre d’aprés ce qu'on a vu
pour €3 == o.

Pour démontrer ceci, nous utiliserons tout d’abord la fonction Z,

_(x=c7 %3
L(z‘, ff ¢ - fl)f(f N dn = — ! ,f Uf(ls.
2\/1: Vy— 2\/n 8,

Prenons ici comme contour (C) un contour rectangulaire de colés
paralléles aux axes (v =z, x =x,,y =y,) et soit y, 'ordonnée
du coté supérieur du rectangle supposé contenu dans &. Nous obte-
nons par 2 dérivations successives la formule, dont nous avons déja
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parlé plus haut (§ 49),

, — "4
(éﬁ) ] \/’ﬂ.’ '(75/71-

_ by '()/L-IU ‘g’y“m’y) . , )n—nU ()/- ()"—l,/,] ,
qf [ Ayt S )+ ay= —_—T )—y— “+. U'()_)',T—_l_ dé

+//U‘) LET gt an,

Pour toutc valeur de y intéricure a 'intervalle (y,,y.), on a dans
la premiére intégrale

(97U M, p!

A .
| SThy—yop <A<
s . . . oo M(2n)! vy _
d’ol, en introduisant la limitation —=— des dérivées de f,
07 Xy — Ty (n—1})! (n—2)!2! [2(n “')'“2
-— MM + T
0),/1 9\/7! 1 ')\(),__),|)‘Il I{I)‘(.,,_},l)ln--l e s

+(y — )M (23‘)1,

Or, il est clair qu'on pouarra déterminer deux nombres M’ et R’ tels
) q P

Man
(ue cette expressmn soit inférieure & —7— T

intervalle (v, v.), ¥, > ¥ Z est donc fonction 3¢ en tout point
intérieur au rectangle ct il suffit de dériver Z par rapport & « pour

quand y apparlient & un

. A . 0Z
se convaincre du méme fait pour =-

Abordons maintenant I'équation (&), ol nous supposons cuc les
coefficients a, c, fsont des fonctions 3¢, dans la région & contenant
Ic rectangle (p) envisagé plus haut.

Quand I’équation se réduit & 6z = o, nous avons vu que le rayon

i
Vi

d représentant la plus courte distance du point (z, y) aux cités

X . Lo , .
de convergence de la solution en un point P (a, y) est égal a

. . I
verticaux; 5 est donc une fonction FC5a g <0 <AL ;/—.) sur tout seg-
2

ment vertical intérieur 4 (p). A chaque dérivation par rapport a z, il
s'introduit d en dénominateur dans la limitation des dérivées par
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rapport 4 z, donc d* dans celles des dérivées par rapport & y, mais
celles-ci deviennent aussi infinies sur le coté horizontal de (p) et nous
avons vu plus haut que (y —y,)" figurait au dénominateur dans la
limitation de la dérivée d’ordre n par rapport & y.

Pour simplifier les choses, nous allons appeler d la plus courte dis-
lance au contour envisagé toul entiery; on aura alors y—y, > ad?,
« nc dépendant que de la hauteur du rectangle.

Nous sommes ainsi induits & supposer que les dérivées successives

de 3, solution de (¢), et de d%’ existent et satisfont i la limitation

gtz

oy

ol oz M(2n)!
0z gy | S (pd)yr

Nous allons donc montrer que si ces inégalités ont lieu jusqu’'a

lordre n, elles sont vraies pour l'ordre n + 1, . étant un nombre
) )

que nous déterminerons pour réaliser ce fait. Pour cela, remarquons

. otz C e ey 190 .
que la fonction 5, = o’ satisfait & I'¢quation
(En) 63;»:(1"()—;; +Czn+fm

f, ne contenant que des dérivées d’ordre inférieur & n.

03, 03
o %y Zn
S el dy
intérieur a (¢) et contenant(x, y) ( fig. 12), 3, seralasolution deI'équa-
Jdz, dzn
dz et oy

existent . si, en cffet, (p,) est un contour rectangulaire

tion (¢&,) prenant sur (p,) des valeurs connues et, par suite,
existent (*) au point intérieur (z, y);
2° Calculons la limitation de ces deux dérivées. Nous avons

Sy (A PR B B A
Ju= dy" Jx ~ dx dy" dy™ ()‘),n'

On peut toujours supposer qu'on a choisi le conlour (p) ou le
nombre u de telle sorte qu'on ait toujours R2 1*d?, et que par suite
a, c, f soient des fonctions 3¢, .. La formule de Leibniz montre

. ) . . da .
(1) Nous n’avons démontré cela, dans le second Chapitre, que si o cxiste,
z

en supposant la simple continuité des données.

Journ, de Math. (6° série), tome IX. — Fasc. 1V, 1g13. 56
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alors (¢f. § 82) que

KAM(2n)!

Of n

oy

KAM|a(n +0)]!

l.fitl< (IJ‘d)‘“L

’

A étant la constante relative a «, ¢, f.
Or, si d’'une maniére générale, dans un domaine limité par un
contour rectangulaire, une solution « de I’¢quation

Jdu
6““13—5 +ecu—+f

est inférieure en valeur absolue 4 [U], avec

da| (o
ox oy

dc

dy

of

lal teh |52p |5 |55<n s<Foa |

on peut écrire en tout point intérieur au contour, d élant sa plus
courte distance a ce contour,

%
dx

du

(9) day

d'?

L étant un coefficient numérique indépendant des coefficienis et de
la solution ().

Appliquons cela au cas actuel ol le contour est (p,) et suppo-
sons (p,) choisi de telle sorte que d'= \,d (A,<1), d étant la plus
courte distance de P(x,y) a (¢), déja envisagée plus haat. I1 suffit
pour cela de prendre pour (s, ) le contour formé par des paralléles aux
cotés de ¢ a la distance (1—2,)d.

. e . Ofn o . Ay
Les limitations maxima de z,, f,, ng étant atteintes sur les cétés

de (p,), nous aurons & appliquer la formule (9), avec d'= %, d et

— - - M(2n)!

U=—=3,, rU]_m,
F— KA M(2n)! F’-‘*KAM[Z(”_‘-I)]!
TG =T d e = TeG— P

(*) Il va sans dire qu’ici nous avons donné une limitation commune sous la
forme la plus simple que pnssible, qui est naturellement assez grossiére, bien

, . du . . . !
qu'exacte. C'est ainsi que P devient infini sur le contour comme > seulement
L4

d
(voir § 21, 23).
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Donc
s 0«:( T AM(2n)!
(10) { et <L[M"__l7\ ()Z,]l,_?,;)\“ﬁ[1-}—(2n+1)(2n+2)p.’a'z(l—)\,,)2+7\,2,d2].
dz” n n

On pourra déterminer deux nombres $ et v, indépendants de », de

(IO)

telle sorte que le crochet soit inférieur & § + vy n*A; en tout point inté-

* ) Al [ (2.4 .
rieur & (p) ou sur (p). Choisissons alors pour A, la valeur ~- Il vient

0z, LAM[z(/z-l—l)]I 4n? BB + o?y)
_(E-I (pd)*®t  (2n-+1)(2n+2) 402<1--a-'>m
’ I

Or la seconde fraction est < 1, et

’

si donc on a choisi « et y. de telle facon que

2

AL—,%e“(B-I—a“’*/)<1 (1),

on aura les limitations suivantes, qui sont précisément celles que nous
voulions établir :

dn-»-i z

dx dy"

gr+iz M[2(rn +1)]!

(') On pourra, par exemple, choisic « de telle sorte que w soit le plus grand
possible; une fois p. déterminé, le choix de M en résultera a cause des limita-
tions des premiéres dérivées.
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Nous avons supposé b = — 1. Dans le cas ol b est une fonction 3¢
de signe constant, nous serions conduits aux mémes résultats, car s,
satisfait alors a I’équation

23, dsw 03, ()l;)_ ,
_(}—J,?_l— —(F”—a—(j.—r_ (C—-w Snt S

/

f,, ne contenant encore que des dérivées d’ordre inféricur & 2. Celle
équation se ramenc & la forme normale parun changement de variable,
ce qui permet d’obtenir pour les dérivées de 5, des inégalités tout a
fait analogues aux incgalités (10). Lt ainsi, nous pouvons énoncer le
THEOREMF SUIVANT @

Lorsque les cocfficients de I’équation

073 -+ a—‘j—z + bd—:
dx

ox ()vv+cz+f=0

sont par rapport a y des fonctions 3¢ dans une région & du plan,
toute solution régulicre dans cetle région est elle-méme d'espice 3¢
eny, ainst que sa dérivée par rapport a x (*).

84. ApPLICATIONS DU THEOREME PRECEDEST. — Soit o(y) unc fonc-
tion 3¢ de y et y =4 (¢) une fonction 3¢ de ¢. Nous allons montrer
que o[ (2)] est elle-méme d’espéce 3¢ en t. Soit y, une valeur de y
et y,=1{(¢,) : d’aprés ce que nous avons vu au paragraphe 8%, la
propriété sera ¢tablie sinous la démoutrons pour ®(y) et W(¢), et W
étant des fonctions majorant o ct  pour y =y, t=1,. Or soit 5(x,y)
une solution de 05 =o, se réduisant & ®(y) sur Oy, régulicre dans un
domaine travers¢ par Oy (¢/. z,, § 38); sinous faisonsle changement de

. L. . . 023 1 Js , '
variable y = W(¢), 5 vérifiera I'équation -— = ek W (¢) étant
positif au voisinage de {={, et, par suite, 5 se réduira, pour x = o

et ¢ voisin de £,, & une fonction J¢ de £ : or celle-ci est ®[ W (¢2))].

(') A la veérité, notre démonstration suppose I'existence de ~—. On pourrait
ox ’

d’ailleurs, faire tomber cette hypothése. Elle suppose aussi réalisées, pour la
fonction &, les conditions qui permettent d’effectuer le changement de variable,
On aurait un théoréme analogue pour l’analyticité en x et 'espéce Henry.
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Danc une fonction 3¢ de fonclion 3 est elle-méme d’espéce 3 et
plus généralement une fonction e de u, ¢, ..., composée de fonc-
tions 3¢ de x, est elle-méme d’espéce 3¢ enx (V).

Appliquons ceci aux résultats du paragraphe précédent. Une solu-
tion réguli¢re de I'équation (&) ne se réduil pas, en général, & unc
fonction e de y sur une courbe x = X(y). Cependant, ce fait a lieu
si X est d’espéce ¢ et si, parle changement de variable @ = &' +X(y),
les coeflicients deviennent des fonctions ¢ de y au voisinage de 2'=o.
Ceci est réalisé en particulier si ces coefficicnls sont d’espece 3¢ par
rapport a U'ensemble (x,y). Ainsi donc, dans ces conditions, ltoute
solution réguliére se réduit sur une courbe d’espéce 3¢, x =X (y),
a une fonction de 3e de y.

IV. — Le probléme de Cauchy et le probléme du prolongement.

; Jds :
Le probléme de Cauchy (5 et == donnés sur une courbe) pour une
Jdx

équation du type parabolique n’est pas en général résoluble. Dans le
cas de I'équation de la chaleur, M. Holmgren a donné des conditions
nécessaires et suffisantes pour que le probléme soit possible lorsque la
courbe portant les données est analytique. Nous allons nous placer ici
4 un point de vue un peu différent.

83. Prosuise pe Caveny pock r’équatiox o5 = f. — Remarquons
quc, d’unce facon générale, Jorscue la courbe portant les données est
représentée par une équation de la forme o = X(y), X élant indéfi-
niment dérivable, s'il existe une solution réguli¢re de 5= f d’un
cerlain coté de la courbe, elle ne peut étre qu'unique. En effet, ’il en
existait deux, leur différence serait une solution réguliére, s’annulant
sur la courbe ainsi que sa dérivée par rapport & x. Par conséquent,
toutes les équations qui permettent d’effectuer le calcul des dérivées
en un point-de la courbe donneraient zéro comme résultat. Or, nous
avons vu que ¢uand ces dérivées existaient en un point d’un contour
(C), clles ctaient les limites effectives des dérivées de la solution en un
point tendant vers (C). Donc la solution est identiquement nulle.

(') Ceci généralise les résultats du paragraphe 52,
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Dans ce qui suit, nous nous occupons simplement du cas ot 'on se
05 . . .
donne sur une courbe 3¢ des valeurs de z et 5~ (ui soient des fonctions 3¢

et nous supposons que les coefficients deviennent des fonctions e, par
le changement de variables 2’ = x — X(¥), ce qui aura lieu, en parti-
culier, s'ils sont d’espéce 3¢ par rapport & I'ensemble (x, y).

Nous aurons donc en définitive a résoudre le probléeme pour ’axe
des y en supposant les coefficients d’espéce 3¢ en y, ainsi que les
Sonctions données

(an) S0, =erh (0, =)

Proposons-nous dans ces conditions de déterminer la solution, pour
I'équation &5 = f.

Il suffira d’ajouter & la solution bien connue s, du probléme pour
8z =o ('), lasolution de ¢z = f, sannulant sur Oy ainsi que sa
dérivée par rapport a x.

Or cette solution est

_ o “’ﬁ (Z‘ — E)Ql""l ar f Cs )’) -4
(12) Zﬂ-’”;)’)“‘j) z (2p+1)! dyp dc.
P=0

En effet, si f est une fonction 3¢, dans un intervalle (y,, y,), la série
que nous venons d’écrire sera convergente 4 l'intérieur de 'intervalle
(—VR, +vR)et parsuite Z, sera déterminée i l'intérieur d'un rectangle
ayant pour axe Oy et pour dimensions 2yR et y,— ¥, (*). Or une
vérification immédiate montre que Z, s’annule sur Oy ainsi que sa
dérivée par rapport a x.

Cette fonction Z, est elle-méme d’espéce 3¢, ce qui constitue une
seconde démonstration du fait que les solutions réguliéres ¢5 = f
sont fonctions Je.

() Cette solution est .

xrn (]n@ prn+1 d”’LlJ
E(Nz [ dyn (211+1)! dy".
n=0
(?) En supposant que f soit fonction 3¢ pour |z | <y/R, sinon le domaine
serait réduit,
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On a en effet ()

()” Zo __f.'. (.T___E)zp+l 0:;-;-1)./('6’,},) dg
TS, ATErET g
Donc
()"Zo .rv(x__a)2p+l [2(,2+/))]!
l ay" M , - (2p41)! Re+e &
r
222 [2(n+ p)|!
< ME (2[))! RIL+[) ‘
I’

Remplacons [2(n + p)]! par fwc"‘t“”*l” dt : Texpression devient

tr tr

3 = - =
M»———xz et M 020 dt
Rn P .
0
1 I—-'—r_- ¢ 1
/ ¢ ( ;/I!) 020 df — (2”')-
[

I— —
(=7%)
Il vient donc en définitive

M(2n)! a? x?
< 2 R~ [ z i+ x z/1+1]’
[ —= 1 ——
(7w ()
ce qui montre bien que Z, sera d’espéce J¢ dans tout intervalle stricte-
ment intérieur 4 (— yR, -+ yR). Evidemment, il en est de méme

Mais

‘ 0/1 Zo
d),n

r

ll . 14
pour %2‘3 qui est donnée par la formule

Mo (I z=Eyr arf(&y)
T = f 2 %.
])

Gpl ~ oy?

56. Proruime pe Caucniy poUR L'EQUATION LINEAIRE. — Envisageons

(*) Par la notation z nous entendons la sommation effectuée pour toutes les

P
valeurs de p de zéro a oo,
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maintenant I'équation

(&) :t(((())—~+c~ -+ £,

e;

dont les coefficients sont d'espéce se, dans une région conlenant un
segment de Oy, sur lequel les données sont les fonctions d’cspéce 3¢y,
o(v) et $(y) [formule (11)]. Le changement d’inconnue

u(z, y)=s(x, y)—e(¥)—xf(y)

nous raméne au méme probléme pour une équation de méme forme

avec des données nulles sur Oy.
Soit donc u, solution de (¢), nulle sur Oy, ainsi que sa dérivée :
la formule (12) nous montre que u est solution de I'équation

1 +1
(13)  u(=, )’)_f (2[,:_)1,)|

Ju(é, ) p . ; -
@mP@,)—%gl+c@ywuqn+ﬂ&yﬂ¢.

Nous allons résoudre cette équation par approximations succes-
sives.

. da . .

Si 35 existe et est d’espéce J¢, nous pouvons par un changement
d’inconnue [formule (40), § 47| rendre le coefficient a nul, c ct f res-
tant des fonctions Je. Supposons-nous donc placés dans ce cas; nous
fornierons alors la chaine d’opérations suivantes :

x —)P¥9r f(2, )
"0“/ z (2p+1)! dy? de,

. (22— )P+t Qreu, ,,
”’—f 2 (2p+1)! dy? %,

Envisageons le premier terme
_ (z = £t SN (= M 00 T [y
) fE e ). Tq‘rm}“[TJl

Un terme de u, peut s’écrire, par un changement dans 'ordre d’in-
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‘_‘)l_ ()"f s "'(_7;—‘(:)2”“(5—3)”+1 d
/; dy? ()y'/> Joo Gp+nl(eg+n)! ¢

(c et ffonctions de s, ¥). [ deuxiéme intégrale est égale a

o )2 pHq)F3 to
(z — <) f e (1 — )2+t dy
0

tégration,

(2p+n)l(2qg+1)!
. (@ — $)p+p)+s _ (2 — §)2p=ar+s .
T (2p4n)i(2g+1)! Bla(p+1),2 (q+l)]—[z(p+(/)+3]!

Donc, en changeant le nom de la variable d’intégration,
& — g3 g 91 f
"’“/ Zuf 2(p+ ) +3]! 0»”( 7)7”)‘{@

Supposons que, dans les résultats des opérations de dérivation, nous
ayons remplacé partout les dérivées par leurs bornes supéricures : le
résultat ainsi obtenu sera une série ¢ & termes positifs Si nous consi-

dérons la fonction z, obtenue en remplacant (;, 5 y) o );;qy) dans
’ . gr+icf . .

. ] N ) =
P'expression. de u, par G et sinous effectuons ensuite la majo

ration, nous obtenons la série ¢ plus une autre série ¢’ & termes tous
positifs et le module de u, sera donc certainement inféricur
4 o+ c’. Réunissons maintenant dans z, les r + 1 termes tels que
p+ ¢ =r : nous voyons alors que les séries majorantes relatives
& u, ct & ses dérivées en y seront limitées par celles qui sont relatives

a la fonction
_r (T e—r o/
- 2£ Zt (2r+2)! oy’ .
Cela fait, dans I'équation suivante

—_— )41 4
u?_f (’L‘ c)l+ ()/Culd
(2p-F1)L dy»

substituons U, a la place de u,, puis effectuons les mémes opérations

av 97 cf l'+‘lc‘3f ol s
que plus haut en remplacant dy/’(c oy > par o et ainsi de suite :

nous obtenons ainsi des fonctions U,, dont les fonctions majorantes
Journ. de Math. (6° série), tome IX. — Fasc. IV, 1913, 57
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auront toujours une valeur supérieure & celles qui majoreraient les «,.

Or (voir § 52)
” _ ( > /‘ 2‘ (.‘L‘ . E)'zl--q-u—l-l drculfds’
(2r+n-+n! dy" ~

e

2" " Jy”

f’ < K/zCn] (?l
D’ou
U, | < KHC”‘FZ 5

’

Jzprene (ar)! _ L (KCa® )"Zt-'*"'

v+ + 2y RY <F (re—+2)! R”

r

ce qui est le terme général d’une série convergente pour || < yR.
De méme

()m Uu . ( r — c)’l+l1+l 0?‘+Illc"/'[l
()VV’“ e f ,, r 4 n 4+ ‘\)I dym—l—l S
am U,,, (KC ’L‘2)” z 2+ o (r + m)]!
dy™ (rn—+2)! (2! Rrm

’

série étudiée antérieurement (§ 53). On trouve ainsi

o U,,l F(KC)tx2+2 (am)!
ay" (n—+2)! R/m

pour loutes les valeurs de « appartenant a un intervalle strictement
intérieura (— VR, + yR). Il résulte de 1a que la série u,+ w,+ uy+...
satisfait a Uéquation (&) (ol @ = o0), car celte série et loutes les
séries dérivées en y sont des séries entiéres en «. On a d'ailleurs (*)

-4
o 0 U, F (2m)! g

ovm < fArm x-e ‘
n=0 ’

Nous avons supposé @ = o. S'il n’était pas possible de ramener
I’équation primitive 4 ce cas particulier, on verrait aisément que le
raisonnement qui vient d'étre donné fournit également la solution

par approximations successives (*).

(1) l serait possible de former une limitation plus étroite.

(%) La solution, si elle est d’espéce J¢, ne peut étre qu’unique, car, si f= o,
I'équation () ne peut admettre que la solution identiquement nulle comme on
le verrait aisément par le procédé de I'itération.
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Proposons-nous maintenant le probleme de Cauchy pour un arc
de courbe T' d’espéce 3¢ [z = X(y)] et supposons que les coeffi-
cients deviennent, aprés le changement de variable @ = 2’ + X (y),
des fonctions Je, dans la région & définie par |2 | <A, « <y <.
Dans ces conditions si les données et la fonction X sont d’espéce 3¢, on
obtiendra la solution dua probléeme de¢ Cauchy dans le domaine
aly<B, lo—X(¥)|<!, | éttant le plus petit des nombres 4
et yR.

La condition relative aux cocfficients sera réalisée en particulier
§’tls sont des fonctions 3¢ par rapport al’ensemble des variables z, y
dans une région & contenant I'.

87. Lt prosreme pu protoxceMent. — La solution que nous venons
de trouver est dé¢linie de part et d’autre de la courbe T. Si, au con-
traire, on sc propose de déterminerla solution au moyen de ses valeurs
sur un contour (C) situé dans &, la solulion ne sera, en général, définie
qu'a Uintérieur de ce contour. Proposons-nous de chercher 4 quelles
conditions une solution déterminée dans une région intérieure i &,
limitée par un certain contour, est prolongeable au dela d’une por-
tion I' de ce contour ne comprenant aucun segment de caractéristique.
Nous dirons avec M. Holmgren que la solution 5 envisagée est prolon-
geable au dela de T, s'il existe, au dela de T, une solution réguliére 5/
de P’équation, telle que cette solution et ses dérivies premiéres se
raccordent avec 5 ct ses dérivées le long de T, c'est-a-dire que
Vensemble de s et de 5 constitue une solution réguliére unique
dans un domatne contenant & son intéricur la courbe T.

M. Holmgren a étudié le prolongement des solutions de U’équation
de la chaleur en supposant la courbe T' analytique. Nous allons
utiliser les résultats établis plus haut pour traiter le probléme dans le
cas de I'¢quation () en supposant tout d’abord que I' est un seg-
ment AB paralléle a Oy situé dans la région & o les coefficients de
Uéquation (&) sont d’espéce 3¢ en y.

La condition nécessaire et suffisante, pour qu’une solution régu-
litre de Uéquation (L), définie d’un certain cété de AB, soil pro-
longeable au dela de AB, est que les valeurs qu’elle prend sur un
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segment quelconque strictement intéricur @ AB constituent une
Sfonction e de y:

1° La condition cst évidemment nécessaire d’aprés ce que nous
avons vu plus haut; 2° la condition est suffisante. Soit en effet (o)
un contour (C) rectangulaire situé dans & et ayant un coté appliqué
sur AB, suivant A’B, le point A’ pouvant étre aussi voisin qu’on le veut
du point A (A peut &tre en effet sur le contour de «). z étant une
fonction 3¢ sur A’B, nous pouvons appliquer le méme raisonnement
qu’au paragraphe 83, mais en prenant des contours successifs (p,)
ayant tous un coté sur A'B, leurs autres cotés étant paralléles : 4 dési-
gnera alors la distance i ces autres cOtés et le raisonnement suivi
donnera une limitation valable méme sur les points de A'B (*). Ceci

03 . . . .
prouve que e est aussy une j'on,ctwn Je dans loul intervalle intéricur

@ AB. Pour un tel intervalle, on peut alors résoudre le probleme de
Cauchy qui définit une solution réguliére unique d’espéce 3¢ de part
et d’aulre de AB, coincidant avec la proposée d’un certain coté.

Au cas ot AB est un arc d’espéce e et d’équation x =X (y)le
théoréme est encore vrai en supposant que les coefficients deviennent
des fonctions je¢ au voisinage de ' =o aprés le changement de
variable x =« + X (). Donc l'énoncé donné plus haut s’applique
a un arc AB d’espéce 3¢ et a une équation ot les coefficients sont
JSonctions 3¢ en x, y.

B8. ETUDE DES PROBLEMES PRECEDENTS LORSQUE LES COEFFICIENTS SONT ANA-
LYTIQUES PAR RAPPORT A y. — Les considérations précédentes montrent
le rapport étroit qui existe entre la nature des coefficients d’une équa-
tion aux dérivées partielles et les solutions réguliéres de celles-ci.
11 suffit que les coefficients soient analytiques enx ou d’espéce 3¢ en y
pour que foute solution réguliére soit elle-méme de cette nature. Mais

(1) Avec une petite différence cependant, car la limitation de == sur lazxe

dy

. . S d3 .
des y devra intervenir dans la limitation de =, mais comme elle est cornnue

dz
d’avance, ceci ne change pas sensiblement le raisonnement; il suffit d’ajouter au
second membre de (10) un terme qui est de méme forme que les autres.
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les liens ne sont pas aussi étroits pour chaque espéce de fonctions et pour
chaque variable. Ainsi nous avons vu quel'analyticité des coefficients
en y n’entrainait celle des solutions que sous certaines conditions.
Etant donné un contour rectangulaire formé par deux segments de
caractéristiques et deux segments paralléles a Oy, si 5 prend sur chacun
de ces segments une succession de valeurs analyliques, 5 sera une
fonction analytique de y & l’intéricur du contour. Sera-t-elle prolon-
geable au dela des deux arcs ? En d’autres termes, les résultats dé-
montrés plus haut seront-ils également valables en remplacant le mot
Jonction 3¢ par le mot fonction analytique ?

La question qui se pose tout d’abord est de voir si, dans le cas de
'équation 8z = f, f étant analytique en y, la solution du probléme

Jdz . .
de Caucly, lorsqu'on donne = ct 5=, fonctions analyliques de y, sur

un segment de Oy est clle-méme analytique en y.

Or nous obtenons cette solution en ajoutant & Z, la solution z, du
probléeme de Cauchy pour ¢z = o, laquelle est bien analytique en y.
En est-il de méme pour Z, ? Si, sur un segment de Oy, nous avons

arf Mn!
ayt| < R

un calcul analogue & celui qui a été fait dans le cas des fonctions 3¢
(§ $3) nous montre que

JHZO
dyn

M st (n + /))' Ma? Z _atpl
B (2p-+2)!  Nhr R ep+2)!
]

P=-0

D’ou I'on déduit immédiatement U'analyticité. Mais nous pouvons
opérer autrement en écrivant

z (=)t orf(&, y) _ 2‘ (z—gyrrt  pl  0nfE ),
(2p +1)! dyr p! (2p+1)!  dyr

Si, dans le plan de la variable complexe ¢, nous envisageons 'inté-

grale
+o <+ ih
J,= [ e~ (=2 dt,

— o — il
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une intégration par parties montre (ue

2

Jy=— Py T (Jo=Vr).
Donc
alp+lpl . 1 »
P P I 1 T
—— p+1 T, _ — - 1 2(p+1) .
Y= (zp+1)!‘/ (2p +1)! NE( 4>f° e

Il résulte de 12 que la série envisagée peut se représenter par

(z— &) (z =801 1 92/, ¥) _pdt
Caym fz 4e ]P' dy? E

p=0

IR W Ty
== e - |

puisque f est analytique (développerent de Taylor). Donc

s Wl . ; -k @ il i} (x__g)z- (lt
(13) Z":_z\/E./o ($-q)61gf ‘ f[c_,)’——jﬁ—_ﬁ'

— % il

On démontrerait de méme que

+ o+ ih o -
S’ﬁ»-_-- f d’f et f [5,.y—(———~'”,"f) ]dz.
—w ik 4t -

Voyons comment doit étre choisi /.. Nous supposons que, dans la
région &, f cst, autour de chaque point, holomorphe dans un cercle
dont le rayon minimum est R. Il faudra donc que

x—E)? T —
(———, ,,(’ < R, t> ‘————:C l’
s 2yR
. . . X . ) .
ce qm alleusi 2> 17_}[‘ On prendra ki supérieur a la valeur maxima
de 121 dans 1a région envisagée. Dans ces conditions, il est manifeste

2\/_
que z sera une fonction analytique de y dans cette région.

Plus généralement, si, enposant y = y, + iy,, f(x, ¥) est une fonc-
tion analylique de y, quand le point (x, y,, y,) varie dans un certain

dZ,
domaine ®, qui se réduit & & poury,=o, Z, et —

T sont analy thUCb
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dans le méme domaine. Dans P'intégrale qui représente Z,, il faudra

prendre /> %’ d désignant la plus courte distance du point p
2 :

(7,5, ¥,) & la frontiére de la section du domaine par le plan passant

par p et parall¢le & y,Oy,. Dans ces conditions, si dans le domaine ®

ona|f|<F|z|P, on cn déduit

|Z | < Fl(l?"""z ,
T+ (p+2)

07,

Flax|e+t
oz ’

P+

Nous pouvons maintenant résoudre le méme probléme de Cauchy
(données nulles sur Oy) pour 'équation

. du .
ou__ad—x.—i-cu—i—j,.

dont les coefficients sont analytiques en y dans ®. Nous formerons la
suite d’approximations

du,
(14) ou, = o0, Sul_—_a;)—;—i-cuo, cens

. du, du, des f . i d
Uyy Uyy ... SETONL, a1NS1 que 92’ 97 " estonctions anaiytiquesde y

dans ®, et I'on aura (en supposant « positif)

Faz?
lllo\< >
2

On en déduit

ia% -+ Cley| < F(A:c-&- CTrz> < MFa.
o
e o < MESfon] _WFe
3! oz 2l
ou, J(Az* Ca? M*F 2?
a—();+cu, <M[‘<T+—L‘F> T
] < MzFx" duy M?2F &3
4! ox 3!

et ainsi de suite. On obtiendra ainsi deux séries absolument et unifor-
mément convergentes de fonctions analytiques de ) dans toute région
intérieure & @ et qui, par suite, représente deuz fonctions analytiques
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de y dans la méme région (*). On aura d’ailleurs, pour > o,

]| < F(eMr—1—Mz), .g% < F(eMv—1),

39. Sur pIFFERENTS PrOBLEMES DE PROLONGEMENT. — Cecl ¢tabli, reve-
nons & la question que nous nous étions posée. Si une solution de
Péquation (&), & coefficients analytiques en y dans le domaine
complexe ®, est analytigue en y sur les cotés verticaux d’'un rec-
tangle contenu dans la région réelle & de @, clle est prolongeable &
droite et & gauche; c’est-a-dire qu’clle constitue une fonction analy-
tique de y dans un domainc faisant partie de ® et contcnant le

-

. . ()u
rectangle. Pour s’en convaincre, il suffit de remarcquer que 5z S¢

réduit pour chacun des arcs &4 une fonction analytique de y (*). Mais
il ne suffit pas que = soit analytique sur un scul ¢été du rectangle
pour qu’elle puisse étre prolongée au dela suivant une fonction analy-
tique. Elle est prolongée suivant une fonction Je dont toutes les
dérivées se raccordent avec celles de la solution sur I'arc de courbe,
mais ce prolongement ne sera pas nécessairement analytique.

Dans le cas ou le contour (C) n’est plus rectangulaire, mais ot C,
et G, sont analytiques, les résultats précédents sont encore vrais si le
[(x—X,)

Xo— X,
fonctions analyliques de y, quand " appartient 4 un intervalle conte-
nant l'intervalle (o, /).

Si 'on suppose maintenant que les cocfficients soicnt des fonctions
analytiques de x et de y, les formules (13 ) et (14) nous montrent que
la solution du probléme de Cauchy avec des données analytiques
(et pour un arc analytique que nous transformerons en un segment

changement de variable 2’ = transforme les coefficients en

. . da . . . .
(") II va sans dire que si — existe, 1l convient de faire le changement

Jdx

d’inconnue qui annule a.

(*) On le voit en répélant avec trés pen de modifications le raisonnement qui
a été fait dans le cas des fonctions J€, On prendra alors des contours successifs
formés par les cotés verticaux du rectangle et les paralléles au coté horizontal,
A chaque dérivation, il s’introduit & la fois la distance d a ce coté, au premier
degré, et le nombre n (et non plus n?): ces deux fails sont connexes.

Ceci résulte aussi de ce qui a été vu dans la deuxiéme Partie de ce Chapitre.
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de Oy) scra clle méme analytique, ce que nous savions déja par le
théoréme classique.

Si s est donné par ses valeurs sur un contour (C), ces valeurs étant
analytiques en y sur G, et G,, la solution du probléme de Cauchy
sera possible pour tont segment paralléle & Oy et intérienr a (C) ('),

. Js . } . _ . .
puisque —— scra fonction zu’mlyllquc de y sur c¢ scgment; clle sera

v *
possible aussi pour un arc analytique intéricur & C et méme pour C,
et C,. Larésolution du probléme de Cauchy nous donne alors une fone-
tion analytique de x cty, coincidant avec la solution proposée. Ponc

Fig. 13.

B, P B,
Al A DM A, |A;
Plan réel
B, 0 B%

le prolongement est possible,velativement i I'ensemble des variables «,
v, alintéricur d’une bande comprise entre les deux caractéristiques
qui comprennent les deux arcs C, ct C, du contour (C).

Le prolongement est-il possible ¢galement au-dessous du seg-
ment A A, de caractéristique? Pour cela, il est tout d’abord nréces-
saire que la valeur prise sur celui-ci soit une fonction analytique
de x. Rechercher les conditions suffisantes serait un probléme assez
difficile. Bornons-nous, par excmple, au cas de I'équation de la cha-
leur ¢z = o, avec un contour rectangulaire.

Si,surunsegment A A}, intérieur 4 A, A, (fig. 13), lavaleur de sest
une fonction analylique de x,nous pourrons d’une infinité de fagons

(') Nous avons déja vu ceci dans le paragraphe 54 méme pour les ¢quations

non linéaires. Le résultat relatif au prolongement est également vrai pour les
équations non linéaires.

Journ, de Math. (6° série), tome IX. — Fasc. IV, 1913, 58
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prolongcrlasoluuomu dessousde A’ A, suivantuncfonctionanalytique
de x, mais non de y,si les valcurs de 5 sur ACct BD sontquclconques.

Si, en effet, nous prcnons un point M sur A, A, nous connaissons en M
n+41 - Js

y b oy quel que soit n: 5 et o— sont sur arc PM
des fonctions 3¢, méme an point M, et nous pouvons, d’une infinité¢ de
facons, les prolonger au dclit de M, de fagon & obtenir unc fonction 3¢
sar un segment PQ (woir paragraphe suivant). Alors la solulion du
probléme de Cauchy relalif & ces données ct au segment PPQ nous
donnera une fonction qui coincide avece la solution au-dessus de A, A
et sur A A, lni-méme, ct qu1 sera analylique en .

Le cas oti I'on veut avoir un prolonucmonl aua/thm’ en x el ya
¢té traité par M. Lalesco. La valeur de la solulion sur toute caracté-
ristique doit étre une fonction entiére d’ordre = 2 et sa connaissance
suffit & déterminer la solution de part ct d’autre de la caractéristique.

les valeurs de

60. Ux prOBLEME RELATIF A LA PUYSIQUE MATHENATIQUE. — Quelle
doit-étre la nature de la donnée sur A A, pour que 5 puisse Clre
prolongeable au-dessous de A A,, de facon a prendre des valeurs
déterminées sur les prolongements A B, et A,B, de A, B, et A,B,?
En d’autres termes, si I'on se reporte & la signification plysigue du
probléme : élant donnée la portion d’un milicu indéfini limitée par
dcux plans paralléles et dans laquelle on étudie la distribution de la
température supposée uniforme dans chaque tranche paralléle a ces
plans, connaissant la température initiale en chaque point et la tempé-
rature des deux plans frontiéres & chaque inslant, cuelles doivent étre
ces données pour que I’état du corps puisse étre considéré comme
résultant d’un état antéricur a Uinstantinitial? Cestle probléme que
s'est pos¢ M. Appell, dans le cas d’un milieu indéfini dans tous les
sens.

L’étude de landlytlclte va nous donner ici une condition néces-
saire : envisageons le plan de la variable complexc w ( fig. 14) ct mar-
quons sur P’axe réel le segment A, A, = A, A,; les valeurs prises par.z
sur A, A, doivent dcﬁmr une fonction ®(x) analylique dans le
carré de diagonale A A,, continuc sur le contour du carré. Ceci
résulte de ce que nous avons dit dans le paragraphe 43 (en note).

Cette condition est aussi suffisante. Your le voir, remarquons tout
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d’abord que si ® (x) est une fonction analytique de « satisfaisant 4 la
condition que nous venons dc¢ donner, I'intégrale

(r—;)‘

K(x,y)= f»\/n'f e T D (E) s,

@, el x, clant les abscisses de X, et Ay, st unce fonction analytique de
dont la valeur peut étre calculée en prenant pour chemin d'intégra-
tion la ligne brisée A, PA, : quand y tend vers zéro ct # vers z,, @,
¢tant un point intéricur au carré ou sur son contour, U'intégrale tend
vers @ (#,) (nous pouvons supposer @ nul en A, et A,).

' Fig. 14.

A

Plan de x

Cela posé, soit O le milieu de A, A,, que nous supposons a 'ori-
gine (fig. 13): effectuons lc prolongement, au-dessous de A, A,, de
la fonction z (0, y). Pour cela posons

P(z)=ay+ a, & + ayx*+. ..,
O(iz)=a,+ i,z —a,x* .. . =o(x?)+ lod(a?).
d"s(0, ¥ , . .
d—y",'l’ poury = o, est égale a (2n)!a,,: pour avoir
une fonction de y, définie pour y<o, et dontladérivée nime, poury = o
Y, y s | Yy )

iy )5
soit égale 4 a,,, formons une solution ' de '¢quation —= o3«

92 T 9y
prenantsur A, A, lavaleur ¢ (%*)ctsur A, B, A, B, des valeurs y, (),
%2 ()

Onaura,aupoint O, =—

La dérivée

an -/
’() - _(~|\" =(2n)! a,, Parconséquent,
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5'(0, y) constitue un prolongement de z (0, ¥). Nous constituerons
de méme, avec la dérivée par rapport & x d’unu solution 5” prenant
sur A A, lavaleur z ¢(%*), un prolonounmtdc (o,y) Soient f(y)
et g(¥) les fonctions ainsi calculées.

Remarquons que © a unc valeur bien délerminée aux points A,
et A, : en cffet, daus le plan de la variable complexe @, ® (ix) est la
valeur de @ au pomt obtenu cn faisant tourner le pomtda])scwsc &£
de go® autour du point Q. Done ¢ (#}) + f, b (w}) = @ (A"), A’ étant
sur le contour du carré. Or, nous avons supposé¢ @ conlinue sur le
contour du carré. o est donc continue en A, et A, et nous devrons
choisir y, et y, sc raccordant avec ¢ en ces poinls. Méme raisonne-
ment pour ¢,

Formons maintenant la-solution 3, du probléme de Cauchy relatif
a I'équation 65 = o, aun segment POQ ( fig. 13) et aux données f(y)
et g(y) : cetle solution prend évidemment la valeur @ (o) sur A, Ay
elle est définie & Pintérieur du contour B\AA,B, ct sur les
cotés A, B, A, B, eux-mémes. Zn effet, en un point de OQ), on a

20~ n gl jen-bl = W1 Wl
T = e e =0

ct par suite, x étant réel, ou peut écrire
3,(x,y) = partie réelle de [ 3" (iz, y) — is"(iz, y)dx].

Or, cette fonction est définic et conlinue méme pour x = x, ct
@ =, (icl x, = — x,) puisqu’on oblicnl pour ces valeurs de & le
point A’ et son symétrique, de sorte que 3 "(imyy y) et 3 (izy, ¥), par
exemple, sont les valeurs de 3’ et 5” au point A’. Quand y tend vers
zéro, d’aprés ce que nous avons dit plus haut, 5'(ix., y) tend vers
¢ (A') = o (— x?), quantité réelle, car, si nous avons représenté s’ par
des fonctions 5 et , la fonction % seule intervient ici. Donc pour
x =, et y=o, la partic réelle de ='(iz,y) esl 9(— x;); de
méme z"(iz, y) prend la valeur iw,d(— x}) et, par suile ecn Ay,
z, prend la valeur

9o(— @) + 22 Y (— 23) = P (xy).

Nous trouvons donc bien ainsi une fonction prenant la valeur ¢ (x)
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sur A, A, ct des valeurs continues sur A, B, A,B,, s¢ raccordant
avec @ en A, et A,.

V. — Sur un théoréme d’existence.

G1. IMposSSIBILITE D'UN CERTAIN PROBLEME RELATIF AUX SOLUTIONS ANALY-
mgues. — Nous allons envisager maintenant le probléme du pro-
longement analytique dans le cas ol I'on se¢ donne les valeurs de la
solution sur deux arcs de courbes analytiques sécants. Si nous nous
bornons a 'équation de la chaleur % — %;— =0, le probléme sera
donc le suivant : peut-on obienir une solution de cette équation ana-
Iytique autour d'un point du plan et prenant des valeurs donndes
sur deux arcs de courbes analytiques passant par ce poiit? Cette
(question a été envisagée dernicrement par M. Levi, qui a trouvé
quelques cas d’exception, mais qui n’a pu décider si le probleme était
possible en général. Nous allons montrer que, en général, le probléme
est impossible.

Bornons-nous 4 un exemple simple, en supposant que les deux
courbes soient 'axe Oy et la bissectrice OR de Oy et que la solu-
lion doive étre nulle sur Oy. On peut toujours supposer cette der-
ni¢re hypothése réalisée, car, sila donnée est ,(y) sur Oy, il suffit
d’envisager la solution 5 — ¢, { étant une solution analytique prenant
la valeur @, sur Oy. Soit donc ¢ () la valeur sur OR avec la condi-
tion ¢ (0)=10. Si la solution cherchée existe, clle doit se réduire
sur O.x & une fonction impaire enticre § («). On aura

+w _lr—Ep

1 ,
L —¢ T () de.
aVnd_o Vy

Lcrivons que, sur OR, s prend la valeur ¢ (y). 1l vient

s(z,y)=

+ @ i\'-‘EI’
! - ‘ (4 L(Z z
—= | = b de=¢(y);
2\/7‘: — \/y
4
¢ étant une fonction impaire, le changement de la variable % en — ¢
montre que

% (v4-E2

1 1
—_——= —_¢e
2/nd_. Vy

Wy

(D) di=09(y),
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¢ est donc la demi-somme des deux intégrales, ct la fonction ¥ satis-
fait & équation '

. e _r 8

e sh S (L) dF ==
2\/7-rf ¢ ‘e shzq/(‘))dg-_cp(y).
Posons

. ®
&, WX
Sh-;‘qJ(C,):C_de“c.ﬁ”,
n=a
¥
P

¢t o(y)=yrIa,y",

puis faisons le changement de variable & = 2¢yy. Il vient

+ o
1 . R }
ﬁ (!_".‘.: o 22(/L+I)l-(/t+l)y/z dt :‘\_'a"’),u.
-0
Or
+w ,
. 1.3, . (ean+) ~
o= ¥ p2{n+41) _—
f e Pt dy = ———— e —— VT,
—_—w
donce

®©

- «©
Wl p LY
ZI Be(2n1)a, ottt yn :Za”)’“,

n=0 n=un

par suile

. a,
%= gty 3 (2n+1)
Or nous avons posé
$(x)= z -Xa, 2,
sh =
2

et § () doit étre une fonction enticre d'ordre = 2. Par conséquent, i/
est nécessaire que la fonction

*x

x? 2 a,z*
B K
x 2"1.3...(2n +1)
sh P

soit une fonclion entiére d’ordre = 2. 1l est clair que ceci 1’ aura pas
. ) s x , . .
lieu en général, car sh>admet pour zéros les points x = 2Kx/, et

il faudrait tout d’abord que la série £ admette ces zéros.
Donnons d’ailleurs un exemple simple de I'impossibilit¢ du pro-
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x? :
bléme. Prenons f(z)= ——- Alorsnos formulesnous montrent que
sh =
2

y
. )‘-'"" 5 . " . : . '
5(y)=—2ye ‘. Nous avons ainsi une solution unique, nulle sur Oy

et égale sur OR & unc fonction analytique. lille se réduit sur Ox & f(x)
non enticre; done elle n’est pas prolongeable au-dessous de O x.

62. Cas oU LES AKCS DE COURBE NE SONT PAS sECANTS. — Qu’arrive-
rail-il si les arcs de courbe portant les données n’étaient pas sccants?
Soient A, B,, A,B, ces arcs, compris entre les caractéristiques
A A,, B,B,. Nous avons vu que si, en envisagcant un contour (C)
formé par un segment de caractéristique et deux arcs analyliques, on
se donnait la valeur de s (celle-ci étant analytique sur les deux arcs
analyticues), la solution étaitanalytique enx el y et exislait dans toute
la bande limitée par les caractéristiques extrémes. Par conséquent,
dans le cas actucl, si nous nous donnons une fonction arbitraire
représentant la valeur de s sur A, A,, la solution, prenant les valeurs
données sur le contour (C) formé par B, A, A,B,, répondra i la ques-
tion : sur toute caractéristique coupant A, B,, elle se réduit & une
Sonction entiére d’ordre < 2.

Il est intéressant de voir comment ce probléme peut étre rattaché a
la théorie des ¢quations fonctionnelles. Supposons que A, B, et A, B,
soient des segments paralleles a Oy (z=oetx =17) et soit a,a, un
segment dc caractéristique (y = y,) qui les coupe. La détermination
de 5 revient a celle de la fonction enti¢re ¢ (x) & laquelle z doit se
réduire pour y = y,. Supposons-nous placés dans le cas ou les don-
nées sont zéro sur A, B, ct ¢ (y) sur A,B,. {(«) sera impaire et, au
point a,, nous devrons avoir

d“‘hp . ,‘E'_(E
dxin x:/t- dy/t y=y,.'

Donc ¢ satisfait a la relation

¢(/1+x)-|—¢(h—x):2(—aﬂi dn(ﬁ =w(zx?),

on en déduit aisément que { () est une fonction impaire, solution

v
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de U'équation fonctionnelle
(15) Vzr2h)—d(z)=¢g(x), gl@)=wl(z+A))

I’¢quation (15) est unc équation envisagée par Abel. Si W' (x) est
une solution quelconque de cette équation, on vérific sans peine,
U(z)—W(—z)

2

d’apres la forme de g, que est une solution impaire.

Ceci nous montre que 1’équation (15) admet une infinité de solu-
tions d’ordre S2. Il est clair qu’clle ne peut pas admettre de solution
d’ordre inféricur a celui de g.

Si nous avions pris comme données z,(y) et 9,(y), nous aurions
obtenu '

Ylz) + (=)= f(2?),
(A +a)+d(h— )= g(2?),

f et g ¢tant des fonctions entiéres d’ordre S2. Ce systéme admet
pour ¢ une infinité de solutions, parmi lesquclles il y en a une infi-
nité qui sont des fonctions enlicres d’ordre S2. Si f et g sont
d’ordre 2 — a, ) ne peut étre d'un ordre inférieur.
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NOTE SUR LE CONTOUR RECTANGULAIRE.

Cette Note a pour objet d’établir, dans le cas du contour rectangu-
laire, les résultats qui figurent dans les paragraphes 4*, 8%, 6*, 7*, 18
(cf. aussi § 34).

Lorsqu'on fait I'étude des solutions de I'équation 8z = £, toutes les
questions concernant ’existence des dérivées au bord et la limitation
de leurs accroissements sont, en effet, particuliérement simples &
traiter dans le cas d’un contour rectangulaire. Une simple transfor-
mation de coordonnées, qui ne change pas la forme de I'équation,
nous perinet toujours de prendre, comme équations des cotés du
contour, y =0, £ =0, & = a, soit Oz, Oy, AB : les données res-
pectives sont ®(x), ®,(y), ©,(y).

invisageons tout d’abord I’équation 8z = o et, comme au para-
graphe 8, formons la fonction z prenant sur Oz la valeur ®(x), puis
posons 5 = 3 + 3,, avec

Y L,
(n) z.::z\’/;t_f ( z )16 =) o () dn
0 y—n 2
Y (r—a)s
+ ! f a—xxe_“y_mq)g(‘n)d'n,
2\/; 0 (),_.n)i

9, et 9, étant les solutions du systéme
1e~‘("_“’r92(s)ds [Fi(0) =0],
(n—s)?

a

- ;o
@, (n)— 70, 1) = F, (n) = ¢, () -+ 2\5[’

«?

2 e T g (s)ds  [Fy(0) = o]

3
(n—s)*

Le grand avantage de ces deux équations est que les deux intégrales
sont indéfiniment dérivables par rapport & y, si 9, et 9, sont continues.
Par conséquent, st F;(y), (1 =1, 2), admet par rapport & y un
accrotssement d’ordre «, c’est-a-dire si I'on a

[F:(y) = Fe(n) | <(L) ]y —n Y

il en sera de méme de ¢;. De plus 9;(0) =o et |¢,(y) | < (L),

Journ. de Math. (6* série), tome IX. — Fasc. 1V, 1g13. 59

- 1 k]
®,(n)—z(a,n) = Fy(n) = ¢s(n) + 2\/;/0'
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oG oJU ¢gH
Proposons-nous, par exemple, de calculer — = 5= — 5=- Nous
oH
mettrons - sous la forme (cf. § 4)
oH L e
(1) —_—= '—Tf ——3€ Mo (s;@,y)ds
dx 2\/7f " (s_-n)'z
! Y a—i e
+_—"f —5 ¢ " Ve (s @, y)ds,
2V, (s—u)?
(E' ct 52 étant données par les deux équations
“;‘.,—':T' _ ¥ e
—_— xe___J' :(P‘(s;x,y)_*,_ ;_f __a_a.e Al ~x) Qg(l;l',')’)dt,
2(y —s)? 2T (e—s)
{rt— a1
— z)e to—=% - ¥ A,
uﬁ——,—~ =0y (s32,y) + ;_f —a—:,e Y= o (ke y)dt.
a(y —s)? 2/nds (t—s)?
Posons alors
a? (a0 — a8
- =y _ Ve iO=T
(21) @l:——- ﬁ——-‘———‘ +d{|| C?z: (a J)e (: +'.p2.
2(y—s)? 2(y—s)?

Les ¢quationsen 9, ct 9, deviennent alors des équations en {, et J,
avec les mémes noyaux; dans la premiére, par exemple, le terme
connu sera

at (a—~r)?

1 ¥ a -— a—.r -
’_\/\ :—‘e bil—vs) _ ;‘8 -.(y-—-()dl’
2VEJp (L) 2(y—1)?

et ceci est une fonction continue de s, x, y pour sy et x <a, et
qui, pour x = a, a une limite qui est continue en y et s. Donc, ce terme
est partout (') continu pour 0SsSy. De méme pour la deuxiéme
équation. Par suite, {, et ¢, seront partout continues et I'on pourra
écrire, g, élant partoul continue,

G . ; \
O - R B NG TN B A CRTE o)

(1) Quand nous emploierons dans cette Note le mot partout, nous entendrons
par la : dans le rectangle, contour compris. D’autre part, la lettre y (ou ') dési-
gnera toujours un nombre compris entre zéro et un, sinon il peut s'introduire
pour la valeur un des termes logarithmiques, comme au paragraphe 43.
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JH
%’
9, et %, respectivement par les deux premiers termes des formules (2')
[cf. § 4, formules (g) et (11)].

Passons maintenant a 1’étude des accroissements : commengons
par étudier les accroissements de z par rapport a .

Sil'ona(A>o0)

h, ¢tant le terme obtenu en remplacant, dans I'expression (1') de

|® (2 + 4) — ®(x) | < (L)A%,

la fonction z( + A, y)— 3(, y), solution de &5 = o, nulle a I'infini
et dont le module est <<(L)A* sur Ox, admettra partout cette limi-
tation (§ 18).

Quant & 3, pour I'étudier il nous suffit d’envisager la premiére
intégrale 5 de la formule (1), 'autre étant analogue. Or, sil'on a

() [ 3R, y) — (40, 7) | < (L)Y,

la fonction 5(@ + ,y) — 3(x,y), solution de ¢z = o, admettra par-
tout cette limitation, puisqu’elle Padmet sur Oy et est nulle sur Ox
et & 'infini. Cela posé :

Y
1° Si|AF;| < (L) Ay*ona |3, (x+h,y) — 3, (z,5)] <(L)AY. —
En effet, Ay, satisfait & la méme inégalité que AF;. Ecrivons alors

a2

N7 . y — o
A= el ,_) [ z e "M dn+ l_f x(‘pl(m cP'gy)e Hry—m) gy,
2\/7‘( /o 3 [ (Y—‘n)i

(y—n)? »VE

Si nous appelons 3, et 5, ces deux intégrales, nous avons aisément

Th(y— )

Ao
l-’t(w>—~*t<+o,y>|=b"7(~;ﬁ—'fo”%ds, [=725]

Or’

Y
2,(¥)| < (L)y*. Si donc nous posons A*= 4Ny, le second

I QP
membre sera inférieur & (L)AYA ’f f\/—_ds. Le terme en A reste
o s

toujours fini et I’expression envisagée est donc << (L) A".
D’autre part 3,(0,y)=o0 et |5,(&,y)| < (L)AY, comme on le voit
par le méme changement de variable. D’aprés ce que nous avons dit
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plus haut, l'accroissement de 5,4+ 3, =23 est donc d’ordre y, I'iné-
galité (/) étant vérifiée : d ol l’accronssemcnt de z,.

2° Si |AF;|<(L)Ay_’_, 3—2 existe partout. — On a, en effet,
d’aprés la formule (7) du paragraphe 2,

9 __uly)
dz vy ’
. . - 03, T
et ceci tend vers zéro avec y. Sil'on calcule-(-);, on constate immédia-
tement que cette intégrale est continue et tend aussi vers zéro avec y.

dz .
ﬁ_‘- est donc continue au bord (*).
3° Si F; ewiste (avec T(0) = o) et si | AF; < (L)Ay, T t()):y.

existent partoul el I%—;’(x +hyy)— oz‘ (x ¥) ‘ < (L)Y, — En effet,

d’apres (2), 7; existe et 9,(0) = 0; donc, 5 ¢tant le premier terme de 3,

x?

Y Y 4 ———
%%:f\-/%[ (3) (o, n32,¥) 0, (n)dn= :/Ef (),_f,n)%e Y= of () dhn,
et 'on est ramené au 1°.

Envisageons maintenant les accroissements A par rapporta y.

° Si |AF:| < (L)AyY, on « |As| < (L)AyY. — En effet,
lo:(y)|<(L)y" et, d'aprés la formule de limitation (G), § 2, des
intégrales 5, | z,(0, k)| <<(L)AY.La fonction z, (x, y + k) — 5,(x,y),
solution de 8z = o0, se réduit sur Oz 4 z,(0,k) et sur les cotés
verticaux a F;(y + k) — Fi(y). Elle adonc partout la limitation (L) 7.

(') On déduit alsémenl de la les formules de la dcuxi¢me Note du paragraphe 5* : en effet,

avec les notations de cettc Note, on a alors |A;'|<(L)Ay 2 , d’our la limitation de %;—‘

()." Si @ () est simplement continue, on pose v, = ¢,+ ¥, les fonctions §; et y, étant les
soluuons des équations (2) dans lesquelles on prend pour premier membre @, (7,), puis — Z(0,4)

et

[et — z(a, 1)]. Alors &,(0) # o et il s’introduit -’—_ dans la limitation des intégrales -(r;
Vy
portant sur ¢; De plus z d; ) est de la forme ?C dans les intégrales 3 portant sur y,, on

décomposera V'intervalle d’intégration en deux intervalles égaux (0 'Z) (—, y), dans le
premier on dérivera le noyau, dans le deuxi¢me on appliquera la formule () (§2), ct 'on

Jz _ &
aura ainsi Pria ‘/; (% continue partout).
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. . . ds .
5° Si F; existe [Fi(0) = o] et si |AF;| < (L)Ay", 5 —1 existe par-

lout el |A—| < (L)Ay". -— Méme démonstration, en consuierant 0_y
comme solution de ¢z = .

6o Si |AF|<(L)Ay, on a |A |<(L) T, el enfin si

adi 23 .
i|AF',|<(L)Ay T, 0‘; 03/ existe partout. — En effet, on a

.(_).:).:_'_fy ! e 6ur:-/1)(?( ) dn,
oz Ve Jo Vy—m

Cette intégrale est une solution de &5 = o, nulle sur O et 4 I'infini,

et se réduisant sur Oy & la fonction — f () dn,laquelle admet

Vy—n

. 1 . )
un accroissement d’ordre - si I'on ne f.ut aucune hypothése sur ¢, et

+1 . .
d’ordre L;‘" si 'accroissement de o) est d’ordre - 1l est inutile de

J%z Jd 0s,
reproduire ce calcul facile. Ouanta 5 d), =0 Iy ,1lsufﬁt pourcons-
tater son existence partout dans le cas indiqué, de reproduire sur 9

dy
(voir 3°) la décomposition du 1° et le raisonnement du 2°.

Nous pouvons donc, en nous rappelant ce qui a été fait sur s rela-
tivement & y (') (§ 7), énoncer les résultats suivants, qui servent &
I'étude de 'équation r = f(x,y, 3, p, ¢)

Si @, d’, @" existent, avee | A, | < (L) Ay? et |AD”| < (L)AxT, on
a, par rapport a x,

(3)  |As|<(L)Az, lAg—%|<(L)A.z, ) Az,
et par rapport a y
93 1+
| 43| < (L) Ay, ]A0—$<(L)Ay~, |A ]<(I>Ay

Y +1
Si|AD; | <L (L)Ay et si ®” existe, avec |AQ"| < (L)AzY, on a

1+(

asi<tydy,  [af<wiayn  |afE|<way

(') L'accroissement de Ii,- dépend en effet de Cel_}li de @; et de celui de z,
puisque Fy (y) = ®@(y) — (0, %), Fo(N) =0 (y) — 5(a,y).
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Ces deux derniers cas peuvent se réunir dans les formules
, - , Jds s
@) 1ssi<myay [ag<wars [agE<wa

B étant le plus petit des nombres = et 1 — .
2

Passons maintenant & 1'étude de I'équation ¢s = f. Si f satisfait
la condition (33), paragraphe 45, il résulte du paragraphe 14 et des
formules (3') que les inégalités (34), paragraphe 15, sont vérifiées
avec Y =Y. Envisageons maintenant le cas qui se présente au para-
graphe 33, a savoir

Y
S(z,0)=0, [flz,y)|<Ky* |flz+hy)—[flz,y)|<KAT.

Nous avons alors, U ¢tant toujours la solution fondamentale (wvoir
JZ

(4) S==—/(z,y)—

oU .
—_— - R - d
()‘)/ s ()‘}, [f(‘i’ f)) f(x’ n)] S

¥
2\ ‘
! " d ,—4(;—'0) ) d-
-+ 3 ¢ Slryn)dn+....
[l\/; 0 (),_.n)z

le terme non écrit étant une intégrale analogue a la précédente. Si
nous voulons avoir la solution Z, de ¢z = f, nulle sur le contour,
solution partout réguliére puisque f(x,0)= o0, nous ajouterons
a Z la solution z, de 0z = o, nulle sur O« et prenant sur les cotés ver-
ticaux Oy et ABla mémevaleur que —Z. Donc, d’aprés la formule pre-

\ 03 Py . 1 1, .
cédente, —5}‘3 se réduit sur O, Oy, AB, i zéro, — = f(0,¥), —;./(a; ¥):

par suite, %;—" sera donnée par les équations (1) et (2), dans lesquelles
on a posé

lh(-n):—éf(o,ﬂ), Fz(“ﬂ):-—;l-‘-f(a,-n)_
@,(n) peut donc s’écrire

gu(n) =— = f(0,1) + = b (),

¢, étant une fonction continue, qui, ainsi que sa dérivée, est limitée
Y

par (L)K#?®. Nous avons pour =, des conclusions analogues. Donc,

pour avoir %?'}-/9, il suffit de remplacer dans la formule (4) les intégrales
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simples par

x ! 7 x —"—(-;;15_71_)-5 — n)] <+ ! d
) 4«&1[ I mm = fomiTmid
Zo

et une autre analogue. On voit alors que %}7 contient des intégrales

E)
2

. Y )
simples limitées en fonction de Ky*. Quant & I'intégrale double, elle
admet une limitation analogue, car elle se compose d’intégrales I

et IYM s [voir § 8, formules (24)].

13

Voyons maintenant les accroissements par rapport a  : nous aurions
a faire la décomposition de I'aire d’intégration, qui est figurée dansla
figure 6°* du paragraphe 13, avec uneanalyse analogue a celle du para-

graphe 14. La partie de I'accroissement de —=, qui est relative a I'ac-

croissement de f(x, y)dansl'intégrale double, se détruitavecle terme
correspondant des intégrales simples, comme dans le paragraphe 14.
Il ne reste donc que les accroissements résultant de l'accroissement
de U : ils sont << (L)KAY, en ce qui concerne Pintégrale double.
Quant & l'intégrale (5), elle se déccompose en deux parties : celle qui
contient {, admet une dérivée contenant K en facteur, et I'accroisse-
ment de l'autre se traite par une méthode analogue a celle qu'on a
suivie au paragraphe 14 pour l'intégrale (32”); il est donc inférieur
a (L)KA2a?. Donc

|AZ, | < (L)K Az, 'A%é‘l <(L)K Az, ’ %/7 < (L)K Aat,
1 YA Y+1 o7, Y
|Zy| < (L)Ky? ", !'5;“ <(L)Ky*, 7)—yﬁ <(L)Ky*

Ce sont les formules qui nous ont servi dans le paragraphe 85 | for-
mules (771) et (72)] et qui interviennent a la seconde approxima-
tion [premiére formule (60)], la premiére approximation donnant
évidemment lieu aux inégalités (3) ou (3'), puisque c’est une équation
de la forme ¢z = o (), dont la solution se forme comme il a été dit &
la fin du paragraphe 7.

Les Chapitres IV et V paraitront en 1914.




