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SUR LES SYSTÈMES DE RÉSERVOIRS. 171 

Sur les systèmes de réservoirs 
et divers problèmes d'Algèbre et d'Analyse corrélatifs ; 

PAR EDMOND MAILLET. 

I. — Introduction. 

J'ai étudié antérieurement (') les systèmes de Λ réservoirs S,, ..., 
S,

n
 en envisageant surlout les réservoirs de liquide dont la surface est 

libre, et dont les dispositifs de communication ne sont pas noyés, et 
supposant que chaque dispositif ne réunissait que deux réservoirs. 

Mais d'abord, il pourra arriver pour les liquides que certains dispo-
sitifs soient noyés, c'est-à-dire que le débit du dispositif qui fait com-
muniquer par exemple S, et SA dépende des niveaux z-n zk de ces deux 
réservoirs; d'autre part, des problèmes de même nature se ren-
contrent dans la théorie des gaz et dans celle de la chaleur, probable-
ment ailleurs encore; enfin, certains dispositifs de communication 
peuvent être établis de façon que chacun réunisse un nombre quel-
conque de réservoirs, en sorte que S/ perd ou gagne par ce dispositif 
un débit dépendant des niveaux, pressions, etc., de ces réservoirs 
(exemple : conduites branchées ou maillées dans les distributions 
d'eau). On est ainsi conduit à envisager l'étude de ce problème 
général : 

Soient η objets ou réservoirs S,, ..., S
rt
 qui jouissent d'une pro-

priété ou d'un état défini pour chacun par une certaine quantité 
caractéristique variable z

n
 .... z

n}
 qui s'influencent rèciproque-

ment, et dont chacun peut subir, en outre, des actions extérieures 

(*) Voir, par exemple, Comptes rendus, i3 juillet et 23 novembre 1908; 

Journ. de Math., 1909; Journ. École Poiyt., 1909. 
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fondions des quantités z,· ou du lumps l. Quelles sonl les variations 
de ζ,, ..., zH ? 

il s'agira généralement (1e «réservoirs d'énergie, qui échangent de 
l'énergie, et en perdent ou en gagnent au dehors, dans des conditions 
convenables. 

D'autre part, les diverses questions que soulève cette étude con-
duisent à une série de problèmes d'Algèbre ou d'Analyse. 11 convient 
d'abord de poser ces problèmes sous une forme aussi simple et aussi 
générale que possible pour l'analyste. Ainsi, dans le cas des liquides, 
les débits des dispositifs de communication peuvent avoir, d'après les 
formules usuelles, des expressions assez différentes, multiformes, qui 
pourraient conduire, pour un même système de réservoirs, à plusieurs 
types de systèmes d'équations différentielles et à une grande compli-
cation dans les recherches. De plus, les formules usuelles pourront 
être légèrement modifiées plus tard, et elles ne s'appliquent qu'à des 
types de dispositifs de formes assez régulières et spéciales. C'est là 
une difficulté qui relève surtout de l'Hydraulique théorique et expéri-
mentale et de la Physique, qui se présente d'ailleurs souvent dans les 
problèmes que la nature offre à l'analyste, et qui peut, une fois résolue, 
n'être pas toujours appréciée à sa valeur. Enfin, on doit encore désirer 
donner aux équations fondamentales une forme assez générale pour 
que les propriétés qu'on en déduit aient, avec le moins de démonstra-
tions possibles, des applications mécaniques et physiques aussi variées 
que possible. 

J'ai réussi, pour des cas très étendus : i° à établir les systèmes 
d'équations différentielles et implicites du problème général précité; 
20 à montrer que, avec une alimentation limitée, les quantités ..., z

H 

restent limitées si, bien entendu, les communications internes et 
externes sont convenablement disposées; 3° à étudier la stabilité du 
régime permanent, les petites perturbations périodiques et les régimes 
voisins de ce régime. 

La base de mes recherches est le postulat (') suivant que j'ai' 

(') Seconde Notice supplémentaire sur mes travaux scientifiques, Paris, 
Gauthier-Villars, 1909, p. 19. Je Pai déjà indiqué sous une forme moins géné-
rale dans des écrits antérieurs (par exemple, Journ. École Polyt., p. 52). 
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adopté : le debit d'un dispositif de communication de deux réser-
voirs S,, So (et de deux seulement) est habituellement, sauf dans des 
domaines limités, une fonction univalente | mais qui peut être multi-
forme (')l de-, ct-o, croissante de z

n
 décroissante (ou non crois-

sante) de So, quand > z.
2

, z
t
 et z., étant les quantités caractéris-

tiques de S, et S3. Ce postulat est d'accord avec les faits connus 
(Bazin, Boussinesq, Parenty, etc.), même quand le dispositif est 
un siphon, cas où le débit est bivalent dans un domaine limité; il 
pourrait conduire à des expériences de vérification. 

Une formule de M. Bazin, relative aux déversoirs noyés, en hydrau-
lique des liquides, semble être en contradiction partielle avec ce pos-
tulat. Or, il se trouve que les expériences corrélatives concordent au 
contraire avec lui, par suite, naturellement aussi la formule dans 
les limites où elle se trouve établie. 

Plusieurs fois j'ai rencontré des problèmes d'Algèbre et d'Analyse 
que je n'ai pas complètement résolus, ou dont la portée peut être 
rendue sensiblement plus générale qu'il n'est nécessaire pour les con-
séquences que j'avais en vue. Certains de ceux dont j'ai détaillé ici la 
solution font l'objet d'une exposition spéciale qu'on peut lire sans 
étudier à fond le reste du Mémoire (§ IV au § VI). Une solution plus 
étendue de quelques-uns de ces problèmes posés au mathématicien 
pur serait très désirable : elle comporterait, comme cas particuliers, 
des applications aux systèmes de η réservoirs. Je signalerai principa-
lement l'étude d'une équation algébrique (§ V), qui comprend l'équa-
tion dite séculaire (-). 

(1) Cette fonction peut avoir jusqu'à cinq formes différentes aux environs 
d'un même point xq, ^2. 

(2) La plus grande partie de mon Mémoire a fait l'objet de deux Communica-
tions résumées à l'Académie des Sciences de Paris (Comptesrendus, 12 et 19j 11 iilet 
1909); voir encore Intermédiaire des Math., 1909, p. 241, question 3623. 

Incidemment, je mentionnerai que les fonctions as ν mptotiquement pério-
diques, rencontrées au cours de mes recherches d'hydraulique, ont fait aussi 
l'objet, pour Je domaine réel et le domaine complexe, d'une Communication au 
Congrès de l'Assoc. franç. pour l'avancement des Sciences, tenu à Lille en 
1909, et d'une Note dans le Bull. Soc. math., t. XXXVIll, 1910, p. 263. 
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PIIEMIÈHE ΡΑ1ΠΊΕ. 

II. — Généralités. 

I. RÉSERVOIRS POUVANT COMMUNIQUER DEUX A PEUX. — Soit un système 
de η réservoirs S,, S

n
 contenant un liquide, de l'eau, par exemple, 

dont la surface est libre, de niveaux y,, comptés à partir d'un 
plan horizontal de comparaison ; ces réservoirs peuvent communiquer 
2 à 2 (mais non 3 à 3, l\ à 4} · · ·)> reçoivent de l'extérieur des débits 
α,, ..., a

n
 fonctions ou non du temps, et l'un au moins se déverse à 

l'extérieur. En ajoutant au besoin des réservoirs supplémentaires, on 
peut toujours supposer que le vidage se fait à l'extérieur par des déver-
soirs, orifices, etc., non noyés, ou encore, ce qui revient au même au 
point de vue de l'analyse, dans des réservoirs à niveau fixe assez bas 
qui n'appartiennent pas au système. 

J'ai surtout envisagé antérieurement le cas où les déversoirs, ori-
fices, etc., de communication ne sont pas noyés (*); on peut alors tou-
jours supposer les réservoirs numérotés de façon que, au moins pen-
dant une certaine période de temps, Sj alimente exclusivement 
Sy.

H
, ..., S

rt
, et que S

rt
 a ses exutoires externes. 

Ce cas est compris dans celui, plus général et compliqué, où l'on 
ne fait pas d'hypothèses sur les déversoirs, orifices, etc., dont le débit 
n'est plus, pour Sy, exclusivement fonction de yy·, ce qui rend les pro-
blèmes bien plus difficiles. En effet, la méthode que j'ai habituellement 
employée consistait à étudier le mouvement des eaux de i, 2, ..., 

m réservoirs, en vérifiant les lois supposées pour un réservoir, admet-
tant leur exactitude pour un système d'au plus m — 1 réservoirs, puis 
l'établissant pour un système de m réservoirs. Cette méthode est évi-
demment en défaut dans le cas plus étendu précité. 

Il y a pourtant un vif intérêt à aborder ce dernier : le problème 

(1) Comptes rendus, 23 juillet et 23 nov. 1908; Journal de Math1909; 

Journ. Ecole Polyt1909, par exemple. Errata au Journal de Math., 1909 : 

page 257, ligne 5 et page 259, lignes n et 17, après ajutages, ajouter non noyés; 
page 25g, ligne 19, au lieu de ui} lire zf. 
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général de 11 réservoirs de liquide considéré ci-dessus n'est, en effet, 
qu'un cas particulier du problème type suivant : 

2. PRORI.ÈMK TYPE. — Soient η objets S,, S
rt
 jouissant d'une 

propriété ou d'un étal défini pour chacun par une certaine quantité 
caractéristique variable z

n
 ; cette propriété pour chacun est 

influencée par la propriété analogue des autres, suivant une loi 
supposée connue : étudier .les lois de variation de z

n
 ..., z

n
. Les 

η objets peuvent en outre subir, au sujet de cette propriété, des 
influences extérieures caractérisées pour S,· par une fonction a-

t
 du 

temps et une fonction de ζ<, ou même de plusieurs des quantités ζ. 

Les problèmes envisagés dans la suite, et qui rentrent dans le pro-
blème type qui vient d'être énoncé, sont relatifs au cas où l'on regarde 
S,,..., S

/{
 comme des réservoirs d'énergie, cette énergie étant suscep-

tible de se transmettre d'un réservoir à l'aulrc ou au dehors, et les 
réservoirs pouvant en outre être alimentés en énergie. 

Comme je l'ai déjà indiqué ailleurs ('), on peut, à ce point de vue, 
étudier, par exemple, en dehors du cas des liquides : 

i" Dans la théorie de la chaleur, η corps conducteurs aux tempéra-
tures ν,, ..., z

n
, et qui s'influencent réciproquement, en étant ou non 

en communication avec des sources de chaleur ; 
2° Dans l'hydraulique des gaz, η réservoirs d'air ou de gaz com-

primé ou rarélié, aux pressions s,, ..., zn
, qui communiquent et sont 

ou non alimentés du dehors. 

Je signalerai d'autres cas par la suite. 
Mais, dans ces nouveaux problèmes, le débit transmis par le corps 

conducteur ou le réservoir de gaz S, à Sy peut dépendre de Zi et de sj, 
comme pour les réservoirs d'eau quand le dispositif de communication 
est noyé. On se trouvera donc, s'il en est ainsi, dans un cas tout à fait 
analogue au cas général des η réservoirs de liquide. Il importe d'es-

(') Bu.lt. Soc. matht. XXIII, 1906, p. 141 · 
Si Γοα ne veut pas négliger, comme je continue à le faire, l'influence du temps 

de parcours des dispositifs de communication, les problèmes se compliquent 
encore; mais peut-être leur importance s accroit-elle. On rencontre ainsi des 
problèmes relatifs aux. distributions d'eau, aux rivières canalisées avec des 
barrages fixes, etc. 
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sayer d'obtenir, pour tous ces cas, des systèmes d'équations difl'ércn-
tielles semblables, de façon qu'un exposé commun conduise simulta-
nément au plus grand nombre possible de propriétés du mouvement. 

Je conviendrai d'appeler chaque objet un réservoir et Zi la quantité 
caractéristique de l'état de l'objet S

t
· à l'instant t. Il existera une cer-

taine fonction de z,· 
H-i — F/( Z,·) 

croissante, ou non décroissante (je dirai dans la suite croissante, en 
vue d'abréger), qui sera la capacité de S/ pour la valeur de zt consi-
dérée, et dont je fixerai le sens exact plus loin. 

Nous allons chercher à définir analyliquemcnl : 

τυ L'influence réciproque de deux réservoirs S,· cl Syv duc aux dis-
positifs de communication qui les relient directement sans être ratta-
chés à d'autres réservoirs ou à l'extérieur; 

2° Les influences extérieures s'exerçant sur un réservoir Sj sans 
intervention des autres réservoirs 

3° Des cas étendus où les dispositifs de communication de deux 
réservoirs sont reliés en même temps à au moins un autre réservoir 
ou à l'extérieur. On ramènera ces cas aux deux précédents, grace à 
l'introduction de réservoirs fictifs aux nœuds des dispositifs, c'est-
à-dire aux points où se réunissent deux dispositifs. 

5. INFLUENCE DIRECTE DE DEUX RÉSERVOIRS L'UN SUR L'AUTRE. — Si S,· 
et S,· communiquent par un ou plusieurs dispositifs (déversoir, orifice 
ou tuyau, siphon, fil conducteur, etc.) qui ne sont rattachés à aucun 
autre des objets ou réservoirs ('), quand z^zj, le débit par unité de 
temps de S/ vers S j sera, dans le cas le plus général, à l'instant /, une 
fonction zj)^ °? et q110 je supposerai provisoirement croissante 
de Zi, décroissante de zj, et continue ; ces hypothèses peuvent toutefois 
être en défaut dans certains domaines limités. 

Quand Zi<^Zj, le débit a lieu de Sj vers S
4

- et est, en général, 
d'après l'hypothèse ci-dessus, fonction croissante de zj, décroissante 
de Zi. Mais si l'on pose alors 

?y' — tyîj ( 1 ~j ) ' 

(') C'est ce que j'ai supposé dans mes travaux antérieurs en y disant que les 
réservoirs communiquent deux à deux. 
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définissant ainsi 9,7 quand Zi<^Zj, on voit qu'on peut toujours dire 
que, quel que soit le signe de s,· — Zj, Sy reçoit de S,·, à l'instant /, le 
débit par unité de temps 9,y(w, 3y)» positif ou négatif, avec 9,7=0 

pour Si — zj, et qui est toujours, en général, fonction croissante de s,·, 
décroissante de Z/. De même, Sy reçoit de S

t
· le débit 9y/ = — 9,7 à 

l'instant l. 
On doit, de plus, admettre que la fonction 9,7 : i° ne dépend plus 

de Si ou de sj quand s
{
· ou Zj devient inférieur à une certaine limite 

commune v,y·; 2° s'annule quand les variables z,· et zj s'abaissent toutes 
deux au-dessous de s,-j. 

4. INFLUENCE DIRECTE DE L'EXTÉRIEUR sua UN RÉSERVOIR. — Envisageons 
maintenanllcs influences extérieures au système et quiagissent sur S,·. 
Ce réservoir : 1" recevra de l'extérieur, par des procédés que nous 
n'avons pas besoin de définir, un certain débit d'alimentation ai(l) 
au moins égal à zéro (en général) et fonction du temps; 20 abandon-
nera à l'extérieur, par des dispositifs convenables (déversoirs, aju-
tages, fils conducteurs, etc.) qui ne sont reliés à aucun autre réservoir, 
un cei'La in débit 

<p0/( si)t 

quantité nulle ou positive par hypothèse; nous admettrons que — y
Qi 

s'annule quand Si s'abaisse au-dessous d'une certaine limite z
Q
i et est, 

en général, sauf dans des domaines limités, fonction continue et crois-
sante de Zi. 

l>. RÉSERVOIRS POUVANT COMMUNIQUER 3 A 3, 4^4» ··· î RÉSERVOIRS FICTIFS 

AUXILIAIRES. — Si le dispositif de communication de S, et de S7 est 
rattaché à quelques autres réservoirs, un seul, S/c, pat· exemple, la 
question des échanges de S,·, S y, SA devient bien plus compliquée. On 
en a un exemple relativement simple dans l'hydraulique dés liquides 
par le problème dit des trois réservoirs (') S,, S y, SA, d'où partent 
des tuyaux aboutissant à un nœud Ο (Jig. 1) : on négligera ici l'in-
fluence de la longueur, supposée faible, des tuyaux OS,·, OSy, OSA. 

(') FLAMANT. Hydraulique, 3E édition, Paris: Péranger, 1909, p. 176. — 
Κ ABUT. Couru autographic d'Hydraulique de L'Ecole des Ponts et Chaussées, 
1900-1906. p. 109 et 114. 

Jourti. de Math. (6· série), tome IX.— Ease. II, iyi3. ^3 



17# EDMOND MAILLET. 

Pour des sections données σ,·, σ7·, σΛ de ces tuyaux, si, par exemple, 

W ̂  Sj S/,·5 

on sait que SA reçoit de l'eau, que S,· en fournit; mais, suivant les cas, 
Sy peut en recevoir, par exemple si 

Ζ j — Ζ /,. 

est assez petit; ou en fournir, par exemple si 

*j— z j 
est assez petit. 

Une remarque analogue s'appliquera dans les autres cas (chaleur 
et gaz) signalés plus haut. 

Avec la terminologie générale définie précédemment, le débit du 
nœud Ο vers le réservoir S,·, à l'instant /, est une fonction 

ψ(0/ ( *S/)l 

où ζ est une quafttilé analogue à Zi |niveau piézomélrique ('), tempé-
rature, pression], caractéristique de l'état du nœud O. On a, pour 
déterminer s, 

(0 ©ω/+φω/Η-φωΑ=0, 

et sont, en général, des fonctions croissantes de - et 
décroissantes de z,·, Zj ou z/( respectivement, ayant mêmes propriétés 
que les φ

<7
·. 

Il y a des cas encore plus compliqués : ainsi, dans le dispositif de 
communication précédent, on peut remplacer le nœud Ο par un 

(1 ) Il s'agit de la quantité ζ-h — > que certains auteurs appellent aussi charge 

(ζ, niveau; />, pression; cr, poids spécifique). 
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triangle (une maille) 0,0, 0/;.. Chaque nœud 0„ 0,, 0
A
 donne lieu 

à une équation analogue à (i). 
On ramènera ces cas compliqués au cas où les réservoirs peuvent 

communiquer 2 à 2, mais non 3 à 3, 4 à /\, ..en supposant à chaque 
nœud Ο (ou O,, Oy, 0A) un réservoir fermé fictif, pour lequel la 

Fig. 2. 

quantité analogue à est s, et dont la capacité w = F(s) est nulle, 
négligeable ou, plus généralement, constante. Les réservoirs S seront 
dits ties réservoirs réels, pour éviter toute confusion. 

Le cas où les dispositifs de communication de deux ou plusieurs 
réservoirs sont aussi reliés à l'extérieur, se traitera de la même 

Fig. 3. 

Extérieur 

manière : on introduira toujours aux points de croisement de deux 
dispositifs (tuyaux, fils, etc.), un réservoir fictif donnant lieu à une 
équation analogue à (1), mais où figure une fonction 

9ωο ®οω· 

Ceci posé, dans ce qui suit, je n'exclurai pas, a priori, contraire-
ment à ce que j'ai fait dans mes travaux antérieurs, les cas où le dis-
positif de communication de deux réservoirs réels est relié à un autre 
réservoir réel ou à plusieurs autres, c'est-à-dire le cas où il y a des 
réservoirs fictifs. Je n'exclurai pas davantage le cas où les réservoirs 
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peuvent réagir 2 à 2 l'un sur l'autre, c'est-à-dire où les fonctions 
<pZj) dépendent de zi et s, à la fois. Je changerai dès lors de 
notation pour simplifier; S, désignera, soit un réservoir réel, soit un 
réservoir fictif, et j'aurai à étudier un système de η réservoirs 

S,, S. 

dont certains sont réels, les autres étant fictifs. 

III. — Équations du problème. — Justification des hypothèses 
du paragraphe II. 

(>. Soit le réservoir S,· réel ou fictif : il reçoit, par unité de temps, 
le débit 

Q/' — <?o/4- <?i<4-. . . 4- φ,'+,,/Η- ... -h φ//ί 4- Λ/, 

a, étant le débit d'alimentation qui vient de l'extérieur au temps l, 
avec α,·(ί) Jο en général; si l'on pose 0/,· = o, 

Qi — ψοί 4- ψα 4- · . . + Cp/i/ 4- Cl,·. 

Je me placerai dans le cas étendu où Q
t
dl est égal au produit de la 

perturbation dzi apportée pendant le temps cil par les autres réser-
voirs et le milieu extérieur à l'état de S,·, et d'une certaine fonc-
tion S/(j/)^o de s,·. La capacité wt est justement prise, par défini-
lion, de façon que 

, dw{ „ dzi 

c'est-à-dire que 

(2) — — §i— — . .4- <?,„·+ ah atl ο {ι = Ι, 2, ..., Λ). 

On dira que S,· est un réservoir fictif si l'on a, quels que soient l 
et -3Jj 

— Ο ET S/ ( ZJ ) — Ο. 

Le système (2) est alors, en général, un système mixte d'équations 
dilïerentielles et implicites. 

Pour plus de clarté, et aussi pour justifier suffisamment les hypo-
thèses que nous avons faites au paragraphe II sur les fonctions 
φij(zj,Zj), il sera bon de préciser un peu la signification et la forme 
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des quantités qui figurent dans les formules (?,), lorsqu'on étudie un 
des cas indiqués dans le paragraphe précédent ou d'autres analogues, 
et relatifs à l'hydraulique des eaux, à celle des gaz et à la théorie de 
la chaleur. 11 en résultera une idée plus nette et plus détaillée du 
caractère de généralité des équations (2) et de la variété de leurs 
applications. 

7. RÉSERVOIRS D'EAU. — Je me contente de rappeler les formules 
usuelles des réservoirs, des ajutages ou des siphons servant d'exu-
toires à un réservoir. 

Déversoir non noyé à crête horizontale ('). — Si s est la cote de 
la surface libre du réservoir, z0

 celle de la crête du déversoir, le 
débit Q a pour valeur 

(3) Q — m(s — z0j*, 

où m est un coefficient positif constant ou lentement variable avec 5; 
Q est nul pour z^z

ir
 On peut prendre aussi 

(3 4«) = + + 

où p. et k sont peu variables avec ζ et positifs, et ρ est une con-
stante > ο et qui dépend du déversoir. 

Déversoir noyé à crête horizontale (-). — Si z
{
 est le niveau du 

réservoir d'aval, s celui du réservoir d'amont, z„ celui de la crête du 
déversoir, on peut se servir de la formule de Lesbros ou de celle de 
I3uat 

Q — m,(z — 5
0

) ζ Ζι 

ou 

] Q — ηι\ ( ζ — z0 H —- ) \Jz — z{, 

avec z^z^ z0, 

(') FLAMANT, Hydraulique, 3E édition, Paris, Béranger, 1909, p. 120. — RABUT, 

Cours autographié d'Hydraulique de l'Ecole des Ponts et Chaussées, 1906-
1906, p. 218. — Voir encore les travaux de M. BAZIN, Annales des Ponts et 
Chaussées et de M. BOUSSINESQ, Comptes rendus, ainsi que A. BOULANGER, 

Hydraulique générale·, Paris, O. Doin, 1909, t. II. 
(2) Consulter les mêmes auteurs. 
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m, et m\ étant peu variables avec ζ et 3, ; Q s'annule lorsque ζ et s, 
sont au plus égaux à z„. 

On peut aussi envisager les valeurs de Q données par M. Bazin 
(à ce sujet, voir ci-après). 

Ajutages et orifices analogues ('). — Quand leurs dimensions 
sont modérées, soit z

0
 la cote du centre de gravité de l'orifice; le débit 

sera, ζ et s, étant les niveaux des réservoirs, 

~2 y/Ζ 5,, 

(5) opu 

·30, S-izqÎS,, 

suivant que l'ajutage est noyé ou non ; Q s'annule encore pour ζ 
et So, et m

2
, m3 sont des coefficients lentement variables avec ζ et^,. 

On pourrait trouver des cas un peu différents si l'on supposait les 
orifices munis de clapets qui soient eux-mêmes soumis à l'action de 
ressorts. 

Siphons (-). — Soient H la cote du sommet, h et h
{
 les cotes des 

centres de gravité des orifices d'entrée et de sortie du siphon, orifices 
supposés petits. Pour simplifier, je suppose H — h, H — A, notable-

Fig. 4-

ment inférieurs à la hauteur du liquide qui équivaut à la pression de 
l'atmosphère (ou du milieu extérieur). 

Soient ζ le niveau de l'eau du réservoir où débouche l'orifice h, z{ le 
niveau analogue pour le réservoir où débouche l'orifice A,, A2 la plus 
grande des quantités A et A,, et z>z

t
. Le débit Q est nul (le cas de 

(*) FLAMANT, Hydraulique, p. 55. — RABUT, Cours, p. 21B et 221. 

Si l'ajutage était suivi d'un tuyau de longueur appréciable, il faudrait prendre 
pour z0 la cote du centre de gravité de l'orifice de sortie. 

(2) COLLIGNON, Hydraulique ; Paris, Dunod, 1880, p. 264. On peut aussi se 
reporter à cet Ouvrage pour ce qui précède. 
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l'amorçage artificiel étant exclu) si, à aucun moment, on n'a eu s>H. 
Si l'on vient à avoir et si, ensuite, ζ en variant reste >/*2Η-ε 
(ε petit), 

(6) 

()— l s/ζ — zt, 3>/<2-Ηε, = 
ou 

Q — ^ ζ — h\ , ζ ^ h2 ~t~ ε, î| ί h ι. 

Enfin, si ζ devient Sli^-h ε, puis varie, on a Q = ο tant que - <[ H. 
Ici, Λ et λ, sont des coefficients constants ou lentement variables 

avec ζ et ζ,. 

Observations générales. — Dans ces formules usuelles, Q est bien 
fonction croissante de z, et décroissante ou non croissante de 5,; 
toutefois, une formule de M. Bazin (') relative aux déversoirs noyés, 
et que nous ne reproduisons pas, ne satisfait pas complètement à ces 
conditions. Mais, comme l'indique lui-même M. Bazin, cette formule 
n'est vraie qu'entre certaines limites; si l'on se reporte au graphique 
expérimental dont cette formule est la représentation algébrique, on 
remarque immédiatement que, dans l'étendue des expériences exécu-
tées, les conditions en question sont entièrement remplies. 

D'une façon générale, les expériences mêmes de M. Bazin viennent 
à l'appui de mes hypothèses du paragraphe II. 

Si l'on prend le Tableau de la page 700 des Annales des Ponts et 
Chaussées de décembre 1896 relatifs aux déversoirs noyés, on voit, 
en en parcourant les lignes, que, pour un même débit Q, le niveau 
d'amonts croît quand le niveau d'aval s, croît; quand on parcourt 
les colonnes, on constate que, pour une même valeur de z

{
 et un même 

déversoir (A, B, C ou D d'après les notations de M. Bazin), ζ erpît 
avec Q; on en conclut 

(iv C/Z j 

De même, d'après les séries 70 à 85 de M. Bazin (Ann. des Ponts 
et Chaussées, février 1894), on peut vérifier rapidement que la 
charge II, sur la crête du déversoir de comparaison, par suite, le 

(') HAUUT, Cours, p. 221. — H. BAZIN, Expériences nouvelles sur Vécoule-
ment en déversoir; Paris, Dunod, 1898, p. io3, formule (16), et graphique de 
la page 102 bis. 
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débit Q, croît avec ζ (ζ = h charge d'amont) et est fonction décrois-
sante de z

t
 (z

{
 — h

K
 charge d'aval). 

On pourra encore consulter les séries i, 2, 3, etc., des Annales des 
Ponls et Chaussées d'octobre 1888 et les travaux théoriques de 
M. Boussinesq (1 ). 

Les expressions de Q qu'on vient d'indiquer ou de rappeler sont, 
chacune, univalentes ; mais, quand ζ et z

{
 varient avec le temps, la 

valeur q qui exprime, à l'instant t, le débit, peut ctre égale tantôt à 
l'une tantôt à l'autre de ces expressions; q sera donc, en général, une 
fonction multiforme. D'autre part, q pourra être, quand ζ et z

{ 

restent entre certaines limites, une fonction bivalente : en dehors du 
cas évident des siphons, il semble résulter des éludes de M. Bazin, 
que, surtout aux environs des valeurs de ζ et z

t
 pour lesquelles la 

formule qui exprime q change, l'expression Q à choisir pour q peut 
dépendre, non seulement de ^ et z{, mais encore des circonstances 
antérieures du mouvement; aux environs de ces valeurs critiques, 
q pourrait être une fonction par exemple bivalente, et même discon-
tinue de ζ et il paraît toutefois possible d'admettre que ceci n'a 
lieu qu'au voisinage de valeurs particulières de ζ et de s, ou, comme 
pour les siphons, dans un domaine limité. On aura à tenir compte de 
ces circonstances à l'occasion; mais, si 

Ί ?(zi -i)> 

où φ est positif ou négatif, il semble qu'on puisse toujours admettre, 
dans la théorie, que 

© (-)- ce, ν,) ~H-00, φ(;,-1-00) = — oc. 

J'ajoute une dernière remarque, qui a son intérêt : les formules 
ci-dessus sont relatives plutôt au cas où le régime est permanent, 
c'est-à-dire où s et zt

 sont constants; quand le régime n'est pas per-
manent, il pourrait convenir de regarder certains des coefficients qui 
entrent dans ces formules comme dépendant légèrement du temps/, 
mais de façon que les valeurs de ces coefficients diffèrent peu de celles 
qui correspondent au régime permanent pour les mêmes valeurs de ζ 
et de z

t
, au moins quand les variations de ζ et z

s
 sont assez lentes. Ceci 

(1) Comptes rendus el FLAMANT, Hydraulique, J>. 88 et suiv. — A. BOU-

LANGER, Hydraulique générale, ι. II. 
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conduirait à faire une hypothèse analogue sur les fonctions 9,7(^0 3j) 
considérées au paragraphe II; on pourra voir plus loin (§ VIII) que, 
dans certains cas au moins, les problèmes envisagés restent abor-
dables, malgré la complication qu'introduit cette hypothèse ('). 

Enfin, il suffira d'indiquer que, dans la formule (2), pour les réser-
voirs d'eau ou de liquide, lorsque S,· est un réservoir réel, est, à 
une constante près, le volume du liquide de ce réservoir correspondant 
au niveau ζέ, tandis que S;(z

t
·) est >oet représente la section horizon-

tale du réservoir; quand SA est un réservoir fictif, la quantité S
A
(,s

A
) = o. 

8. RÉSERVOIRS DE CHALEUR. — Soient 

s s °1 > · · · 9 

/1 corps conducteurs (réservoirs fictifs ou non) à l'intérieur de chacun 
desquels se maintient une température uniforme (ou sensiblement) 

Z\1 · · · » ZI11 

isolés ou non de l'extérieur, et réunis par des fils conducteurs isolés et 
dont on néglige la longueur et le volume. On aura ici, 9,7 et φ

0<
· étant 

des quantités de chaleur par unité de temps, 

( / ) 9'/""" ^ ij ω/ ( ·"/ ~*j)i 9<)i— h i / (z i νυ). 

OÙ 
/'/y* wy> h h 07 

sont des constantes et z0 la température du milieu extérieur. D'autre 
part, 

(8) ΊίΓ = ™<ΊΕ'
 S

(
(,

i

) = C
i
V„ 

où V,· est le volume de S, et C
t
 une constante. A une première approxi-

mation, les équations (2) du n° 6 sont linéaires et à coefficients con-
stants, comme je l'ai déjà indiqué antérieurement (-) dans un cas 

(') Ce procédé a une portée très générale. Il paraît susceptible d'être utilisé 
dans les applications théoriques de beaucoup de formules expérimentales con-
nues, quand on suppose que celles-ci ne sont qu'approximatives (exemples 
possibles : formules relatives à la résistance au mouvement d'un corps dans un 
fluide, coefficients de frottement, etc.). 

(2) Bull. Soc. math., t. XXIII, 1905, p. 142. 

Journ. de Math. (6* série), Lome IX. — Fasc. II, r(ji3. 24 
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moins général; mais rien n'empêche de supposer que les paramètres 
kij, ..., S/ soient légèrement -variables avec ζ ι et zj ou avec s,·. 

Ces considérations s'appliquent aussi aux cas où les dispositifs de 
communication sont branchés ou maillés, à condition d'introduire des 
réservoirs ou corps fictifs pour lesquels 

dwt 

On pourrait compliquer le problème en supposant que certains 
corps sont formés (à part leur enveloppe extérieure) de substances 
susceptibles de passer de l'état solide à l'état liquide, et réciproque-
ment. Envisageant S/, pendant les périodes où aucun changement 
d'état ne se produit dans S,·, on a encore la même équation (2) que 
précédemment pour S;, la quantité caractéristique de l'état de S/ 
étant Zi\ pendant les périodes où un changement d'état se produit 
dans S,·, la température z-

t
 reste constante et égale à Z/, mais le poidsp

t 

de la substance fusible contenue dans S
t
 devient la quantité caracté-

ristique de l'état de S,·, et 

<»«·) 3r = v<3r· 

où γ,· est un paramètre, Γ\· le poids total de la substance fusible ( '). 

9. RÉSERVOIRS DE GAZ. — La variété des cas est considérable. On 
peut supposer que certains réservoirs échangent ou non de la chaleur 
avec le milieu extérieur; s'ils en échangent, on pourra étudier le cas 
où ils sont maintenus à une température fixe qui pourra ne pas être la 
même pour chacun d'eux, ou le cas 011 quelques-uns se refroidissent 
par simple rayonnement. Je me contenterai d'indiquer ici deux cas où 
les réservoirs sont supposés conserver une même température T

0
, qui 

est aussi celle du milieu extérieur. 

(') Je ne me préoccupe pas ici de la question de la réalisation physique effec-
tive des conditions du problème. On aurait un cas plus compliqué, semble-t-il, 
si l'on supposait que les substances P, peuvent passer de l'état liquide à l'état 
gazeux. 
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Cas oà l'écoulement parles orifices est adiabalique. — La vitesse 
d'écoulement dans la section contractée pour un orifice reliant les 
réservoirs S, et S y, 011 les pressions sont pi et pj, avec /',·> Pj, est telle 
que(') 

(k ■= ι ,4r environ), 

ici ρ est la pression dans la section contractée et C, une constante 
(comme les quantités C

2
, C

3
, ... qu'on va envisager). Le débit en 

poids est 
φ,-y = C.

2
Î/<5, 

où o est la densité dans la section contractée; on a 

μ _/ô\* 

9 ¡j — C3 ô/ >-] ht 

c'est-à-dire encore, puisque 

ÏL — EL, 

o
0
 et p0 étant la densité et la pression du milieu extérieur, 

(9) <?U = CIPL\/ (£)'-(£ 

On sait (2) que cette formule s'applique avec 

(ç)bis) Ρ—Ρ] 

(') RESAL, Traité de Mécanique, t. Il, 1874, p. 336. — BOUSSINESQ, Journal 
de Malh., igo4, p. 80. — FLAMANT, Hydraulique. — Voir encore DE SAINT-

VENANT et WANTZEL, Journ. École Polyt., 27e Cahier, 183g, p. 85. · 

(2) BOCSSINESQ, loc. cit., où la quantité η est celle désignée ici par k. — Voir 
encore, dans le Tome CllI (>886) des Comptes rendus, les Communications de 
MM. llaton de la Goupïllière, Hirn, llugoniol, Parentv, et dans les Annales 
des Mines (1902) les articles de MM. Rateau et Parentv. 
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quand 

£ί>(τ-Ϊ-) —0.33S. ... 

Lorsque — esl < 0,028..., il semble qu'on puisse admettre, d'après 

de Saint-Venant et Wantzel, Hugoniot, Raleau, etc., que 

£=(») =0,5*8.... 

La valeur de 9,7 s'obtient donc en remplaçant, dans la formule (9^) 

ci-dessus, le rapport — par la constante 0,528..., en sorte que 

(ίο) <p,y=Cs/>/ pour 

il n'est pas inutile de rappeler que cette valeur de £ est celle qui 

rend maximum le radical qui figure dans la formule (9), par suite 
aussi le débit pour une valeur donnée de pi. 

Ainsi, dans le premier cas | formules (9) et (9Ô/5)], 9,7 esl fonction 
de pi et pj, croissante de /?/, décroissante de pj9 comme on le vérifie ; 
dans le deuxième cas [formule (10)], 9,7 est fonction de pi seul, et 
fonction croissante ('). Le premier cas présente une certaine analogie 
avec celui d'un orifice noyé pour les liquides, le second avec celui d'un 
orifice non noyé. 

D'autre part, le poids du gaz du réservoir S/, dont le volume est V/, 
est 

\,»,=\
ιΡ
Λ=

η
·
ι 

et 
("' ~dt ~ ~p, ~dt + f»'"1" + · ■ · + ?»'· 

On posera 
S- — V· — 

(l) J'ai négligé la variation du coefficient de contraction; il semble (KESAI., 

loc. cit.) que, si l'on en tient compte, les conclusions soient vraies a fortiori. 
En admettant d'après d'autres auteurs que ce coefficient décroisse lentement et 
régulièrement quand la charge croît, les conclusions subsistent encore, comme 
on peut le vérifier. 
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et, pour les réservoirs fictifs, 
V/RRO; 

le système d'équations obtenu sera de la forme (2). Il est assez remar-
quable que ces équations sont linéaires, par suite assez facilement 
intégrablcs, dans les périodes où les rapports — sont tous <0,528...., 

s'il y a de pareilles périodes. Il en sera ainsi dans le cas de a réservoirs 
réels S,, S

rt
, si l'on prend, par exemple, à l'origine des temps 

-Et— ο, 5?,8... (i 0, \η — ι). 

Cas oà V'écoulement par les orifices est isotherme. — La vitesse a 
d'écoulement par un orifice reliant S

t
 à pj) est telle que (') 

C'. log — » 

où le logarithme est népérien; le débit en poids est 
cp/j — C u <5, 

avec 

Ε — El - En 
et 

( ι ?, ) çp f j - C',j> ^/log ( C,. C'j, C, r- const.) ; 

cpij est fonction croissante de pt ; mais ;p
t/

· est fonction décroissante 
de ρ quand 

P-ELZL. Ο, 6O65... PI. 

croissante dans le cas contraire ; lorsque 

{\i bis) pjl 

on pourra prendre p — pj·, par analogie avec ce qu'on a vu pour 
l'écoulement adiabatique, et cp/y satisfait alors aux hypothèses du 
paragraphe II entre certaines limites; lorsque (12 bis) n'a plus lieu, je 
crois que les données manquent pour déterminer ρ ; l'écoulement 
isothermique est d'ailleurs peut-être difficile à réaliser. 

(') FLAMANT, Hydraulique; μ. 541. 
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10. Réservoirs de liquide et de gaz à température constante T
0 

(à litre d'exemple). — Certains réservoirs sont supposés 11e pas com-
muniquer avec l'atmosphère, et contenir du gaz et de l'eau ; les réser-
voirs communiquent par des orifices toujours noyés par l'eau, de façon 
que le gaz de chacun des réservoirs fermés ait un simple rôle régulateur 
et conserve un poids constant. 

Avec ces hypothèses, soient S
/w
 un réservoir d'eau et de gaz, qui ne 

communique pas avec l'atmosphère, p]
n
 la pression du gaz quand le 

liquide est à la cote initiale z°
fn1 

W i:9 Ν — W° 

le volume du gaz pour cette cote, 
m\"in ) — '* m 

le volume correspondant du liquide, Wet u
 /w

(^) les volumes 
analogues correspondant à la cote ζ ; on a 

W,
#l

(s,„) -h vi'
m

(z
m

) — W®, 4- = C
/w
 = const.; 

la pression p
m
 est telle que 

Pm w„, —\V»„ ; 

le débit liquide de S, vers Sj est, GÏ désignant le poids spécifique du 
liquide, 

!cp/y — μ \/Pi — Pi 4- w (ΰ( — Zj ) quand p, 4- rszt >pj 4- π sJt 

(13) et 

9/y-~—μ' v/Pj — Pi ·+■ &(zj—zi) quand pj 4- mzjlp,· 4- tn-s,·; 

dans ces formules, est égal àp
0
 quand S,· est un réservoir à surface 

libre, et à 

/-'°Γ ~ C
 (λ/const.), 

quand S/ ne communique pas avec l'atmosphère; de même pour pj. 
Le débit φ

ί7
· est encore fonction croissante de zh décroissante de Zj. 

On a alors 

( I 4 ) —jp ' °i+ '? Oi "H ?1/ + · · * ?«'' 

où φ
0

,· est du type (i5) ci-après. 
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On pourrait évidemment envisager des cas analogues plus compli-
qués. 

Si, au lieu d'admettre que le gaz est maintenu à la température 
constante T

0
, on suppose sa détente adiabatique, les résultats seront 

de même nature ; on aura alors 
=,>?„( WS.)*; 

si S/ contient du liquide et du gaz, 

{VÏ \ o 'V /V * V T^rS») a'const')' 

Les deux cas ci-dessus se ramènent à d'autres cas antérieurement 
considérés; je pose, pour les deux cas, 

pi h- στ si = στΖ, — ψι(·3/)> 
d'où 

s,= f3i(Zi), στ',— 
(i4) devient 

(*4 bts) bj-στ,·-^- — ctj-f- ©ο/Η- . .. + o,,,·, 

OÙ 

φ/y = μ \Λσ \JrLt — Ζj ou — μ' \/στ sJ'Lj — Ζ, , 
φο/ — — μ" \/gj y/Z/ — Ζ

/0
 ( Ζ/ο = CO η s t. ). 

Ces formules sont du type (5); mais les quantités Sj-(si)se trouvent 
remplacées par les quantités (' ). 

IV. — Propriété des systèmes d'équations (2). 

11. Je vais maintenant envisager le système (2) en employant, 
mais seulement pour plus de commodité, car cela ne serait pas indis-
pensable, la terminologie générale introduite au paragraphe 11, et qui 
comporte interprétation mécanique ou physique de cii (débit d'ali-
mentation), Φij (débit de S, à Sy), w,· (capacité de S,· pour la valeur 
de Zi considérée). Ce paragraphe est donc une pure étude d'analyse, 
avec interprétation mécanique ou physique. J'admettrai qu'on ait 

(') Quand on fera intervenir en Hydraulique des eaux, des réservoirs fictifs, 
soit ici, soit ailleurs, on pourra admettre que les expressions οω,, cpWo. · · · envi-
sagées au n° 5 sont sensiblement de la forme (i5); si S, est fictif, Z, est alors un 
niveau piézométrique, />, n'étant plus déterminé comme dans (i3). 
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vérifié par un procédé quelconque l'existence de la solution considérée. 
Soit donc le système d'équations 

( 1 ) W( — S/ ζ) — φ
0/

· -t- φ,,· + + φ,„· + α,·. 

Je ferai les hypothèses suivantes, qualifiées d'hypothèses A : 
1° <p« = o, ?«7 = — W 

si φ/y, avec i^>o, n'est pas identiquement nul, sa valeur absolue est 
limitée supérieurement, quand z-t

 et Zj le sont; on a 
φ,-y — 4- 00 pour z-t —4-00, 
φ ,7 = — ce pour zj — 4- 00 ; 

la première égalité veut dire ici que, Zj étant au plus égal au nombre 
bj donné, on peut toujours trouver un nombre bt assez grand pour 
que, quand ζ,·^> b{, on ait, quel que soil zi, 

> ch 

Ci étant un nombre donné arbitrairement grand; inversement, si, pour 
une valeur de Zj au plus égale au nombre donné bj, on a 

φ,ν> c'h 

où c'j est un nombre suffisamment grand, on a aussi 

2 i > y h 

où b'i est un nombre donné arbitrairement grand ; la deuxième égalité 
a une signification analogue. 

20 Un réservoir au moins a un exutoire externe, autrement dit, un 
des φ

04
· n'est pas identiquement nul quel que soit Zi ; quand φ

0ί
· n'est 

pas identiquement nul, il est nul ou négatif; alors, sa valeur absolue 
est limitée supérieurement quand s

4
· l'est, et 

9θ/—00 ρΟΙΙΓ 5,·—"-HOC, 

cette égalité ayant une signification analogue à celle des deux précé-
dentes. 

3° a. Ou bien 
S/(^|·) -- ο et w,· — const.; 

b. Ou bien 
S/>o pour 5/> λ,· (λ/const.); 

S/ — <r, — ο pour Zj< λ,·, 
Wi(Zj) --- 4- co pour Zj — -h 00; 

S/ et Wi sont finies quand zi l'est. 
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4° est positif ou négatif, mais c'est une fonction de t limitée 
supérieurement en valeur absolue. 

Les fonctions φ,7, <p
oy ne sont pas forcément continues, ni univa-

lentes, du moins dans certains domaines bornés ; mais il en est autre-
ment pour les valeurs des -,· ou zt qui dépassent certaines limites. 

Tel est l'ensemble des hypothèses A, qui comprennent celles du 
paragraphe II. 

.le vais d'abord classer les réservoirs d'après la répartition des dis-
positifs de communication, autrement dit des indices des fonctions φ,7 
qui ne sont pas identiquement nulles. 

Soit 
ux IT-, H- . . . -I 

la capacité totale de l'ensemble s, des réservoirs 

S,, · · 1 S,,,, 

qui ont un exutoire externe (autrement dit, lorsque ' o
0i

 n'est pas 
identiquement nul quel que soit S,, <P

0
, l'est pour i > //, ) ; soit 

"2 ::: iT7,H 1 4-. . . t-· 11 

la capacité totale de l'ensemble s
2
 des autres réservoirs 

,-t-l — "| ι .... 0,)ι+„.2— 0Mj , 

dont chacun peut communiquer, au moins quand lu quantité caracté-
ristique ζ corrélative est assez grande, avec un des réservoirs de 
l'ensemble .s,, mais non avec l'extérieur (autrement dit φ,7, pour 
chaque valeur de i égale à //,-H 1, ..., ou /Z

A
, et une valeur de Y 

correspondante égale à 1, ..., ou//,, n'est pas identiquement nul); et 
ainsi de suite, jusqu'à l'ensemble s

nn
 dont la capacité totale est u

m
. Si 

S, est un réservoir de l'ensemble s
k

, il communique avec un réservoir 
de l'ensemble sA._, (avec l'extérieur quand k = 1) dès que Zi est assez 
grand, et il ne peut communiquer qu'avec des réservoirs des ensembles 
sk_t

, sk et sk+t
 (avec l'extérieur, et s.

2
 si k = ι, avec et s

m
 si 

k = ιη)\ φ,y ne peut être -j- ο que si Sj appartient à sk_n
 sk ou skhi 

Journ de Math. (6· SÉRIE), TOME IX. — FASC. II, 1913. 25 
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|à s, ou 6-2
 quand (' ) k — 1, à s

m
„

i
 ou s

m
 quand /> — m |. On admel 

que l'ensemble s,, ..s
m
 contient tous les réservoirs; autrement dit, 

on admet qu'on peut passer par les dispositifs de communication 
d'un réservoir quelconque à l'extérieur; ceci est évidemment essentiel 
quand on veut montrer que les z, restent limités. 

On aura ultérieurement à envisager un mode de groupement ana-
logue des réservoirs (§ VII, n° 16). 

Avec ces conventions, les équations (:z) donnent, puisque 

©//> 

(.6) 

—jj- — α, -+-.. . -+- a„t -\- φ0, -+-. . . -+- φ0,,, 

— αη{-t-l + ·.·-(- ?'/' 

..................... 

ττ-Σ'^Σ^^Σ^· 

........................ 

dum Σ": Σ 

dans ces formules, est, à l'instant l, la somme des débits externes 

d'alimentation reçus par sh ^ φ,-y la somme des débits positifs ou 

négatifs qui vont de Si_t à ^ 'a somme des débits qui vont de 

à s,. On a 

(16 bis) Σ + Σ ~ °' Σ 

La seconde des équations ( ι G ), par exemple, s'obtient en remar-
quant que, dans le second membre, les débits échangés par les réser-
voirs de s., disparaissent. 

(') oi0 n'est pas identiquement nul ; mais il suffit de considérer cp0i= 
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.Te pose encore 

( I "j ) Uj ~ lt\-f- lf,
2
 -f-,.. -j- II,,,, .... l'/~U/-\-U/+1-f- . ,-t- H mi ·· , P///~"/w 

On a, d'après (16) et (i6/>«), 

I —a\ + · · · + nn + ?oi + · · · + ?o//,i 

j — «//,-1-1+.· · · + «/I + ?'/' 
(>B) j 

I it "~Aàa + 2âφ"' 
............................. 

où ̂ 'a est la somme des ai des groupes s
h
 s^,, ..c'est-à-dire des 

débits externes d'alimentation reçus parles réservoirs de ces groupes. 

Ceci posé, je me restreindrai au cas, déjà compliqué, où les réser-
voirs de st sont à la fois tous fictifs ou tous réels, c'est-à-dire que, 
au point de vue de l'analyse, si, quel que soit p, dans le groupe *,,, 
w'

t
 est ou non identiquement nul, quel que soit le système des valeurs 

initiales des z, les er) du même groupe sp le sont aussi. 

Je dis que les z,· restent limités. 

La démonstration est simple quand m = i, c'est-à-dire quand tous 
les réservoirs peuvent communiquer avec l'extérieur. Mais il n'en est 
pas de même lorsque m est quelconque. 

Par hypothèse, |α,|, ..., |«„| ont des limites supérieures. 
Si les réservoirs de «y, sont réels, on peut trouver une quantité A, 

telle que, si l'on vient à avoir w,>A,, on ait sûrement 

( 1 y) °l + · · · + an + ?01 + · · · ?o//, = — 4 

(ε fixe positif arbitraire). En effet, si A, est assez grand, 
étant nuls ou négatifs, on est sûr, d'après les hypothèses A ( Ίυ) rela-
tives aux tv/, que l'une des quantités caractéristiques s,, ..., -

#/i
 est 

assez grande pour que cette inégalité ait lieu, puisque 

Η'/(OO) -+- GC. 
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Si les réservoirs de sont fictifs, on posera w, — A, (A, constante 
arbitraire); l'inégalité (19) aura encore lieu quand une quelconque 
des quantités z

n
 z

ni
, soit 5/|}

 devient >ζ,, ζ, étant un nombre 
convenablement choisi, fixe et assez grand. 

De même, je suppose qu'on ait 

«,=AT OU Ζ,^Ζ, (/, — 1,2. 

suivant que s, est réel ou fictif; quand w
2
 dépasse une certaine limite 

A
2
 qui dépend de A, ou de ζ,, si .?

2
 est réel, ou quand une quelconque 

des quantités zu(i
2
 — w, π- τ, ..., ou w,-i-w2) dépasse une certaine 

limite ζ2, si s2 est fictif, on a 

(
1

9 ^
ls

) —
 a

n
l
-v 1 H- ... -h "+'2 — *' 

En elîet, ceux des φ,·,· qui seraient positifs ont, d'après les hypo-
thèses A (i°) une limite supérieure qui dépend de A, ou de ζ, ; si A

2 

est assez grand, ou ζ
2

, il y a toujours parmi les réservoirs s., un réser-
voir dont la quantité caractéristique sit

 est assez élevée pour que le 
second membre de (19 bis) soit au plus égal à - ε ; et ainsi de suite. 

Quand on a 
iff^ S A/_, ou s/, .,5 

suivant,que est réel ou fictif, zit t
 prenant les valeurs des diverses 

quantités caractéristiques de .9Λ_,, on peut trouver une quanLilé A/que 
ne peut dépasser u

t si s, est réel, ou une quantité ζ, que ne peut 
dépasser aucune des quantités zh relatives à s, si st est fictif, sans (pie 

(19 1er) dU 

etc. 
Ceci posé, 011 pourra choisir en outre A,, A2, ..., ζ,, ζ

2
. ···, de 

façon que, à l'origine des temps l — o, on ait pour les valeurs initiales 
m 11 u > 1 · · · ? -■/, (, ' 1 ■ t, 2, ..., it, ), ..., dew,, w

2
, ..., »·^, . . 

//" _A, ou S ζ, avec î/| — A,, 
(*°) > 

< = <>u avec a"i — A
/M

. 

Il y a donc certainement un instant ou une phase du mouvement 
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où, quand on pose 
B/ — A/ 4-.. .4- A,

w
, 

on a 
</, ÎA, ou 5

;
· avec w, — A,, 

(21) ............ 
v «/«=A

/;i
 ou -3/

m
=C

w
« avec u

m
 —A, 

Uj-Bj, U/,, = 

Je dis qu'on aura toujours 

(22) U/ÎB; (ι—. I, 2, .. m). 

En effet, ceci a lieu quand on a l'inégalité u
r

< A
r
 ou ζ{ι<Χ

Γ
, quel 

que soit r. Je suppose au contraire que, par moments, cette dernière 
inégalité puisse être en défaut pour certaines valeurs de r, par exemple 
à partir de l'instant t

{
 exclus, et j'envisage une phase du mouvement, 

entre les instants et t
2

, assez courte pour que, dans cette phase, on 
ait constamment, zir

 étant une certaine quantité caractéristique d'un 
réservoir de sn 

(22 bis) 

l(/, ~ A/., ///·, ~ A^, . . ., /.· < A , < .. ., 
Zj^\. .3y avec u(j — Ay, 

/()
^Cy

i;
 avec A

Vi
, 

(7 < 7«<· · ·); 

ici, q, q
K

. ... se rapportent à des réservoirs fictifs et sont différents 
de k, /f,, ... qui se rapportent à des réservoirs réels ; les uL autres que 
uh, ukx9

 ... sont tous tels que Ui<Ai, et les z
ir
 des réservoirs des 

systèmes fictifs s
r
 autres que s,n s 9 . . sont tous tels que ζ,.. 

Si q < k, 

(22 ter) - — e 

d'après (19 1er), pour tout instant / 4- τ dans l'intervalle de /, à /
2

, et. 
par suite, /'étant un quelconque des entiers au plus égaux à q, 

( Uyi By — £τ S By, U/ — U/ 4- Î//
+

, +... +- B/, 
( fly "'/ -- f!y+-l — By By-j_|, 

puisque u
(l
 — A

(/
, les réservoirs de s

(/
 étant tous fictifs. 
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Si k <iq, on a de même, l désignant un quelconque des entiers </>·, 

(22,) Ut<B*. U,iB„ U^B*-,/,.^,, 

dans l'intervalle de l{ à l2. 

Je puis donc supposer que les inégalités 
U,<Bn ..., U

V
<B

V 

aient été établies pour l'intervalle de l, à /
2
 jusqu'à un certain indice ν 

parla considération de.ç,, ..., ·νη
 et j'envisage le premier des systèmes 

de réservoirs .v
VM

, ..., savoir .9μ, pour lequel on a dans cet intervalle 

ζ.,^Γ.ζμ si «μ est fictif, 
OU 

ί/μ > Λμ si Λμ est réel. 

Il pourra se faire qu'il n'y ait pas de pareil système ·νμ ; alors 

i/7 , J ^ Av | · · · » it/n A
/(/> 

d'où 
U·/ f-ι _ B

v
.| 1, .... I ■ „1 B,„. 

S'il y a un pareil système .νμ, et s'il est fictif, ou bien a -- v, ou bien 
υ. > v. Quand μ = ν, 

Βν, Uv+, - Uv- Bv— Av- Bvtl; 

quand u. >> v, 

«, ΟμϋΒ,,-ί?. Βμ, 

t J [J.H 1 Βμ_ A μ " Β
μ+

,, 
U/ " ///-+· if /, Η- . . . -+- Uμ... B/ ( / — ν, ν + ι, . . ., μ — ι ), 

car 
^ A/Μ, //μ-, ^ Λμ .,. 

S'il y a un pareil système et s'il est réel, ou bien μ = v, ou bien 
μ>ν. Le même raisonnement a lieu, car &μ> Αμ. 

Finalement on est conduit à une contradiction, et l'on a bien dans 
l'intervalle de /, à l.,, par suite dans tout intervalle, d'après un raison-
nement identique, les inégalités (22). Jl résulte alors des égalités (17) 
et des hypothèses A (3°) que les quantités caractéristiques des réser-
voirs réels sont limitées supérieurement. 

On en conclut la même propriété pour les quantités caractéristiques 
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des réservoirs fictifs, même alimentés (c'est-à-dire même quand les 
at correspondants ne sont pas nuls). 

En elTet, si 
Λ'/ΓΙ -Vr-t-n ■ · · ' *'/)—ι 

sont des systèmes de réservoirs fictifs d'indices consécutifs, d'après (i(>), 

1 Σ φ//4" Σ 

2«+ 2 ?//-+- 2 cP'/r7;:"' 
............................ 

2α+ Σ φ//+ Σ ψ'/"05 

en additionnant, 

(?/,) 2α+·· ·+Σα+ Σ φ"+ Σ -°· 

On pourra avoir dans celte formule k — i, si .9, est fictif, ou 

ρ — ι = /rc, si .vm est fictif ; dans ce dernier cas, ^ φ,; = ο. Dès lors, 

on choisira k et ρ de façon que sk ne soit pas précédé d'un système 
fictif, ni sp_t suivi d'un système fictif : ceci fait, puisque les ζ·ι des 
systèmes réels sont limités supérieurement, comme on l'a vu tout à 
l'heure, ceux des φ,, de (24) qui sont positifs ont une limite supérieure ; 
il en sera par suite de même de la valeur absolue de ceux des <p

iy
· qui 

sont négatifs. Donc, les zik de sk et les z{ de (si ρ — ι < ni) sont 
limités supérieurement. Il en résulte successivement, d'après (23), 
que les zik+i de νΑ+.,, les zil+n de sk+2, ..., sont limités supérieurement. 

On a ainsi démontré complètement que les Zi sont limités, au moins 
quand chacun des ensembles s, ne contient que des réservoirs tous 
fictifs ou tous réels, et même donné un moyen de trouver une limite 
supérieure des zh en tenant compte de (20). 

Dans le cas du régime permanent, où le système des équations (16) 
prend la forme (23), le raisonnement se simplifie et se réduit à celui 
qu'on vient de faire sur ces équations (23). 

En définitive, on aboutit au théorème suivant que j'énonce au point 
de vue de la théorie des équations différentielles : 
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THÉOKKMF, ]. - Soit le système mixte d'équations implicites et 
différentielles 

(a) »/(<=/) ·= -yp φ0ι+ ?ι/+··· ·+· ?«/+ Uj (« = i, a, 

οώ S,·, w,, o,·,·, «,· satisfont aux hypothèses /f, et où l est le temps. 
Soit encores, l'ensemble de celles de ces équations, /es premières 

par exemple, lesquelles φ0, /^es/ identiquement nul; soil s2 

l'ensemble de celles des autres équations, /e.s suivantes par 
exemple, lesquelles <pj,· /i'esi pas identique ment nul quand 
i > ο, ι etc. ('). J'admets que cette classification comprenne 
toutes les équations (2), et que les quantités S<(-4) ÛTI/Λ même 
ensemble sk soient toutes à la fois identiquement nulles ou non. 

Dans ces conditions, poar /o«/e solution z
{

, ..., z
n
 de ce système, 

c/οαί /es valeurs initiales sont finies, z
n
 ..., restent limités supé-

rieurement quand t croit indéfiniment. 

Au point de vue de la Mécanique et de la Physique, le résultat 
ci-dessus donne le corollaire suivant : 

COROLLAIRE. — Tout étant posé comme ci-dessus, si le système 
d'équations (2) détermine les variations des quantités caractéris-
tiques z

n
 ..., z

n
 d'un système de réservoirs, de façon que les réser-

voirs S, d'un même ensemble sk soient à la fois tous réels ou tous 
fictifs, ces quantités caractéristiques restent limitées supérieure-
ment. 

Remarque 1. — Voici une extension de ce qui précède. Au lieu du 
système (16), je considère le système 

(25) + Φ,-1,,· + Φ,-M,,· ('■ = !, 2, . . .,M), 

qu'on en déduit en remplaçant dans (16) ^ et ^ Par et ΦΓ+Ι,Γ· 

Celles des hypothèses A qui sont relatives aux <p
iy
 sont alors rem-

placées par les suivantes : 
Φ/·,/·— η' Φ/μ,/«+1 Ψ/κ + l ,/M — Ο. 

(') Au besoin, pour plus de détails, voir p. 193. 



SUR LES SYSTÈMES DE RÉSERVOIRS. 201 

Φ
7
._,,,. est pour /·> ι une fonction croissante des s,· de .9

r
_

n
 décrois-

sante des Zi de s
n

 finie quand ces s, sont limités supérieurement, égale 
à 4- cc quand un des Zi de s

r
_, est égal à 4- oo, égale à — oo quand un 

des Zi de s
r
 est égal à 4- so. Les propriétés de Φ

0
, sont analogues, Φ

οι 

ne dépendant alors que des s, de ,v,. Enfin, les Φ
(Η

, Φ,.-,,,, sont des 
fonctions continues de z

t
- lorsque ζ,· dépasse une certaine limite finie. 

On peut appeler hypothèses Β les hypothèses A ainsi modifiées. 
On en conclut : 

Soit le sy sic me d'équations différentielles cl implicites 

S, —JJ (lj Φ/ ( -3 S „ ) ( £ I , 2 , . . . , Λ ) , 

oil S/, «'/? a, salis font aux hypotheses A {ou /?) ; je suppose qu'on 
puisse grouper ces équations, désignées par S

n
 ..., S

;i
, en ensembles 

.9,, s.,, ..., s
m
 tels que l'addition membre à membre des équations de. 

chaque ensemble donne un résultat de la forme, (2:1), les d'un 
même ensemble étant tous constants ou tous tels que S, (-/))> ο si 
ζ, dépasse une certaine limite et (oc) = 4-so : on peut affirmer 
que, pour une solution de valeurs initiales finies, les Zi restent tous 
limités supérieurement. 

En effet, les raisonnements qui nous ont servi à établir le théorème 
précédent s'appliquent identiquement. 

DEUXIÈME PARTIE. 

V. — Sur les déterminants, l'équation dite « séculaire » 
et des équations analogues. 

12. Soient n(n 4-1) quantités Β,·Α(Ι = 1, 2, ..., n\h = Ο, 1,2,..., //) 
satisfaisant aux conditions suivantes (') : 

Β//.· = ο, lorsque ίψί /;, 
B/o 4- Βn -1- ... 4- B,7 -+-... 4- Β,·„ — ο ; 

(l) Si l'on a des quantités B
(7l

. (i, /c > o) telles que B//.^o pour ί Â, 

Β,! 4-... 4-Β,·„5Ο, 

on peut toujours déterminer des quantités B,0^o de façon que les conditions (1) 
aient lieu pour ces B

<7t
. et les B,0. 

Journ. de Math. (6° série), tome IX. — Faso. II, 1913. 26 
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d'où Β,-,-^ο. Soient encore des quantités 

B,, .... Bn 
et le déterminant 

B2 ... B„ 

(2) A= ,B2Uli 
........... 
B, Bn Bl 

Je vais établir le théorème suivant : 

THÉORÈME 1. — (— ι)η'{ Δ est au moins égal à o, et peut se déve-
lopper sous forme d'une somme de termes tous positifs, de façon que 
chacun dé eux soil un produit positif de facteurs dont l'un est un B;, 
et chacun des autres, au signe près, ou un Βufi φ k ou non), ou 
une somme de B,* d'une même colonne différents, et dont l'un 
est alors B

/7
 et donne son signe au fadeur. Chaque terme qui 

contient By, avec if> i, est de la forme 

13yB,/,... (*>i), 

les facteurs non écrits ne contenant aucun terme de la première 
colonne. 

En eflet, je pose 

Iho "+~ B,, + B, 

— ( l3/o 4-... 4- B/
iW

_, ) — Β,·,,, 4- I3/
)W

.
m
 4-... 4- 13— — L,·,,, (i et m é i); 

d'où, d'après (i), 

(4) G/», = o, si wii, C,
ÎH

io, si m > i. 

Pour η = τ, Δ = B
f
 > ο ; pour η = ί, 

Δ — Β, I'2ί — Β21312 = ο j 
pour η — 3, 

B23 B« « Bj:, B;,3 0 BJ 3 B23 

et, puisque 

13,2 Β;>2 13,2 -Η i323 Β32 Β33 G22 b,32 
Β,» Β;,;, 13 ,3 Β33 Β»2.3 Ββΐ 

Δ = — Β, C
22Β33 -+- Β,C32B23— Β

2
Τ3,2Β334- Β

2
13,

3
Τ3

32
 —{— Β

3
 Β,

2
Β

2
3 Β

3
Β

13
 Β

2
2· 
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Les six termes du second membre sont positifs et de la forme 
annoncée. 

Je suppose le théorème établi pour les déterminants à u — ι lignes 
et colonnes au plus. 

Soit Δ/* le mineur obtenu en supprimant dans Δ la colonne et 
la /fiu,ue ligne. On a 

( 5 ) Δ — Β, Δ11 Β, Δ21 -|- Δ31 .... 

En ce qui concerne Δ,,, d'après (3) et (/|), 

C,¿ c„ 

A ,,= B B 
.............. 
Bnn B ,,, 

et — Δ
η
 est de la forme Δ, mais avec ri — 1 lignes et colonnes. D'après 

l'hypothèse, on a 
(-Ι)«-1Δμ>Ο, 

et le premier membre de cette inégalité peut se développer sous forme 
d'une somme de termes tous positifs; de même pour (— 1 y'—113,Δ,,, 
dont chaque terme est alors de la forme indiquée dans l'énoncé 

On a maintenant 
B1 B ... Bn 

A„ =Bn W33 
.................. 
B„t B. 3IL B n H 

et Δ
2

, estdc la foririeA, mais avec/i—1 lignes et colonnes: (— Ι)
Λ
~

2
Β

3
Δ

2
, 

est une somme de termes positifs dont chacun a la forme indiquée 
dans l'énoncé et contient une d.es quantités Β,.,, ..., Β

(/ί en facteur. 
Enfin, quand /c > 2, 

I* lì ti 22 B/r—1,2 1> 

A,, B B .... 
..... .... ..... 
B B B B IIB 

Faisant passer la ligne qui contient B
1/f à la première place, on 

obtient un déterminant (— ι)*~"2ΔΑ, de la forme Δ, mais avec η — 1 
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lignes et colonnes, dont le produit par ( — est positif. Le terme 
correspondant du développement (5) de Δ est ( — ι)Α_1 ΒΑΔΑ), et son 
produit par (— τ)"-1 peut se mettre sous forme d'une somme de 
termes tous positifs, dont chacun a la forme indiquée dans l'énoncé, 
et contient en facteur une des quantités Bl2, ..B

lrt
. 

c. ο- r. ι>· 

COHOLLAIMÎ ]. — «SA λ est une limite inférieure de celles des quan-
tités Β

£
·, B//, (/f > o, if 1) qui ne sont pas nulles, et si Δ φ ο, on a 

(_ ι)«-'Δ>λ". 

Un des termes du développement de(— Δ indiqué au théorème 1 
est en eiTet φο, et, par suite, >λΛ, puis<juc tout facteur différent de 
zéro d'un de ces termes est au moins égal à λ en valeur absolue, 
d'après (1). 

CouoLLAiitE II. — Le déterminant 

13,, 13, '¿I «i 

(6) D= — B„ B 22 r>//2 
................. 
1*1» H in B /í/í 

peut se mettre sous la forme en sorte que 

(— l)"J)>0. 

En effet, d'après (3) et (/|), 

(6 bis) 

qui est de la forme Δ. 

I)_= 

C,, C 2 C 
B B B 
............... 
'h't B

2rt · · · B„,
t 

TnÉoitÈMi·: II. — i° «SA, les conditions ( 1) ayant lieu, les quantités C
ti 

sont toutes > o, on a 

(7) ( 0"B = E1iC2
2· · -

/f
> o; 

2° En particulier, les conditions (1) ayant lieu, si λ ]> o est une 
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limite in férieure de celles des quanlUés U/* (A' φ ι, k Ι* <>, i f Ι) qui 
ne sont pas nulles, et si, pour chaque valeur de i, il y a une valeur 
de k i telle que 13/a> °> on a 

(8) ' (— 1)" D 4 λ". 

En effet, dans ce dernier cas, d'après (i), (3) el (/j), 

( 8 bis ) C a ~ B,·,, + Β/, 4-... 4- 1^/, /— ι = ̂ , 

(8) sera une conséquence de (7), qu'il suffit d'établir. 
L'inégalité (7) est évidente pour/* = 1 ; je la suppose vraie pour les 

déterminants (G) à au plus η — ι lignes et colonnes. D'après (5), (G his) 
et la démonstration du théorème I, 

— D = C
u
 D

lt
 — C2l D214-. . ·, 

( 1 )" ~1 D, ! Cj !, ( I)""'2C21J)21, ... 
sont positifs, et 

(u) 1 I 

H suffit de vérilier que 

(10) ( — i)"~l On f: c:2.,... c,,,, ; 
or, le déterminant D,, est de la même forme que I), mais avec η — ι 
lignes et colonnes seulement; d'après l'hypothèse (10) a lieu, par 
suite (7). C.Q.F.D. 

CiOiioLi.AiHF. I. — Tout étant posé comme .aux théorèmes 1 el 11, 
si B, > o, on a 

( — ι )"-'Δ i B, C22.. . Cl(l, > o. 

Cette inégalité résulte de (3), (7)el (10), Δη étant de la forme (G) 
deD. 

COROLLUIU; II. — Tout étant posé comme au théorème 11, chaque 
mineur d de D dont la diagonale principale ne contient que 
des Β,·,· est φ o. 

En effet, soient eu les quantités analogues aux C,·, pour R/ : — casera 
formé, par exemple, de B/f/( et de termes qui entrent dans 
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d'après (3), et l'on aura 

Cii— Ε*/,·, Ο Cj 

Le déterminant d étant de la forme I), d'après le théorème 11, d est 
différent de zéro. 

COROLLAIRE III. — Soit Γéquation en χ 

Β, ι σι χ Β21 ... Β«ι 
(ι.) Ι)(.Γ): 

.... .... 
Βι« Β2« . . . B,

m G/ιΧ 
avec 

(12) σ1( σ2, .. . et σ„^ ο, 

et qui n'est pas identique : i° Quand les 11,* satisfont aux condi-
tions (1), (11) n'a aucune racine réelle > 0 ; 20 Quand, les 13,* 
satisfont en outre aux conditions du théorème //, cette équation n'a 
aucune racine réelle > ο ; dans ce dernier cas, si m des quantités 
σ

η
 ..., σ

η
 exactement sont φ ο, l'équation est effectivement de 

degré m. 

En effet : i° soit #>0; d'après le corollaire II du théorème I, 
— D(a?) peut se mettre sous la forme Δ; d'après le théorème I, 
(— 1)" D(;r), qui n'est pas identiquement nul, peut se développer sous 
la forme d'une somme de termes tous positifs, dont un au moins 
dépend de x

1
 est >0 pour χ — ο et croît avec donc(~ 1)" 1)(.χ·) > ο 

lorsque χ est plus grand que zéro ; 
20 Dans ce cas, on est sûr que D(a?) n'est pas identiquement nul, car 

(— 1)" ΰ(ο) > o, 

d'après le théorème II ; soient 

σ'ι' ···' σι,η 

ceux des σ, qui sont φ ο : le coefficient de 

σ/(.. .σίιηχ">, 

dans le développement de D(.x) est, au signe près, un déterminant d de 
la forme indiquée au corollaire II du théorème II, et ce coefficient est φο. 



SUR LES SYSTÈMES DE RÉSERVOIRS. 20^ 

LKMMK I. — JJequation 

Λ|1 — 0*1 X Cl'i\ ... Cl,, [ 
rt12 o.22 (Tj.T,' ... f7/(2 

............... 
I «1« Clin · · ' A/in \ 

où ση ..σ
η
 sont >ο, et aki— ai/n a toutes ses racines réelles. 

Ce résultat est bien connu quand σ,, .., σ„ sont tous égaux à ι. Or, 
il suffit de se reporter à la démonstration qui figure dans VAlgèbre 
supérieure (') de M. II. Weber pour voir que celle-ci subsiste à peu 
près identique ment quand σ

η
 ..., σ

α
 sont quelconques > ο (2). 

Il ne reste donc à traiter que le cas ou quelques-uns d'entre eux 
seraient nuls; on pourra toujours admettre que ce sont σ

/Μ+ι
, ..., σ,

η
. 

Partant du cas où σ,,..σ
η
 sont tous > o, on fait tendre ..., σ

η 

verso : ri —m racines au moins croissent indéfiniment en valeur 
.absolue, et, à la limite, les autres racines sont réelles. 

On peut aussi dans ce cas observer que la démonstration de M. H. 
Weber s'applique encore presque identique nie ni. 

LF.MME II. — LA équation 

bu — avx bÎX o o o 
0 12O22 2 X O 32 O o 

04) O Ih 23 33 <JZX 
....................... 

B tin <JnX o o 

où σ,, ..., σ
η
 sont > o, bj^_x et />,·_« ,ί™ o, bik = o quand, | i, — h | > ι, 

a toutes ses racines réelles. 

En effet, je multiplie les termes des diverses colonnes par les quan-
tités positives p.,, p.2, ..., |x

ft
, et je pose 

«//.·, σ, μ,· ■= σ'ί, μ, > ο ; 

(ι) Traduction J. Griess, Paris, Gauthier-Villars, 1898, p. 32i et suiv,, 011 
texte allemand, Algebra, 1, 2tu Auflage, p. 307. 

(2) Au sujet de ce cas voir Pierina QUINTILI, Giorn. cli Mat. (A. Capelli), 
t. ΧI-,VII, janv.-fév. 1909, p. 21-24. 
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l'équation devient 
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aw — σ,.τ ο 
Ο 12 ^22 G 2 & Cyi 
ο a

 n
 ο ;j — σ'.

Λ
 j: 

........................ 

— ο. 

Si les «,-,ι.ι, sont simultanément nuls on φ o, je puis disposer 
des p., > ο de façon que 

(l\ 2 — ^21 ι d'i'A —· ^ A *1 * · · · > 
car il suffit de poser 

[J-l b\2 |J.2 ^21, f/o />23 ~ /i.;, ···? fbl —I —l- P/L 1 5 

le leinmc I s'applique, el (i i) a toutes ses racines réelles. 
Si des deux quantités l'une est nulle et l'autre différente 

du zéro; soit, par exemple, 

^23^32—-o, b.
i2 H- h η ̂  Ο ; 

le déterminant du premier membre de (i/j) est égal au produit de 
deux déterminants de même forme 

t) j , Ο ι X t) 2 | 
b\<i b'11 0*2 

et 

by,ι — σ,,.τ b,.
Â
 ο 

by, bu — σ,,χ b^ 
ο b

!t
 g ΰ

:
,Ά — σ6χ 

..................... 

pour lesquels on peut supposer la propriété établie, car celle-ci est 
évidemment vraie pour η = ι ou 2. 

THÉORÈME III. — Les B,·* satisfaisant a,ux conditions (1), avec 
B/A =. Β*/, Γ équation (11), supposée non identique, a toutes ses 
racines réelles et ^ o. Quand les B

/A
 satisfont enoutre aux conditions 

du théorème //, l'équation (11) est effectivement de degré m si m 
des quantités σ,· exactement sont φ o, et ses m racines sont < o. 

D'après le corollaire III du théorème II, il su l'fi t de montrer que l'équa-
tion (11) a toutes ses racines réelles : c'est ce qui résulte du lemme I. 

COROLLAIRE. — J'admets que les V>ik satisfassent aux conditions (1) 
et à celles du théorème 1J, avec B/A = BAi ('), et, quand B

iA
 est φ o 

) Plus simplement et plus généralement, les résultats du corollaire subsistent 
quand, supposant d'abord ces conditions remplies, on fait ensuite varier assez 
peu d'une manière quelconque les coefficients B. 
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(7 φ /r, /, k > ι),yV? remplace dans ( 11) B*/(/r'5 i) par 13,·* -f- ε,·*, avec | ε/*| 
assez petit par rapport à λ : on peut toujours prendre les | ε,·/, | assez 
petits pour que cette nouvelle équation ail les parties réelles de ses 
racines toutes négatives <o. Si même l'équation (n) avec ε^= ο. 
a toutes ses racines distinctes, la nouvelle équation a toutes ses 
racines réelles, distinctes et < o, quand les | tik | sont assez petits. 

En effet, soit 
E=O 

la nouvelle équation : ses racines sont de la forme x'(y/— iî 
quand les |ε,·*| tendent vers zéro, x

{ \i — ι a pour limite une 
racine de (ι i), et y, tend vers zéro, s'il n'est pas nul, en sorte que xK 

est négatif quand les |ε
4
·*| sont assez petits, d'après le théorème 111; 

y
t
 ne peut d'ailleurs être φ ο que si Ε — ο a deux racines x

{
 zhy

t y/ — ι 
ayant même limite, c'est-à dire si (ι i) a une racine double. 

Remarque. — On peut observer au sujet de celte démonstration 
que, si l'on fait varier d'une manière continue à partir de zéro les tih 
sans les assujettir à conserver des modules très petits, l'équation Ε = υ 
ne pourra cesser d'avoir négatives les parties réelles de ses racines 
sans que l'une des quantités x, s'annule. Si donc l'on pouvait démontrer 
que l'équation E = o n'a pas de racine imaginaire pure tant que 
les 13/* satisfont aux conditions (i) et à celles du théorème II, on aurait 
par cela même démontré que cette équation a les parties imaginaires 
de ses racines toutes négatives. 

Je me contenterai d'indiquer, sans développer les calculs, que ce 
procédé réussit lorsque /t< 3 ; dans ce cas donc, les racines de Ε — ο 
ont toujours leurs parties réelles négatives, et sont toutes réelles ou, 
évidemment, toutes distinctes. 

THÉORÈME IV. — Soit Γéquation eu x 

c. o. f· ι>· 

Bjj — G\X H21 o o 
Bjj — G\X H21 o o 

( ι ίί bis)B B ox 
.................. 

O o o —t,/f B//tl Gn X 
Journ. de Math. (6* série), tome IX. — Fuse. Il, 191.Ί. 
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où σ,, ..σ„ sont Jo, el B,A = ο quand | i — A-1 J> ι ( /, k égaux à ι, 
2, ..., η). Lorsque les B,A satisfont aux conditions (ι), (ι\ bis) a 
toutes ses racines réelles et J ο ; elles sont même ο lorsque les B/* 
satisfont en outre aux conditions du théorème II, et, dans ce dernier 
cas, si m des quantités σ* exactement sont φ ο l'équation est effecti-
vement de degré m. 

En effet, d'après le corollaire III du théorème II, il suffit de montrer 
que l'cqualion (i/j his) a toutes ses racines réelles. C'est ce qui résulte 
du lemme II, qui est applicable, puisque, d'après (i), B

(/l
 Jo(/^ k). 

C. O. F. I). 

Remarque. — Ou pourrait aussi démontrer directement, sans 
l'intermédiaire des lemmes I et II, que (i4 bis) a toutes ses racines 
réelles. Soit XA le déterminant obtenu en supprimant, dans le déter-
minant^ bis) ou X, les k premières lignes et colonnes. On remar-
quera qu'on a pour Χ, X,, X

2
, ..., une suite d'égalités 

X — ( 1311 <71 χ) Χ, Β ι .> Β., j λ 2, ..., Χ/—ι — b/t/t & ιι ·Τ» Χ η — ' > 

et que les polynômes 
•X, X„ x„ 

forment une suite ayant des propriétés analogues aux suites de Sturm 
quand σ,..., a„sont tous différents de zéro et de même signe; alors X a 
toutes ses racines réelles parce que la différence entre le nombre des 
variations de cette suite pour χ = -h co et χ — — ce est égal à n. Le 
cas où certains des σ,, ..., σ„ sont nuls s'en déduit comme cas limite. 

On peut encore observer que le théorème IV comporte un corollaire 
analogue à celui du théorème 111 : si dans(n) on suppose d'abord que 
les Β M satisfassent aux conditions (i) et à celles du théorème II, qu'on 
les fasse alors varier assez peu, et que les B,

/f
, pour lesquels \k — i| J>i 

(i, k Ji), soient non plus nuls, mais suffisamment petits, l'équation (ι i) 
correspondante a encore les parties réelles de ses racines négatives. 

VI. — Sur certains systèmes d'équations implicites. 

15. Soit un système de η équations implicites 

(,5) //,(3,. S
n
 ) + «/,·— ο (/f=r I, 2, . . ., H), 
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où les inconnues réelles sont z
{

, ..., z
lt

, et où les ak
 sont des para-

mètres rcels. Les fonctions fk
 sont supposées univalentes, continues 

et ayant des dérivées, au moins dans le domaine δ où on les consi-
dère. Soit 

(.6) I Bk df 

on a le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Soil, pour un système aJ de valeurs des «<·, 

0....1... 

une solution des equations (I5). Les B,·* satisfaisant aux conditions 
du deuxième alinéa du théorème II du paragraphe V, la valeur 
correspondante du jacobien D des fk est différente de zéro, et les 
équations (i 5) définissent, pour les valeurs des ai voisines des a% 
η fonctions z„ ..., z

n
 des ai telles que 

r · ôz>'· > 

Plus exactement, soil, pour le système z" de valeurs des ζι, λ, > ο 
une limite supérieure, λ > ο une limite inférieure de celles des 
quantités \ B/#| qui ne sont pas nulles : on a 

Ekk> y 
et quand i φ k, 

E/V,= o ou 

cette dernière inégalité ayant forcément lieu pour les valeurs de i 
et de k telles que B//,> o. 

En effet, D est différent de zéro, et même, d'après (8) (§ V), 

(— i)"D>X". 

Il est bon d'indiquer incidemment à quoi équivalent, pour les 
fonctions fk, les conditions imposées aux B

iA
. La condition énoncée 

au deuxième alinéa du théorème II, qu'il y a un Β
ίΛ
 > ο, pour chaque 

valeur de i et une valeur de k < i, exprime que, pour ces valeurs de 
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i et /r, on a 
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*>fk 

de même, 13,·,· <o [équations (ι), n° 121 exprime que 

àz, 

Par conséquent, les conditions relatives aux 13,·* équivalent pour la 
fonctiondans le domaine considéré, aux suivantes : /,· est fonction 
décroissante de s,· et non décroissante des autres quantités zk\ pour 
chaque valeur de i, il y a une valeur de /r < i telle que fk soit fonction 
effectivement croissante de z,·, enfin, pour i= i, 2, n. 

H,., +... + H,„= «"/'+/' + ··· + /■) < 

Ceci posé, on a 

(17) djk -+- da
k
 — Β,riz, -t-. .. B

rtA
· dz

n
 4- dak — ο, 

lb 1 ... B/.·— 1,1 d(ii . . . B„, 
D dzk— — 

Bp; .. . B,_|
(ll
 do

n
 .. . B,„ 

Amenant, dans le déterminant du second membre, les lignes 
et colonnes à la première place, on a 

ou 
D dz,,= — D/, , 

ilei k 1 le 1^2 k • • • B/ir—1,/r • • • B;j k 

I),- dax n 12 a 21 U/,- M MA- +i*i li ni 
................. 
dan B tB 1 n 2 n B nn 

Ce déterminant, quand on suppose les da, positifs, est du type (2) 
du n° 12, et alors, d'après le théorème I, (— i)n_,DA est >0 et de la 
forme 
(18) (— 1 )" -1D/, = E\/, dax 4- Ε'

nk
 da

n
, 

où E-
A

. = O, puisque le premier membre de (18) est positif quand 
0, les autres dak étant nuls. Soit 

(19) E'<t=(-i)#DErt, d'où E,*>o; 

(corollaire II du théorème I, n° 12); 
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on a 
(— ι )'lï) dz/, — (— ι )" 1 D/., 

dzk — IL,Λ. dax ·+...+ Ilnk da
n 

ci 

(20) ' ^ = 

On peut memo préciser un peu plus. On a, d'après le théorème I, 
puisque D se déduit de D

A
 en y remplaçant da

t
 par BA/, 

(— Ι)" D — LT/,F
C
BA| Ι'/,,/,ΗΑ/Ι — (— 0'

1
B( Ι^ΙΛB/I Ε,,ΑΒΑΜ ), 

— ι — IL Ι Λ· Β/.·ι + · .. 4- E/IABA» ; 

le second membre ne comprend que le terme ΕΑΛΒαα
 qui puisse être 

négatif, en sorte que 

(2 ' ) — Β/./. Β/,·/,■ i ι, E
aa

 ̂  γ- ; 

ces inégalités résulteraient aussi de la considération de l'égalité 

()zt daî ' ' ' dzn ùai A" 

où ηΑί= ο, si k φ ί, et η,
(Α
 = — ι, égalité qui s'écrit aussi 

Β ι /,· Ei| +... + Β
ΛΑ

 Ε,·
λ
 = ηΑ.,· ; 

il suffit en effet d'y faire i = k. 
Quand ΐφΐί, le seul terme du premier membre qui puisse être 

négatif est 
BA AE

/7C
 ; 

si donc un des termes 
Β,,, A E,·

m
 ( ni yà. k ), 

est différent de zéro, on devra avoir E/A=^o, Ε'/λ.^:Ο, et inversement. 
Par conséquent, lorsque Β

ίΑ
> o, puisque E,

(
 est> o, d'après (21), on a 

|Β*»Ε,*|ΪΒ,»Ε„>£, 

I i* C. Q. F. D. 
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VII. — Alimentation permanente et régime permanent 
des systèmes de réservoirs. 

14. ALIMENTATION PERMANENTE. — JE reprends les équations (2) 

du paragraphe III, en admettant, comme dans tout ce qui suit, 
que les φ,7 satisfassent, non aux hypothèses A du paragraphe IV, 
mais aux hypothèses plus restrictives des paragraphes II et 111 ; ce 
dernières paraissent suffire, comme je l'ai expliqué au paragraphe 11, 
pour l'étude des systèmes de réservoirs naturels ou, plus générale-
ment, des systèmes envisagés dans le paragraphe VII. 

Le seul cas où un régime permanent, pour lequel sn ..., z
n
 soient 

constants, est possible, c'est celui où les a,· sont constants, sans être 
tous nuls, bien entendu, s'il y a mouvement. C'est là une condition 
nécessaire, et les équations du régime permanent sont 

(22) φ0Η-φιί·+...4-φ«/+α<·=τ/;+-α/=ο (i = 1, 2, .. ., n). 

Mais, a priori, on ne peut affirmer qu'il y aura un régime per-
manent pour un système donné de valeurs des ah c'est-à-dire qu'on 
n'est pas certain que le système (22) ait alors une solution. Ainsi, une 
fontaine intermittente, dont l'alimentation est constante, a un régime 
périodique. On pourrait donc examiner, an a.,, ..., a

n
 étant des 

constantes données, positives, nulles ou même négatives : i° dans 
quels cas il y a un régime permanent, c'est-à-dire pour quelles valeurs 
de a

t
, ..., a

n
 les équations (22) ont une solution; 20 dans quels cas il 

y a un régime périodique, qui dépendra alors des équations (2) du 
paragraphe 3; 3° les autres cas, s'il y en a, qui dépendront de ces 
mêmes équations (2). 

Je commence par indiquer un exemple de chacun de ces trois 
cas. 

PREMIER CAS. — Régime permanent. — Il suffira de considérer un 
seul réservoir, qui donne lieu à l'équation 

φ01 4- α, ~ o. 

Si φ
01

 est une fonction continue de zt
 égale à zéro pour une certaine 

valeur.de z
t
 et les valeurs plus petites, et à — co lorsque z{ = -h 00, 
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celte équation a toujours au moins une racine pour chaque valeur 
de > ο (exemple en hydraulique des liquides : cas où le réservoir S, 
possède un déversoir externe non noyé à l'aval); il y a un régime 
permanent au moins pour chaque valeur de a

K
\ il n'y en a qu'un 

si φ
0|

 est fonction constamment décroissante de s,. 
LJn exemple plus étendu en hydraulique des eaux est fourni par un 

système de η réservoirs à surface libre et à exutoires non noyés à 
l'aval, dans des conditions étudiées par moi antérieurement ('). 

DEUXIÈME CAS. — Régime périodique avec alimentation perma-
nente. — Soit, en hydraulique des liquides, — <p

0
, une fonction de -, 

qui exprime sous certaines conditions le débit d'un siphon non noyé 
il l'aval (a) (§ III, n° 7), ou une fonction de même nature, c'est-
à-dire ici une fonction qui peut prendre les deux valeurs 

ψι(3,)>ο et ο 

quand -, varie entre A, et II,, la valeur 

ψ ι ( -1 ) — υ 
quand -, <//>,, la valeur 

ψι(3ι) ̂  0, 

quand 3,^11,. La fonction ψ,(-() est discontinue pour s, = A,, 
ψ, (A, 4- ε) étant >0, > ο (0, nombre fixe) si petit que soit le nombre 
positifs, et ψ, (A,— ε) étant nul; de plus, ψ(-, ) est fonction crois-
sante de -, pour -, > A,. 

Alors o0
, -+- a, est d'une des formes 

«1 — Ψι(-ι) OU a,; 

pour une valeur de a, > o, le régime permanent n'est possible que si 
l'on peut avoir 

«ι=ψι(3ι)ΐ 

la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est 
αι = ψι (ùj + ε) ; 

(1) Voir par exemple Journ. Ecole Pot., 1909, p. 52. 
(2) Ο11 suppose l'orifice d'aval, de cote Λ'2, plus bas que celui d'amont, de 

coLe /q, c'est-à-dire que, dans la seconde formule (6) du n" 7, il faut remplacer ζ 
par ζ,, s, par z

2
, h par /q, /q par h',, et h2 par Λ, > Λ',. 
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si elle est remplie, il existe un régime permanent ('); sinon, il n'y en 
a pas. 

Soit une valeur a, inférieure à 

4- ε)ε=0 : 
—g- =«,—ψ,(

3
,) ou -7r = "u 

d'après les équations (2) du paragraphe III. 
S, (s, ) étant, comme ci-dessus d'ailleurs, supposé fini et > ο quand 

s, est fini et au moins égal à hn et la valeur initiale de étant corn-
prise entre Λ, et H,, lorsque la deuxième équation s'applique, -, Huit 
par atteindre la valeur H, ; à partir de ce moment, il convient d'envi-
sager la première équation (le siphon s'amorce alors, car on est dans 
le cas des liquides), et -, décroît; mais on a 

a{ — ψ, (-, ) 1 — α, («. — con * t. > 0) ; 

-, reprend donc la valeur h
t
 au bout d'un temps fini, et, à partir de 

ce moment, il faut envisager la deuxième équation (le siphon se désa-
morce). Le mouvement est évidemment périodique, et sa période 
est 

«-m* 

Plus généralement, soit un système de η réservoirs dont un seul, 
S,, possède un exutoire externe, en sorte que 

epoa — · · · ~ 90»== 0 ; 

si φ
0

, est la même fonction bivalente que tout à l'heure, et si 

U ! — (T', 4-... 4-

on a [équations (18) du paragraphe IV | 

— φ0) 4- α 1 4-... 4- cin ; 

quand 
0 <! #i 4~ · · · 4~ #// <C filf ψι 4- £ )Î=;O) 

(l) Le régime est alors asymptotiquement permanent pour une valeur initiale 
quelconque de zx

 ( Journ. École Polp. 43 et 52-36). 
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le régime permanent est impossible : U, est alternativement croissant 
et décroissant. 

TROISIÈME CAS. — Regimes avec alimentation permanente et qui 
ne sont ni permanents ni périodiques. 

On en a un exemple immédiat en considérant deux réservoirs S,, S2 

analogues au réservoir S, envisagé dans le deuxième cas, avec des 
périodes P

(
, P2, et qui se déversent exclusivement par des siphons 

non noyés à l'aval dans un troisième réservoir S
3
 pour lequel α.

Λ est 
constant, et φ

03
 univalent. On a 

—ppp ?<13 4" 9i3 -t- ©23 4- O-i —■ ©03 "+" A
3
(£), 

où φ,
:(
, <p

23
 ne dépendent pas de z.

t
. 

Si P, et Ρ
2
 sont incommensurables entre eux, on peut montrer 

que z.
t
 n'est pas périodique. Je ne reproduis pas ici la démon-

stration. 
Au contraire, si P, et P2

 sont commensurables entre eux, r, et ir., 
ont une période commune P 

— ?03 4- A.3(0, 

où A
3
(/) est périodique, de période P; on sait que (') r

3
 est asymp-

totiquement périodique. Soit, en particulier, P = P,= P
2

; le mou-
vement pourra présenter une circonstance curieuse : si a, 4- a,2 est 
relativement assez petit, la période P, d'après son expression calculée 
plus haut (deuxième cas), sera grande; pendant la majeure partie de 
celte période, c'est-à-dire pendant le remplissage de S, et S2, 
A

3
 (/) = «3, et le mouvement de S

3
 semblera durant ce temps asymp-

totiquement permanent, ce phénomène pouvant présenter une ou 
deux phases. 

Bien que, dans le troisième cas étudié ci-dessus, la solution s,, Φ3 

n'ait, en général, aucufie période, on sail qu'on peut affirmer l'exis-
tence d'un système ζ,, ζ

2
, ζ, tel que les conditions 

! Z\ = 1-2 £2!= ε? | Ç:i| = £, 

(') Journ. Ecole Polyt., 1909, p. 28 et 4·5· 

Jour/1. de Math. (G· série), tome IX. — Ease. II, uji>. 28 
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(ε nombre positif arbitrairement petit) seront remplis une infinité de 
fois (' ). 

J'ai insisté sur ces exemples relativement simples : ils montrent la 
variété des cas que l'on peut rencontrer dans l'élude des réservoirs 
avec alimentation permanente, et ils ne sont peut-être pas sans intérêt 
au point de vue de l'hydraulique souterraine. 

Dans ce qui suit, je n'envisagerai plus que des fonctions φ
0ί

·, φ*/ 
univalentes, au moins dans les domaines étudiés. 

L>. PROPRIÉTÉS DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ET IMPLICITES nu MOUVE-

MENT QUELCONQUE D'UN SYSÎÈME DE RÉSERVOIRS. — Je reprends le système 
d'équations (2) du paragraphe III, 

<*/·— Si^'i— 9o/+ 9i/-4-.. .H- 9«/+ ai — fi + 

relatives au mouvement quelconque d'un système de réservoirs; je 
vais signaler certaines propriétés des quantités 

Β"-5Ξ7 

qui comportent des applications dans la suite. On a 

B,,,= -j— = -p- — r— r ο 
(i#k) 

u (Vk ào,·/.· <)(?/,■ i ... Λ 

B„=
 =

'>(».'+··■-+-?./) =-(1ί,·
0
+Β,·, + ... + Ιί,,;_,4-Β,·,^,+...+Β,„); 

B//io et, par définition, B,
0
 — -^io. 

Le jacobien ou déterminant fonctionnel des /,· est un déterminant 
du type considéré au corollaire II du théorème I du paragraphe Y, et 
les B;* satisfont aux conditions (1) de ce paragraphe. 

On peut en outre ajouter, aux hypothèses d<*s paragraphes II et III 
sur les ο

0ί
·, φ*,·, les hypothèses suivantes, habituellement vraies. Le 

domaine où varient ζ.,, ..., z„ peut se subdiviser en domaines 

(') Cf. 11. POINCAIÎÎ:, Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. 111. 
Paris, Gauthier-Villars, 1899. 
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partiels G limités par certaines multiplicités ou surfaces dans l'espace 
à η dimensions 

Ψ ( z I > · · · ι zn ) — ο; 

ces équations, dans des cas. très usuels, seront de la forme 

z
t
- — }, zk avec λ constant, ou Zi~ const. ; 

ainsi, dans le cas d'un réservoir unique d'eau, muni de petits orifices 
aux cotes y.,, p..,, ..., ces équations seront 

Z{— p., OU Z,= jJ..,, ou .... 

Soit δ un de ces domaines partiels, les frontières du domaine, for-
mées par certaines de ces surfaces, étant exclues : les fonctions ç

0<
·, 

fH, quand elles ne sont pas identiquement nulles dans le domaine o, 
y seront supposées partout différentes de zéro, univalentes, finies et 
continues; leurs dérivées par rapport aux variables qui entrent effec-
tivement dans ces fonctions sont différentes de zéro dans o, et finies. 

Ainsi, en hydraulique des eaux, si l'un des dispositifs de communi-
cation de S/ et de S/c est un ajutage ordinaire à la cote c, on a pour 
ce dispositif l'une des cinq formes suivantes, où les coefficients />?,, ..., 

ainsi que le coefficient m' indiqué ensuite, sont des quantités 
constantes ou lentement variables avec et zk : 

(24) 

cp j k — πι | ( ζ ι ζ. ζ k __ c), 
ο î/.· — m ο \4^ /· z î ( ζ /,· ~ / — c* ), 
φ/A· — mi V7zi — c (zi = c = zk). 
<?ik = — »ii γ/-A — C ( 5/, > C > Si ), 
<?/·'.· — ° ( <-' zii c = zk)> 

De même, pour un ajutage externe de S,, à la cote c , 

(25) 
<pfl/ — — ni'\JSj— c' (s/^c'), 
0vi—0 (-/=C). 

Les fonctions φ
ίΛ

, ο
0ί
 sont, on le voit, univalentes, mais multi-

formes (comparer avec la fin du n° 7). 
En réalité, les formules (24) ci-dessus, par exemple, ne seraient 

suffisamment exactes que si l'ajutage avait une section infiniment 
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petite; dans le cas d'une section finie de petites dimensions, c est la 
cote du centre de gravite de la section, et les formules (24) ne s'ap-
pliquent que quand |-t·— c|ou \zk—c\ sont supérieurs à une petite 
quantité positive ε. La fonction φ,·* est encore multiforme, mais il y a 
une région déterminée par une quelconque des inégalités 

1«/ — <Ί = ε, 1-5*—<··| :ϋε, 

où la valeur de cette fonction est mal connue. 
On pourra négliger ε, et les quantités analogues pour un dispositif 

quelconque, ou encore, plus rigoureusement, exclure du domaine 0 
non seulement la frontière, mais encore le voisinage immédiat de la 
frontière. 

Finalement, en tenant compte aussi des paragraphes II et III, on 
fera, au sujet des quantités (23), les hypothèses suivantes, que j'ap-
pellerai hypothèses C, et qui seront valables dans le domaine δ : 

ι° Lorsque n'est pas identiquement nul dans ô, l'une des deux 
quantités 

B,/,. ou Β/
ιΎ
 est > ο : 

si, par exemple, φ/,,· dépend effectivement de s/,., 

B/l(>o d'où B/,/,<o; 

2° Lorsque φ
0(

· n'est pas identiquement nul dans 0, 

B/o > ο d'où B,v<o; 

par exemple, si S,· a un dispositif externe à une cote cl «<·, 

B„ Β,·/ -t-... -1- B/„ — — B,
0
 < ο ; 

3° Si un dispositif de communication de S/ avec un autre réservoir, 
ou avec l'extérieur, fonctionne de façon que l'une au moins des fonc-
tions <ρ0/·, ©ι,·, . .©„,·· ne soit pas identiquement nulle et dépende de z,· 

i dans ô, 
B,7< o. 

Il y a intérêt à observer qu'on pourra, à l'occasion, faire sur les B,
0

, B/A 
des hypothèses encore plus précises. 

Ainsi, en hydraulique des eaux, je suppose que les dispositifs de 
communication de S, et SA soient des ajutages noyés; on pourra 
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prendre sensiblement, dans beaucoup de cas [n° 7, formule (5) et (6); 
n° 8, formule (7); n° 10, formule (i5)], 

ion\ r — 4/i de?/,/ _ dep/,/ _ ()<oa· dfk 

ou iffk\ le jacobien des /· est alors un déterminant symétrique; 
les fonctions// sont les dérivées partielles d'une même fonction 

F(sj, ..., 

par rapport à s,, z,
n
 et les équations différentielles et impli-

cites (2) du paragraphe III deviennent 

(28) s,<=^ 

Si le dispositif de communication de S,· et SA. est un déversoir noyé, 
et si [n° 7, formule (4)) 

©/„· = m(zk — c) \Jzk—ζi (ζ/,> s, > c ), 
on a 

( *9 ) ψ1 + Tp-' = B«- Β«· > o. 

16. SUR LE CAS GÉNÉRAL DU RÉGIME PERMANENT. — Les équations du 
régime permanent sont de la forme 

(3o) /Η-σ/= o, 

avec ai constant ^o, et analogues aux équations (IJ) du para-
graphe VI; un des a/ est >0. 

J'admets que le système de valeurs a? des at considéré soit tel que 
les équations ci-dessus aient une solution ζ°, ..., ζϋ

η
 située à l'intérieur 

d'un des domaines 8 définis tout à l'heure à propos de (23), c'est-à-dire 
que ζ",z°

n
 ne satisfassent à aucune des conditions ψ(£,, ..., zn

) = o. 
Je classe alors les réservoirs d'une manière analogue à celle du 

théorème I du paragraphe IV, en envisageant non plus les communi-
cations possibles, mais les communications effectives. Soit le groupe v, 
des réservoirs 

Si) · · · ) S
ni

, 

qui se déversent effectivement à l'extérieur par un dispositif (orifice, 
déversoir, etc.) qui fonctionne, c'est-à-dire que, pour les valeurs z] 
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des 5/, on a 
ψοΐ' ···? φθ«ι Lous Ο î 

On a puisque les aJ sont ^o et non tous nuls, et que, le 
régime étant permanent, il faut qu'un des dispositifs externes fonc-
tionne. Soit ensuite le groupe s2 de ceux 

S/Ι,+ Ι 1 · · · , S
/<2 

des autres réservoirs qui alimentent effectivement un au moins des 
réservoirs de s, : les réservoirs de s2

 n'ont aucun dispositif externe 
fonctionnant, et, de plus, par hypothèse, chacun d'eux fournit un 
débit positif plus grand que zéro à l'un des s

t
. Soit encore le groupe ,ç3 

de ceux 
Sn .....SN; 

des autres réservoirs qui alimentent effectivement un au moins des 
réservoirs de s

2
, etc. J'admettrai que, pour le système des valeurs de 

~t, · · · ) "ni «1, · · · ? &n 

considérées, chaque réservoir du système fait partie d'un de ces 
groupes; il en sera forcément ainsi dans le cas ou les a) sont tous > o. 

D'après (26), c'est-à-dire d'après les hypothèses C, on a pour les 
réservoirs de s, 

B,0, . . ., B„
i0
> o; 

pour chaque valeur de k égale à /2, + ι, ..., il y a au moins une 
valeur de i < n

{
, et telle que 

Bki>O 

puisque chaque réservoir de s.
2
 alimente effectivement un au moins 

des s
t
 ; pour chaque valeur de k égale à /ï

2
-+- 1, ..., /2

}
, il y a une 

valeur de i telle que 

ni 4- 1 = i= et o, 

puisque chaque réservoir de s
3
 alimente au moins un des s

21
 etc. 

Les β^, puisque, d'après (23) ou (aG), Β**< o pour chaque valeur 
de k, satisfont donc aux conditions (1) du paragraphe Y, et, en outre, 
aux conditions de l'alinéa 2 du théorème II de ce paragraphe. Ce 
théorème II et ses conséquences s'appliquent ainsi au jacobien du 
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système (3o), et ce jacobien est différent de zéro, et du signe de (— i)n. 
En particulier, on peut se servir ici du théorème du paragraphe VI : à 
chaque système de valeurs des a

t
 tel que les |α,·— a"\ soient assez 

petits correspond une solution 5,, z
n
 de (3o) telle que les \ zt — s"\ 

soient petits, et que s,, ..., i
/t
 ne satisfassent à aucune des conditions 

ψ(~,, ..., z
n
) = 0. J'envisage une de ces solutions et je suppose que 

ak éprouve un accroissement infiniment petit positif; on a 

Ε/Α = > ο, ΕΑΑ·= λγ1 > ο, k jé. i ou k~ i, 
et 

Ε kt= -r— > 0, si Β a·,· — ~r~>o, ■ avec k^zi\ 

dz
n
 ..., clz

n
 ne peuvent être négatifs. 

D'autre part, pour chaque valeur de k, d'après (26), on a 

13/.·/ — >0, kr^i, 

lorsque SA alimente effectivement S,·, ou lorsque S, alimente effecti-
vement S/f par un dispositif de communication dont le débit dépend 
de zk (on pourra dire, p^r extension, que ce dispositif est alors noyé). 
Enfin, soit S7 un réservoir quelconque autre que S* et l'équation 

dfj— Βjy dzi Β„j dz
n
 — o. 

OÙ 
dz\, · · · 5 dza ̂  ο ; 

d'après ce qui précède, 
Β jj < ο ; 

on ne peut donc avoir dzj=o que si celles des quantités dzt pour 

lesquelles 13/
y
 est φ ο sont nulles; mais B/y = est φο, d'abord 

quand S/ est un réservoir qui alimente effectivement Sy, ensuite quand 
S/ est un réservoir que S

y
 alimente par un dispositif de communi-

cation noyé. Ces résultats montrent complètement quelle sera l'in-
fluence sur les quantités caractéristiques d'une petite variation de la 
quantité ak. Dès lors, on obtient ces propriétés : 

Quand on fail croître légèrement le débit permanent d'alimen-
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talion ah d'un réservoir SA au voisinage de la valeur a", les valeurs 
s

n
 z

n
 de la solution permanente qui correspond à a,, ..., a,

n
 et 

est voisine de la solution ζ", ..., s", ne peuvent décroître; zk croit 
effectivement ; on en conclut de proche en proche quels sont les 
réservoirs dont les quantités caractéristiques croissent effecti-
vement en observant que, si Zi (i f=k ou non) croit effectivement, 
les quantités caractéristiques des réservoirs que S/ alimente, ou 
qui alimentent S,· par un dispositif noyé, croissent effectivement. 

Une partie de ces résultats, dans les cas particuliers usuels, pourra 
paraître plus ou moins intuitive à l'hydraulicicn, après réflexion tou-
tefois, eu égard à la complexité du problème; mais ce sera moyen-
nant plus d'hypothèses qu'on n'en fait ici. 

17. CAS PARTICULIERS DU RÉGIME PERMANENT. — Je me contenterai 
à ce sujet d'indiquer sommairement quelques exemples, en rappelant 
que je suppose les fonctions univalentes. 

PREMIER CAS. — J'admets que S„ communique avec S
rt

_, seul, ..., 
SA avec SA_, et S/(+) seuls, ..., et que S, se déverse à l'extérieur. On a 
pour le régime permanent 

wn = ««= °> ···> »'jfc= k+ a
k

— °, ..., 

= φ0ΐ +0,, + «,rr o. 

Si l'on pose encore 

U/, = wk wk¥{ --H... H- wnt 

(3l) ^ Ρ/ι — °' •••1 P/. — —I - . · —I Ο η "H — Oi ..., 
) U'j ~ Cll 4- . . . CLn + cp01 — O. 

Quand 
ak + . .·-+-«„ = o, 

quelque soit k, le système,(3i) a toujours une solution acceptable; 
on détermine de proche en proche z

{
, ..., z

n
. 

DEUXIÈME CAS. — On peut aussi traiter complètement le cas de 
deux réservoirs (η = 2). Pour tout système de valeurs de «, = o, «

2
^o, 

α,-f α
2
> o, il y a toujours un régime permanent. 
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TROISIÈME CAS. — Je suppose que S* alimente exclusivement un ou 
plusieurs des réservoirs SA_n ..., S,, aucun des dispositif s de commu-
nication n'étant noyé : alors <ρ*/ = — <p,·* est ^ο et ne dépend que 
de zk, lorsque h > i. On a les équations 

♦ 

Φ*+9*+i,*+· · · + 9«Λ··+Λ*—ο (/ί —1,2, ..., η), a
k

± ο, 
ou 

Φ*— 9ο* + 9ι* + · · · + 9Α·—ι,Λ· 

ne dépend que de zh. Ces équations déterminent de proche en proche 

zn > «/ι—1 y · · · ι «ii 

et la solution est toujours acceptable quand z1f ..., z
n
 satisfont à cer-

taines inégalités. Par exemple, celles-ci seront, grâce au besoin à une 
numérotation convenable des réservoirs : i°pour les liquides, sous 
des conditions évidentes pour les dispositifs, 

Zj<( 2 \l'-l 

2° pour η reservoirs de gaz maintenus a la temperature 1„ du milieu 
intérieur, la détente par les orifices étant adiabatique (§ III, n° V) 

— 5 > avec μ= ι,άι.... 

pour toute valeur de j~i] l'égalité (10) du paragraphe III s'appli-
quant, les équations du mouvement permanent sont linéaires par 
rapport aux pressions s,. 

VIII. — Des régimes voisins du régime permanent. 
Stabilité de ce régime. — Alimentation périodique. 

18. Je vais m'appuyer dans ce qui suit sur quelques théorèmes 
relatifs (') aux systèmes d'équations différentielles et implicites signalés 
par moi dans les Comptes rendus du 19 juillet 1909 (p. 198), et dont 
je ne donne pas la démonstration ici. Ce sont les théorèmes mentionnés 

Ο II sera bon de se reporter à ce sujet au Tome III du Traité cTAnalyse de 
M. E. Picard, et à la traduction d'un Mémoire russe de M. P. Bohl parue dans 
le Bull. Soc. math., t. XXXVIII, 1910, p. 5 et suiv. 

Journ. de Math. (6e série), tome IX. — Fasc. II, igi3. 29 
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sous les nos I, Il et III de cette Communication, et dont les deux pre-
miers peuvent être complétés comme il est dit ci-après : 

i° La propriété des solutions des systèmes d'équations diiîerentielles 
et implicites considérées indiquée sous le n° I s'étend aux solutions 
des systèmes analogues obtenus en ajoutant aux X/, où F

4
-= o, quel 

que soit f, de petites fonctions '!*·(/), de modules assez petits pour /^o, 
et qui tendent vers o, quand i croît indéfiniment. 

Si les fonctions ψ/(/)*ηο tendent pas toutes vers o lorsque / croît 
indéfiniment, mais conservent des modules suffisamment petits lorsque 
Z^o, on conclut seulement que les xh et les xh ont leurs modules tou-
jours inférieurs à une quantité arbitrairement petite pour o. 

2U La propriété des systèmes d'équations différentielles et implicites 
considérées indiquée sous le n° II peut se préciser ainsi : pour chaque 
valeur réelle de p. de module assez petit, chacun de ces systèmes 
possède une solution périodique unique de période ω, quand l'équation 
caractéristique 0 = 0 n'a aucune racine de la forme 

2 λπ i 

où λ est un entier quelconque, positif, nul ou négatif. Celte solution 
périodique est développable en séries ordonnées suivant les puissances 
de {Λ et à coefficients périodiques de période ω. 

Je désignerai par (I, C. /?.), (II, C. /?.), (III, C. R.) les théorèmes 
en question ainsi complétés. 

19. Ceci posé, soit encore le système mixte d'équations différen-
tielles et implicites (2) du paragraphe III, 

( 32 ) w\ — Siz'i — epo,· -+- 91,·-+-... -+- φ,,,· -+· a-i — /,· 4- α
ζ
·, 

relatives au mouvement d'un système de réservoirs, et où les ?οί, 
sont univalentes dans le domaine considéré o

(
, qui appartient à un 

des domaines définis à propos de (23) (n° 15). 
Soient 

-Î=Ç« (ζ/const.) 

une solution permanente correspondant à un régime permanent a) ; 

Zi —. ζ/ -f- '{],· ( i ~ 1,2, 11) 
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une solution quelconque, avec | η,·| assez petit, et qui correspond à une 
petite variation δα,· de l'alimentation, δα,· pouvant être fonction du 
temps; on suppose la solution ζ,· comprise dans δ,. 

Je désigne par σ,· la valeur de S, quand ; on aura, d'après 
(23), les relations (■) * 

(σ,·-+- S^Y)/ +.. .)η'· ~ dcn Β,,η, + . . . Β
/ί(

·η„ -f-..., 

où les Bkl satisfont à (26) (hypothèses C). En outre, je conserve ici 
les hypothèses et la classification des réservoirs du n° 16 du para-
graphe VII : les 13/,, d'après (23) et (26), satisfont aux conditions (i) 
du paragraphe V, et, aussi, aux conditions de l'alinéa 2 du théorème II 
de ce même paragraphe; ce dernier théorème et ses conséquences 
s'appliquent ainsi au déterminant des 13/.,·, c'est-à-dire au jacobien 
des fi pour 

Y) | rn:. . . ~ *f\n — OJ 

ce jacobien est différent de zéro et du signe de (— i)n. 
Les équations différentielles et implicites précédentes donneront, 

en résolvant par rapport aux η) le nouveau système, 

(33) σ i'n'i — à a Β,,η,—f-. . Β„,·η„ -t- V,·, 

où les V, sont des séries en δα,·, η,, .., η„ ne contenant que des termes 
qui sont du deuxième degré au moins par rapport à ces /1 + 1 quantités, 
et renferment chacun un ou plusieurs des η,, ..., η„. 

Dès lors, si l'on suppose que les δα,· sont des fonctions de t limitées 
supérieurement et inférieurement, par exemple des fonctions pério-
diques, le système (33) a des analogies avec les systèmes considérés 
dans ma Communication précitée des Comptes rendus. L'équation 
caractéristique est 

0 = 
Β,, — σ{χ ... Β, 

Β η η & 11 & 

du type des équations (11) du corollaire III du théorème II du para-
graphe V : le deuxième alinéa de ce corollaire s'applique. On en 
conclut ces conséquences, en n'envisageant que des valeurs de ο : 

(1) Bien entendu, on suppose les développements en série possibles, au moins 
quand les |η,·| sont assez petits. 
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i° Soit 
(3a, — <3tf2 — · · · = àan — o. 

Les équations (33) sont celles des petites perturbations du régime 
permanent. Les seconds membres de ces équations ne renferment plus 
les δα/. D'après (I, C. /?.), chaque fois que l'équation caractéris-
tique a ses racines toutes réelles < o, ou toutes distinctes avec partie 
réelle < o, les η, tendent vers o quand t croît indéfiniment, et le régime 
permanent est stable, pourvu que les valeurs initiales des η,·= s?/ — ζ/ 
aient leurs modules assez petits : le régime est alors asymptotiquement 
permanent. 

2° Si les δα, sont des fonctions de t de modules suffisamment petits 
quel que soit t> o, et qui tendent vers o quand t croît indéfiniment, on 
peut les représenter par 

δα/=μψ/(·0, 

ou p. est un paramètre, et où le module de ψ/(ί) est limité et tend 
vers o quand t croît indéfiniment; si |p| et les |δα/| sont assez 
petits, sous les mêmes conditions relatives à l'équation caractéris-
tique δ = o, d'après ( I, C. /?.), le régime est encore asymptotiquement 
permanent : une alimentation assez peu différente d'une alimentation 
permanente, et asymptotiquement permanente, assure un régime 
asymptotiquement permanent. 

Si les δα/, tout en ayant leurs modules assez petits, plus petits que α 
par exemple, ne tendent pas forcément vers o avec /_ 1, d'après 
(I, C. /?.), on conclura seulement : une alimentation sensiblement 
permanente assure un régime sensiblement permanent. De plus, la 
rapidité de variation des zk peut être rendue aussi petite qu'on veut 
pourvu que α soit pris assez petit. 

3° Soit 
da/=:p/i(t), 

où les fi(t) sont périodiques et de même période ω, et limités supé-
rieurement et inférieurement, et où ρ est un paramètre. 

D'après (III, C. R.), chaque fois que- l'équation caractéristique 
δ = o a ses racines toutes réelles < o, ou toutes distinctes avec partie 
réelle < o, pour chaque valeur de p. de module assez petit, il existe un 
régime périodique de période ω, et toutes les solutions réelles de (33) 



SUR LES SYSTÈMES DE NÉSERVOIRS. 22Ç) 

dont les valeurs initiales ont des modules assez petits sont asymptoti-
quement périodiques de période ω, et asymptotiques à la solution 
périodique. 

On peut encore, d'après (II, C. R. ), affirmer l'existence d'une solu-
tion périodique de période ω quand l'équation δ = ο n'a aucune racine 
qui soit une imaginaire pure. 

Il y a intérêt à observer que les conclusions i° et 2° ci-dessus restent 
vraies si l'on suppose que les coefficients, à partir de B

lf
, des dévelop-

pements des seconds membres de (33) dépendent légèrement de l, 
d'après (I, C. R.) : il suffira de mettre chaque coefficient sous la 
forme a h- ρ.χ(/), où a est une constante, γ(ΐ) une fonction à module 
limité, et de supposer | p.| assez petit. 

20. L'application des remarques précédentes i°, 2° et 3° est subor-
donnée seulement à la vérification de la nature des racines de l'équation 
caractéristique du système (33), généralement à la vérification de ce 
fait que cette équation δ = ο a ses racines toutes réelles < o, ou toutes 
distinctes avec partie réelle <[ o. Je vais indiquer quelques cas où l'on 
est certain que ces dernières conditions ont lieu, en me basant princi-
palement sur le paragraphe Y, et supposant encore, ce qui est permis, 
que les dispositifs de communication satisfassent aux conditions 
du n° 16, c'est-à-dire que, pour chaque valeur de /f, il y ait une 
valeur de i< k telle que B

iA
 soit > o. 

PREMIER CAS. — Cas de deux ou trois réservoirs. — Le système (33) 
devient, pour deux réservoirs par exemple, 

0*1 Y) j — βι 1 Yîl —I— BjjiYJo-h V„ 0*2 Ό 2 <5 #2+ B|2 Y) | "Ή 1^22 Y3 2 ~f~~ ^ 2 i 

l'équation caractéristique 

0- — o, 
B|J Bjo -— ffiiT 

est du type considéré au théorème IVdu paragraphe V. Les BAi satisfont, 
d'après (26) (n° IS), aux conditions de l'alinéa 2 du théorème II du 
même paragraphe, en sorte que les racines de S = o sont réelles et < o. 

La démonstration pour trois réservoirs résulte de la remarque qui 
suit le corollaire du théorème III du paragraphe V. 
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DEUXIÈME CAS. — Cas particulier de η réservoirs, — De cas précé-
dent de deux réservoirs est renfermé dans le suivant : S

M
 communique 

effectivement avec Srt_, seul, S* avec SA__, et SA+, seuls, ..., S, 
avec S2; de plus, chacun des réservoirs peut avoir un exutoire externe 
qui fonctionne. Les équations (33) deviennent, puisqu'ici les BAi

 et <p*,· 
sont nuls pour | ί — A" | > ι, sauf peut-être B

Ao et φ
ολ

, 

G/cOk — âû^-t- B^.—Ι,Λ·ΌΛΓ-Ί "+" Β/ι,/ι·*!/.· "+■ ^/.'+ι,Λ·^Λ·+-ι + V/, 
Βοι — Ο, 0· 

Le théorème IV du paragraphe V s'applique encore; d'après (26) 
(n° 15), les racines de δ = o sont réelles et < o. 

TROISIÈME CAS. — J'envisage, en partie pour mémoire, le système 
de réservoirs déjà considéré au n° 17 (troisième cas) du para-
graphe VII. D'après les égalités (23) (n° 15) de ce paragraphe, on a 

R _ d?lt _ - * ~ ~dF-

quand k^>i; d'après(2G), n° 15,l'équation caractéristique sç réduit à 

(B11— σιχ).. .(B„„— σ,,.τ) =0 

et a toutes ses racines négatives < o. 

QUATRIÈME CAS. — Cas général des réservoirs d'eau, d'eau et gaz, 
de chaleur, sous certaines conditions pour les dispositifs de commu-
nication. 

Si l'on se reporte, dans le paragraphe III, aux équations (5) et (G) 
du ηυ 7 relatives au débit d'un ajutage noyé ou d'un siphon noyé, (7) 
du n° S relative au débit de chaleur d'un fil conducteur reliant deux 
réservoirs, (i5) du n° 10 relative au débit d'eau d'un orifice noyé 
reliant deux réservoirs d'eau et gaz, on voit que ce débit peut toujours 
se mettre sous la forme 

F (zk— ~i)> 

si l'on choisit convenablement les quantités caractéristiques dans le 
cas des équations ( 15) du n° 10; c'est-à-dire qu'ici pour ces dernières 
équations, changeant la notation, on écrit zk, zi au lieu de ZA, Z/ (* ). 

(') Ces dernières quantités sont alors des niveaux piézomélriques. On peut 
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On a alors, d'après (23) (n° 13), si φ*

£
· n'est pas identiquement nul, et 

si l'on suppose tous les dispositifs de communication des réservoirs 
entre eux noyés, 

^ = B d-l!iL — β·. 
Suivant les cas, 

?*/= *n(z
f
,— z,)

t
 ou o/,i=z m

l
\/±(z,

c
— Zi), 

m et m, étant constants si Ton veut; mais il sera plus exact de supposer 
que m et m{ sont des fonctions très lentement variables de zk et de z,·, 
ou même, avec certaines conditions, de l (voir la fin des nos 7 et 19). 

Avec ces hypothèses, dans les équations (33) correspondant aux 
systèmes considérés ici, 

*>/.·«·— -jp- et *>/Λ· — ïp-

sont tels que leur rapport 

B — — l + Sv 
diffère peu de l'unité. 

D'autre part, quand au contraire 9/; est identiquement nul dans le 
domaine envisagé, on a 

1b,7— B,A=o. 

Si chacun des B*,· (k et i > o) satisfait à une de ces deux conditions, 
et si les |ε,*| sont assez petits, on peut appliquer le théorème III du 
paragraphe Y et son corollaire. Quand les |ε

ίΑ
| sont tous nuls, l'équa-

tion caractéristique δ = o a ses racines réelles < o, d'après ce qu'on a 
supposé au n° 19 (p. ^27). Quand ils ne sont pas tous nuls, s'ils sont 
assez petits par rapport à la plus petite de celles des quantités | Β,

ηΛ
 | 

qui sont différentes de zéro, les racines de l'équation caractéristique 
ont leurs parties réelles < o; en général (1) même, ces racines seront 
réelles, distinctes et plus petites que zéro, et les résultats du n° 19 
sont applicables. 

évidemment admettre dans le quatrième cas l'intervention des réservoirs fictifs, 
d'après le n° 8 et la note (1) de la fin du n° 10. 

(l) C'est là une réserve qu'exige l'emploi d^éorbll'aiyfcydu théorème III du 
paragraphe V. , .0 


