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SUR LES SYSTEMES DE RESERVOIRS. 171

Sur les systémes de réservoirs

et divers problemes d Algébre et d’Analyse corrélatifs;

Par Eovoxo MAILLET.

1. — Introduction.

J'ai étudié antérieurement (') les systémes de nréservoirs Sy, ...,
S,, en envisageant surloul les réservoirs de liquide dont la surface est
libre, et dont les disposilifs de communication ne sont pas noyés, et
supposant que chaque dispositif ne réunissait que deux réservoirs.

Mais d’abord, il pourra arriver pour les liquides que certains dispo-
sitifs solent noy¢s, c¢'est-i-dire que le débit du dispositif qui fait com-
muniquer par exemple S, et S; dépende des niveaux 35, 55 de ces deux
réservoirs; d’aatre parl, des problémes de méme nature sc ren-
contrent dans la théorie des gaz ct dans celle de la chaleur, probable-
ment ailleurs encore; enfin, certains dispositifs de communication
peuvent éire ¢tablis de fagon que chacun réunisse un nombre uel-
conque de réservoirs, en sorte que S; perd ou gagne par ce dispositif
un débit dépendant des niveaux, pressions, ctc., de ces réservoirs
(exemple : conduiles branchées ou maillécs dans les distributions
d’eau). On est ainsi conduit & envisager I'étude de ce probléme
général :

Soient n objets ou réservoirs S, ..., S, qui jouissent d’une pro-
priété ou d’un élat défini pour chacun par une certaine quantilé
caractéristigue variable z,, ..., s,, qui s’influencent réciproque-
ment, et dont chacun peut subir, en outre, des actions extéricures

(*) Voir, par exemple, Comptes rendus, 13 juillet et 23 novembre 1go8;
Journ. de Math., 19og; Journ. Ecole Polyt., 190g.
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fonctions des quantitis z; ou du temps t. Quelles sonl les variations

-~ -9

Il s’agiva généralement de 2 réservoirs d'énergice, qui ¢changent de
I’énergie, ct en perdent ou en gagnent au dchors, dans des conditions
convenables.

D’autre part, les diverses questions que souléve cette étude con-
duisenl a une série de problémes d’Algcbre ou d’Analyse. 1l convient
d’abord de poser ces problémes sous une forme aussi simple et aussi
générale que possible pour 'analyste. Ainsi, dans le cas des liquides,
les débits des dispositifs de communication peavent avoir, d’apres les
formules usuelles, des expressions assez diff¢rentes, multiformes, qui
pourraient conduire, pour un méme systéme de réservoirs, a plusieurs
types de syst¢mes d’¢quations différentielles el & unc grande compli-
cation dans les recherches. De plus, les formules usuelles pourront
¢tre légérement modili¢es plus tard, et clles ne s’appliquent qu’a des
types de dispositifs de formes assez réguliéres ct spéciales. Clest la
une difficult¢ qui reléve surtout de I'Hydraulique théorique et expéri-
mentale et de la Physique, qui se présente d’ailleurs souvent dans les
problémes que la nature offre & I’analyste, et qui peut, une fois résolue,
n’étre pas toujours appréciée 4 sa valeur. Iinfin, on doit encore désirer
donner aux éqaations fondamentales une forme assez générale pour
que les proprié¢tés qu’on en déduit aient, avec le moins de démonstra -
tions possibles, des applications mécaniques et physiques aussi variées
que possible.

J'ai réussi, pour des cas trés étendus : 1° & établir les systémes
d’'¢quations différentielles et implicites du probléme géncral précite;
2° 4 monlrer que, avec une alimenlation limitée, les quantités z,, ..., 3,
restent limitées si, bien entendu, les communicalions inlernes et
externes sont convenablement disposées; 3° a étudier la stabilité du
régime permanent, les petites perturbations périodiques et les régimes
voisins de ce régime.

La base de mes recherches est le postulat (') suivant que j'ai

(') Seconde Notice supplémentaire sur mes travauzx scientifiques, Paris,
Gauthier-Villars, 19og, p. 19. Je I'ai déja indiqué sous une forme moins géné-
rale dans des écrits antérieurs (par exemple, Journ. Lcole Polyt., p. 52).
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adopté : le débit d’un dispositif de communication de deux réser-
voirs S,, 8, (¢t de deux seulement) est habituellement, sauf dans des
domaines limilés, une fonction univalente | mais qui peut étre multi-
forme ()| de =, et 3,, croissante de 5,, décroissante (ou non crois-
sante) de z,, quand z,> z,, 3, el 5, ¢lant les quantités caractéris-
tiques de S, et S,. Ce postulat est d’accord avec les faits connus
(Bazin, Boussinesq, Parenty, cte.), méme quand le dispositif est
un siphon, cas ol le débit est bivalent dans un domaine limité; il
pourrait conduire a4 des expériences de vérification.

Une formule de M. Bazin, relative aux déversoirs noyés, en hydrau-
lique des liguides, semble étre en contradiction partielle avee ce pos-
tulat. Or, il se trouve (ue les expériences corrélatives concordent au
contraire avee lai, par suile, naturcllement aussi la formule dans
les limites ou clle se trouve ¢tablie.

Plusicurs fois j’ai rencontré des problémes d’Algébre et d’Analyse
que je n’ai pas complétement résolus, ou dont la portée peut étre
renduc sensiblement plus générale qu’il n’est nécessaire pour les con-
séquences que j'avais en vue. Certains de ceux dont j'ai détaillé ici la
solution font I'objet d’une cxposition spéciale qu’'on peut lire sans
étudier & fond le reste du Mémoire (§IV au § VI). Une solution plus
¢lendue de quelques-uns de ces problémes posés au mathématicien
pur serait trés désirable @ clle comporterait, comme cas particuliers,
des applications aux syst¢mes de n réservoirs. Je signalerai principa-
lement I'¢tude d'une équation algébrique (§ V), qui comprend I’équa-
tion dite séculaire (*).

(') Cette fonction peut avoir jusqu'a cinq formes différentes aux environs
d’un méme point 3y, 3.

(%) La plus grande partie de mon Mémoire a fait 'objet de deux Communica-
tions résumées a '’Acadc¢mie des Sciences de Paris (Comptes rendus, 12 et 1gjuillet
1909); voir encore Intermédiaire des Math., 1909, p. 2471, question 3623.

Incidemment, je mentionnerai que les fonctions asymptotiquement pério-
diques, rencontrées au cours de mes recherches d’hydraulique, ont fait aussi
'objet, pour le domaine réel et le domaine complexe, d'une Communication au
Congrés de I’Assoc. frang. pour ’avancement des Sciences, tenu a Lille en
1gog, et d'une Note dans le Bull. Soc. math., t. XXXVIII, 1910, p. 263.
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PREMIERE PARTIE.

II. — Généralités.

4. RiSERVOIRS POUVANT COMMUNIQUER DEUX A DEUX. — Soit un sysiéme
de nréservoirs S, ..., S, contenant un liquide, de 'cau, par exemple,
dont la surface est libre, de niveaux y,, ..., y, complés & partir d'un
plan horizontal de comparaison j ces réservoirs pcuvent communiquer
2 42 (mais non 343, 444, ...), recoivent de P’extéricur des débits
a,, ..., a, fonctions ou non du temps, et I'un au moins se déverse &
I'extérieur. En ajoutant au besoin des réservoirs supplémentaires, on
peut toujours supposer que le vidage se faitiI’extérieur pavdes déver-
soirs, orifices, etc., non noyés, ou encore, cc qui revient au méme au
point de vue de 'analyse, dans des réscrvoirs & niveau fixe assez has
(ui n’appartiennent pas au systéme.

J'al surtout envisagé antérieurement le cas ol les déversoirs, ori-
fices, ete., de communication ne sont pas noycs (*); on peutalors lou-
jours supposer les réservoirs numérotés de fagon que, au moins pen-
dant une certaine pcriode de temps, 3, alimente exclusivement
Siviy +eey Sy, ctque S, a ses exutoirves externes. '

Ce cas est compris dans celui, plus général et compliqué, ot I'on
ne fait pas d’hypothéses sur les déversoirs, orifices, etc., dont le débit
n’cst plus, pour S;, exclusivement fonction de ¥, ce qui rend les pro-
blémes bien plus difficiles. En effet, la méthode que j’ai habituellement
employée consistait a ¢tudier le mouvement des caux de 1, 2, ...,
m réservoirs, en vériliant les lois supposées pour un réservoir, admet-
tant leur exactitude pour un systéme d’au plus m — 1 réservoirs, puis
I’établissant pour un systéme de m réservoirs, Cette méthode est évi-
demment en défant dans le cas plus ¢tendu précité.

Il y a pourtant un vif intérét a aborder ce dernier : le probléeme

(*) Comptes rendus, 23 juillet et 23 nov. 1908; Journal de Math., 1909;
Journ. Ecole Polyt., 19og, par exemple. Errata au Jourrnal de Math., 1909 :
page 257, ligne 5 et page 259, lignes 11 et 17, aprés ajutages, ajouter non noyés;
page 259, ligne 19, au lieu de u;, lire z}.
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géncral de nréservoirs de liquide considéré ci-dessus n'est, en eflet,
qu’un cas parliculier du probléme type suivant:

2. Promuive tvee. — Sofent n objets S,, ..., S, jouissant d’une
propriété ow d’un dtal défini pour chacun par une certaine quantilc
caracléristique variable z,, ..., 5,5 cetle propriété pour chacun est
influencée par la proprieté analogue des autres, suivant une loi
supposée connue : éludier les lois de variation de s, ..., 3,. Les
n objets peuccnl en outre subir, au sujet de cetle propriélé, des
influcnces extérieures caractérisées pour S; par une fonction a; du
lemps et une fonction de s, ou méme de plusicurs des quantilés s.

Les problémes envisagés dans la suite, et qui rentrent dans le pro-
bléme type qui vient d’¢tre énoncé, sont relatifs au cas ot l'on regarde
Sy ..., S, comme des réservoirs d’énergic, cetle énergic ¢tant suscep-
tible de se transmettre d’un réservoir 4 I'autre ou au dchors, et lcs
réservoirs pouvant en outre étre alimentés en énergie.

Cowme je P'ai déja indiqué ailleurs ('), on peut, & ce point de vue,
¢tudicer, par exemple, en dehors du cas des liquides :

1 Dansla théorie de la chaleur, 2 corps conducteurs aux tempéra-
lures 3y, ..., 3,, ct qui s’influencent réciproquement, en étant ou non
en conununication avec des sources de chaleur ;

2° Dans 'hydraulique des gaz, n réservoirs d'air ou de gaz com-
primé ou raréli¢, aux pressions s, ..., 5,, (ui communiquent et sont
ou non alimentés du dehors.

Je signalerai d’autres cas par la suite.

Mais, dans ces nouveaux problémes, le débit transmis par le corps
conducteur ou le réservoir de gaz S; & S; peut dépendre de 3, et de z;,
comme pour les réservoirs d’eau quand le dispositif de communication
est noyé. On se trouvera donc, s’il en est ainsi, dans un cas tout a fait
analogue au cas général des n réservoirs de liquide. 1l importe d’es-

(') Bull. Soc. math., t. XX, 1903, p. 141.

Si 'on ne veut pas négliger, comme je continue & le faire, linfluence du temps
de parcours des dispositifs de communication, les problé¢mes se compliquent
encore; mais peut-&tre leur importance s'accroit-elle. On rencontre ainsi des
problémes rvelalifs aux distributions d’eau, aux riviéres canalisées avec des
barrages fixes, etc.
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sayer d’obtenir, pour tous ces cas, des systémes d’équations dilféren-
tielles semblables, de facon qu’un cxposé commnun conduise simulta-
nément au plus grand nombre possible de propriétés du mouvement.

Je conviendrai d’appeler chaque objet un réservoir ct 5, la quantité
caractéristique de 'état de 'ohjet S; 4 l'instant ¢. 1l existera unc cer-

taine fonction de z;
¥ — I i( 30)

croissante, ou non décroissante (je dirai dans la suile croissanie, en
vue d'abréger), qui sera la capacité de S; pour la valeur de 5, consi-
dérée, et dont je fixcrai le sens exact plus loin.

Nous allons chercher & définir analyliquement :

1¢ Linfluence réciproque de deux réservoirs S; et 8;, duc aux dis-
positifs de communication qui les relient direclement sans étre ratta-
chés & d’autres réservoirs ou a l'extéricur;

2° Les influences extéricures s’exercant sur un réservoir S; sans
intervention des aulres réservoirs ;.

3¢ Des cas étendus ot les dispositifs de communication de deux
réscrvoirs sont reliés en méme temps & au moins un autre réservoir
ou a l'extéricur. On ramcénera ces cas aux deux préccédents, grice &
I'introduction de réservoirs fictifs aux neuds des dispositifs, c’est-
a-dire aux points ot sc réunissent deux dispositifs.

S. INFLUENCE DIRECTE DE DEUX RESERVOIRS L'ON SUR L'AUTRE. — SIS,
el S; communiquent par un ou plusieurs dispositifs (déversoir, orifice
ou luyau, siphon, fil conducteur, cte.) qui ne sont rattachés 4 aucun
autre des objets ou réservoirs ('), quand z,;2z;, le débit par unilé de
temps de S; vers S; sera, dans le cas le plus général, & 'instant ¢, une
fonction 9;;(s;, 3;) 2 0, et que je supposerai provisoircment croissante
de 3;, décroissante de z;, et continuej ces hypothéses peuvent toutefois
étre cn défaut dans certains domaines limilés.

Quand 5, < 5, le débit z;;Z 0 a lieu de S; vers S; el est, en général,
d’aprés I'hypothése ci-dessus, fonction croissante de z;, décroissante
de z;. Mais si I’on pose alors

i === %050 %),

(') Clest ce que j'ai supposé dans mes travaux antérieurs en y disant que les
réservoirs communiquent deux & deux.
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définissant ainsi @;; quand 5:< 5;, on voit qu'on peut loujours dire
que, quel que soit le signe de 5; — 3;, S; recoit de S;, & l'instant ¢, le
débit par unité de temps 9;(5;, 5;), positif ou négatif, avec ¢,;=o
pour 3; = 3;, et qui est toujours, en général, fonction croissante de z;,
décroissante de 5;. De méme, S; recoit de 8; le débit ¢;;= — g;; &
l'instant ¢.

On doit, de plus, admettre que la fonction 9 : 1° ne dépend plus
de 5, 0u de z; quand 3; ou 3; devient inférieur & une certaine limite
commune 3;;; 2° s’annule quand les variables 5; et 5; s’abaissent toutes
deux au-dessous de z,;.

4. INFLUENCE DIRECTE DE UEXTERIEUR SUR UN RESERVOIR. — linvisagcons
maintcnantles influences exlérieures au systéme el quiagissent sur S,
Ce réservoir : 1° recevrea de I'extéricur, par des procédés que nous
n'avons pas besoin de définir, un certain débit d’alimentation a;(t)
au moins ¢gal & zéro (en général) et fonction du temps; »° abandon-
nera & Pextéricur, par des disposilifs convenables (déversoirs, aju-
tages, lils conducleurs, ete.) qui ne sont reliés & aucun aultre réservoir,
un certain débit

- %i(si)»

quantilé nulle ou positive par hypothése; nous admettrons que — 9,;
s'annule quand 5; s’abaisse au-dessous d'une certaine limite 3,; et est,
en général, sauf dans des domaines limités, fonction continue et crois-
sante de ;.

3. RESERVOIRS POUVANT COMMUNIQUER 3 A 3, 4 A 4, ... 5 RESERVOIRS FICTIFS
avxiiames. — Si le dispositif de communication de S; et de S; est
rattach¢ & quelques autres réservoirs, un seul, S, par exemple, la
question des échanges de S, S;, S, devient bien plus compliquée. On
en a un exemple relativement simple dans 'hydraulique des liquides
par le probléme dit des (rois réservoirs (') S;, S;, Sy, d’oli partent
des tuyaux aboulissant & un neceud O (fig. 1) : on négligera ici l'in-
fluence de la longueur, supposée faible, des tuyaux OS;, OS;, OS,.

(') Frawanr. Hydraulique, 3¢ édition, Paris: Béranger, 1909, p. 176. —
Rasut, Cours autographié d’ Mlydravlique de U Ecole des Ponts et Chaussées,
19o3-1g9o6, p. 109 et 114,

Journ. de Math. (6° série), tome IX, — Fasc. II, 1913. 23
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Pour des sections donnécs s;, 6;, 5 de ces tuyaux, si, par exemple,
3> 5, > 5

on sait que S, recoit de 'eau, que S; cn fournit; mais, suivant les cas,
S, peut en recevoir, par exemple si

est assez pelit.
Une remarque analogue s'appliquera dans les autres cas (chaleur
et gaz) signalés plus haut.

Avee la terminologie générale délinie précédemment, le débit du
ncead O vers le réservolr S,, a 'instant ¢, est une fonction
‘?(oi(ss 5i),
ol 5 est unc quahtité analogue a 35, [niveau pi¢zomdtrique ('), tempé-
rature, pression], caractéristique de l’état du nceud O. On a, pour
déterminer s,
(1) Quwit Puwj+ Qui =0,

el Puiy Twjs For SONL, en général, des fonctions croissantes de 5 ct
décroissantes de sz, 3, ou 3, respectivement, ayant memes proprietes
que les g;.

Il y a des cas encore plus compliqués : ainsi, dans le dispositif de
communication précédent, on peut remplacer le neend O par un

. . ) . .
(') Il s’agitde la quantité § + ]E’ que certains auteurs appellent aussi charge

(¢, niveau; p, pression; ®, poids spécifique).
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triangle (une maille) 0,0,0,. Chaque nceud O;, O;, O, donne lien
4 une équation analogue & (1).

On raménera ces cas compliqués au cas ol les réservoirs peuvent
communiquer 2 & 2, mais non 3 & 3, 4 4 4, ..., en supposant i chaque
neud O (ou Oy O}, O;) un réservoir fermé fictif, pour lequel la

FFig. 2.

quantité analogue & z; est z, et dont la capacité w. = F(z) est nulle,
négligeable ou, plus généralement, constante. Les réservoirs S seront
dits des résevvoirs réels, pour éviter toute confusion.

L.e cas ot les dispositifs de communication de deux ou plusieurs
réservoirs sont aussi reliés & l'extérieur, se traitera de la méme

Iig. 3.

Extérieur

maniére : on introduira toujours aux points de croisement de deux
dispositifs (tuyaux, fils, etc.), un réservoir fictif donnant lieu & une
¢quation analogue & (r), mais ot figure une fonction

Owo==~— Qo

(Cicci posé, dans ce qui suit, je n’exclurai pas, a priori, contraire-
ment & ce que j’ai fait dans mes travaux antérieurs, les cas ou le dis-
positif de communication de deux réservoirs réels est relié¢ 4 un autre
réservoir réel ou 4 plusieurs autres, c'est-a-dire le cas ou il y a des
réservoirs fictifs. Je n’exclurai pas davantage le cas ou les réservoirs
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peuvenl réagir 2 & 2 l'un sur I'autre, c’est-i-dire ol les fonctions
¢ii(5:, 5;) dépendent de s; et 3, & la fois. Je changerai dés lors de
notation pour simplifier; S; désignera, soit un réservoir réel, soit un
réservoir fictif, et jaurai & étudier un sysiéme de n réservoirs

Sy, ... S,

dont certains sont réels, les autres étant fictifs.

III. — Equations du probléme. — Justification des hypothéses
du paragraphe II.

6. Soit le réservoir S; réel ou fictif : il regoit, par unité de temps,
le débit
Qi: Qor+ Q1+ o QimgyiH Cigg i o Qi Ay

a; élant le débit d’alimentation qui vient de l'extérieur au temps ¢,
> A A . 1 1? pa—
avec a;(¢)Zo en général; si 'on pose ¢;;= o,

Q;= Qoi+ Q1+ ..o+ Qi+ G

Je me placerai daas le cas étendu ot Q, d¢ est égal au produit de la
perturbation ds; apportée pendant le temps dt par les autres réser-
voirs et le milieu extérieur a I'état de S;, et d’une cerlaine fonc-
tion S;(z;)20 de 3. La capacité w; est justement prise, par défini-
lion, de facon que

dw; ds;
- ¢ — Nz -t T
Vi= T T Si=) e’
c’est-a-dire que
dwy ds; : .
(2) —d-t—,—_—S,.-d—t’:Qf-:cpoi-:-...-l—:?,,[—i—a;, a;2o (i=1,2,...,n)

On dira que S; est un réservoir fictif si I'on a, quels que soient ¢
et 3,
dw;

=P el Si(5;) =o.

Le systéme (2) estalors, en général, un systéme mixte d’équations
dilférentielles et implicites.

Pour plus de clarté, et aussi pour justifier suffisamment les hypo-
théses que nous avons faites au paragraphe 1I sur les fonctions
0:j(5i, 3;), il sera bon de préciser un peu la signification et la forme
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des quantités qui figurent dans les formules (2), lorsqu’on étudic un
des cas indiqués dans le paragraphe précédent ou d’autres analogues,
et relatifs & I’hydraulique des eaux, & celle des gaz ct i la théorie de
la chaleur. 11 en résultera une idée plus nette et plus détaillée du
caractére de généralité des équations (2) et de la variété de leurs
applications.

7. Riservoirs »'eau. — Je me contente de rappeler les formules
usuelles des réservoirs, des ajutages ou des siphons servant d’exu-
toires & un réservoir. ‘

Déversoir non noyé a créte horizontale (). — Si 5 est la cote de
la surface libre du réservoir, 5, celle de la créte du déversoir, le
débit Q a pour valeur

3
3) Q=m(5— 3,)%,
ol m est un coefficient positif constant ou lenlement variable avec 53
Q est nul pour 555,. On peat prendre aussi

- ~ 2°
3 bi - HEE2 Y
(3 bis) m {J.[l -+ =t p)

ol w et & sont pea variables avec s et positifs, et p est une con-
stante > o et qui dépend du déversoir.

Déversoir noyé a créte horisontale (*). — Si 3, est le niveau du
réservoir d’aval, s celui du réservoir d’amont, s, celui de la créte du
déversoir, on peut se servir de la formule de Lesbros ou de celle de

Buat
Q=m,(5—3,)y5— 15
ou
(4) 51— 3
Q:m',(z—zo-f- 12 "°> 5 — 3,
avec 522,23

(1) Framant, Hydraulique, 3¢ édition, Paris, Béranger, 1909, p. 120. — Rasur,
Cours autographié¢ d’Hydraulique de [’Fcole des Ponts et Chaussées, 1905-
1906, p. 218, — Voir encore les travaux de M. Bazix, Annales des Ponts et
Chaussées et de M. BoussinesQ, Comptes rendus, ainsi que A. BOULANGER,
IHlydraulique générale; Paris, O. Doin, 1909, t. II.

(%) Consulter les mémes auteurs.
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m, et m) ¢tant peu variables avec 5 et 3,3 (Q s’annule lorsque s et 3,
sont au plus ¢gaux a 5.

On peut aussi envisager les valeurs de Q données par M. Bazin
(& ce sujet, voir ci-aprés).

Ajutages et orifices analogues ('). — Quand leurs dimensions
sont modérées, soit 5, la cote du centre de gravité de'orifice; le débit
sera, 5 et 5, ¢tant les niveaux des réservoirs,

Q=m,ys— 3, 322,25,

(5) ou
Q = my /s — 3, 525025,

suivant que l'ajutage est noyé ou non; Q s’annule encore pour =
et 5, Lo, et m,, m, sont des coefficients lentement variablesavec s et 3,.
On pourrait trouver des cas un peu différents si 'on supposait les

orifices munis de clapets qui soient eux-mémes soumis a I'action de
ressorts.

Siphons (*). — Soient H la cote du sommct, / et /., les cotes des
centres de gravité des orifices d’entrée et de sortie du siphon, orifices
supposés petits. Pour simplificr, je suppose H — 4, H — /i, notable-

Fig. 4.
H

ment inférieurs a la hauteur du liquide qui équivaut  la pression de
’atmosphére (ou du milieu extérieur).

Soient s le niveau de 'eau du réservoir ot débouche lorifice 2, 3, le
niveau analogue pour le réservoir ol débouche l'orifice 4,, %, la plus
grande des quantités £ et L, et 523,. Le débit Q est nul (le cas de

(') Framanr, Hydraulique, p. 55. — Rasut, Cours, p. 213 et 221,
Si I’ajutage élait suivi d’un tuyau de longueur appréciable, il faudrait prendre
pour 2, la cote du centre de gravité de Vorifice de sortie.

(*) CovruiaNoN, Hydraulique; Paris, Dunod, 1880, p. 264. On peut aussi se
reporter & cet Ouvrage pour ce qui précéde.
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I'amorcage artificicl étant exclu) si, & aucun moment, on n'a eu 52 H.
Si 'on vient & avoir 52 H et si, ensuite, 5 en variant reste Z/A,+¢

(e petit),

Q=1%ys—3, 320y ¢, 5,2y,
(6) ou v

Q=25 —hy, 520y +¢, 35,5 h,.

Enfin, si 5 devient S/, + ¢, puis varie, on a Q = o tant que s < H.
Ici, A et A, sont des cocfficients constants ou lentement variables
avec s ¢t 3,.

Obsercations générales. — Dans ces formules usuelles, () est bien
fonction croissante de z, et décroissante ou non croissante de s3,;
toutefois, unc formule de M. Bazin (') relative aux déversoirs noyés,
ct que nous ne reproduisons pas, ne salisfait pas complétement a ces
conditions. Mais, comme I'indique lui-méme M. Bazin, cctte formule
n’est vraic qu'entre cerlaines limites; si l'on se reporte au graphique
expérimental dont cette formule est la représentation algébrique, on
remarque immeédiatement que, dans étendue des expériences exécu-
tées, les conditions en question sont entiérement remplies.

D’une facon générale, les expériences mémes de M. Bazin viennent
a P’appui de mes hypotheses du paragraphe II.

Si l'on prend le Tableau de la page 700 des Annales des Ponts et
Chaussées de décembre 1896 relatifs aux déversoirs noyés, on voit,
en cen parcourant les lignes, que, pour un méme débit (), le niveau
d’amont 3 croit quand le niveau d’aval z, croit; quand on parcourt
les colonnes, on constate que, pour une méme valeur de 3, et un méme
déversoir (A, B, C ou D d’aprés les notations de M. Bazin), 5 croit
avee () on en conclut

99
ds

>0, f)__Q <o.
Jd3,
De méme, d’apres les séries 70 4 85 de M. Bazin (Ann. des Ponts
et Chaussées, février 1894), on peut vérifier rapidement que la

charge II, sur la créte du déversoir de comparaison, par suite, le

(V) Rawvur, Cours, p. 221. — H. Bazix, Expériences nouvelles sur l'écoule-
ment en déversoir; Paris, Dunod, 1898, p. 103, formule (16), et graphique de
la page 102 bis.
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débit Q, croit avec 5 (5 = h charge d’amont) et est fonction décrois-
sante de 5, (5, = /&, charge d’aval).

On pourra encore consulter les séries 1, 2, 3, etc., des Annales des
Ponts et Chaussées d’octobre 1888 ct les travaux théoriques de
M. Boussinesq (').

Les expressions de Q qu’on vient d’indiquer ou de rappeler sont,
chacune, wunivalentes; mais, quand s et 3, varient avec le temps, la
valeur ¢ qui exprime, 4 I'instant ¢, le débit, peut étre ¢gale tantot a
['unc tantol & Pautre de ces expressions; ¢ sera done, en général, une
fonction smultiforme. I)autre part, ¢ pourra étre, quand s el 3,
restent entre certaines limites, une fonction bivalente & en dehors du
cas ¢vident des siphons, il semble résuller des éludes de M. Bazin,
que, surtout aux environs des valeurs de s c¢t 3, pour lesquelles la
formule qui exprime ¢ change, I'expression Q & choisir pour ¢ peut
dépendre, non sculement de s ct 5,, mais encore des circonstances
antéricures du mouvement; aux environs de ces valeurs criliques,
g pourrait &étre une fonction par exemple bivalente, ct méme discon-
tinue de 3 ct 5,5 il parait toutefois possible d’admettre que ceci n’a
lieu qu’au voisinage de valeurs particuli¢res de 5 et de 3, ou, comme
pour les siphons, dans un domaine limité. On aura a tenir compte de
ces circonstances a l’occasion ; mais, si

¢ =09(3,3),

ol 7 cst positif ou négalif, il semble qu'on puisse Loujours admellre,
dans la théorie, que

O (+ @, 3y) =4, (s, 4-0)=—o

J'ajoute une derniére remarque, qui a son intérét : les formules
ci-dessus sont relatives plutdt au cas ou le régime est permanent,
c’est-a-dire ol 3 et 3, sont constants; quand le régime n’est pas per-
manent, il pourrait convenir de regarder certains des coefficients qui
entrent dans ces formules comme dépendant légérement du temps ¢,
mais de facon que les valeurs de ces coefficients différent peu de celles
qui correspondent au régime permanent pour les mémes valeurs de 5
et de z,, au moins quand les variations de s et 3, sont assez lentes. Ceci

(1) Comptes rendus el Framant, Hydrauligue, p. 88 et suiv. — A. Bou-
LANGER, Hydraulique générale, t. 11,
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conduirait & faire une hypothése analogue sur les fonctions ¢;;(5;, 3;)
considérées au paragraphe II; on pourra voir plus loin (§ VIII) que,
dans certains cas au moins, les problémes envisagés reslent abor-
dables, malgré la complication qu’introduit cette hypothese (*).
Enfin, il suffira d’indiquer que, dans la formule (2), pour les réser-
voirs d’'cau ou de liquide, lorsque S; est un réservoir réel, w; est, a
une constante prés, le volume du liquide de ce réservoir correspondant
au niveau z;, tandis que S,(z,) est > o et représente la section horizon-
tale du réservoir; quand S; est un réservoir fictif, la quantité S,(z;) = o.

8. Riservorrs pE cuaLkur. — Soient
S, ..., S,

n corps conducteurs (réservoirs fictifs ou non) a I'intérieur de chacun
desquels se maintient une température uniforme (ou sensiblement)

By cey 5119

isolés ou non de ’extérieur, et réunis par des fils conductenrs isolés et
dont on néglige la longueur et le volume. On aura ici, ¢ij et ¢,; étant
des quantités de chaleur par unité de temps,

() Vij == kij i (50— 3;), 0=~ N;0;(3;— 3y)s
ol
/"‘ijo Wy by, g
sont des constantes et 3, la température du milieu extérieur. D’autre
part,

(8) dw,

dt

ds,'

=GV, S

’ Si(z:) =GV,

ol V; est le volume de S; et C; une constante. A une premiére approxi-
mation, les équations (2) du n° 6 sont linéaires et & coefficients con-
slants, comme je I'ai déja indiqué antérieurement (*) dans un cas

(1) Ce procédé a une portée trés générale. Il parait susceptible d’étre utilisé
dans les applications théoriques de beaucoup de formules expérimentales con-
nues, quand on suppose que celles-ci ne sont qu'approximatives (exemples
possibles : formules relatives & la résistance au mouvement d'un corps dans un
fluide, coefficients de frottement, etc.).

(%) Bull. Soc. math., . XXIII, 1905, p. 142. .
Journ. de Math. (6° série), Lome IX. — Fasc. II, 1g13. 24
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moins géncral; mais rien n'empéche de supposer que les paramétres
kijy ..., S; soient légérement variables avec 3; et Z; ou avec z;.

Ces considérations s’appliquent aussi aux cas ot les dispositifs de
communication sont branchés ou maillés, a condition d’introduire des
réservoirs ou corps fictifs pour lesquels

dwi _,
7

On pourrait compliquer le probléme en supposant que certains
corps sont formés (4 part leur enveloppe extérieure) de substances
susceptibles de passer de I'état solide a I'état liquide, et réciproque-
ment. Envisageant S;, pendant les périodes ou aucun changement
d’état ne se produit dans S;, on a encore la méme équation (2) que
précédemment pour S;, la quantité caractéristique de I'état de S,
étant z;; pendant les périodes ot un changement d’état se produit
dans S;, la température z, reste constante et égale & Z;, mais le poids p;
de la substance fusible contenue dans S, devient la quantité caracté-
ristique de I'état de S;, et

i,

(8 bis) ai =

ospiiPy,
ol y; est un paramétre, P; le poids total de la substance fusible ().

9. Reservoirs pE caz. — La variété des cas est considérable. On
peut supposer que cerlains réservoirs échangent ou non de la chaleur
avec le milieu extérieur; s'ils en échangent, on pourra étudicr le cas
ol ils sont maintenus & une température fixe qui pourra ne pas étre la
méme pour chacun d’eux, ou le cas ol quelques-uns se refroidissent
par simple rayonnement. Je me contenterai d’indiquer ici deux cas ou
les réservoirs sont supposés conserver une méme température T, qui
est aussi celle du milieu extérieur.

(1) Je ne me préoccupe pas ici de la question de la réalisation physique effec-
tive des condilions du probléme. On aurait un cas plus compliqué, semble-t-il,
si I'on supposait que les substances P; peuvent passer de Pétat liquide a ’état
gazeux,
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Cas oi 'écoulement par les orifices est adiabatique. — La vitesse
d’écoulement dans la section contractée pour un orifice reliant les
réservoirs S, et S;, ot les pressions sont p; el p;, avec p; > p;, esttelle
que (') :

h—1
P\ T
- Gy |—(——> (k = 1,41 environ),
Pi
ici p est la pression dans la section contractée et C, une constante

(comme les quantités C,, C,, ... qu'on va envisager). Le débit en
poids est '

oy = Gyuo,

ou ¢ est la densité dans la section contractée; on a

Sl -

e (YT =ce/ (Y= (2)°
Qij “"C’°'<I)f> l <1),-> = Cuds (Pi> </"')

c’est-a-dire encore, puisque

Q

I Pe

—_

0 Po

O

o, el p, ¢tant la densité et la pression du milicu extérieur,

(9) ‘?t‘j:cal’i\/(}%)f— (%{)A .

/

sl

On sait (*) que cette formule s’applique avee

(g bis) P =p;

(") Resar, Traité de Mécanique. . 11, 1874, p. 336, — BoussinesQ, Journal

de Math., 1904, p. 8o. — Framanrt, Hydraulique. — Voir encore pE SaINT-
VexaNT et WantziL, Journ. Ecole Polyt., 27¢ Cahier, 1839, p. 85.
(*) BoussiNesq, loc. cit., ou la quantité n est celle désignée ici par k. — Voir

encore, dans le Tome CIII (1886) des Comptes rendus, les Communications de
MM. Ilaton de la Goupilliére, Hirn, Hugoniot, Paventy, et dans les Annales
des Mines (19o2) les articles de MM, Rateau et Parenty.
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(quand
‘

’ N\A—1
Pis(_2 — 0,528
fL>0 _Z == o0,d28, ...
pi T \k+1 ’

Lorsquc%’: esl < 0,528..., il semble qu’on puisse admettre, d’apres

de Saint-Venant ct Wantzel, Hugoniot, Raleau, ctc., que
A.

%:(ki‘) =0,5').8....
i

La valeur de 3;; s'obtient donc en remplacant, dans la formule (¢)

ci-dessus, le rapport £ par la constante 0,528..., en sorte que
| b A
. ] P 9 h—1
(10) o=Cops pour s ()T

Il n’est pas inutile de rappeler que cette valeur deﬁ est celle qui

<

rend maximum le radical qui figure dans la formule (g), par suile
aussi le débit pour une valeur donnée de p;.

Ainsi, dans le premier cas [formules (g) et (¢ bis)], 7;; est fonction
de p; et p;, croissante de p;, décroissante de p;, comme on le vérific;
dans le deuxiéme cas [formule (10)], 3;; est fonction de p; seul, et
fonction croissante ('). Le premier cas présente une certaine analogie
avec celui d’un orifice noyé pour les liquides, le second avec celui d’un
orifice non noyé.

D’autre part, le poids du gaz du réservoir S;, dont le volume est V,,
est

0
V6= V:p: '[—)0; =y

et
o TR R
On posera
Si=V,22

(') Faf négligé la variation du coefficient de contraction; il semble (Resau,
loc. cit.) que, si 'on en tient compte, les conclusions soient vraies a fortiort.
En admettant d’aprés d'autres auteurs que ce coefficient décroisse leniement et
réguliérement quand la charge croit, les conclusions subsistent encore, comme
on peut le vérifier.
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el, pour les réserveirs fictifs,
V,~.~ 203
le systéme d’équations obtenu sera de la forme (2). Ll est assez remar-
(uable que ces équations sont linéaires, par suite assez facilement

intégrables, dans les périodes ot les rapports ££ sont tous <o0,528. ..,

{
s'il y a de pareilles périodes. 1l en sera ainsi dans le cas de n réservoirs
réels S,, ..., S,, si'on prend, par exemple, & 'origine des temps

Pi

Pivt

< 0,528... ({f=o.5,2,...,n—1)

Cas ot Uécoulement par les orifices est isotherme. — Lavitesse «
d’¢coulement par un orifice reliant 5, 4 S; (p,>> p;) est telle que ()

' P
«?*=C log ;i,

ofi le logarithme est népérien; le débit en poids est

"
9;; = C,ud,

avee
Lo bi Do
0 d; 9,
et
L pi V.
(12) o Gy p \/Iog—i}—' (Gy, G}, G, == const.);

v;; est fonction croissante de p, ; mais 9;; est fonclion décroissante
de p quand

. )

Pz via

= 0,6065...ps.
Ve

croissante dans le cas contraire ; lorsque
(12 bis) piz L,
Ve

on pourra prendre p == p;, par analogic avec ce qu'on a vu pour
I'écoulement adiabatique, et g;; satisfait alors aux hypothéses du
paragraphe Il entre certaines limites; lorsque (12 bis) n'a plus lieu, je
crois que les données manquent pour déterminer p ; I'écoulement
isothermique est d’ailleurs peut-étre difficile & réaliser.

(') Framanr, Hydraulique; p. 541.
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10. Rdéservoirs de liguide et de gas & température constante T,
(& titre d’exemple). — Certains réservoirs sont supposés ne pas com-
muniquer avec 'atmosphére, et contenir du gaz et de I’eau; les réser-
voirs communiquent par des orifices toujours noyés par I'eau, de fagon
que le gaz de chacun des réservoirs fermés ait un simple role régulateur
et conserve un poids constant.

Avec ces hypothéses, soient S,, un réservoir d’eau el de gaz, qui ne
communique pas avec l'atmosphére, p,, la pression du gaz quand le
liquide est a la cote initiale s,

m?

WII!(S?H ) = W?Il

le volume du gaz pour cette cote,
Vo ( s(r)n) = (,v?"
le volume correspondant du liquide, W,,(z) et w,(3) les volumes
analogues correspondant i la cote z; on a
W, (5m) + W () == W?n + o, = C,, = const.;

la pression p,, est telle que

P W = pp Wi
le débit liquide de S, vers S; est, & désignani le poids spécitique du
liquide, ‘

0= pNpi—pi+(5—5) quand  p;+®5 Zp;+ B3,
(13) < et

o =— P Vp,— pi+w(5;—5) quand  p;+®5;Zpi+ B3

dans ces formnules, p; est égal & p, quand S; est un réservoir & surface
libre, et &
Ci— (\";‘ )\lj

aq
1] = = A; const.),
P Ci—w; 7~ Cr— vy (A i

quand S; ne communique pas avec l’'atmosphére; de méme pour p;.
Le débit g,; est encore fonction croissante de z,, décroissante de ;.

On a alors
dw;

(14) -,—/Z~'— (7,'+'~?0,’+?1[+-~-+®.ni1

ou ,; est du type (15) ci-aprés.
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On pourrait évidemment envisager des cas analogues plus compli-
queés.
Si, au lieu d’admettre que le gaz est maintenu & la température
constante T, on suppose sa détente adiabatique, les résultats seront
de méme nature; on aura alors .

Pm Wﬁt :P?n(w;)u )45
si S; contient du liquide et du gaz,

Ci— ? & )‘I/ '
pl:(‘(:l_—(::_‘l> /)?: (—(—:‘—* ()\t COnSt.).

— ﬂv’i) &

Les deux cas ci-dessus se raménent 4 d’autres cas antérieurement
considérés; je pose, pour les deux cas,

Pi+®5 = G,Zt—: q}i(;l’)’

d’ou
5, = wi( L), z:s’i:q%?o;
(14) devient i
(14 bis) Siw}% =ik Opib o D
ou
vy (w= BVVETTL o —p\aVTT,

(POi:_[J'”\/g\/Zi_Ziﬂ (Ziy = const.).
Ces formules sont du type (5);

mais les quantités S;(5:) se trouvent
remplacées par les quantités S;a’ (

[} )'
IV. — Propriété des systémes d’équations (2).

" 11. Je vais maintenant envisager le systtme (2) en employant,
mais seulement pour plus de commodité, car cela ne scrait pas indis-
pensable, la terminologie générale introduite au paragraphe 11, et qui
comporte interprétation mécanique ou physique de «; (débit d’ali-
mentation), ¢; (d¢bit de S; & S;), &, (capacité de S, pour la valeur
de 5; considérce). Ce paragraphe est donc une pure ¢tude d'analyse,
avec interprétation mécanique ou physique. J’admettrai qu’on ait

(') Quand on fera intervenir en Hydraulique des eaux des réservoirs fictifs,
soit ici, soit ailleurs, on pourra admettre que les expressions o, @y, ... envi-
sagées au n° 5 sont sensiblement de la forme (15); si S; est fictif, Z; est alors un
niveau piézométrique, p; n’étant plus déterminé comme dans (13).
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vérifié par un procédé quelconque ’existence de la solution considérée.
Soit donc le systéme d’équations

(2) W:‘:Si:'.,"::f?oi'*‘?li"i"-- <t Qui + Q.
Je ferai les hypothéses suivantes, qualifiées d'hypothises A :
1e Pii 7= 0, Pij =— i3
si 9;j, avec { > 0, n’'est pas identiquement nul, sa valeur absolue est
limitée supérieurement quand z; et 5; le sont; on a
9ij ==+ pour 5; = + 0,
Qij =— ® pour Zj=-+4 00;
la premiére égalité veut dire ici que, 5; étant au plus égal au nombre
b; donné, on peut toujours Lrouver un nombre /; assez grand pour
que, quand 3;> b;, on ait, guel que soit z;,
Dij = Ciy
¢; étant un nombre donné arbitrairement grand ; inversement, si, pour
une valeur de 5; au plus égale au nombre donné 4;, on a

cPij> c:‘a
ol ¢; est un nombre suffisamment grand, on a aussi
3> by
ou b est un nombre donné arbitrairement grand ; la deuxiéme égalité
a une signification analogue. '
2° Un réservoir au moins a un exutoire externe, autrement dit, un
des 9, n’est pas identiquement nul quel que soit 3;; quand ¢, n'est
pas identiquement nul, il est nul ou négatif; alors, sa valeur absolue
est limitée supérieurement quand z; l'est, el
?0, ) [)Olll‘ S, =i,
cette ¢galité ayant une signification analogue a celle des deux préce-
dentes.
3° a. Ou bien
Si(s:) == o et ;= const.;
b. Ou bien
Si>o0 pour 5, > M (A; const.);
S,=w;—=o0 pour 35S,
w;(5;) =+ pour 5, = -+ ;

S, et w; sont finies quand 3, I'est.
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4° a; est positif ou négatif, mais c’est une fonction de ¢ limitée
supérieurement en valeur absolue.

5° Les fonctions ¢, ¢,; ne sont pas forcément continues, ni univa-

lentes, du moins dans certains domaines bornés ; mais il en est autre-
ment pour les valeurs des 3; ou z; qui dépassent certaines limites.

Tel est 'ensemble des hypothéses A, qui comprennent celles du
paragraphe II.

Je vais d’abord classer les réservoirs d’aprés la répartition des dis-
positifs de communication, autrement dit des indices des fonctions g;;
(jui ne sont pas identiquement nulles.

Soit

U= W = Wy 4Ty,

la capacité totale de I'ensemble s, des réservoirs

3
SH s Su,w

.

(ui ont un exutoire exlerne (autrement dit, lorsque 7 "7, go;n'est pas
idenliquement nul quel que soil 3;, 9, I'est pour i > n,) ; soit

gy o2 ‘Vrl.+l I “'/l|+ll.,
la capacité totale de I’ensemble s, des autres réservoirs
| Sn,-t-l == S(x‘z)s e Sn,+n,7; Sili’?

dont chacun peut communiquer, au moins quand la quantité caracté-
ristique s corrélalive est assez grande, avec un des réservoirs de
I'ensemble s,, mais non avec l'extérieur (autrement dit g¢;;, pour
chaque valeur de i égale & n,+1, ..., ou n,, et une valeur de j
correspondante égale a 1, ..., ou n,, n’cst pas identiquement nul); ct
ainsi de suite, jusqu’a 'ensemble s, dont la capacité lotale est u,,. Si
S, est un réservoir de ’ensemble sy, il communique avec un réservoir
de I'’ensemble s;_, (avec I'extérieur quand &k = 1) dés que z; est assez
grand, et il ne peut communiquer qu’avec des réservoirs des ensembles
Sk—ry Sk € Sy, (avec extérieur, s, et 8, si k=1, avec s,_, et s, si
k= m); 9;; ne peut étre == o que si S; appartient & s,_,, S OU Sxy,
Journ de Math. (6¢ série), tome IX. — Fase. II, 1g13. 25
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[a s, ous, quand (') k==1,4s,., ou s, quand A =m|. On admel
que I'’ensemble s, ..., s, contient tous les réservoirs ; autrement dit,
on admet qu’on peut passer par les dispositifs de communication
d’un réservoir quelconque a 'extérieur; ceci est évidemment essentie)
quand on veut montrer que les z; restent limités.

On aura ultérieurement & envisager un mode de groupement ana-
logue des réservoirs (§ VI, n° 16).

Avec ces conventions, les équations (2) donnent, puisque

Riy =" Qi
I du
———dtl =+ Ay P+ (P()n,'*‘ZCPija
21
du,

dt =y 4+ all._.+2 ?/‘/’"‘2 (?ija
12 32

(16)

|l . . 'y e

dans ces formules, Za est, a 'instant ¢, la somme des débits externes
l .

d’alimentation recus par s, zqa,-j la somme des dchits positifs ou

-1,

négatifs qui vont de s,_, & s, E ;; 1a somme des débits (qui vont de

[+ 1.1
S 8. Onoa

(16 bis) , 2—1—2":0, 2 =T 0.

+1,1 {1+ m+1,m

La seconde des équations (16), par exemple, s’obtient en remar-
quant que, dans le second membre, les débits échangés par les réser-
voirs de s, disparaissent.

(') 9io n'est pas identiquement nul; mais il suffit de considérer 9y, = — ;.



. B *
SUR LS SYSTEMES DE RESERVOIRS. 19O

Je pose encore
() U=+ ty+oiittty, oo Uyt + o ttyy ooy Uy==i,.

On a, d’apreés (16) et (16 bis),

 dU,
3 @ e A Qo Qg
(lU2
— =dp gty +Z Qi

(18) i2
dU, o'
T ‘Z a + z Dijs
/ l—1,1

QY ) :

ol 2‘ a cst la somme des a; des groupes s,, s,.,, ..., c’est-a-dire des
' .l . . .

débits externes d’alimentation recus par les réservoirs de ces groupes.

Ceci pos¢, je me restreindrai au cas, déja compliqué, o les réser-
voirs de s, sont a la fois tous fictifs ou tous réels, c’est-a-dire que,
au point de vue de I'analyse, si, quel que soit p, dans le groupe s,
«, est ou non identiquement nul, quel que soit le systéme dcs valeurs
initiales des 3, les &, du méme groupe s, le sont aussi.

Je dis que les z; restent limilés.

i

La démonstration est simple quand m = 1, c'est-i-dire quand tous
les réservoirs peuvent communiquer avec I'extérieur. Mais il n’en est
pas de méme lorsque m est quelconque.

Par hypothése, |a,|, ..., |a,| ont des limites supérieures.

Si les réservoirs de s, sont veels, on peut trouver une quantité A,
telle que, si 'on vient & avoir «,” A,, on ait siirement
IIU‘(

(19) dl

e B aR I ol (P e TP I L LRI

(e fixe positif arbitraire). En effet, si A, estasscz grand, 2,,, ..., %.,

i 4 1
étant nuls ou négatifs, on est siir, d’aprés les hypothéses A (3°) rela-
tives aux «w;, que l'une des quantités caractéristiques z,, ..., 5, ost
assez grande pour que cette inégalité ait lieu, puisque

() =+ oo,
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Si les réservoirs de s, sont fictifs, on posera u, = A, (A, constante
arbitraire); 'inégalité (19) aura encore lieu quand une quelconque
des quantités 3, ..., 3,, soit 5,, devient 2{,, {, étant un nombre
convenablement choisi, fixe et assez grand.

De méme, je suppose qu’on ait

u, A, ou 5,28, (Li==r1,2....,m),

suivant cue s, est réel ou fictif; quand u, dépasse une certaine limite
A, qui dépend de A, ou de {,, si s, est réel, ou quand une quelconque
des quantités 5, (i,=n,+1,..., ou n,+ n,) dépasse une certaine
limite ¢,, si s, est ficlif, on a

dU,

(19 bis) i

= all.-}l +.oo0+ an.““"z @/,_( — &,
12

En effet, ceux des 9;; qui seraient positifs ont, d’aprés les hypo-
théses A (1°) une limite supérieure qui dépend de A, oude(,; si A,
est assez grand, ou §,, il y a toujours parmi les réservoirs s, un réser-
voir dont la quantité caractéristique 3, est assez élevée pour que le
second membre de (19 bis) soit au plus égal & -- ¢ et ainsi de suite.

Quand on a

SN, ou Sy .,5 Loy

suivant,que s,_, est réel ou fictif, 5, prenant les valeurs des diverses
quanlités camctéristiques des,.,, on peut trouver uunc quanlilé A,quo
ne peut dépasser u, si s, est réel, ou une guantité ¢, que ne peut
dépasser ancune des quantités 5, velalives & s, si s, est fictif, sans que

([U/ .
19 ter Crs g
(19 ter) dlc )
cte.
Ceci posé¢, on pourra choisir en outre A,, Ay, ..., {, L. ...y de

facon que, & 'origine des lemps ¢ == o, on ait pour les valeurs initiales
0 0 ) S -l - -
wlyul, o, 5 =1,2 ), 50 g de g, wyy ey 5,5,
A ou 5 S avec u, = A\,
{20) . e
ul, S A, ou 22 Sim avec U=\,

Il y a donc certainement un instant ou une phase du mouvement
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ol, quand on pose
Bi=A,+...4+A,.

on a
ty SA, ou 3, S8 avec u, = Ay,
G U Cee e e ,
21 <
Um= Dy ou si,,,g Em avec U= Ay,

<
UiZBU vy U,,,;B,,,.

Je dis qu’on aura toujours
(22) U.;2B; (i=1,2,...,m).

En effet, ceci a lieu quand on a I'inégalité u,=A, ou z,5(,, quel
que soit 7. Je suppose au contraire que, par moments, cette derniére
inégalité puisse étre en défaut pour certaines valeurs de r, par exemple
a partir de l'instant #, exclus, et j’envisage une phase du mouvement,
entre les instants ¢, et {,, assez courte pour que, dans cette phase, on
ait constamment, 3, ¢tant une certaine quantité caractéristique d’un
réservoir de s,,

urz Ay, Uz Ay, o ke k<.
(22 bis) S ’3"4?:'/ avec u, =A,,
) Siy = S avec wy,=A,,
(g<qm<...);

ici, ¢, ¢,. ... se rapportent & des réservoirs fictifs et sont différents
de k, k,, ... qui se rapportent & des réservoirs réels ; les u; autres que
Uy Uy, ... sont tous tels que u#;SA;, et les 5, des réservoirs des
systémes fictifs s, autres que s,, s,,, ... sont tous tels que 5, = %,.
Sig <k,
. dU, .
(22 ter) —T// ="

d’aprés (19 ter), pour tout instant ¢ + v dans I'intervalle de ¢, & ¢,, et,
par suite, [ étant un quelconque des entiers au plus égaux a ¢,

U,ZB, — v B, Ui=w+uy+... +U, 2B,

(22,) .
U,—u,—= U, 2B, —u,SBoiys

puisque u, = A,, les réservoirs de s, étant tous fictifs.
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Si k < ¢, on a de méme, { désignant un quelconque des entiers <1,
(225) —=Z—¢,  UiZBy,  UiEB, Ui ZBr— 0 SBiay,

dans l'intervalle de ¢, & ¢,.
Je puis donc supposer que les inégalités
U,“B,, ..., U,IB,

aient été établies pour I'intervalle de ¢, & ¢, jusqu’a un certain indice v
parla considérationde s, ..., s,_,, ¢l j’envisage le premier des systémes
de réservoirs s,y 8y, ..., savoir s,, pour lequel on a dans cet intervalle

3, oy si sy est fictif,

W
ou
uy > Ay, si sy est réel,

Il pourra se faire qu’il n’y ail pas de parcil systéme s, ; alors

., Hiﬂ’\vu- ceey U 2Ny,
d’oti
Uy - By s U, B
S'il y a un pareil systéme s, et s'il est fictif, ou bien . == v, ou hien
u.>v. Quand v = v,
U,z B, Upry = Uy— w0, s By— A, By,
quand © > v,

dU,, .
=TT UpsBy—en By,
U;L-H ”pu - Ap‘ e By.+1,

U=+ oA+ Uy By ({=vv+1,. .., p—1),

car
w <A, Uiy =Ny, A Wy =Ny
S’il y a un pareil systéme s, et s'il est réel, ou bien p. = v, ou bien
. >v. Le méme raisonnement a lieu, car u,” A,.
I'inalement on est conduit 4 unc contradiction, ct 'on a hien dans
intervalle de ¢, & ¢,, par suite dans tout intervalle, d’aprés un raison-
-nement idenlique, les inégalités (22). Il résulte alors des égalités (17)
et des hypotheses A (3°) que les quantités caractéristiques des réser-
voirs 7¢els sont limitces supérieurement.
On en conclut la méme propriété pour les quantités caraciéristiques
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des réservoirs fictifs, méme alimentés (c’est-d-dire méme quand les
a; correspondants ne sont pas nuls).

En effet, si
Sky Shats oo Spo

sontdessystemes de réservoirs fictifs d’indices consécutifs, d’aprés (16),

I - v
Sev X o X o
& k1, k k-1, k
Yoo 3ot S e
(23) @i @i == 0,
k+1 kk+1 k+2,k+1
l ¥l
Sor 3 o 3 omn
r—1 P=2p—I mp—1

en additionnant,

(24) 2a+...+2a+2¢,,-+2<9,-,:0.

k p—1 k—1,k pp—1

On pourra avoir dans cette formule &k =1, si s, est fictif, oun

p —1=m,sis, est fictif; dans ce dernier cas, Z @;; = o. Dés lors,
-1, m
on choisira k ct p de facon que s, ne soit pas précédé d’un systéme
lictif, ni s,_, suivi d’un systéme fictif : ceci fait, puisque les z; des
systémes réels sont limités supérieurement, comme on |'a vu tout &
I'heure, ceux des g,; de (24 ) qui sont positifs ont une limite supérieure ;
il en sera par suite de méme de la valeur absolue de ceux des ¢;; qui
sont négatils. Donc, les 5, de s, etles s, | des, , (sip — 1 <m)sont
limités supérieurement. Il en résulte successivement, d’apreés (23),
que les 5, . de s, , les 5, de sy, ..., sont limités supérieurement.

On a ainsi démontré complétement (ue les 5; sont limités, au moins
quand chacun des cnsembles s, ne contient que des réservoirs tous
fictifs ou tous réels, et méme donné un moyen de trouver une limile
supérieure des 5;, cn lenant compte de (20).

Dans le cas du régime permanent, ot le systéme des équations (16)
prend la forme (23), le raisonnement se simplifie et se réduit & celui
qu’on vient de faire sur ces ¢quations (23).

En définitive, on aboutit au théoréme suivant que j’énonce au point
de vue de la théorie des équations différentielles :
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Tutorine 1. — Soit le systéme nuxte d’équations implicites ot
différenticlles
ds;  dwy;

(2) Si(zi)_('ﬁ":—‘?{T¥'7’?oi'i' Qit .. 9t a; (l.:l,Z,...,ll).

0l S;y Wiy iy a; salisfont aux hypothéses A, et ob t est le temps.

Soit encores, l’ensemble de celles de ces équations, les n, premicres
par cxemple, pour lesquelles ¢,; 1’est pas identiquement nul; soit s,
Uensemble de celles des autres dquations, les n, suivantes par
cxemple, pour lesquelles ¢; 1w'est pas identiquement nul quand
1 >0, 157 %ny, ele. (). Jadmels que celle classification comprenne
loutes les équations (2), el que les quantités S;(s;) d’un méme
ensemble s, soient toutes a la fois identiquement nulles ou non.

Dans ces conditions, pour toute solution =, ..., 3, de ce systéme,
dont les valeurs initiales sont finies, 5., ..., 5, restent limités supe-
rieurement quand { croit indé finiment.

Au point de vue de la Mécanique et de la Physique, le résultat
ci-dessus donne le corollaire suivant :

Cororraire. — Tout élant posé comme ci-dessus, si le systéme
d’équations (2) détermine les variations des quantités caractéris-
liques 3, ..., 5, d’un systéme de réservoirs, de facon que les réser-
voirs S; d’un méme ensemble sy soient a la fois tous réels ou tous
Sfictifs, ces quantités caractéristiques restent limitées supérieure-
ment.

Remarque I. — Voici une extension de ce qui précéde. Au lieu du
systeme (16), je considére le systéme

du,

(25) '(7[

:2a+d’l'—l.!‘+q)l‘+l,l' (r=1,2,...,m),
qu’on en déduil en remplacant dans (16) 2 el Z par @, et d., .

r—nr r+1,r

Celles des hypothéses A qui sont relatives aux g;; sont alors rem-
placées par les suivantes :

d’r—l.r _ d’r,r—- 1 q’m,urH e (buz+l v = 0.

(') Au besoin, pour plus de détails, voir p. 193.
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®,_, . est pour 7 > 1 une fonction croissante des 3, de s, ,, décrois-
sante des 5; de s,, finie quand ccs z; sont limités supérieurement, égale
4 + oo quand un des z; de s,_, est égal & + o, égale & — » quand un
des 5; de s, est égal & + . Les propriétés de ®,, sont analogues, @,
ne dépendant alors que des.3; de s,. Enfin, les ®,,, ®,_, , sont des
fonctions continues de z, lorsque z; dépasse une certaine limite finic.

On peut appeler hypothéses B les hypothéses A ainsi modiliées.
On cn conclut :

Soit le systéme d’équations différenticlles et implicites

os; e

Si—p == Bi(z5y,...,5,) (i=1,9,...,n),

ot S;, wy, a; salisfont aux hypothéses A (ou B); je suppose qu'on
puisse grouper ces équalions, designdes par Sy, ..., S,, en ensembles
81y Say oeny Sy lels que Uaddition membre & membre des équations de:
chaque ensemble donne un résultat de la forme (25), les w; d’un
méme ensemble élant lous constants ou tous tels que S;(5;) > o si
3; dépasse une cerlaine limile el w; (%) =+ »: on peul affirmer
que, pour une solution de valeurs initiales finies, les 5; restent lous
limités supcéricurement.

En effet, les raisonnements ui nous ont servi & ¢tablir le théoréme
précédent s’appliquent identiquement.

DEUXIEME PARTIE.

V. — Sur les déterminants, ’équation dite « séculaire »
et des équations analogues.
12.Soient n(n +1) quantités Bis (i =1, 2, ..., n5k =0, 1,2, ..., 1)
satisfaisant aux conditions suivantes (') :
B;.Zo, lorsque i 2 1,
B+ B“ +. o4+ B+ B;,=o;

(1)

(') Sil'on a des quantités By (¢, £ > o) telles que B;,2 0 pour {52 £,
l?’il =+.. -+Bin§0a
on peut toujours déterminer des quantités B, 2o de fagon que les conditions (1)
aient lieu pour ces B et les By,

Journ. de Math. (6° séric), tome IX. — Fase. I1, 1913 26
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d’ot B; < 0. Soient encore des quantités

, i Biv vy BuZo,
et le déterminant
Bx B2 cee Bn

(2) A— By By ... By,
l‘;ln let AR i,,II”

Je vais établir le théoréme suivant :

Tuiorime I. — (—1)*'A est auw moins égal a o, et peut se déve-
lopper sous forme d’une somme de termes tous positifs, de facon que
chacun d’eux soit un produit positif de facteurs dont un est un B;,
el chacun des aulres, au signe prés, ou un By (i 5 k ou non), ou
une somme de By d’une méme colonne différents, et dont Uun
est alors By el donne son signe au facteur. Chaque terme qui
contient B;, avec i > 1, est de la forme

I“jBU.-... (k>|),

les facteurs non derits ne conlenant aucun terme de la premiére
colonne.

En effet, je pose
(3) Bio"f‘ B(,—Q—...-l-—B,',,:-——C,'o:O,
) - (“io“"- co e Bi.m—i): Bim+ Bi,ln-}—1+° ot Biy=— C/‘m (l et mi ');
d’ott, d’apres (1),
(/l) Cimiov sim é [a C‘imi 0, sim > 1.
Pour n=1,A=B,Zo0; pour n =2,

A=DB;Byy — B, Byl 03

pour n = 3,
B, B B, B By. By
A—=B, \ 22 I B, 12 32 + le 12 22 "
1323 1333 Bi:f B33 B’s 823
ct, puisque
By By | l By + By Byy+ B l . Gy Gy !
];23 1333 o l{?,:l ‘£33 o 1),23 B33 ’

A = -~ B‘ C)Q ‘*33 -+ ]31 0321323— B2I;12]-;33 —+ B, ‘ljl.'.l BJ? -+ B3 BWBM—- B3 ]313]322.
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Les six termes du sccond membre sont positifs ct de la forme
annoncée,

Je suppose le théoréme établi pour les déterminants & 7 — 1 lignes
et colonnes au plus. ,

Soit A4 le mineur obtenu en supprimant dans A la /™ colonne ct
la kitme ligne. On a

(5) A:‘: B,A”—BzA;“-F [’)3A3]‘—....
Lin ce qui concerne A, d'aprés (3) et (4),

Coi Gu .o Cp
Byy By ... Bu

15215 Bf}ll L] 'ljltft
el — A,, estdelaforme A, mais avec » — 1 lignes et colonnes. D’aprés

I'hypothése, on a
(—n)rtay 2o,

ct le premier membre de cette inégalité peut se développer sous forme
d’'une somme de termes tous posilifs; de méme pour (—1)*~'B,A,,,
dont chaque terme est alors de la forme indiquée dans I’énoncé
On a nainlenant
B, B ... B,
Ay = By By, ... B,
Blll ‘I'S:lll- e l-;Illl
et A, estdelaformed, maisavec n—ilignesetcolonnes: (—1)*2B,A,,
est une somme de termes posilifs dont chacun a la forme indiquée
dans Iénoncé ct conlient une des quantités B, ., ..., B,, en facteur.
Enfin, quand & > 2,

Blz BM L B/r—l,‘.’ Blc+l,2 e “n‘l
B, B
. 13 23 che tee i e
A=
]
Bln L“zu s B/:—l,u L)'/.‘+l,n e Bnu

Faisant passer la ligne qui contient B, & la premiére place, on
obtient un déterminant ( —1)*-24;, de la forme A, mais avec n — 1
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lignes ct colonnes, dont le produit par (- 1)"~* st posilif. Le terme
correspondant du développement (5) de A est (— 1)%-'34A,,, ct son
#8k1
produit par (—1)*' peut se meltre sous forme d’unc somme de
termes tous positifs, dont chacun a la forme indiquée dans I'énoncé,
et contient en facteur une des quantités B,,, ..., B,,.
.o Q. ¥,

Conorrame 1. — Si A est une limite inféricure de celles des quan-
tités By, By (k2 o, 121) qui ne sont pas nulles, el si A== o, 0n a
(—1)=1AZ .
Undestermes du développement de (— v)*~'Aindiqué an théoréme
est en effet == o, cl, par suile, Z A", puisque loul facteur différent de

zéro d’un de ces termes est au moins égal & A en valeur absolue,

d’aprés (1).

Cororrame 11, — Le déterminant

By, By .o By
(6) —_D=— B By, ... By
B Bu ... B,

eut se mellre sous la forme &, en sorte gue
. ’ q
(—n"Dzo.

En effet, d’apres (3) et (4),

:ll ‘;Zl PP C"]

3 bt B p ]5‘)-7 - B o
(6 bis) —_D=] 1 29 ne |

B, Ba ... By

qui est de la forme A.

Tugorime II. — 1087, les conditions (1) ayant licu, les quantités C;
sont loutes >0, 0n a
(7) (_l)’lD;CIIC22-~-Clx/1>O;

2° En particulier, les conditions (1) ayant licu, si X > o est une



SUR LES SYSTEMES DI RESERVOIRS. 20hH

limite inféricure de celles des quantiics Bu(h 14, k2o, 021) qu
ne sont pas nulles, et si, pour chaque valeur de i, il y a wne valeur
de k< itelle que By >0, 0n a

(8) L (= bz
Eu eflet, dans ce dernier cas, d’apres (1), (3) et (4),
(8 [)[S) Cl’i: Bi0+ B“ 4t B/‘/_]z)\;

(8) sera une conséquence de (7), qu'il suffit d’¢tablir.

[indégalité (7) est évidente pour n = 15 je la suppose vraie pour les
déterminants (6) v au plus 2 —1 ligneset colonnes. D’apres (5), (6 bis)
et la démonstration du théoréme I,

—D=C; D}y —Cy; Dy, +...,
(=)D Chyy (=120 Dy,
sonl posilils, ct

(9) (—1Dz(—n)"1Cy Dy,
11 suffit de vérifier que
(10) (=)0 2 Chy Gy

or, le déterminant D, est de la méme forme que ), mais avec 2 — 1
lignes et colonnes sculement; d’apres Uhypothese (10) a lieu, par

suite (7). C.Q.F. D,
Covortame 1. — Tout dtant posé comme aux théorémes I et 11,

st B,>o0,0na
(__ l)ll—lA;_’ ”l(“‘l?‘ . -Cnn > 0.

Cette incgalité résultede (5), (7) et (10), A,, ¢lant de la forme (6)
de D.

Corovuame I, — Tout élant posé comme au théoréme 11, chaque

mincur d de D dont la diagonale principale ne conticnt que
des B,’,’ est == 0.

“n cffet, sotent c;; les quantités analogues aux Cy; pour d: — ¢;;sera
form¢, par exemple, de B, ct de termes (ui entrent dans Cy,
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d’aprés (3), ct 'on aura
—cui— G, o< Cpirleyn

Le déterminant d étant de la forme D, d’apreés le théoréme 11, d est
différent de zéro.

Corovrame ILL. — Soit Uéquation en «

Byy—ox B,, c B,,
(1) D () = B, By—oaz ... B,, o,
B,, B, . B—ox
agvee
(12) Tiy  Ozy o n et a2 0,

et qui w'est pas identique : 1° Quand les By satisfont aux condi-
tions (1), (11) n’a aucune racine réelle > o ; 2° Quand les By,
satisfont en outre aux conditions du théoréme 11, cette équation n’a
aucune racine réelle Zo; dans ce dernier cas, si m des quantités
Tyy weey T3, cxaclement sont == o, Véquation est ¢ffectivement de
degré m.

En cffet : 1° soit « >o0; d’aprés le corollaire 11 du théoréme 1,
— D(«) peut se mettre sous la forme A; d’aprés le théoréme I,
(— 1)*D(x), qui n’est pas identiquement nul, peut se développer sous
la forme d’'une somme de termes tous positifs, dont un au moins
dépend de x, est 2o pour z = o et croit avec x5 done (- 1) D(x) >0
lorsque x est plus grand que zéro;

2° Dans ce cas, on cst sir que D () n’est pas identiquement nul, car

(—1)*D(o) > o,
d’apres le théoréme 11 5 soient
Tipy ey T
ceux des 5; quisont == o : le coefficient de
Tiyo s .G,‘ml'm,

dansle développement de D () est, au signe prés, un déterminant & de
laformeindiquéeau corollaire Il duthéorémell, et ce coeflicientest o.
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Lemne 1. — L’équation

a“—‘alx a“ e (.‘l,,,
(|3) Qo Ayo — T ... e -0
. - b
Qyn flan cee Qup— 0T

0L Gyy .oy G, 80020, clay= ay, atoules ses racines réelles.

Ce résultat est bien connu quand 5, .., g, sont tous ¢gaux 4 1. Or,
il suffit de se reporter & la démonstration qui figure dans 'Algébre
supéricure (') de M. H. Weber pour voir que celle-ci subsiste ¢ peu
prés identiquement quand s, ..., 5, sont quelconques > o (*).

Il ne reste donc i traiter que le cas ot quelques-uns d’entre eux
seraient nuls; on pourra toujours admettre quc ce SONL G,y «ovy Ty
Partant ducas ot 5y, ..., g, sont tous > o, on fail tendre 5,,,,, ..., G,
vers o : n—me racines an moins croissent indéfiniment en valeur
absolue, et, i la limite, les autres racines sont réelles.

On peut aussi dans ce cas observer (ue la démonstration de M. H.
Weber s’applique encore presque identiquement.

Liemme 1. — L’équation

byy—ox Dy o o ... o
Dys by — 0,1 by, o ... 0
(14) o Dy by =032 by ... . =0,
o o et e ees bpp—o

Ol Gyyvvvy 3y SORLZ0, by iy el by 20, byp= 0 quand
a toules ses racines réelles.

[—k|>1,

‘n effet, je multiplie les termes des diverses colonnes par les quan-
Lités positives (hy, fhyy +. -y hyy CL jC poSC

—_— —_— ! B
bir = @iy Tifi= T4, pi> 0,

(') Traduction J. Griess, Paris, Gauthier-Villars, 1898, p. 321 et suiv., ou
texte allemand, Algebra, 1, 2t Aullage, p. 307.

(*) Au sujet de ce cas wvour Pierina QuiNtiLi, Giorn. di Mat. (A. Capelli),
t. XLVII, janv.-fév. 1909, p. 21-24.
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I’équation devient

ay—ao\x o )
Mg Ayy— 0,2 (lys
h - 0.
o a3 (yy— 04

Silesa;;_,, «;_,  sont simultanément nuls ou == o, je puis disposcr
I
des p.; > o de fagon que
, R Ay = a3y, @3 = (39, Cey
car il suflit de poser
l"'lblz—:'[J"zbﬂa P‘2b23'—““31)32v ey Pn—i /'//——1,;::H/t/’n.u—-l;
le lemme I s’applique, et (14) a toutes ses racines réelles.
’ I
Si des deux quantités by ;y, b, ; 'une est nalle et Pautre différente
du zéro; soit, par exemple,
bysbsa=o, byg =4 bay £ 0}

le déterminant du premicr membre de (14) est égal au produit de
decux déterminants de méme forme
byy — o5 by o
by—ox by, by, by—o,x by,
bys by — 0y 0 bys bys—opx

pour lesquels on peut supposer la propriéié établie, car celle-ci est
évidemment vraic pour 2 =1 ou 2.

Tutorine L. — Les By satisfaisant aux conditions (1), avec
By = By, Uéquation (11), supposée non identique, a loutes ses
racines réclles et = o. Quand les B satisfont enoutre aux conditions
du théoréme 11, ’équation (11) est effectivement de degré m si m
des quantilés a; exaclement sont %= o, el ses m racines sont < o.

D’aprésle corollaire I du théorémeIl, il suffit de montrer quel’équa-
tion (11) a toutes ses racines réclles : c’est ce qui résulte du lemme 1.

Conoritalre. — Jadmets que les By, satisfassent aux conditions (1)
et a celles du théoréme 11, avec By = By, ('), et, quand By est o

(1) Plussimplement et plus généralement, les résaltats du corollaire subsistent
quand, supposant d’abord ces conditions remplies, on fait ensuite varier assez
peu d’une maniére quelconque les coefficients B.
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(i£ky i, kZ), je remplace dans (11) By (k=1 par By ~+ i,y avec | e

asses pelit par rapport & A on peut toujours prendre les | e | asses

pelits pour que cetle noucelle équation ait les parties réelles de ses

racines loutes négatives << o. St méme Uéquation (11) avec g;= 0

a toules scs racines distinctes, la nouvelle équation a toules ses

racines réelles, distinctes et < o, quand les | ey| sont assez petits.
En effet, soit

E=o

la nouvelle équation : ses racines sont de la forme x,+ y,/— 1}
quand les |ey| tendent vers zéro, rc‘+y.\/: a pour limite une
racine de (11), et y, tend vers zéro, s'il n’est pas nul, en sorte que «,
est négatif quand les |e;| sont assez pelits, d’apreés le théoréme 115
y. ne peut d’ailleurs étre =£ 0 que si E==o0 a deux racines z, =%y, V=1
ayant méme limite, c¢’est-a dire si (11) a une racine double.

C. Q. F. D.

Remarque. — On peut observer au sujet de celte démonstration
(que, si Pon fail varier d’une maniére continuc & partir de zéro les e
sans les assujettir & conscrver des modules trés petits, 'équation E=o
ne pourra cesser d'avoir négatives les parties réelles de ses racines
sans que 'une des quantités , s’annule. Sidonc’'on pouvait démontrer
(que I'équation =0 n’a pas de racine imaginaire purc lant que
les By, satisfout aux conditions (1) ct & celles du théoréme 11, on aurait
par cela méme démontré que cetle équalion a les parties imaginaires
de ses racines toutes négatives.

Je me contenterai d'indiquer, sans développer les calculs, que ce
procédé réussit lorsque £ S3; dans ce cas done, les racines de E=o
ont toujours leurs parties réelles négatives, et sont toutes réelles ou,
¢videmment, toutes distinctes.

Tuiorie IV, — Soit équation en

B“—c|~7} B21 o ‘e ce e (o]
B,, By — gy B;, e e o
(l[l I)[S) (8] ”23 l‘;m‘— Tyl e e e . == 0,
o 0 0 T | R | e L

Journ. de Math. (6¢ série), tome IX. — Fasc. L1, 1913. 27
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o gy, ..., 5, sont2o, et By=o0 quand|i — k|>1(i,kégaur a1,
2, ..., n). Lorsque les By satisfont aur conditions (1), (14 bis) a
loules ses racines réelles et Soy elles sont méme < o lorsque les By
satisfonl en outre aux conditions du théoréme 11, et, dans ce dernier
cas, si m des quanlités o; cxactement sont = o Uéquation est effecti-
vement de degré m.

En effet, d’aprés le corollaire IIT du théorémeI1, il suffit de montrer
que I'équalion (14 bis) a toules ses racines réclles. Clest ce qui résulte
du lemme II, qui est applicable, puisque, d’aprés (1), By o (i £ k).

C. Q. F. D,

Remarque. — On pourrait aussi démontrer directement, sans
Pintermédiaire des lemmes I et 11, que (14 bis) a toutes ses racines
réelles. Soit X le déterminant obtenu en supprimant, dans le déter-
minant (14 bis) ou X, les k premicres lignes et colonnes. On remar-
qucra qu'on a pour X, X, X,, ..., une suite d’¢galités

- - ' -
X:(B“-——GIJL‘)XI—-B”BQV 29 vy Xpoi=Bu—o,m, Xp=1,

et qque les polynomes

‘xv \n L) 4\11

forment une suite ayant des propriétés analogues aux suites de Sturm
quand g, ..., g, sont tous différents de zéro el de méme signe;alors X a
toutes ses racines réelles parce que la différence entre le nombre des
variations de cetle suite pour =+ » et = — o est ¢gal & n. Le
cas ou certains des o,, ..., 5, sont nuls s'en déduit comme cas limite.
On peut encore observer que le théoréme IV comporte un corollaire
analogue & celui du théoréme 111 : si dans (11) on suppose d’abord que
les B,y satisfassent aux conditions (1) et & celles du théoré¢me 11, qu'on
les fasse alors varier assez peu, et que les B, pour lesquels |k —i|>1
(i, k2 1), soient non plus nuls, mais sufisamment petits, I'équation (11)
correspondante a encore les parties réelles de ses racines négatives.

VI. — Sur certains systémes d’équations implicites.
13. Soit un systéme de 7 équations implicites

(15) f/;(5|~--'95n)+a/-':0 (k:'727"-7’t)’
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ol les inconnues réelles sont z,, ..., 5,, et ou les @, sont des para-
métres réels. Les fonctions £ sont supposées univalentes, continues
et ayant des dérivées, au moins dans le domaine ¢ ou on les consi-
dére. Soit

(l6) ' B,'/,.: 7——;

on a le théoréme suivant :

Tutortne. — Soit, pour un systéme a® de valcurs des a;
b I3 ]
-0 ~0
-~ l’ .y 0“’

une solution des équations (15). Les By satisfaisant aux conditions
du deuxi¢me alinéa du théoréme Il du paragraphe V, la valeur
correspondante du jucobien D des fy est différente de zéro, et les
équations (15) définissent, pour les valeurs des a; voisines des a,
n fonctions s,, ..., 5, des a; telles que

\

) ‘):/f
IL[/‘.\:: - 0.

da; =

Plus exactement, soit, pour le systéme 3! de valeurs des z;, A, > o
une limite supéricure, N> o une limite inférieure de celles des
quantités | By | qui ne sont pas nulles : on a

B2,

et quand i + k,

nv

o>

Ep=o ou Bk

cetle dernicre inégalité ayant forcément licu pour les valeurs de i
et de k telles que By > o.
En effet, D est différent de zéro, et méme, d’aprés (8) (§ V),
(__, " D i A,
Il est bon d’indiquer incidemment & quoi équivalent, pour les
fonctions f%, les conditions imposées aux B La condition énoncée

au deuxiéme alinéa du théoréme II, qu'il y a un B, > o, pour chaque
valeur de ¢ et une valeur de &k <i, exprime que, pour ces valeurs de
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fetk,ona

1f—/':>();

a3;
de méme, B; < o [équations (1), n® 12] exprime que

. o,
- 0.
03,‘ <
Par conséquent, les conditions relatives aux B équivalent pour la
fonction /, dans le domaine considéré, aux suivantes : f; est fonction
décroissante de 3; et non décroissante des autres quantités z;; pour
chaque valeur de i, il y a unc valeur de k < i telle que f; soit fonction

effectivement croissante de z;; enfin, pour i=1, 2, ..., n,
()(f|+fg+ . -+fn)

By+...+B,= "y Zo.
Ceci posé, on a
(17) dfi+dar=Byds;+. ..+ By dzs,+da, = o,
By ... By, da, B, ... By
Ddzp=—1} ... .o ... e e
By, ... Bi_yn day, By, ... By,

Amenant, dans le déterminant du second membre, les k™ lignes
et colonnes 4 la premiére place, on a

D d:lc = - D/..,
ol
da; By By ... Bioyr Braagn ... B
D, — da, B“ B“ e B/,._,,‘ B/H.,‘, e B,“
/‘. pt—
dau Blu B?n .o I51::—!.1; B/-‘-(—l,n R Bnn

Ce déterminant, quand on suppose les da; positifs, est du type (2)
du n° 12, et alors, d’aprés le théoréme I, (— 1)*'D, est Zo et de la
forme

('8) (_')"—‘DI-': El[/;da1+”~+Elalcdam

ou E;, 2o, puisque le premier membre de (18) est positif quand
da;Z o, les autres da, ¢tant nuls. Soit
(19) = (—1)"DE4, d’out Ei2o;

(corollaire 1I du théoréme I, n° 12);
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ona
(=)D dsp=(—1)* 1Dy,
dz, =B day+. ..+ By da,
cl
Jsy S
(20) %L = ;. Zo.
t

On peut méme préciser un peu plus. On a, d’aprés le théoréme I,
puisque D se déduit de Dy en y remplacant da, par Bs,

(— ')” D= E,l k B/n'l +ot F’;t/.‘ B/-'/l - (— ')"D( El/i BA'K +.oo0+ En/.'Blvll)’
— 1= Elk B/.'l —+...+ I‘-“n/:B/Ht;

le second membre ne comprend que le terme Ey By qui puisse étre
négatif, en sorte que

. - - 1
(21) — BBz, Ei2 7
1

ces inégalités résulteraient aussi de la considération de I'égalité

df 95 Ofr 05n _

- e 2= = Nkis
Jz, da; 0z, da; ¥
v L R . v ey Y] . .
ol Ny = 0, si k 5~ i, et = — 1, égalité qui s’écrit aussi
BiuEy+.. .+ BuBpn=mnu;

il suffit en cffet d’y faire { = k.
Quand i k, le scul terme du premier membre qui puisse étre
négatif est
BixEys -
si donc un des termes :
BouiBim (m £ k),

est différent de zéra, on devra avoir E;xs£o0, E;, 0, et inversement.
Par conséquent, lorsque B;;> o, puisque E;; est > o, d’aprés (21), ona

. A
! B/-'lc“‘l’/vl 2B Eii—>_—)\—’
1
A

A C. Q. F.D.

A

v

Fi

-
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VII. — Alimentation permanente et régime permanent
des systémes de réservoirs.

14. Avmextarion perMANENTE. — Je reprends les équations (2)
du paragraphe IlI, en admettant, comme dans tout ce qui suit,
que les ¢;; salisfassent, non aux hypothéses A du paragraphe 1V,
mais aux hypothéses plus restrictives des paragraphes Il et 1115 ce
derniéres paraissent suffire, comme je I'ai expliqué au paragraphe 11,
pour Pétude des systémes de réscrvoirs natarels ou, plus générale-
ment, des systémes envisagés dans le paragraphe VII.

Le seul cas ol unrégime permanent, pour lequel z,, ..., z, solent
constants, est possible, c’est celui ol les @, sont constants, sans étre
tous nuls, bien entendu, s’il y a mouvement. C’est 14 une condition
nécessaire, et les équations du régime permanent sont

(22) Por A= Prit oo+ Pt a;=fi+a,=o (i=1,2,...,n).

Mais, a priori, on ne peut affirmer qu'il y aura un régime per-
manent pour un systéme donné de valeurs des a;, ¢’cst-a-dire qu’on
n’est pas certain que le systéme (22) ait alors une solution. Ainsi, une
fontaine intermittente, dont ’alimentation est constante, a un régime
périodique. On pourrait donc examiner, a,, @,, ..., a, ¢lant des
constantes donncées, positives, nulles ou méme négatives : 1° dans
quels cas il y aun régime permanent, c’est-a-dirc pour quelles valeurs
de a,, ..., a, les équations (22) ont une solution; 2° dans quels cas il
y a un régime périodique, qui dépendra alors des équations (2) du
paragraphe 3; 3¢ les autres cas, s'il y en a, qui dépendront de ces
mémes ¢quations (2).

Je commence par indiquer un exemple de chacun de ces trois
cas.

Premier cas. — Régime permanent. — 1l suffira de considérer un
scul réservoir, qui donne lieu a I'équation

Po1 + @ —=o0.

Si ¢, est une fonction continue de z, égale & zéro pour une certaine
valeur.de z, et les valeurs plus petites, et 4 — o lorsque z, = + =,
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celte équation a toujours au moins une racine pour chaque valeur
de a, > o (exemple en hydraulique des liquides : cas ou leréservoir S,
poss¢de un déversoir externe non noyé & l'aval); il y aun régime
permanent au moins pour chaque valeur de a,; il n’y en a qu un
si g,, cst fonction constamment décroissante de z,.
Un exemple plus étenda en hydraulique des eaux est fourni par un
“systeme de n réscrvoirs & surface libre ct 4 exutoires non noyés &
laval, dans des conditions ¢tudiées par moi antéricurement (*).

Deuxiine cas. — Régime périodique avec alimentation perma-
nente. — Soit, en hydraulique des hiquides, — v,, une fonction de z,
(qui exprime sous certaines condilions le débit d’un siphon non noyé
a I'aval (*) (§ UI, n® 7), ou une fonction de méme nature, c’est-
a-dire ici une fonction qui peut prendre les deux valeurs

i (3) >0 et o
quand 3, varie entre /&, ct II,, la valeur

$i(5) =0
quand 3, < /,, la valeur

by (51) # o,
quand 3, ZH,. La fonction ¢, (z,) est discontinue pour z, =/,
Py (hy + ) étant >0,> o (0, nombre fixe) si petit que soit le nombre
positif e, et ¢, (%, — ¢) étant nul; de plus, ¢ (3,) est fonction crois-
sante de z, pour 3, > f,.

Alors 94, 4+ a, est d'unc des formes

u—$,(5) ou a;

pour une valeur de @, > o, le régime permanent n’est possible que si
'on peut avoir
a;=4Y,(5);
la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est
I

a2 Yy (fy+€);

(") Voir par exemple Journ. Ecole Pol., 19og, p. d2.

(*) On suppose I'orifice d'aval, de cote Aj, plus bas que celui d’amont, de
cole Ay, c’est-a-dire que, dans la seconde formule (6) dun® 7, il faut remplacer s
par sy, 5y par 3y, k par ky, by par ky, et hy par oy > by,
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si elle est remplie, il existe un régime permanent (*); sinon, il n'y en
a pas.
Soit une valeur a, inférieure &
im g, (A + €)eso

dw,y iy

7i =a,— Y (5) ou 7 =

d’apreés les équations (2) du paragraphe I1I.

S, (z,) étant, comme ci-dessus d’ailleurs, supposé fini et > o quand
3, est fini et au moins égal a /o, et la valeur initiale de z, étant com-
prise entre £, et H,, lorsque la deuxi¢me équation s’applique, =, finit
par atteindre la valeur H,; & parlir de ce moment, il convient d’envi-
sager la premiére équation (le siphon s'amorce alors, car on est dans
le cas des liquides), et 5, décroit; mais on a

a— Yy (3,)S—e (&= const. > 0);

s, reprend donc la valeur 4, au bout d’un temps fini, ct, & partir de
ce moment, il faut envisager la deuxiéme équation (le siphon se désa-
morce). Le mouvement est ¢videmment périodique, et sa période

est
Moy 1 i
P, = —_— -t ——— {8, ds,.
! ./,,' [_01 Y (51) — @ Lt

Plus généralement, soit un sysiéme de » réservoirs dont un scul,
S,, posséde un exutoire externe, en sorte que

Qg2 ==. .. T Qg == 0}

si 9,, est la méme fonction bivalente que tout & ’'heure, et si
Uy=w, ...+,

on a [équations (18) du paragraphe IV |

([U] .
7 G R

quand
o< a +...+a, < limy, (fy; + &):m,

(') Le régime est alors asymptotiquement permanent pour une valeur initiale
quelconque de z, (Journ. Ecole Pol., p. 43 et 52-56).
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le régime permanent est impossible : U, est alternativement croissant
et décroissant.

Trowstine cas. — Régimes avec alimentation permanente el qui
ne sont ni permanents ni périodiques.

On en a un exemple immeédiat en considérant deux réservoirs S,, S,
analogues au réservoir S, envisagé dans le deuxiéme cas, avec des
périodes P,, P,, et qui se déversent exclusivement par des siphons
non noyés a I'aval dans un troisiéme réservoir S, pour lequel a, est
constant, et ©,, univalent. On a

cﬂ

9 = Doz + P13+ Qo+ @3 = Qo3 + Ay (L),

ol 9,4, 9., ne dépendent pas de z,.

Si P, ct P, sont incommensurables cntre eux, on peut montrer
que 3, n'est pas périodique. Je nc reproduis pas ici la démon-
stration.

Au contraire, si P, et P, sont commensurables entre eux, s, ct 3,
ont unc période commune P

v,

ar = @03+ Ay (2),

ol A, (7) est périodique, de période P; on sait que (') 3, est asymp-
totiquement périodique. Soit, en particulier, P =P, = P,; le mou-
vement pourra présenter une circonstance curieuse : si @, + a, est
relativement assez petit, la période P, d’aprés son expression calculée
plus haut (deuxiéme cas), sera grande; pendant la majeure partie de
celte période, c'est-d-dire pendant le remplissage de S, et S,,
A, (¢) = a,, et le mouvement de S; semblera durant ce temps asymp-
totiquement permanent, ce phénoméne pouvant présenter une ou
deux phases.

Bien que, dans le troisiéme cas étudié ci-dessus, la solution s,, 5., 3,
n’ait, en général, aucuhe période, on sail qu'on peut affirmer ['exis-
tence d'un systéme {,, {,, {; tel que les conditions

Se, lzzx—gulés-.

[si—&fse [5—4

(') Journ. Ecole Polyt., 1909, p. 28 el 45,
Journ. de Math. (G série), tome IN. — Fasc. U, tgu3. 28
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(¢ nombre positif arbitrairement petit) seront remplis une infinité de
fois ().

J'ai insisté sur ces exemples relativement simples : ils montrent la
vari¢té des cas que P'on peut rencontrer dans 1'¢tude des réservoirs
avec alimentalion permanente, et ils ne sont peul-¢ire pas sans intérét
au point de vue de I'hydraulique souterraine.

Dans ce qui suit, je n’envisagerai plus que des fonctions 2., s
univalentes, au moins dans les domaines ¢tudiés.

183, PropriiTes pES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET IMPLICITES DU MOUVE-
MENT QUELCONQUE D'UN SYSTEME DE RESERvOIRS. — Je reprends le systéme
4 .
d’équations (2) du paragraphe I,
w=198;35;= Qoi+ Qi+ .+ Opi+ a;=fi+ a

relatives au mouvement quelconque d’un systéme de réservoirs; je
vais signaler cerlaines proprié¢tés des quantilés

B = Lk

()3[
(qui comportent des applications dans la suite. On a

A 0ok _ Do -,

l}/‘.i: — Lt

ds;. ds,.  dz T (i 1)
[ Byl N

()f/; ()(D,'/,r ()(?/.‘i

13,'/.::0_ :7':—-:-—-—)’-—';0
(23) 3 50 J3;
P (@it t=0p; .
B,i= z—{— = iﬂn—:)?fi?—l:-‘(B/o‘*‘Bil"*‘---”f‘lii,i—l‘k‘Bi,i+1+---+Bin);
B;Zo et, par définition, B,y ==— (zi_"f;

I.e jacobien ou déterminant fonctionnel des f; est un déterminant
du type considéré au corollaire Il du théoréme I du paragraphe V, et
les B satisfont aux conditions (1) de ce paragraphe.

On peut en outre ajouter, aux hypothéses das paragraphes 11 et 111
sur les 24, 24, les hypothéses suivantes, habituellement vraies. Le
domaine ou varienl 3,, 3,, ..., 5, peut se subdiviser en domaines

(1) Cf. W. Poixcart, Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. 111,
Paris, Gauthier-Villars, 1899.
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partiels ¢ limités par certaines multiplicités ou surfaces dans ’espace
& » dimensions
‘P(i"n .o .,5,,):0;

ces équations, dans des cas.trés usuels, seront de la forme
5, = A5 avec X constant, ou 5;=const, ;
]

ainsi, dans le cas d’un réservoir unique d’eau, muni de petits orifices
aux cotes p.,, Wy, ..., CCS équations seront

5= ou 5= pay ou

‘Soit ¢ un de ces domaines partiels, les fronti¢res du domaine, for-
mées par certaines de ces surfaces, étant exclues : les fonctions ¢,
ki quand elles ne sont pas identiquement nulles dans le domaine S,
y seront supposées parioul différentes de zéro, univalentes, finies et
continues; leurs dérivées par rapport aux variables qui entrent effec-
tivement dans ces fonctions sont différentes de zéro dans ¢, et finies.

Ainsi, en hydraulique des eaux, si I'un des dispositifs de communi-
cation de S; et de S, est un ajutage ordinaire & la cote ¢, on a pour
ce dispositif I'une des cinq formes suivantes, ou les coefficients m,, ...,
m,, ainsi que le coefficient »:' indiqué ensuite, sont des quantités
constantes ou lentement variables avec 3; et 34 :

' Qik=— My V5 — 3 SiLsRsce),

Qir—=— My 5, —5; (51235 2¢),
(24) / CP,'/|<: 7713 S —C (Z,'; ¢ ::_:3/..),

Qi=—m\ 3, —c (512 ¢ 25:),

Q=0 (Cisia 6\25/.')'

De méme, pour un ajutage externe de S;, & la cote ¢/,

| o =—m'y3— ¢ (3;2¢"),

Les fonctions ¢, 9, sont, on le voit, univalentes, mais multi-
Jormes (comparer avec la fin dun° 7).

En réalité, les formules (24) ci-dessus, par exemple, ne seraient
suffisamment exactes que si I'ajulage avail une section infiniment
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petite; dans le cas d’une section finie de petites dimensions, ¢ est la
cote du centre de gravit¢ de la section, ct les formules (24) ne s’ap-
pliquent que quand |5;— ¢|ou |z, — c| sont supérieurs & une petite
cquantité positive ¢. La fonction go;k est encore multiforme, mais il y a
une région déterminée par unc quelconque des inégalités

[si—c|Ze, |560— ¢ e,

ot la valeur de cette fonction est mal connue.

On pourra négliger ¢, et les quantités analogues pour un dispositif
quelconque, ou encore, plus rigoureusement, exclure du domaine ¢
non seulement la frontiére, mais encore le voisinage immédiat de la
frontiére.

Finalement, en tenant compte aussi des paragraphes II et III, on
fera, au sujet des quantités (23), les hypothéses suivantes, que j'ap-
pellerai hypothéses C, et qui seront valables dans le domaine ¢ :

1° Lorsque @;; n’est pas identiquement nul dans d, 'une des deux
! P
quantites
B,'}.- ou B/,,' est >o0:

si, par exemple, ¢;; dépend effectivement de 5,
B;i>o0 d’out By, << o;
2° Lorsque ¢,; n'est pas identiquement nul dans g,
(26) . Bijy>o0 d'ou Biu<<o;
par exemple, si S; a un dispositif externe & une cote ¢ 3 3,
By+...4+Bi+...+ B, =—B, <o;

3¢ Si un dispositif de communication de S; avec un autre réservoir,
ou avec lextérieur, fonctionne de fagon que l'une au moins des fonc-
tions @,;. @5 ..., Oy ne soit pas identiquement nulle et dépende de z;
i dans 0,
! B < o.

Il y aintérét a observer qu’on pourra, a l'occasion, faire sur les B;,, B,
des hypothéses encore plus précises.

Ainsi, en hydraulique des eaux, je suppose que les dispositifs de
communication de S; et S; soient des ajutages noyés; on pourra
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prendre sensiblement, dans beaucoup de cas [n° 7, formule (5) et (6);
n° 8, formule (7); n° 10, formule (15)],

_ o v dou _ Ufi _

= Ll = = —_ = 2P B,
ds, ER 05; ds; ds; i

(27) B

ou i = kj le jacobien des f; est alors un déterminant symétrique;
les fonctions f; sont les dérivées partielles d’une méme fonction
F(5yy «0uy3n)s
par rapport & 3, ..., 5,, et les équations différentielles et impli-
cites (2) du paragraphe III deviennent
or

(28) wy=S8,2;= o + a;.

Si le dispositif de communication de S; et S, est un déversoir noyé,
et si[n°® 7, formule (4)]

Qr=m(s—c)\3p— 3 (5> 5>¢),

ona
09 | 09y
(29) Cus S8 By B> o,
I)../l. ()ui
16. Sur LE cAs GENERAL DU REGIME PERMANENT. — Les équations du

régime permanent sont de la forme
(30) Ji+-ai=o,

avec a@; constant Zo, et analogues aux équations (15) du para-
graphe VI; un des a; est > o.

Jadmets que le systéme de valeurs a; des a; considéré soit tel que
les équations ci-dessus aient une solution z}, ..., 50 située 4 I'intérieur
d'un des domaines & définis tout & I'heure & propos de (23), c’est-a-dire
que 3, ..., 5, nc satisfassent a aucune des conditions }(z,, ..., z,) = o.

Je classe alors les réservoirs d’une maniére analogue a celle du
théoréme I du paragraphe IV, en envisageant non plus les communi-
cations possibles, mais les communications effectives. Soit le groupe s,
des réservoirs

S,y ..o S,
qui se déversent effectivement & V'extérieur par un dispositif (orifice,
déversoir, etc.) qui fonctionne, c’est-a-dire que, pour les valeurs z;



222 EDMOND MAILLET.

des 5;, on a
Poty -~y Pon, lous < o;

On a n,>o0, puisque les af sont 2o et non tous nuls, et que, le
régime étant permanent, il faut qu'un des disposilifs externes fonc-
tionne. Soit ensuite le groupe s, de ceux

Sn,+|v ey Sn,

des autres réservoirs qui alimentent effectivernent un au moins des
réservoirs de s, : les réservoirs de s, n'ont aucun dispositif externe
fonctionnant, et, de plus, par hypothése, chacun d’eux fournit un
débit positif plus grand que zéro & I'un des s,. Soit encore le groupe s,
de ceux

Sprty  evvy Sy,

-

des autres réservoirs qui alimentent effectivemment un au moins des
réservoirs de s,, etc. J’admettrai que, pour le systéme des valeurs de

~

ha 8 sy Sny Ay, U} an

considérées, chaque réservoir du systéme fait partie d’un de ces
groupes; il en sera forcément ainsi dans le cas ot les a) sont tous > o.

D’aprés (26), c’est-a-dire d’aprés les hypothéses C, on a pour les
reservoirs de s,

Bloa (R BI;,0> 0;
pour chaque valeur de % égale &4 n,+ 1, ..., n,, il y a au moins une
valeur de = n,, et telle que
B> o,

puisque chaque réservoir de s, alimente effectivement un au moins
des s,; pour chaque valeur de k égale 4 n,+ 1, ..., n,, il y a une
valeur de ¢ telle que

n4+15isn, et B,i> o,

puisque chaque réservoir de s, alimente au moins un des s,, etc.

Les Bj;, puisque, d’aprés (23) ou (26), B;x<C o pour chaque valeur
de k, satisfont donc aux conditions (1) du paragraphe V, et, en outre,
aux conditions de l'alinéa 2 du théoréme II de ce paragraphe. Ce
théoréme II et ses conséquences s’appliquent ainsi au jacobien du
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systeme (30), et ce jacobien est différent de zéro, et du signe de (— 1),
En particulier, on peut se servir ici du théoréme du paragraphe VI : a
chaque systétme de valeurs des a; tel que les |a;— a}| soient assez
petits correspond une solution 3,, ..., 5, de (30) telle que les | z; — 5}
soient pelits, et que z, ..., %, ne satisfassent a aucune des conditions
$(z,y+.+y 5,) = 0. J'envisage une de ces solutions et je suppose que

ax ¢prouve un accroissement infiniment petit positif; on a

dzy - . .
L= Eﬁio, Eu 2371 > o, k£l ou k=1,
t
et
. ds; . df; L.
Eiri= 52’—/‘: >o, si Byi== d_fj >o0,' aveckZ;

dsz,, ..., dz, ne peuvent ¢éire négatifs.
D’autre part, pour chaque valeur de k, d’aprés (26), on a

Bum= %4 S o gsti,
ds;

lorsque S, alimente cffectivement S;, ou lorsque S; alimente effecti-
vement S, par un dispositif de communication dont le débit dépend
de s (on pourra dire, par extension, que ce dispositif est alors royé).
‘nfin, soit 3; un réservoir quelconque autre que Sy et 'équation

dfi=8B,;ds+...+B,;ds,—o,
ol

ds,, ceey ds,Zo0;

d’aprés ce qui précede,
' B;;<<o;

on ne peut donc avoir dz;=o0 que si celles des quantités ds, pour

lesquelles B,; est == o sont nulles; mais B,; = %’j—”— est == o, d’abord
: Y

quand S, est un réservoir qui alimente effectivement S, ensuite quand
S, est un réservoir que S; alimente par un dispositif de communi-
cation noyé. Ces résultats montrent complétement quelle sera 1'in-
fluence sur les quantités caractéristiques d'une petite variation de la
quantité a,. Dés lors, on obtient ces propriétés :

Quand on fait croitre légérement le debit permanent d’alimen-
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lation a, d’un réservoir Sy au voisinage de la valeur ay, les valeurs
3y ooy 3, de la solution permanente qui correspond a a,, ..., a,, et
est voisine de la solution sV, ..., 5,, ne peuvent décroitre; s, croit
effectivement; on en conclut de proche en proche quels sont les
réservoirs donl les quantilés caractéristiques croissent effecti-
vement en obseroant que, si 3; (i £k ou non) croit ¢ffectivement,
les quantités caractéristiques des réservoirs que S;i alimente, ou
qut alimentent S; par un dispositif noyé, croissent effectivement.

Une partie de ces résultats, dans les cas particuliers usuels, pourra
paraitre plus ou moins intuitive a I’hydraulicien, aprés réflexion tou-
tefois, cu égard a la complexité du probléme; mais ce sera moyen-
nant plus d’hypothéses qu’on n’en fait ici.

17. CAs PARTICULIERS DU REGIME PERMANENT. — Je me contenterai
a ce sujet d'indiquer sommairement uelques exemples, en rappelant
(ue je suppose les fonctions @i univalentes.

Premier cas. — J'admets que S, communique avec S, seul, ...,
Sy avee S, et S, seuls, ..., et que S, se déverse a l'extérieur. On a
pour le régime permanent :

W,I;:CP/:-i,n'*’an:O’ FERE) ”’/,::'79/.'—1,/:+ Ptk A= 0y ERE)
Wi = Qg1 + 9n + @y = 0.
Si I'on pose encore
Uk: Wy = [ e o WYy
(31) { Ui=apn+0pyn=o0, ..., Ui=ap+...4+ a4+ @y =0, ...,
| Ul=a,+...4 ap+ 04, =o.
Quand

ar+...+ayzo,

quel que soit %, le systéme, (31) a toujours une solution acceptable ;
on détermine de proche en proche 3, ..., 3,.

Deuxiime: cas. — On peut aussi traiter complétement le cas de
deux réservoirs (n = 2). Pour tout systéme de valeurs de a,2 0, @,Z o,
@, + a,> o, il y a loujours un régime permanent.

.
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Tromsitme cas. — Je suppose que Sy alimente exclusivement un ou
plusieurs des réservoirs Sy_,, ..., S,, aucun des dispositifs de commu-
nication n’étant noyé : alors o= — @; est 2o et ne dépend que
de z;, lorsque & > i. On a les équations

) ¢«
o
. d’k“"?k-l—l,l;""--~‘|'<Pnlc+alc=0 (k=1,2,...,n), agzo,
ou '
@ = Qo1+ Pyt o Prmi,k

ne dépend que de 5,. Ces équations déterminent de proche en proche

Sny Su—ty  eeey Sy

et la solution est toujours acceptable yuand s, ..., z, satisfont a cer-
taines inégalités. Par exemple, celles-ci seront, griice au besoin & une
numeérotation convenable des réservoirs : 1° pour les liquides, sous
des conditions évidentes pour les dispositifs,

SR> Sp— > > 5343

2° pour n réservoirs de gaz maintenus & la température T, du milieu
intéricur, la détente par les orifices étant adiabatique (§ I1I, n° 9)

5 2 \F—1
2L < ) ) avec L=1,41....
3 T\

pour loute valeur de j<ij I'égalité (10) du paragraphe I1I s’appli-

quant, les équations du mouvemeni permanent sont linéaires par
rapport aux pressions z;.

VIII. — Des régimes voisins du régime permanent.
Stabilité de ce régime. — Alimentation périodique.

18. Je vais m’appuyer dans ce qui suit sur quelques théorémes
relatifs (*) aux systémes d’équations différentielles et implicites signalés
par moi dans les Comptes rendus du 19 juillet trgog (p. 198), et dont
je ne donne pasla démonstration ici. Ce sont les théorémes mentionnés

(') Il sera bon de se reporter a ce sujet au Tome 1II du 7raité d’Analyse de
M. E. Picard, et a la traduction d’'un Mémoire russe de M, P. Bohl parue dans
le Bull. Soc. math., t. XXXVIII, 1910, p. 5 et suiv.

Journ. de Math. (6 série), tome 1X. — Fasc. II, 1913. 29
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sous les n™ I, Il et 1Ll de cette Communication, et dont les deux pre-
miers peuvent ¢tre complétés comme il est dit ci-apres : '

1° La propriété des solutions des systémes d’équalions différentielles
et implicites considérées indiquée sous le n° I s’élend aux solutions
des systémes analogues obtenus en ajoutant aux X,, ot I;= o, qucl
que soit 7, de petites fonctions ¥,(¢), de modules assez petits pour £Z o,
ct qui tendent vers o, quand ¢ croit indéliniment.

Si les fonctions §;()me tendent pas toules vers o lorsque ¢ croit
indéfiniment, mais conservent des modules suffisamment petits lorsque
20, on conclul sculement que les x; et les 2, ont lcurs modules lou-
jours inférieurs & une quantité arbitrairement pelile pour (Zo.

2¢ l.a proprié¢té des systémes d’équations diff¢rentielles et impliciles
considérées indiquée sous le n° Il peut se préciser ainsi : pour chaque
valeur réelle de p. de module asscz pelit, chacun de ces sysiémes
posséde une solution périodique unique de période w, quand Péquation
caractéristique & = o n’a aucune racine de la forme

)

)

ol A est un entier quelconque, positif, nul ou négatif. Celte solution
périodique est développable en sérics ordonncées suivant les puissances
de p et & cocefficients périodiques de période w.

Je désignerai par (I, C. R.), (11, C. R.), (1L, C. R.) les théorémes

en question ainsi complétés.

19. Ceci posé, soit encore le systeme mixte d’équations différen-
tielles et implicites (2) du paragraphe Il1I,

(32) H’:-:: S,'.’é';-:(?o,'-—}— T I (l[:ff—}-(ll~,

relatives au mouvement d’un systéme dc réservoirs, et ou les ¢y, @4,
sont univalentes dans le domaine considéré ¢,, qui appartient & un
des domaines définis a propos de (23) (n° 15).
Soient
=10 (§; const.)

une solution permanente correspondant & un régime permanent a;

:‘i:Ci"'"nf (521,27""’”
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une solution quelconque, avec | v; | assez petit, et qui correspond & une
petite variation ¢a; de Palimentation, d@; pouvant étre fonction du
temps; on suppose la solution {; comprise dans 8.

Je désigne par g; la valear de S; quand 5;={;; on aura, d’aprés
(23), les relations (') .

(gi4Sini~+...)nf=da;+ By +. ..+ Bynn+. ..,

ou les By, satisfont & (206) (hypothéses C). En outre, je conserve ici
les hypothéses ct la classilication des réservoirs du n° 16 du para-
graphe VII : les By, d’apreés (23) et (26), satisfont aux conditions (1)
du paragraphe V, et, aussi, aux conditions de ’alin¢a 2 du théoréme 11
de ce méme paragraphe; ce dernier théoréme et ses conséquences
s'appliquent ainsi au déterminant des By;, c’est-i-dire au jacobien
des f; pour
MN==...="N, =0,

ce jacobien esl différent de zéro et du signe de (— 1)"

Les ¢quations différenticlles et implicites précédentes donneront,
en résolvant par rapport aux v; le nouveau systéme,

(33) 0',"’1:': 60/+ Bli‘ni""' N B/u"ﬂn‘*“ Via

oti les V; sont des séries en 2a;, Ny - -, N NE contenant quc des termes
¢ui sont du deuxiéme degré au moins parrapport i ces 2 + 1 quanlilés,
et renferment chacun un ou plusieurs des v, .. ., 7,.

Dé¢s lors, si l'on suppose que les Sa; sont des fonctions de ¢ limitées
supérieurement ct inférieurement, par exemple des fonctions pério-
diques, le systéme (33) a des analogies avec les systémes considérés
dans ma Communication précitéc des Comples rendus. 1’équation
caractéristique est

By—agx ... B,,
s =o,

B, oo Bu—oux
du type des équations (11) du corollaire III du théoréme II du para-

graphe V : le deuxiéme alinéa de ce corollaire s’applique. On en
conclut ces conséquences, en n’envisageant que des valeurs de (2o :

(1) Bien entendu, on suppose les développements en série possibles, au moins
quand les.|n;| sonl assez petits.
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1° Soit

N

da;=da,=...=0a,=o.

Les équations (33) sont celles des petites perturbations du régime
permanent. Les seconds membres de ces équations ne renferment plus
les 8a;. D'aprés (I, C. R.), chaque fois que I'équation caractéris-
tique a ses racines toutes réelles < o, ou toutes distinctes avec partie
réelle < o, les v, tendent vers o quand ¢croitindéfiniment, et le régime
permanent est stable, pourvu que les valeurs initiales des v, = z; — {;
aient leurs modules assez petits : le régime est alors asymptotiquement
permanent,

2° Si les da; sont des fonctions de ¢ de modules suffisamment petits
quel que soit £Z o, et qui tendent vers o quand ¢ croit indéfiniment, on

peut les représenter par
da;= [ q) (¢),

ol p est un paramétre, et ou le module de ¢;(¢) est limité et tend
vers o quand ¢ croit indéfiniment; si [p| et les |3a;| sont assez
petits, sous les mémes conditions relatives a I’équation caractéris-
tique ¢ =o, d’aprés (I, C. R.), le régime est encore asymptotiquement
permanent : une alimentation assez peu différente d’une alimentation
permanente, et asymptotiquement permanente, assure un régime
asymptotiquement permanent.

Si les a;, tout en ayant leurs modules assez peuts plus petits que a
par exemple, ne tendent pas forcément vers o avec (', d’aprés
(I, C. R.), on conclura seulement : une alimentation sensiblement
permanente assure un régime sensiblement permanent. De plus, la
rapidité de variation des z; peut élre rendue aussi petite qu'on veut
pourvu que o soit pris assez petit.

3° Soit

da;== p f;(¢),

ou les fi(¢) sont périodiques et de méme période w, et limités supé-
rieurement et inférieurement, et oti . est un paramétre,

D’aprés (III, C. R.), chaque fois que. I’équation caractéristique
¢ = o a ses racines toutes réelles < 0, ou toutes distinctes avec partie
réelle < o, pour chaque valeur de p. de module assez petit, il existe un
régime périodique de période w, et toutes les solutious réelles de (33)



«

SUR LES SYSTEMES DE RESERVOIRS. 229

dont les valeurs initiales ont des modules assez petits sont asymptoti-
quement périodiques de période w, et asymptotiques a la solution
périodique.

On peut encore, d’aprés (I, C. R.), affirmer ’existence d’une solu-
tion périodique de période w quand I’équation & = o n’aaucune racine
qui soit une imaginaire pure.

Il y aintérét a observer que les conclusions 1° ¢t 2° ci-dessus restent
vraies si I'on suppose que les coefficients, & partir de B,;, des dévelop-
pements des seconds membres de (33) dépendent légérement de ¢,
d’aprés (I, C. R.) : il suffira de mectire chaque coefficient sous la
forme a + y,(), ol @ est une conslante, y (¢) une fonction a module
limité, et de supposer || assez petit.

20. L’application des remarques précédentes 1°, 2° et 3° est subor-
donnée seulement & la vérification de la nature des racines del’équation
caractéristique du systéme (33), généralement a la vérification de ce
fait que cette équation & = o a ses racines toutes réelles < o, ou toutes
distinctes avec partie réelle < 0. Je vais indiquer quelques cas ou l'on
est certain que ces derniéres conditions ont lieu, en me basant princi-
palement sur le paragraphe V, et supposant encore, ce qui est permis,
que les dispositifs de communication satisfassent aux conditions
du n° 16, c’est-a-dire que, pour chaque valeur de k, il y ait une
valeur de { < & telle que By soit > o.

Premies cas. — Cas de deuw ou trois réservoirs. — Le systéme (33)
devient, pour deux réservoirs par cxemple,

61Ny = day+ Byyny+ Byaa+ Vi, G2y =0ay+ Byyn + Bpany+ Vo5
P'équation caractéristique

_ Bjy—az B, —o

o By, By — oy 7

est du type considéré au théoréme IV du paragraphe V. Les By, satisfont,

d’aprés (26) (n° 13), aux conditions de I'alinéa 2 du théoréme II du

méme paragraphe, en sorte que les racines de 4 = o sont réelles et < o.
[.a démonstration pour trois réservoirs résulte de la remarque qui

suit le corollaire du théoréme I1I du paragraphe V.
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Deuxigne cas. — Cas particulier de n réservoirs. — l.e cas préceé-
dent de deux réservoirs est renfermé dans lc suivant : S, communique
effectivement avec S,_, seul, ..., S; avec S;_, et Sy, seuls, ..., S,
avec S, ; de plus, chacun des réservoirs peut avoir un exutoire externc
qui fonctionne. Les équations (33) deviennent, puisqu’ici les By et ¢4
sont nuls pour | — k| > 1, sauf peut-étre By, et ¢,

(34) 0N = 0@ ~+ By inp-n =+ Brai -+ Bt i + Vi
Byy=o, Biyn=o.

Le théoréme IV du paragraphe V s’applique encore; d’aprés (26)
(n° 18), les racines de ¢ = o sont réelles et < o.

TroisiiMe cas. — J'envisage, en partic pour mémoire, le systéme
de réservoirs déja considéré au n° 17 (troisitmec cas) du para-
J au p
oraphe VII. D’aprés les égalités (23) (n° 138) de ce paragraphe, on a
) ) _ graphe,
dqo~/.
Bip=-="=o0
l/ dz[ b
quand k>i; d’aprés(206), n° 15, 'équation caractéristique se réduit &
(Bjy—o1z).. . (Byy—opr)=o0

el a toutes ses racines négatives < o.

QuatriiMe cas. — Cas général des réservoirs d’eau, d’cau el gas,
de chaleur, sous certaines conditions pour les dispositifs de commus-
nication.

Si I'on se reporte, dans le paragraphe III, aux ¢quations (5) et (6)
du n° 7 relatives au débit d’un ajutage noy¢ ou d’un siphon noyé, (7)
du n° 8 relative au débit de chaleur d’un fil conducteur reliant deux
réservoirs, (15) du n° 10 relative au débit d’eau d’un orifice noyé
reliant deux réservoirs d’eau et gaz, on voit que ce débil peut toujours
se mettre sous la forme

Opi= F(5.—5;),
si 'on choisit convenablement les quantités caractéristiques dans le
cas des équations (15) du n° 10; c'est-d-dire qu'’ici pour ces derniéres
équations, changeant la nolation, on écrit 34, 3; au lieu de Zy, Z; (*).

(') Ces derniéres quantités sont alors des niveaux piézométriques. On peut
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On a alors, d’aprés (23) (n° 15), si ¢4 n’est pas identiquement nul, et
si I'on suppose lous les dispositifs de communication des réservoirs
entre eux noyes,

doy; d‘P/w
— =B,;=— <= = By
0z T MT T os T M
Suivant les cas,
Qri==m (35— 5;), ou cp,..‘-,__~l}z,\/i(z;,.-—~z,~),

m ¢t m, élant constanls si I'on veut; maisil sera plus exact de supposer
que 7 ct m, sont des fonctions tres lentement variables de s, et de z;,
ou méme, avec certaines conditions, de ¢ (voir la fin des n°® 7 et 19).
Avec ces hypotheses, dans les équations (33) correspondant aux

systémes considéres ici,
AP

B/-'i: —()-a et B[k:

_ o

e

sonl tels que leur rapport
E—f/’- =1+ &y
différe peu de I'unité.

D’autre part, quand au contraire g, est identiquement nul dans le
domaine envisagé, on a

/ Bii=Buy=o.

Si chacun des By; (& et i > o) satisfait & une de ces deux conditions,
et siles ;| sont assez petits, on peut appliquer le théoréme III du
paragraphe V et son corollaire. Quand les | ¢ | sont tous nuls, I'équa-
tion caractéristique 8 = o a ses racines réelles < o, d'aprés ce qu'on a
supposé au n° 19 (p. 227). Quand ils ne sont pas tous nuls, s'ils sont
assez pelits par rapport a la plus petite de celles des quantités | B,,, |
qui sont différentes de zéro, les racines de I'équation caractéristique
ont leurs parties réelles < 0; en général (') méme, ces racines seront
réelles, distinctes et plus petites que zéro, et les résultats du n° 19
sont applicables.

évidemment admettre dans le quatriéme cas l'intervention des réservoirs fictifs,
d’aprés le n° 8 et la note (1) de la fin du n° 40. )
(1) Clest la une reserve qu'exige I’emploi/dﬁoﬁﬂt}if,s\du théoréme I1I du

paragraphe V., S XN
e O —— ' =

B
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