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ROTATION DE L’ELLIPSOIDE HETEROGENE. 33x

Rotation de l'ellipsoide hétérogeéne et figure exacte
de la Terre;

Par ArLex. VERONNET.

INTRODUCTION.

Je me suis proposé, dans ce travail, de reprendre et de compléter les
travaux sur la figure d’équilibre de I’ellipsoide hétérogéne en rotation,
en particulier ceux de MM. Hamy, Callandreau, Poincaré, Roche,
Tisserand, etc., avec application & la Terre et aux planétes.

J'ai donc étudié le cas général de vitesse et d’aplatissement, puis
le cas pratique &’ une vitesse lente, d’abord en premiére approxima-
tion en négligeant ¢* ou A*, puis en seconde approximation en tenant
compte de ce second terme, et en particulier les limites imposées
l'aplatissement de la Terre par la considération de la précession et de
I'attraction (probléme de M. Poincaré). Enfin j’ai soumis ces diffé-
rents problémes & des calculs pratiques et numeriques, au moyen de
différentes lois de densité, afin de vérifier, préciser et compléter les
calculs purement théoriques.

En donnant toutefois la premiére place 4 'hypothése fondamentale
de Clairaut, je ne me suis attaché exclusivement & aucune, mais je me
suis efforcé de les envisager toutes successivement avec leurs inconvé-
nients, leurs avantages et les limites des solutions qu’elles peuvent
fournir.

Jai tout d’abord posé les équations générales du probléme sui-
vant la méthode classique et suivant celle de M. Hamy, en étendant
ces équations & I'hypothése d’une variation continue de la densité
(M. Hamy n’avait considéré que des couches discontinues). J'en ai
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déduit une relation générale et simple entre la variation de la vitesse
en profondeur et en latitude et la variation de I'aplatissement

Jdo? Jw* _ anfC dn

%t = ey 0 >0

On en conclut, entre autres choses, que dans I'équilibre permanent
les surfaces de niveau ne peuvent pas étre rigoureusement ellipsoidales
(Hamy) et que, de plus, I'aplatissement des ellipsoides déformés croit
toujours du centre 4 la surface.

J'ai étudié, dans le second Chapitre, le cas général des ellipsoides
de révolution et j'ai pu réussir a étendre a I'ellipsoide hétérogéne les
démonstrations faites pour les ellipsoidesde Maclaurin. On démontre,
en effet, que dans les différents cas la relation entre la vitesse et
'aplatissement des surfaces de niveau conserve une forme analogue :
la vitesse est nulle pour A*=o et pour A? = el passe par un maxi-
mum dans I'intervalle. De plus, la force centrifuge ne saurait, en aucun
cas, devenir égale & P’attraction, ni aucune surface étre sphérique.
Dans le cas d’une vitesse uniforme sur toutes les couches, on aurait

2
|

w 3+ 3
Dly< sz<Poy’ .y= A': al‘ctang)\l-__.k_}.;

on sait qu'on a w?*= 2w D,y dans le cas de I'ellipsoide homogéne.

Jai ensuite repris, rapidement, les principales démonstrations rela-
tives & '"équation et au probléme de Clairaut, au moyen des nouvelles
¢quations établies par la méthode de M. Hamy. Ces démonstrations
sont souvent ainsi simplifiées, et je les compléte pour les adapter aux
différentes hypothéses envisagées dans ce travail et aux calculs numé-
riques postérieurs. J'ai mis en ¢évidence la fonction trés utile dans la

)Y
suite { = — '—-Il)l analogue & v de M. Radau et la formule qui les relie:

0L < (L3, Yai démontré que cette fonction v peut avoir un
maximum et pas de minimum et que, dans le casde la Terre, elle était
toujours croissante. Enfin, j’ai établi que la loi de variation des apla-
tissements ne dépend que de celle des densités et nullement de la
vitesse, de la densité moyenne ou de la masse : I'aplatissement super-
ficiel seul en dépend.

A la suite de M. Poincar¢, j’ai repris I’étude des limites de Uaplaiis-
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semend en tenant compte de la précession et de l'attraction. J'ai d’abord
mis en relief les trois formules fondamentales : équation de Clairaut &
la surface, formule des moments d’inertie et formule tirée de ces deux-
la, qui permettront de calculer numdériquement trois valeurs distinctes
de I’aplatissement : I'une dépendant seulement de I'attraction et de la
force centrifuge ou de g, l'autre des moments d’inertie ou de J, la
troisi¢éme des deux quantités g et J.

J’ai donné ensuite I’équation de condition qu’on tire des précédentes
en y introduisant la condition de la vitesse constante, on a

1 -+n,

4 141 2
l’+-g-J\/—R—-—'-:zJ+9 ou e-i—:.;.l\/K

®
=J+ <
2

. , o, . . e . py e f

M. Poincar¢ avait établi une limite inférieure - > 287,10 en vertu du

maximum de K. Comme v est toujours croissant dans le cas de la
o o v . . . . 1

Terre, donc v < 7,, j'en ai déduit une limite supérieure - < 297,40.

Des calculs numériques et pratiques variés (25 déterminations), avec
différentes lois de densités, donnent des limites encore heaucoup plus
étroites

297,|3<—;—<297,22.

Mais en négligeant A*, on laisse planer une indétermination de 1,5 au
moins, qui exige qu’on ticnne compte de A'.

Jai donc repris rapidement pour les appliquer & cc nouveau pro-
bléme, et en partant toujours des nouvelles équations tirées de la
méthode de M. Hamy, les calculs de M. Callandreau, dans son beau
Mémoire ol il tient compte de \* et de la déformation de Iellipsoide.
Apreés avoir retrouvé et transformé ses formules pour les appliquer &
I’équation de condition du probléme de M. Poincaré, je trouve pour
les nouvelles limites théoriques

] s \
= =1297,12 *+0,38 40,01 prés.

De plus, I'influence des termes en ¢* est négligeable, on a cinq chiffres

exacts. Pour tout aplatissement situé en dehors de ces limites, il fau-

drait faire, pour la Terre, d’autres hypothéses que celle de Clairaut.
Journ. de Math. (6° série), tome VIII. — Fasc. IV, 1g1a. 43
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Je donne enfin la formule de la variation de la pesanteur, en tenant
comple de ¢*, Elle introduit un terme en e* qui peut ¢lever de 2
5 unités 'inverse de Paplatissement déterminé auteefois par le pendule,
ct un terme en e*cos'/ qui se trouve étre pratiquement nul pour la
Terre. Le nombre trouvé par Faye devient 246, 7.

J’ai alors ¢tudié dans le Chapitre suivant les principales de ces
hypothéses et montré comment elles modifient I'équation de condition
ct de quelle maniére elles pourraient cadrer avee les différents aplatis-

. . ] . .
sements possibles. Dans le cas d’une Terre solide ot - <297, il aurait

fallu qu’elle sc solidific a4 une vitesse constante plus grande que la
vitesse actuelle, ou bien avec la méme vitesse superficielle, mais des
vilesses intéricures décroissantes a partir de la surface. Dans le cas

d’une Terre Nluide ct % < 297, il faudrait adettre des vitesses crois-

santes & partir de la surface dont le ralentissement s'expliquerait par
le frottement des marées. 1l a fallu, dans cette hypothése générale toute
nouvelle des vitesses variables, reprendre la théorie de la précession et
'on aboutit, pour déterminer la nouvelle valeur des rapports des
moments d’inertie, & la formule

1 1 Al - 1
D, . 5 ] ;
oy f Lda)* = "lf pda®  ou ol [ Bitise - Jf p da’,
) o
1 LG 0

bl

Les calculs de précession m'ont amené a étudier la déviation élé-
mentaire excrcée dans ce cas par action du Soleil et de la Lune sur
un anncau {lnide tournant suivant un paralléle tervestre. Je trouve que
la déviation, maximum a Péquateur, décroit puis devient nulle vers 35°
ot clle change alors de signe. 1l s’ensuit que les couches superficiclles
de ce parallele sont alternativement comprimées et dilatées suivant les
mémes périodes et les mémes maximums que la nutation elle-méme.
Ce qui permet d’esquisser ane théorie des tremblements de Terre qui
cadre avee la théorie expérimentale de de Parville,

Le Chapitre VII est consacré aux calculs numériques pratiques,
faits au moyen de la loi de Lipschitz et appliqués aux différentes
hypotheses éludices ci-dessus. L'hypothése de Clairaat et les trois
éiquations fondamentales (ui s’y rattachent fournissent trois séries de
valeurs pour ¢, quand on fait varier g, de 2 i 3. Ces séries, intéres-
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santes en clles-mémes, le sont plus encore par ce fait que leur accord a
. . ! [)
toujours liea pour - = 287,17 & 0,02 prés. Les mémes calculs dans le

cas d’une Terre solide ou de vitesses variables fixent les conditions
pratiques que ces hypothéses exigent. Ils montrent qu’alors au contraire
I'aplatissement peut varier dans de larges limites, au dela de 280 et
de 300. Des Tableaux et des graphiques résument ces calculs, qui
complétent les cssais de Roche et de M. Hamy, qui n'avaient considéré
que trois couches distinctes seculement. La variation de densité étudiée
ici est au contraire continue. J'ai ¢tudié encore deux autres lois :
' = 0 ou n = ), qui est un cas limite, et p = g,(1 — ar”)™ qui permet
d’expliquer 'aplatissement considérable de Jupiter et de Saturne, ce
qui est impossible avec la loi de Lipschitz. J'ai enfin donné quelques
formules et calculé quelques éléments pour la seconde approximaltion
en tenant compte de e*. La déformation maximum de l'ellipsoide reste
comprise entre 1™, 26 et 4™, 27. (Valeur probable 3", 28.)

1l faut remarquer, en terminant, que les limites indiquées ici cadrent
parfaitement avee la détermination deI'aplatissement faite par M. Hel-
mert. Si clle est confirmée, comme elle semble I'étre déja, d’apres la
Note de M. Poincaré dans I’ Annuaire de 1911, Note A, ce sera une
confirmation également de I'hypothése de Clairaut, puisque Lloule
autre hypothése exige un aplatissement un peu différent, comme on
I'a vu.

Rappelons que ’hypothése de Clairaut suppose que la Terre tourne
tout d’une piéce avec une vitesse constante et qu'elle est assez fluide,
ou du moins que I'écorce posséde assez de jeu ou d’élasticité pour se
meltre, au moins & la longue, en équilibre avec les forces d’attraction
et la force centrifuge. Or, comme le disait excellemment M. Poincaré
dans la Note citée : « Il convient, sans doute, de sc représenter la
Terre comme pourvue d’une certaine viscosité, de lelle sorte que lout
en sc comportant comme un solide sous I'influence de forces dont les
variations scraient relalivement rapides, elle aurait c¢édé a la facon
d’un corps péteux & des actions s¢culaires dont les effets se seraient
accumulés lentement » (p. 23). Les expériences de M. Hecker, &
Potsdam (Arnnuaire, 19og, Note de M. Lallemand), sur la déviation

» .

de la verticale démontrent que I’écorce posséde assez de souplesse pour
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obéir, en 24 heures, au moins partiellement, aux forces perturbatrices
produisant des marées diurnes. 11 est évident qu’elle est depuis long-
temps en équilibre avec les forces constantes de I'attraction et de la
force centrifage (*). Il en serait de méme @ fortiori i lintérieur car
déja & 20" de profondeur la pression serait assez considérable pour
écraser ct réduire en poussitre le granit qui forme la partie superfi-
ciclle de I'écorce (Rabauv, La constitution intéricure de la Terre,
p- 79)- M. Radau ajoutait alors, en 1880 : « L.c cuivre, I'acier, la fonte
de fer résistent a des pressions doubles ou triples, mais que deviennent
les métaux sous une pression cent fois, mille fois plus fortes? » Nous
le savons maintenantet les expériences de MM. Tesla, Guillaume, cte.
¢tablissenl que sous fortes pressions les métaux fluent comme les
liquides et se moulent méme & froid. De méme a de grandes vitesses,
sous de fortes pressions, les liquides acquiérent une rigidit¢ apparente
égale & celle des solides. Un jet d’cau sous une pression de 500"
acquicre la rigidite de I'acier el ne peut étre coupé méme par un fort
coup d’é¢pce. On peut dire que, sous fortes pressions, les corps ne sont
plus ni liquides ni solides mais possédent & la fois des propricétés de ces
deux c(tats qui nous paraissent contradictoires, de méme (u'a de
hautes températures, au dela du point critique, et sous fortes pressions,
les corps ne sont ni liquides ni gazeux mais possédent des propriétés
mixtes. Kt c’est pourquot j’ai tenu a envisager également les différentes

(') Ces expériences de Potsdam juslifient pleinement les hypothéses de
Pratt et de Faye sur la compensation des masses continentales et sous-marines,
Fhypothése de I'isnstasie de Airy reprise par M. [layford, appuyées d’ailleurs
sur de sérieuses con-idérations expérimentales. Si I'écorce posséde un certain
j'u L repose sur un sous-sol au moins visqueux, on aura 4 une certaine profon-
deur une surface de niveau en équilibre hydrotastique, sur laquelle la pression
est partout la méme. Le poids et la masse des couches situées entre cette surface
etla surface extérieure seront donc aussi partout les mémes, ll y aura wne certaine
compensation au point de vue de P'attraction. D'ailleurs on s'explique, qu’au
moment de la formation de la crodle terrestre, les parties les plus lourdes se
sont enfoncées le plus profondément, refoulant les plus légéres, les continents,
et formant des cuvetles remplies par les eaux, les océans, Le refroidissement
au conlact de P'ean n’a fait qu’accentuer la différence de densité et par consé-
quent de niveau,
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hypothéses qui peuvent ne pas s’exclure et qui du moins contribuent
limiter la meilleure solution.

Les principaux Mémoires utilisés ont été :

1° Pour le probléme général des deux premiers Chapitres, la thése
de M. Hawy, Ewde de la figure des corps célestes, 1887, ol il
admet des couches discontinues ct ne traite complétement que le cas
des surfaces homofocales.

2° Pour le probléme de Clairaut et celui de M. Poincaré, de nom-
breuses Notes indiquées au cours du travail. C’est d’ailleurs une partie
classique sur laquelle on pourra consulier avec fruit, par exemple, le
Tome Il de la Mécanique céleste de Tisserand.

3° Pour la seconde approximation, en tenant compte de A' ou ¢?,
j’ai surtout utilisé¢ le travail de M. Cavrasvreav, Mémoire sur la
théorie de la figure des planctes, 1889, précédé de celui de Airy,
suivi de ceux de Helmert, Wiechert, Darwin, etc.

4° Enfin, pour les calculs numériques, il faut citer ceux de Roche,
Hamy, Wiechert, faits dans I'hypothése d’unc Terre composée de 2
ou 3 couches seulement, et un calcul isol¢ de G.-H. Darwin au moyen
de la formule de Roche. -

CHAPITRE .

EQUATIONS GENERALES ET KQUILIBRE PERMANENT.

1. Les dewe méthodes. - Soit une masse fluide hétérogeéne com-
posée de couches ellipsoidales de densité variable p. En suivant la
méthode imaginée par M. Hamy ('), nous pouvons la regarder comme
formée, non plus de couches cllipsoidales superposées, mais de véri-
tables ellipsoides qui se compénétrent. Nous donnons & I’ellipsoide
limité par la surface S, et d’axes a, b, ¢, une densité égale a la dif-
férence de densité entre deux surfaces voisines. Mais nous remplacons
ici les différences finies de M. Hamy par les différentielles et les X
pardes fafin de considérer une variation continue et quelconque de la

(') Etude de la figure des corps célestes. 1887, p. 3.
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densité. On représentera cette différenticlle de la densité par — ¢’ da
parce qu'on a ' < 0 et que les densités doivent étre positives. On les
évaluera sur 'axe de rotation a.

Soit un point N(z,, ¥,, 3,) situé sur 'ellipsoide S, d’axes a,, b,, c,.
Les composantes de I'attraction des ellipsoides pour lesquels ce point
est extérieur seront, en employant les formules de Jacobi,

" ®  ds
_—— — ! —
Xe= znf.r,,[ P dal (a*+s) A,

A= V(a4 s)(b*+ s)(c* + s)
$§ —= b
abe

et i étant la racine positive de I’¢quation,

2 2 2
Ty Y Za

At O 4p o

(1)

Pour les ellipsoides qui contiennent le point N & leur intérieur, en
commencant par I'ellipsoide S,(3,, @, b,, ¢,), on aura

x‘.:_.gn-f.r,,.o‘/o‘ m{ﬁ—aﬁf.r,,iulﬂp'(lal' (_E‘f——_:)_f,
:_fonf'(,,,_p'da)f'(?-f_"s—m ),
fly . 0 .
(2) X=X.+ X.-:—Mf’nf"”—ﬂdaf“(“’—jsﬂf
¢ " ’
_znfx,,ﬁl({?l""o,d")[“-(;?%;z:.

Les composantes Y et Z s’obtiendraient en changeant x,, a,, @ en
Yny bay b cten s, c,, c.

(') Cette derniére notation, qui réduit X; a un seul terme, n’est pas trés régu-
liére; mais je I'ai trouvée trés commode pour la suite du calcul car elle permet
de réduire la formule fondamentale (5) 4 deux termes comme la formule (§'),
ce qui en fait ressortir davantage les analogies et rend plus facile le passage de
'une & I'autre. Il suffit de se rappeler que le terme en p, est une constante ol
'on donne a I’élément d’intégration sa valeur & la surface.
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[

Les f ct f sont des fonctions de @, b, ¢ de la couche S, & laquelle
[ [}

correspond ¢’ et p ou p,. Lesf sont en outre fonction de X,y ¥, 3ny
. .

d’aprés (1).
En désignant par w la vitesse de rotation du point N, les compo-

santes de la force agissant sur le point N seront :

X, Y+ oy,

Z+wlsz,,

les coordonnées x,,, y,, 5, du point N vérifiant la relation

(3)

xr? V’ 52
——’,'—+'b—;‘+—',‘=|.
a n cll

I.’équilibre exige que la force soit normale a la surface, d'oti les condi-

tions

(4)

()

(6)

a} . I+ , c:
X;; = (Y 4+ oy, 7 =(Z+wts, —_i-;
i Y aX L aX
= Y by x, 5, Ch &n
Ces deux conditions donnent immédiatement :
S | i ' da =( b al )ds
anf b,’,[ —f b5 a+s)B
1 2
o ai_\ds
T, (P — d“)f (b’+s a'+s> a,’
wo o e} ay \ds
anf chlJ, Pdaf (c’—f—s ar+s/ A
1 ° \ d
1 c" all _i.
+a 5 (pr—p da)f (o’ T+ s) A,

Ces deux valeurs de @ doivent étre égales. Il y a une solution évi-
dente : b = ¢, b,=c¢, : cllipsoides de révolution. Dans les autres cas,
on ignore.

La méthode classigque consiste a considérer directement I'ellipsoide
hétérogéne comme formé de couches ellipsoidales de densité et d’apla-



340 ALEX. VERONNET.

lissement variables. Or la différentiation des formules de 'ellipsoide
homogéne donne pour l'attraction d’unc couche élémentaire

—_ ° ds - . [. ds
RKe=—anf “"P”fu @+ ng, KeETanfred ] mToE
Pour I'attraction de l'ellipsoide hétérogeéne, puis pour w?, on a ensuite

. . I » ds 21 " ds
X—-XC+X1_—27If.Z‘,,[f Pd,f m+£l’ pdj‘. m]’
f _a )ds
2‘rrf o} b’ a*-+ s/ 8,
a: \ds
+751) °“f (7t “a“"‘r+s>&'

Cette derniére formule peut s’écrire :

w?b; [‘ al \ ds
21rf —f PdAy.-i- ity P({Ao, l\ %\/\ <I) + s a=+" .A_.\".

En intégrant par partics, on obtient

(5"

!b,i atln
(:_ﬂf':({”\u)'é" - (pAadi, — { \"dp_f Yol

o Cl,y

. . S |
Or, si l'on faita =o0,0n a h=o0el ¢=o0, d’ou F=oct A, =o.

De méme, poura=a,, on a b=b,;c=c, et =0, d'aprés 1 et 3.
On a done

(PAP.)“"=(PA:\)“" et (9\(1)"”+(Pf\n),'r,,:(P"\o)l:{hf\o-

1l vient :
&)’b’ fn a . a, o1

":— Ap‘dp—/ Aodp"‘pl/\o:f —p,Ap_da"l"j (p,——{)'da)/\q.
27:./ 0 ity 0 Uy

C’est précisément la formule (5). Ces deux formules (5) et (5) sont
donc identiques. La premiére a I'avantage de présenterles A ctlesA,
sous le signe somme, sans différentiation, en conservant la forme
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simple de l'attraction des ellipsoides homogénes. On pourra donc plus
facilement, au moyen de ces formules en p’, tenir compte de tous les
résultats acquis sur ce dernier point.

Nous distinguerons maintenant I'équilibre permanent ou les frotte-
ments ont égalisé les vitesses en profondeur et en latitude et'équilibre
iransitoire ou ces vitesses ne sont pas encore égalisées (Soleil, Jupiter,
Saturne). Ce dernier équilibre, d’ailleurs, serait définitif si le frotte-
ment était nul.

Nous allons donc étudier Pexpression de la variation de w? en lati-
tude et en profondeur.

2. Variation de la vitesse de rotation en latitude. — Les for-
mules (5) et (6) donnent la vitesse de rotation sur la couche S,. 11
. suffit de les dériver par rapport & x,. On remarquera que w?* est

fonction de x}, seulement par I'intermédiaire de &.. On aura

0 W _ 1 [ dAy /3
(7) ; &—;—W—b—;fo Rl il
l)Ap, b a; 1 _ : —
® F=—(rmrrp)s Geh o =p

1 est défini par (1). Pourobtenir—q‘-‘.- éliminons y; entre (1) et (3)

en multipliant d’abord (3) par ;7=*— P- —2— et lui retranchant (1). On obtient

i’.( by a4 )+5_ﬁ< by e \__ b __,
alt\b+p a'+p)  A\b+p A+p/ T b4p
Dérivons par rapport a 3, on a

(9) Bt =—( bi___4i )

dx} ay\b*+p at+p
en posant
z Za bl x? 32
(1) b=t (c’+p)"(b‘+m*(a_:+cn"')
‘L', y! z!
n n n

B GET AR CET
Journ. de Math. (6 série), tome VIII. — Fasc. IV, 19132. 44
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Portant (8) et (9) dans (7), on obtient

(1) O (S ) gl
dzi a6l), \U'+p~ a*+p) “BA,

La seconde condition (6) donne de méme

(1) do* _ 2zf ( i _ _ai \'—pda
dz; — aich c+up  at+p) By

n oy

Pour que la vitesse de rotation suit la méme sur toute la surface S,
quelconque, c'est-a-dire pour que la figure ellipsoidale d’équilibre soit
compatible avec une vitesse de rotation uniforme en latitude, il faut,
ou bien :

1° p'= o0, densité constante, ellipsoide homogéne;

al bl c? . .
29 o n_ n_ n : ides
i il S quel que soit a, b, c : ellipsoides
homofocaux.

Dans ce dernier cas, on aurait
Mat= 02— a?= /2, WNiat=c*—al= A,

A et A’ deviendraient infinis au centre, avec a =05 b=h; c=k.
L’aplatissement serait égal a 1 etl’ellipsoide central réduit  un disque
aplati.

3. Variation de la vitesse de rotation en profondeur. — Pour
plus de simplicité nous I'étudierons le long de I'axe polaire @, suivant
lequel on évalue aussi les densités (). (Voir la Note a la fin.)

Transformons d’abord la formule (5) de fagon & n’avoir qu’une
seule limite en @,. On aura :

-

! 1 /7 b: al \ds
o = g e[ (Fh - )T

_'. - — o' da ¢ '_.2'2__. L}'_ .‘.l_'i
A Sl A (b’-{-s @ +s) 24,

(1) Le long de 'axe polaire y, =3, = 0, les formules (1) et (3) se réduisent i

] 2
R - g Tn
T 7

— =1 at-+p—=ad=xi.
at 4 al ’ ¥ “ n
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Cette expression dérivée par rapport a a, donne

1 dw* dD a} OE d (a3
(13) mm-m“ﬁm“cm(u)
ou

an , W ds n , a ds
D:[ —pda[ m, E-[ -—pdaf; m,

et en rétablissant les intégrales dans I'ordre primitif

oo, ®  ds ! , ©  ds _ 1 X
C—[ —Pd“£ '——_‘(aurm,*f% ”’l‘f’""’fo @b~ anfa,

On aura donc d’abord C > o avec p' < o, puis

al 1 —-Cd at\ _C di?
i Rkt E(r =GRy da,

13
Dans E, 7' dépend seulement de la variable a, f est fonction
o

de a et de p qui, défini par (1), est fonction de a et de @, de @, par =,
d’aprés (3). Nous aurons donc

L It Iy (O [ e -
da, P , (at+5)As Jo pdl.t , (@*+5)4,| oz} da,

Dans la premiére accolade, nous aurons, aprés intégration, une fonc-
tion de . et de @, ol il faudra faire @ = a,. Or, si nous faisons ¢ =a,
dans (1), on a w= o d’aprés (3). Donc ce terme est nul.

Dans le second terme, nous avons déja obtenu

_o_f*‘ ds 8 _"ﬁ_"'( b a )
dpJ, (a'+s)A, 7 (a*+p)A, dxl T Bai\b'+pu  alvp
On a aussi dans (3') :

dzt _ da!
da, ~ da,

= 2all;

d’od, finalement,

e (M 4 _—pde
da, ~  ay ), B p T @t p (a’+p)BAP'
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On aurait de méme :
dD _  aa, /‘""( b} al ) —p'da

da, —  ai J, \P'+p d+p (b’-l—-p.)BAy,;
9D _ai B __ 24, / by _ai )’—p’da
da, b} da, ay by ) Bd+p a*+p BA,

Ou, en tenant compte de (11),
ab al OB 2a, du?

da, U} da,  amf oz}
On obtient donc finalement la formule fondamentale

dw! =~ dw? __ anfC d*
('6) ~+2a"m—ma—¢;’:.

La formule (6) donnerait une expression identique ou A’ remplacerait A

et serait défini par
A=a(1 4+, -

4. Conclusions. — Nous étudierons le cas ou les deux conditions
de I'équilibre permanent seraient réalisées et ceux ot il n’y en a qu’une
seule.

o T 14l . dw! dw? .
1° L'équilibre permanent exige ~— = o et ~— = o. Cettederniére
da

dx?
n n
condition ne peut étre réalisée, nous I'avons vu, que si les surfaces de

niveau sont des ellipsoides homofocaux. L'ensemble de ces deux
. . . dn T
conditions exige d'aprés (14), —— = o, c'est--dire que ces surfaces
n

soient des ellipsoides homothétiques.

Ces deux conditions sont incompatibles. Dans un fluide hétérogene,
Péquilibre permanent est impossible avec des surfaces ellipsoidales.
Clest le théoréme de M. Hamy étendu au cas ou la variation des
densités est continue.

Volterra a également établi directement I'impossibilité d'ellipsoides
homothétiques comme surfaces de niveau (*).

(') Acta mathematica, t. VI, 1903, p. 103-124. M. Poincaré avait déja
démontré cette impossibilité pour des couches discontinues (Journal de Liou-
ville, 4° série, t, 6, 18go, p. 69). Volterra étend cette démonstration a une
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2° La formule (11) montre que, sauf pour les ellipsoides homofo-
d

caux, avec p’< 0 on a5— > o. La vitesse de rotation sur une surface

S, doit augmenter avec .z‘,, de I’équateur au pdle pour que les surfaces
de niveau soient ellipsoidales.

Si donc l’équilibre permanent est atteint sur la surface S, la vitesse
de rotation & I'équateur, devenue égale & celle du pdle, se trouve étre
un peu plus grande que celle qui permettait de réaliser une figure
ellipsoidale. La surfacc s’allongera en se renflant a I’équateur. Cet
allongement a pour effet de diminuer la valeur X de la composante de
I'attraction au péle. La surface va donc se renfler  la fois au péle et &
I'équateur en se creusant entre les deux. Clest ce que M. Callandreau
avait démontré pour un ellipsoide de révolution en tenant compte

de A* (*).

do?
o —
3 Supposons ——d ”‘ = 0, nous aurons

dot* _ armfC 4\
Oan — (1 + M) da,

d)*
On voit que, toutes choses égales d'ailleurs, —— 2o oSt sensiblement pro-

portionnel a 99 La rapidité de variation de l'aplatissement en pro-

da,
fondeur augmente avec celle de la vitesse de rotation. Nous vérifierons
cette loi, au Chapitre suivant, sur trois exemples : ellipsoides homo-
focaux, A croit de A, & », variation maximum de la vitesse; ellipsoides
homothétiques, A constant, variation de vitesse plus faible; enfin avec

. 2

une vitesse constante A décroit de A, a A,. Si -g-a% n’est pas nul ou
n

négligeable, ces conclusions s’appliqueront & des ellipsoides déformés.

!
=o0. En remplacant gu* - par sa valeur

4° Supposons enfin — .

variation continue de la densité, en faisant remarquer en passant que les
démonstrations faites pour le discontinu ne permettent pas toujours de passer
& la limite et de les appliquer a une variation continue.

(*) Mémoire sur lathéorie de la figure des planétes, 1889, p. 51.
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dans (14), on a

(15) an/fC ﬂl.._“_n-f"“ by __ai \'—pda
(+2)da,  a3bl), \U'+p  a'+p) B4,

2
Or, le second membre est toujours positif car p'<< o, donc %- >o.
n

. Ow? .y - .
Si I'on suppose (% = o de maniére & réaliser des surfaces de niveau
n

rigoureusement ellipsoidales, leur aplatissement croitra du centre a la
surface. Le théoréme de Clairaut en est un cas particulier.

2
Si g—;—, = o les surfaces ellipsoidales sont déformées, mais la conclu-
n
sion précédente subsiste appliquée a I'aplatissement correspondant.

1
Au centre g =a;, A, =1, le second membre tend vers o, on a

d\? . , . .
7o~ = 0. L'aplatissement passe par un minimum au centre.
Gn

D’oti le théoréme général :

Dans une masse fluide hétérogeéne, Uéquilibre permanent esi
impossible avec des surfaces ellipsoidales. Quand il est atleint, les
surfaces de niveau prennent la forme d'ellipsoides déprimés entre
le pdle et U'équateur et dont Uaplatissement augmente, du centre a
la surface, avec minimum au centre.

Voir la Note en appendice, page 462.

CHAPITRE 11.

ELLIPSOIDES DE REVOLUTION.
LIMITES DE VITESSE ET D'APLATISSEMENT.

A. Formules. — Les équations générales du Chapitre précédent
étaient établies pour des ellipsoides quelconques & deux ou trois axes.
Pour les ellipsoides de révolution, les intégrations sont possibles et la
formule (2) devient, d’aprés les expressions connues de 'attraction des
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ellipsoides homogénes (')

r ®
| (16) %}E:—Anf —p '—*-F)'-(l-—arclangl)da

1
—_ 4nff (pr—p'da) '———%Z':(l — arclangd);

Y g . 14+ A l
(17) ;——Qﬂfo —P O (a"’““g"m)d"
1 2
_Q,rff (pn—p'da)'-;,l (arctangl—';),)’
ol ,
b!_a! b!_al a! a? y’+ z’
2 — f J— — )9 p—
M= a l_a"+p_ alyp’ a’+p.+b’+p.—"
puis
Y, oX__ Y 1 X
)* == - Rz y+l+)\z;
donne
w . 1+ R /3402 [ 2l
W) g=l e (et~ ) e
. .
NS L R A 2l
+ [ (pi—p da)T—('+Marctang).———l+l’—l+ ‘:).

Nous supposons, dans ce qui suit, que la vitesse est variable en
latitude de maniére que les surfaces soient rigoureusement ellip-
soidales. Pour plus de simplicité et pour rendre les résultats compa-
rables, on évaluera la valeur de w le long de I'axe polaire. Alors
ona

Alors
at al dl a ]
e A = )2 _— e = ) = — =
T at+p /") et dr r’7 r
Au centre, [ = o} sur la couche r, [ = %,. On aura, en général, [ < 2,,
sauf dans le cas des couches homofocales ot [ =,.
La loi de variation des densités dans la masse étant supposée donnée,

(') On désignera désormais par r le rayon polaire de la couche considérée et
par I'indice r les éléments correspondants.
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nous étudierons ce que deviennent w et \ dans les différents cas princi-
paux : couches homothétiques, surfaces homofocales, vitesse uniforme.

2. Le rapport entre la force centrifuge et la composante de
. . ’
Uattraction, en un point sur la surface S, quelconque, est ¢ = 9_YZ

Il est égal au rapport des seconds membres de (18) et (17).
Les éléments d'intégration ne différent que par la quantité entre
crochets. Or on remarque qu'on a quand A, = %,

3+ At l 2l

2
= e o—_— -
“ 1+ A arclang!— I 1+ A2

{
= arctangl!— rpray = Uy,

s

et
_t_i_ci___“ {—arctangl
dh, = 7T (A2t

Celte quantilé est toujours positive : u varic donc loujours dans le
méme sens que A.. On a donc toujours : z < u,. Il en est de méme
pour I'expression analoguc en A. Les ¢éléments d’intégration de (18)
sont donc tous plus petits que ceux de (17). On a tapjours 9 <1.
D’ou le théoréme :

L’attraction est toujours supéricure a la force centrifuge, a Uin-
érieur comme a la surface d’une masse flurde hétérogéne, dont les
surfaces de niveau sont des ellipsoides de révolution, quelles que
soienl la répartition des deusités et la vitesse de rotation.

Les formules s’appliquent aussi bien 4 une varialion brusque de la
densité, le — g'da étant alors un accroissement fini. Le théoréme
s’applique donc & toute la masse d’une planéte, y compris son atmo-
sphére. Si des éléments équatoriaux se sont détachés (anneaux de
Saturne, anneaux de Laplace), il fallait que la vitesse de rotation fut
plus grande que celle qui est compatible avec des surfaces ellipsoidales
d’équilibre. '

Si les surfaces de niveau sont homofocales, on a au centre Ag=x
el ¢ = 1. Dans un ellipsoide homogéne ¢ est indépendant de p et tend
vers 1 quand A tend vers % (disque aplati) :

__ wy _ (3+A)arctangl - 32
T Y T (1+At)arctangh—A
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Remarque. — Si une surface quelconque était sphérique, c’est-
4-dire A\, = o, on aurait

w? T4 !
YA [-—p 5 (Sarctangl—-l—;—-ﬁ—zl)

1
+f (Pl—'p/ (]a) I';-S;" (3 arc lﬂng)- -_— ;T)\-r’ —_ gl),

Or P'expression en A est nulle pour A = o et sa dérivée est toujours
négative, Cette expression est donc négative, si As£o. Il en estde
méme de I'expression en /. On ne peut donc pas avoir A 5 o pour
aucune surface, autrement on aurait @*< 0. On a donc partout, dans
ce cas, A = o et aussi »w?= o, d’ot le théoréme :

Dans une masse fluide hétérogéne en équilibre, aucune surface
de niveau, en particulier la surface extérieure, ne peul étre sphé-
rique, que si la vitesse de rotation est nulle sur toutes les surfaces
de niveau, qui sont alors toutes sphériques.

3. La dérivée de la vitesse s’obtient facilement en écrivant

3+)\ l 2l b 3+7«’
U= lzarctangl—— +l*—|+)\,’.:x+l’ — )z(l—arclangl)

On aura ensuite R > o toujours, en posant

{-—f -0

La formule (18) devient, en remarquant que f (pr—p'da)=¢,

(l—-alctanvl da +f (0,— ’da) ) (A — arc tangad),

R 3
5?:7'( —F Rt

Dérivant alors par rapport & r, on obtient

1+ A do? R dr? lf p 1M ls(lﬁ—#)da.

AT axRdr r) TPOUFERTE
Si les surfaces sont homothétiques, di? = o; si elles sont homo-
focales, 2 =A% et d\* < 0; dans les deux cas, dw?® < o. La vitesse croit
de la surface au centre.
Journ. de Math. (6* série), tome VIII. — Fasc. IV, 1912, 45
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Si la vitesse de rotation est uniforme, on a

n? r
v o R rﬂ.’._;{" I(:—tl);)’[fo" #)da.

dar =% TERdr
Cette relation peut &tre vérifiée de deux facons : << A, dA?> o, les
aplatissements croissent du centre & la surface. Ou bien (> A,. Les
aplatissements seraient alors plus grands que ceux des surfaces homo-
focales correspondantes. On aurait alors dA*<<o, aplatissements
décroissants. Nous verrons que ce cas ne pourrait étre réalisé que pour
des valeurs considérables de I'aplatissement superficicl : A, > 2,53.
Nous savons, d’ailleurs, par la démonstration générale du Chapitre
précédent, que ce cas n’est jamais réalis¢ car A cst croissant si  est
constant.
Dans le cas de la vitesse uniforme, on a toujours au centre

R, d)* o422 B ., da
|+7.’77F*—"'°(|+l’)‘-'77‘()‘ —He

les rapports se réduisent a |'unité et £2 =%, donc : d¥®= 0. L'apla-
tissement tend vers une limite minimum.

Les courbes représentatives des aplatissements dans les différents
cas seraient données par la figure 1 :

Q)

r

'
i
i
|
1

Fig. 1. — Lois des aplatissements.

1. Surfaces homothétiques. — 2. Surfaces homofocales. — 3. Vilesse constante.

Remarque. — On peut trouver de méme Pexpression de la varia-
tion de vitesse en latitude, En effet, les formules qui définissent /et la
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surface S, peuvent s’écrire :

’,l )_! y!
L —— = —at L
CHTEETEY e

= r,
En éliminant y* entre ces deux relations, on obtient

x? x? a. at.
(0) 7{"+(l+-)\'2.—7;).;—;;ﬂ’) l’-—;;'.’:O.

On en tire
dil b a1
de* ~ 2 @M+ o it

L'’expression de « donne aussi

du _ ol Rt
dl — (+ &y v+l

Or o? cst fonction de «* seulement par l'intermédiaire de /. On aura

? ___j'" LU+ da Il

0

r* TP 0l 0w
. "__ 1422 _l: A f2\? da
A TR B\ ) et ol
Cette expression est toujours positive. Pour que les surfaces de niveau

soient ellipsoidales, il faut que sur chaque surface la vitesse de rotation

croisse de I'équateur au pole, conclusion conforme au résultat général
du Chapitre précédent.

anf

<

4. Etude des fonctions 3. — Dans les cas limites étudiés, les
éléments d’intégration dépendent d’une fonction
I+ l v+ 2l
(19) 3= arclangl—-ﬁm—ﬁ-
o l= 27\ = A avec 0 < ¢ <1 et qui devient égale &
. .
(20) y= ;\_3" nrclangl——% .

pourl==Aoue=r.
Cette expression (20) définit la relation entre la vitesse de rotation

d’un ellipsoide homogéne ct son aplatissement. Nulle pour A =o et
pour A = =, clle atleint son maximum 0,22467... pour A = 2,5293....



352 ALEX. VERONNET.

Les fonctions 5 qui en different seulement par la valeur de e ou !/
ont une allure analogue. Pour A = o ou pour A = =, elles sont toutes
égales 4 o. Elles sont, de plus, toujours inféricures 4 la valeur corres-
pondante de y. En effet, on trouve '
(21) £=211(1’~l'), f{:':a.'/.’e’(u—-—s‘).

dl W1+ 12)2 de (14 A%e®)?
Cette expression, nulle pour ¢ = o et pour ¢ =1, reste toujours posi-
tive; 5 varie dans le méme sens que e. Nul pour ¢ = o (minimum), il
croit jusqu’a y (maximum) quand ¢ croit deoa1. Donc o <5< y.

Si A varie de 0 &4 =, 5 aura donc un maximum comme ). La
position et la valeur de ce maximum auront une grande importance
pour la suilte.

Comme ! = Ae on pourra écrire

2
(19') zzg——;—-_;—);arctangle—.——ﬂ_‘_.

On aura aprés réduction en prenant la dérivée

ds o+ \ "g + AT 100%e 4 30VeR 4+ fAter

= T PESUITES oL le — arc tang).s.].

\ N T
Appelons ¢ la parenthése, on aura ¢ = o pour A =0 et v = — ~ pour

A =oc. On trouve ensuite

de 2Ae?
dl T (9 + R+

o [3(5—=3e) +n(1 =32 —2 e (1 -+ ") e

Celte expression, qui est d’abord positive pour A = o, devient nulle
puis reste négative quand A tend vers l'infini. Donc ¢, d'abord nul,
croil jusqu’a un maximum positif, puis décroit jusqu’a — 15:’ cn ne
passant qu’une seule fois par o. Il en est de méme de dz. Done 5 a un
maximum et un scul.

Désignons par « cetle derniére parenthése et tragons les courbes
de u, ¢, 5.(fig. 2). Appelons A, el A, les valeurs de A qui sout racines
de u et de ¢. On aura toujours A,>> A, puisque ¢ s’annule sculement
aprés avoir passé par son maximunm.

Or on peul écrire

— =22+ ) =1 —3e)t—3(H —3e?).
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C’est un trinome du second degré en A% Le produit des racines est
négatif et leur somme positive :

l)=_3{5——3a’)’ S:(I—SE’)’.
. (1 + &%) e (1 +¢?)

On a deux racines de signe contraire et la plus grande est positive.

Fig. 2.

Quand ¢ tend vers o, I’ et S tendent vers ». La racine positive A, tend
vers %, Il en est de méme de A,. e maximum de 5 est donc rejeté a =
avec A, Poure =1, ona

— iz (A1) (A= 3).

La valeur minimum de A} est 3. On aura done A > 3. Quand ¢ varie
de 1 a o, le maximum du 5 corvespondant a licu pour une valeur
A2> 3 et qui augmente indéfiniment quand ¢ tend vers o.

Fn méme temps la valeur de ce minimum tend vers o. Ln effet,
d’apres la formule (21), 5 varie toujours dans le méme sens (ue ¢. Les
courbes des 3 scront toules inléricurcs les unes aux autres et décrois-
santes avee ¢ ainsi que leurs maximums (ffg. 3).

A Porigine, on a, en développant suivant les puissances de 2,

’
/

ds _ 49+ 0 Nooo N S VA P
d)\—a—)-\-r(g—-?_;S)l»—5(9-‘*-1)(;—36))\5.

\ ¢

Pour A =0 & l'origine, la dérivée est nulle et la courbe langente a
Paxe des A,



e= 0
7.
2,53 [
3 0
4 o
6 0
10 o

=%

Sm=0

: ds .y .
Tableau des valeurs de ~—. L'avant-derniére colonne oit ¢ =1
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En procédant 4 quelques séries de calculs numériques pour des
valeurs de ¢ de dixiémes en dixiémes, on obtient le Tableau suivant
des valeurs de ds ainsi que la position et Ja valeur des maximums (on

z

Fig. 3. — Courbes des valeurs de s pour 10 valeurs de ¢.

&

a pris comme unité la quatriéme décimale). On a pu tracer ainsi les

courbes représentatives correspondantes de la figure 3.

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
0,0029 154 281 310 271 136
0,0030 150 24 200 H 67
0,0038 120 120 6o — 16 - %o
0,0037 S — 6 —4g —93 —i2a
0,0021 - 3 ~ 138 — iy =72 — 8o

>0 9,7 6,3 4.7 1,8 3,3

0,069 103 135 160 i

d)

0,7

1n;
— 10
—130
—1
— 88

2459
201

0,8

50
— 6
—159
—13]
— Y0
2,7

214

{
donne les valeurs de f(-l-/}:

0,9

19
—100

—179
- 160
—
2,6
222

[ Moyenne

0o o,01§
109 b
—183  —47
—-1bs =79
— g0 =38

2,33 3,3

225

v

8. Ellipsoides homothétiques. — Si toutes les surfaces de niveau
sont homothétiques, on a A = A, = const. On peut écrire

2
[

(22)

3+t .3
+p --—)—‘:,-—almlangA—~:A—,l )

au centre :

—_— o 3+ we tang / »»—i : du
- . L ctang f— — _
=), (el ) ¢

Mo - (3+;'2arctanw7\ 3\ o,y

v

Ou a pour w, 'expression connue (ui relie w et A dans le cas d'un
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ellipsotde homogéne. On sait qu'alors si A varie de o & % la valeur

1 . . ,
2;}90 =y croit de o & 0,22467... maximum (A = 2,52¢3), pour dé-
croitre ensuite jusqu’a o.

Pour—-— >o, 224()7... I'équilibre est impossible avec une figure

elIipsonale. Pour 9—17-?- < 0,22467... on a deux valeurs de A et deux
ellipsoides d’équilibre.

On a vu que, dans ce cas, la vitesse de rotation diminue du centre &
la surface. Si donc la vitesse centrale a une limite maximum, toutes
les autres, la vitesse de la surface en particulier, passeront aussi par
une limite, inférieure & celle de , et variable suivant les conditions.

La formule (22) peuat s’écrire :

w?
arnf

(23) .:py-&—-[ —p'sda,

On en tire immédiatement

1 dw?
(24) ) @ =% + f .

Sous le signe d’intégration, z prendra toutes les valeurs de o a y,
puisque ¢ varie de o & 1. Il en sera de méme de dz.

Quand X varie de o & 2,53, dy et tous les ds sont positifs (f£ig. 3).’
Toutes les vitesses sont croissantes.

Quand A dépasse la valeur 2,53, dy devient négatif avec une valeur
absolue de plus en plus grande. D'autre part, un nombre de plus en
plus considérable de dz deviennent également négatifs. Il arrive
nécessairement un moment ou, pour une certaine valeur A,, de A, le
second membre de (24) devient nul, puis négatif. La vitesse de rota-
tion o de la couche correspondante S, passe par un maximum puis
décroit.

A partirdu centre I'importance du second terme de (24) croitavec r,,
et celle du premier, au contraire, diminue avec p. La valeur négative de
celui ci 'emportera donc d'autant plus tard que la couche sera plus
éloignée du centge et ©, passera par son maximum la derniére, pour
une certaine valeur A,.
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On aura en résumé
2,53 < D )y

Cette valeur extréme A, et la rapidité avec laquelle les différentes
couches atteignent leur maximum dépend de la répartition des
densités.

Or cette répartition peut se ramener & trois types principaux, sclon
qu’on a p" = 0; g"< 0 ou p”> o, c'est-a-dire variation constante, plus
rapide vers la surface ou plus rapide au centre : courbes 1, 2, 3

(fig- 4).

Fig. 4. — Lois des densités.
1."=0, — 2 p"<0. — 3 p">o0.

On voit immédiatement sur la formule (23) que, pour une méme
valeur de %, w? s’éloignera d’autant plus de o] que ¢y scra plus diffé-

rent de 2oy et que fr — p'da = p,— ¢ scra plus grand, en somme,
o

d’autant plus que la condensation vers le centre sera plus prononcée.
Il en sera de méme d’aprés ( 24) pour le maximum de w*.

En résumé, les valeurs et les maximums des w, confondus, dansle
cas de 'homogénéité, avec w,, seront d’autant plus faibles et auront
lieu pour des valeurs de A d’autant plus grandes que 'ensemble s'éloi-
gnera davantage de I’homogénéité, ou p, différent de p,.

Les courbes de variation des vitesses en profondeur, pour une méme
valeur de A, seraient analogues a celles des densités correspondantes.

Les courbes représentatives de la variation des vitesses avec A seront
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analogues a celles des 3, celle de w, analogue & celle de y (fig. 5). Si
I’on tire une ligne horizontale, on voit qu’a toute valeur v, plus petite
que le maximum correspondent deux valeurs distinctes de A mais qui

A\

okl N /.74

w,

]
)
H

0 A 253 x kN

I'ig. 5. — Courbes des vitesses de rotation dans le cas des surfaces homothétiques.

exigent une autre valeur de w, et un autre mode de répartition des
vitesses. Pour une valeur de o, supérieure au maximum, les surfaces
ne pourraient plus étre ellipsoidales.

Quelques calculs numériques montrent, d’aprés le Tableau des dz,
que si p’=o le maximum de w, a lieu au plus tard pour A, = 3,55,
quand la moyenne des accroissements positifs et négatifs est nulle.

Pour que le maximum ait lieu pour A, = 3, il suffirait que la densité

3

. o) . . .
soit encore p == 7 9, 4 la distance 0,7 du centre, celle qui correspond
d ds=o0. Alors g’< 0. .
Pour que ce maximum soit repoussé a A, =4 il faudrait que la
TSR] 4 . L35 ’ . . | M
densité & la distance 0, 5 soit déja réduite & p = 3p,. Ces trois valeurs

de A, sont calculées avec 2, = o; en réalité, le champ de variation serait
encore réduit. Pratiquement, il ne peut pas étre considérable.
Daus le cas de la Terre avec "= 03 g, = 2,5 et p, =10, on aurait

) . w2 w? . R
au maximum —% = 0,220 ¢,; —— = 0,163 p,; dans le cas d’homogé-
27/ anf ¢

néité : D,y = o,125 p,.

6. Ellipsoides homofocaux. — Si les surfaces de niveau sont
homofocales, on a *—a*=0} — a?, avec b*=a?(1+A?). On en
Journ, de Math. (6 série), tome VIII, — Fasc. IV, 1g1a. 46
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tire : Aa=14,a,. On a alors = ?;7\=7\,, car Aa=rA, et la for-
mule (18) devient

. o' (3402 3k, \ " v+
(:Iua) ;ﬁ_(,+},arclang)\ Tﬁ-_lf)[ — ¢ 3 da

1
, ; I3 22\ 1A
“ﬂ[ ‘P'*Pd“)( 1;"“""“—1“*—.“.,3) R
(25") ak=z=ri, et V= -g-na‘(l-i-)’)
donnent
122 Vo402
IO
d’ou
w? 3+22 3\ " v
(26) m:( x arcLang).,.-—ﬁ)fo p——da
! , o,V /(3432 L1 2l
+‘[(p,——pda)\,’< E azclan"/—ﬂn—/;~7>-

On a vu que la vitesse croit de la surface au centre : w, < 0 < w,.
A la surface, on aura, avec

[(ol oda)‘ ‘\\t_l)l

i (34
axf N\ 13
Ainsi la rotation et ’aplatissement sont liés par la méme expression
que dans un ellipsoide homogéne de densité D, expression analogue
4 celle de w, dans les ellipsoides homothétiques, mais ici w, est indé-
pendant de la loi de variation des densités.
Au centre k.= % et la formule (25) donne

(27) arclangh, — )32>D,_ Dyy.

oH ! , . O\ 122
(28) an/ “jo (o1 —p da)(arctanglv.— T-T—?)T

in tenant compte de (25'), ona

, Rl Y G SN 7 ) ,
(28) 2—1:7—~ ‘\T’T‘:“/o \(alclanol\'—-'—m (.bl——r) (Iﬂ).
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Pour A,=o0,0na
a
i=20=o0
a
et

- -—-aﬂ_é 5
2R

P e — -
arc tanga T 3

Ia formule (28) donne

wg= %ﬂfpu.

Pour A, = =, w, = o, d’aprés (28').

Posons
= 1+ M t A — A )
O = 33 arctang -l—:i_-T.i .
na
dy 1 /340 3 Y
o :—7< X arctang?«—-i—,>—-_—— T

¢ varie cn sens inverse de A et par conséquent de A,. Ainsi w, est
toujours décroissant et varie de %1: /oo & 0quand A, croitde o a =.
Pour étudier la variation de w, avec la densité posons encore

u——arctan«rl———l—- du_ 3k
- ST dh T i+ Ay
L’élément d'intégration de (28’) croit avec la valeur de A de la
surface au centre ol u, = 3-:, car A, = . Donc w, croit d'antant plus

que ¢’ est plus grand vers le centre, c’est-i-dire que la concentration
est plus considérable. A la limite, on aurait

wi 1M ___nl—i—)\}D
anf VoA 2 T A3 M

On a donc deux limites, I'une en fonction de la densité centrale,

I'autre en fonction de l'aplatissement superficiel, qui se complétent
sans s’exclure :

1
l-;;x, D,.

(29) w?,<-§-nfpo, wi<nf T
Toutes les autres vitesses et courbes représentatives seront com-
prises entre celles des formules (27) et (29).
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Comme on a
f —¢'Vda=— pV,.-{-—f pdV =(D—35)Vpn
0 0
la formule (26) peut s’écrire

w? Y ,
(30) m:(D-—p)y-&[ T,—r:(p,—p da).

ol
3+ A2 Pora-2 0 ad
3 arc tang) — s it vy

~

est une fonction 5 déja étudiée, ! étant remplacé par A, et A par A,.

On a

7\:%)\':)\,5:—. L

N . . o . .  r )
De r & [ limites d’intégration, ¢ varie de 1 4 — <r1etnon de 1 & o.
1

Une fraction sealement des s figure sous chaque signe d'intégration,
ceux dont I’ est supérieur & celui de la couche S,. La variation est la
méme, les conclusions analogues & celles du cas précédent.

Ainsi, quand A, croit, les vitesses des couches intérieures passent
successivement par leur maximum, du centre a la surface ol w, sera
décroissante la derniére, comme pour les surfaces homothétigues.

En effet, on a vu que les maximums de = ont lieu pour des valeurs
de plus en plus grandes de A,. Mais ici les A croissent de la surface au

1 3 .
centre A, = 7’ Ils atteignent, dans le méme ordre, la valeur A, cor-

respondant au maximum de chaque surface. Il en sera de méme des w.
Voici d’abord le Tableau des valeurs respectives des A, et des A,
pour A, = 2,53..., maximum de w, :

Eevevereas 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2
VU 2,53 2,8 3,2 3,6 4,2 5,0 6,3 84 12,6 .
| N . 2,53 2,6 2,7 2,9 3,3 38 4,7 6,3 9,5 .
Ae—Xpe.. © 0,2 0,5 0,7 0,9 1,2 1,6 2, 3,1

Quand w, atteint son maximum les 5 de toutes les surfaces et par
cons¢quent tous les autres  ont déjit dépassé leur maximum puisque

A > Ay, pour tous les 5 ( fig. 6).
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D’ailleurs A, croit toujours plus vite que A,,. En effet, dans I’étude
. ds .
des fonctions z on a vu, formule (21), que 5] >0, 3el { varient dans

le méme sens. Or on a ici au maximum /[ =2,e. Cette quantité A,e
varie donc dans le méme sens que z,, et décroit avec e. Au contraire,
dans les surfaces homofocales, A.e = A,. Ainsi A, ¢ reste ¢onstant et A,
croit plus vite que A,

Si donc, & un certain moment, pour un certain A, < 2,53, le A, de

/,

A
A
E

X +ooo 3T Tem

| Ny
E

0 s T

»
Fig. 6 et ¢'. — Courbes comparées des A et des A, dans le cas des surfaces homofocales.

la surface S, égale le A,, du 5 correspondant, tous les A et les 5 inté-
rieurs & S, aurdnt dépassé leur maximum. Tous les A etles 5 supérieurs
ne l'auront pas dépassé (fig. 6'). Or de (30) on tire

1 dwt dv 'V ds '
(31) ;;7-(7{——(0‘-9);{7-# A -\7;27(91—9 da).

dw* ne dépend que des dz supérieurs, tous positifs ici, ainsi que dy.
On a donc dw®>o0 et ©?est encore croissant, ainsi que tous les w
supérieurs ('). Faisons décroitre A, de 2,53 a o, les A passeront suc-
cessivement, de la surface au centre, par le A, du s correspondant. Le
maximum de o reculera dans le méme sens.

(') M. Hamy avait déja donné cette démonstration sous une forme plus
compliquée, Etude sur la figure des corps célestes, p. 14-20.
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En résumé, si A, crott, les couches voisines du centre passcront par
leur maximum dés que A, sera différent de o, puisque leur &, est infini,
et ainsi successivement des autres jusqu’a la surface. On pourra répéter
ici tout ce qui a été dit & propos des surfaces homothétiques sur les

a3,

0 2,53 n

Fig. 7. — Courbes des vitesses de rotation duns le cas des surfaces homolocales.

modifications introduites par la variation des densités. Mais ici o,
ne dépend que de D, et non des g. On aura les courbes ci-dessus

(fig- 7)-

1. Vitesse uniforme et classification des vitesses. — Nous uti-
liserons les résultats précédents. La formule (18) devient i la surface :

o] ) 1+ 234+ Y { 2! )
anf —f:(f"‘f’"“)T(.‘:ﬁ“'““"»’*m"_.-m.f ‘

SiA,=o,ona

(30)

cariciASA, et alorson a

W= 0.

Si A, = tous les A sont infinis car la figure se réduit & un disque
aplati et I'on a encore w, = o, d’aprés (30).
La vitesse est donc nulle pour A, =% comme pour A,=o. Elle
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aura un maximum dans 'intervalle, comme dans le cas d'un fluide
homogéne.
La formule (30) peut s’écrire

w: , 1-+2% A2 1432 a® A}
anf —fo (pr—p'de) o5 5 ~~f (P —p'da) s w3
0 1+ 28 a1 V
r le facteur TN - reste constant pour chaque surface quand
Avarie. Si A, reste le meme, la valeur de I’élément d’intégration varie

seulement avec 5 > (uand les A intérieurs varient, c'est-a-dire quand on

passe de l'un des cas étudiés 4 'autre. On a

.‘ili_L[Q_"_Qi:ﬂ_gz],

AT | W0+ 0y
En désignant la parenthése par u, on a pour /=0,5=0, u=o0et
pour { =4, &« = — 3y. On obtient ensuite
i’.’.—— 4[& 815( 2_12)
dl——).‘:(l—i—l*)’ )a(|+lz);’

quantité négative avec /<< A,, donc u reste négative et les éléments
d’intégration varient avec s en raison inverse de [ ou de A,({ = Ae).

Ainsi donc pour le méme A, la vitesse superficielle croit quand on
passe des couches homofocales aux couches homothétiques, puis  celles
du cas de la vitesse uniforme, car alors le A de chaque couche décroit.
On a donc

(31) my homofocal << & homothétique << w, uniforme.

Les courbes des w, s'¢tageront dans le méme ordre.
La formule (18) devient au centre

(1 '+.Az 3_+-l‘:; 'c[a]o)\____.l;.__._EL).
znf / —F O :+)\g‘" s A A
:f (pr— p' da)Z,.
dl/. 342234+ 3 3+
(32) Wo =T ;\( s are lang7\—~i—;) =— 1+l: e
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Pour le méme A, la valeur de chaque élément d’intégration varie donc
en sens inverse de A. Or, dans ce cas, A, étant le méme, les A aug-
mentent de la vitesse uniforme aux couches homothétiques et auvx
surfaces homofocales. On aura

(33) w, uniforme < w, homothétique < w, homofocal.

Or on a pour les surfaces homothétiques : w} = 2% fg,y. Donc dans
le cas d’une vitesse uniforme, si A, varie dc o & x, la valeur de la vitesse
restera toujours inférieure & celle-ci.

L.a courbe de w uniforme correspondant & A, sera tout entiere

wnif

Fig. 8. — Tableau d’ensemblc des courbes de vitesses.
fet!'. w, et w, des surfaces homofocales. — 2ct 2. o, et w, des surfaces homothéliques.
3 et 3'. Courbes de vitessc constante en fonction de A et de &,.

inférieure a celle de @, homothétique. D’aulre part, la courbe corres-
pondant aux variations de A, sera tout enti¢re au-dessus de @, homo-
thétique d’aprés (31). Ces deux courbes seront comprises entre celles
des w, et w, homothéliques.

Cela est évident jusqu'au maximum, car alors la courbe correspon-
dant aux A, est & droite et au-dessus de celle des A, puisqu’on a
A< A, Il en sera de méme au deld du maximum, au moins jusqu’a
une certaine limite. Il n'est pas démontré qu'il en sera toujours ainsi.
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Ia figure 8 traduit ces résultats cn donnant la position relalive des
différentes courbes.

La courbe de », homofocal seule ne dépend pas de la répartition des
densités, mais seulement de D, . Les autres courbes s’éléveront d’autant
plus au-dessus de celle-li que I'ensemble s'é¢loigne davantage de I'ho-
mogénéité.

Pour toute valeur de w plus petite que le maximum, on aura deux
valeurs de 'aplatissement, comme dans le cas de 'homogénéité, mais
la vitesse correspondante sera toujours plus grande.

On voit aussi (fig. 8) que la vitesse uniforme correspond toujours
pour un aplatissement donné A, & celle d’une couche homothétique ou
homofocale dont I'ensemble aurait le méme A,. On peut donc passer
de ces deux cas & celui d’une vitesse uniforme simplement en augmen-
tant la vitesse des couches supéricurcs a celle-ci et diminuant celle des
couches inféricures, sans que 'aplatissement A, varie.

En résumé,la vitessc uniforme o d’un ellipsoide hétérogéne tournant
tout d'une piéce, ¢tant comprise entre ®, homothétique ct ©, homo-
focal, on pourra écrire

, m? . 3 -}—\Af ‘ o :
(35) Diy< Ty <poy avec  y= % arc Lang fy — '

8. Quelques cas limites. — Nous allons en étudicr trois en dehors
des trois principaux.

1 Si laplatissement & partir de la surface croit plus vite que dans
le cas des surfaces homofocales, on aura o, < w, homofocal par le
méme raisonnement qui a conduit a (31), el cette vitesse tendra vers o
quand tous les A tendront vers .

On a vu aussi que A, restant constant, o, varie en raison inverse
de A. On aura done ¢galement ici w, < w, homofocal ct cetie vitesse
tendra également vers o,

Done si les A intéricurs tendent vers =, tous les o tendent vers o.

2° Si, au contraire, i Uintéricur les k décroissent plus vite que dans
le cas de la vitesse uniforme, w, augmente d’aprés la démonstration

générale de (31) et devient plus grand que w, uniforme, pour la méme
valeur de 2.

.

Journ. de Math. (6 séric), tome VIIL ~ Fasc. LV, 1gia. 47
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D’aprés la formule de la dérivée de la vitesse (18"), on a ici

do?
=

car la variation de 'aplatissement est plus rapide que dans le cas de ®

2
constant, et% est plus grand que dans le cas de dw? = o. La vitesse

diminue donc a partir de la surface.

A la limite, on aurait & I'intéricur des couches sphériques avec un
aplalissement superficiel A,. Or, dans la formule (18), P'élément d'in-
tégration

S Y ) SO S
M (l-f—)\,’. Sy 142}

se réduit, quand les A tendent vers o, &

4+ a . 6at,, a2V,

S

Ils s’annulent tous avec .. Les vilesses de rotation tendent donc vers o
avec les A.
On aurait alors a la surface

(l):

2 YV 2
aF =P §£ —ry M da=pyi+ gD ).

Mais ©, ne croitrait pas sans limite avec %,, car il passe par un
maximum et s’annule, quand A, tend vers «, comme on l'a vu &
propos de la formule (30). D’ailleurs la limite ne peut pas étre atteinte,
car on a vu (n° 1) qu'une couche ne peut étre sphérique (ue si toutes
le sont, et si la vitesse est nulle partout.

3° Dans le cas ol I'on aurait unc vitesse uniforme avec A croissant
de la surface au centre (voir n°2), pour le méme A,, on aurait w, < o,
homothétique, puisque le A de chaque couche est plus grand que celui
de la couche homothétique correspondante | formule (31)]. Quand &,
variera de o 4 %, on aura une courbe intéricure i celle de ®, homothé-
tique.

Pour le méme A, on aura o, > v, homothétique [formule (32)]. La
courhe correspondante sera donc au-dessus de celle: des o, homothé-
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tiques. Comme on a dans_ce cas A,>A,, on voit d'aprés la figure 8
qu’on ne peut avoir w,= ®, que si A, a déja dépassé son maximum.
On sait, d’ailleurs, d’aprés la démonstration du Chapitre premier, que
I'on ne peut pas avoir A décroissant avec w constant.

En résumé, la vitesse de rotation, dans le cas d’un ellipsoide hété-
rogéne tournant tout d'unc piéce, reste toujours comprise, quand A
varie de o & w«, entre la vitesse de deux ellipsoides homogénes, qui
auraient pour densité et aplatissement, I'un la densité moyenne et
Vaplatissement superficiel, I'autre la densité et 'aplatissement central
de cet ellipsoide hétérogeéne. Elle est nulle pour A = o et pour A =
et maximum un peu aprés A = 2,53....

Jusqu'au deld du maximum, et probablement toujours, on peut dire
encore que la vilesse de rotation reste comprise entre celle de deux
ellipsoides homogénes ayant méme aplatissemnent ¢t comme densité,
lun la densité moyenne et Uautre la densite centrale de celui-ci,
ou encore qu'elle reste comprise entre la vitesse qu'il aurait s'il était
homogéne et sa vitesse centrale si ses surfaces de niveau étaient homo-
thétiques.

: 34 At 3
D:J’< ;—;"f<po)'a UV:——;\;—aI'C(g).—:'—\;-

Dans le cas de |'ellipsoide homogéne on a w? = 2% f Dy

De la surface au centre, dans les autres cas, la vitesse varie plus ou
moins vite dans les mémes proportions que A et ¢.

Dans tous les cas de variation quelconque de w, p, A, & ’intérieur,
la vitesse des surfaces de niveau suit le méme cycle que pour un
ellipsoide homogéne : nulle pour A = o et A = x, elle a un maximum
qu’elle atteint plus ou moins aprés A = 2,53....

Pour le méme aplatissement, la vilesse est d’autant plus élevée que
la répartition des densités s'¢loigne davantage de 'homogénéité.
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CHAPITRE 1IL

PROBLEME DE CLAIRACT,.
VITESSE UNIFORME, APLATISSEMENT FAIBLE DONT LE CARRE EST NEGLIGEABLE.

Le probléme de Clairaut consiste a éLudicr les conditions d’équilibre
d’une masse fluide hétérogéne en rolation, en supposant la vitesse
constante et I'aplatisscment assez faible pour qu’on puisse négliger
son carré. Les nouvelles formules en ;' permetient souvent de simplifier
et de compléter les ancicnnes démonstrations, dont quelques-unes ont
été reprises rapidement dans ce Chapitre, en vue de les généraliser ou
de les adapter aux calculs numériques ultérieurs.

A. Equation générale de Clairaut. Les fonctions q et L. Limite
de N etde e. — La formule (18) développée s’éerira en négligeant £

O I T G L 3 2 [ , 3
(35) ,,—77~ng —p—ﬁ<7\,'.-—§l’>(/a+3-/: (1 —p da)<>,=;—5v>.

Or, en négligeant A*, on a (*), r étant la valeur de @ sur S,

d’olr-

3w " et/ 3at., ! , S 3.,
(36) -['—;]; -= ] —p 7‘:“().'.—'3 jl.)l[((—i- / (p.-—l(/ l[ﬂ)(\ \— j:).).

En intégrant par parties, on obtient immeédialement

30 1t 0 30 [ ., 3

— T 4 - 5‘1___ 5 .2.
(37) =7 "3~/i; pda 5 ":if p da®} ;.)‘/; o d);

(') En négligeant A%, [ et par conséquent o est indépendant de = et constant
sur chaque surface de niveau (voir Chap. I, n° 3, formule a). L'équilibre est
donc possible avec des surfaces ellipsoidales, dans ’hypothése de Clairaut,
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posons

T 36t

— da*=10 t —— =0,
il vi m e R T T
1] vient

” r 1
(38) %(7-’[)-—-'91),): :—, / pda"’l’-{-—f p a2,

o r

Ces formules (36), (37), (38) sont trois formes équivalentes de
I’équation de Clairaut, reliant les éléments , A, p, r de la surface S,,
éléments qui peuvent étre tous variables.

Remarque. — Ona
(39) -,-{-;f ~p’a3da:——p+-,%f pda*=D—p p<D;
] 0

en dérivant, on obtient successivement

(40) 3p=3D+rD,
(41) 3p'=4D"+rD".
Nous poserons

(42) t=—F=3(1—§)

{ sera analogue 4 la fonction n de M. Radau et d’une grande utilité
pratique, comme on le verra dans la suite.

Or, au centre, D = p = p,, ot { =o.

A la surface, si p, = o et en dehors de la masse, ona {=3.

On aura donc toujours avec 0 < p <D

(43) 0o<E<3.
La formule (36) devient a la surface avec r =1
(44) 4:} «f—-pas()'——a’)\’)(laﬁ-—o‘l

Or on a, du centre a la surface, 0o <<a*A*<A}. Tenant compte
de (39), on en déduit

Migint(1—

N

(45)

[S1] XY
S
un
-
Otl w

2 B,
D,

(3] %)
[S11 R ]
[}
e
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Si p,=o0en posant A} = 2¢, 0na

9. D 4
6 Llessn ou 2S1<a,
(46) 2= F47 3¢~
On aura ¢ = gsi a*A\?*=o dans (44), c’est-i-dire : 1° si toute la

matiére était condensée au centre, ou 2° si toutes les surfaces de niveau

intérieures étaient sphériques.
5 . , MR LT :

On aura e = AR a*)*=\j a l'intérieur comme & la surface,
cas des surfaces homofocales, ou bien 2° si I'intégrale se réduit a
I’élément de surface correspondant a ¢, , c’est-a-dire si g’ = o, ellipsoide
homogéne.

Dans le cas d'une masse fluide en rotation uniforme, les limites
seraient atteintes seulement dans le cas d’homogénéité ou de conden-
sation totale au centre. L’aplatissement superficiel ne dépend alors

, . 9 5
que du degré de concentration. Il se rapproche de = ou de 77 selon
les cas.

Si p” < 0, p tend vers une limite au centre, o’ prend des valeurs plus
fortes vers la surface (voir fig. 4). Ce sont les ¢léments d'intégration

5

qui donnent un aplatissement voisin de 7% qui dominent dans (44).

\ ' 2 . . .
Clest le cas de la Terre ou Z? = ;—';% =1,03 environ. Pour Jupiter, au

contraire, §=1,456, et pour Saturne 1,434; ces valeurs sont plus

voisines de 2 que de 2. Il doit y avoir une condensation prononcée,
comme I'indique d’ailleurs la faible densité moyenne.

Ce rapport Z entre dans la définition de 4, = 22 _ 2. Clest pour-
e 2 ¢

quoi M. Callandreau a pu appeler v, : I paramétre de condensa-
. . D' . .
tion (). Les quantités — -':D-, 'l%’ en somme %, joucnt plus directement

le méme réle, mais elles sont moins nettement délerminées.

2. Dérivée de la vitesse. Equalion de Clairaut-Radau. — En

(*) Bul. ast., mai 188g.
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prenant les dérivées dans la formule (36), on obtient immédiatlement
3 dwt A 307 af, a ,)
(47) W'Tr—-l.)m-—r[ —p ;5(},.-—- I‘g). da.

Posons avec M. Radau

re' rodi?
= — = ‘——2- —_—y
¢ 13 dr
d’otl
([)\z . /.z'f‘
—_— = —
dr r

multiplions (45 ) par 7% et dérivons de nouveau par rapport & r, on
aura successivement

Dty — 3£ —p’a’(r’)iﬁ—a’).’)da = 4-—1_3-f rt(w*).

GrD DY+ D20+ ra ) —3(2r2+ r22n)(D—p) = ;—i—f (rfow’),

3 (rfax) 3 rH(e?) 4+ 6r(a?)

18 PN ATION | o1 — 2%+ )= 7 - '
(48) o'+ +5n —2l(n+1) anf D1 T 4%/ el

Cas particuliers : Dans le cas des surfaces homothétiques, dA* = o,
la formule (37) donnera

—g—r.)’l“:).’D/"‘—— 3).2f,‘p da? —?——(m’rs)’: 2hrtD.
Avnf 2 J, o Anf

Dans le cas des surfaces Lomafocales, on aura dans (47) et (48)

., ab. . 32
2= —22 et 2= L,
pE: 7
d’ou
di? 2}
'(7‘; """ - ; el = — 2,
0% 8 )] . M i
: Mgty — e : .2
—d—r' .._—gﬂf).lri ("l;)')) ——734../).'(:—5)1), .

Mais ces formules des surfaces homofocales ne peuvent s’appliquer
qu’au voisinage de la surface, car on a

PR =1!

et les A croissent rapidement et au dela de toute limile au centre.
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Cas principal : Probléme de Clairaut. Dans le cas d'unc vitesse
uniforme, dw* =0, (47)ct (48) deviennent

?
(48") l'-n’+7)(ﬁ+a)—f>,:(n +1)=o.

Cette derniére cst I’équation de Clairaut-Radau, équation différentielle
du premier ordre qui définit 'hypothése d’une vitesse uniforme.

Au centre A= — Z2%, dod L. 2¢, =0 et 7= o0 d’aprés (42'),

dr
puis (48) peut alors s’écrire en divisant par r
¢’ ¢ D’ e
n-l-/——+’i—-_——-).— V=)
b\ ¢
Or, au centre, on aura d’ dpl‘(,b (41)
3
2'), '; /0.
d’'out
3z, :
! |) LR
o —— - ot ) .
o 2 Py ¢ o 03

n nul au centre commence donc par croitre et devient positif. 11 le
restera toujours, car si dans la suile on avait vy = o, on aurait aussi

ro'=2¢{>o0
et v ne pourrail pas devenir négatif. On a donc 7> o.
(47') peut encore s’écrire d’aprés (39) et (42)
(47") (C—n)r k=3 f — 4@ da.

Le second membre est positif, on a donc immédiatement, puis
d’apres (43)
(19) n<f el o<n<i{<3 (')

La /OILLIION, 7 est loujours plus pelile que { et comprise entre o el 3.

Den=— > o on déduit #"> 0, done A% ¢l ¢ sont Loujours crois-
sants du ccnlrc a la surface (Clairaul).

(') M. Poincard avait signalé 4 < 3 et M. Callandreau 1> 0. On verra au
numéro suivant Mimportance de 1 < § pour limiter le chiamp de variation de 7.
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! ! !
De 7 < { on déduit % < - %, d’otl %—?))- <L o et eD) est décroissant.

De n — 3 <o on déduit ;';(rc’ —3e)<o,dou (%)’< oect 7‘; décrois-

sant (Clairaut). Pour la Terre, on aura n <1, d'ol (;)‘<o et;
décroissant.

Dans quels cas » peut-il atteindre ses limites?

Si n = o sur une surface quelconque S, il faut, d’aprés (47'), que
depuis le centre jusqu’a cette surface, on ait : 1° ou bien A} = f;;)\’;
on aurait alors des surfaces homofocales, ce qui est impossible puisque
dans ce cas on a y =— 2 comme on I’a vu; 2° ou bien p'= o, c'est-
a-dire une masse homogéne. Réciproquement, s'il y a homogénéité,
on a{=o0 et y = o, d'aprés (47").

Si n={ sur une surface, d’aprés (47”), on a du centre & cette
surface o'=o0, homogénéité ou A*=o, surfaces sphériques, ce qui
exige que toutes les surfaces le soient (Chap. II, n° 1). La réciproque
est vraie.

Sin=3ona {=3, c'est-a-dire p = 0. Toute la masse est réunie
au centre. Réciproquement, s’il y a concentration totale, p = o0 et
{ =3, I'équation qui suit montre qu’on a aussi v = 3.

Intégrons par parties le second membre de (47), ona

mt(s-—n)z%f pdasl® <3
0
En combinant avec (38) on aura ensuite
1 5 1
(50) DA (m+2) -——5q>D,=3[ pdk* ou D(re'+2e)— ;cpl),=3f p de.

A la surface on a

(5‘) n=7>

—_—2 =

al-e

--2;

[CRES1

e

(50) dérivée sous la forme n donne immédiatement I'équation de
Clairaut-Radau. La seconde forme donne I'équation primitive de
Clairaut, équation différentielle du second ordre :

rte" 4 are' (3 —§) = 23%¢,
Journ. de Math. (6¢ série), tome VIII. — Fasc. IV, 1912, 48
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Elle permettait de démontrer que ¢ reste croissant, s'il I'est au centre.
3. Discussion de Uéquation de Clairaui-Radau. Variation de v,

— I2équation de Clairaut-Radau peut encore s'écrire

(52) ro=af+ (25 —=Mn—nt=(n—PB)a—n)

Le second membre est un trinome du second degré qui pour 0 < { < 3
a deux racines de signe contraire

—i<B<—2 e o<a<i<3,

qui tendent vers — 5 et o pour { = 0; verso et 3 pour { = 3. Elles

Fig. 9. — Champ de vaviation Fig. 10. — Champ de variation
de r+' et n, OABCD, de 7, v, OAC,

varient toujours dans le méme sens que . Pour avoir v = o, il faut
n=a.

On aencore larelation (49) v < % < 3. Donnons i { ses deux valeurs
limites. dans (52) on aura

(83) n(n—3)_ra'Z(n+2)(3—mn).
Kt comme d'aprés (49) on a 0 < n < 3, le champ de variation de ry’

par rapport &  sera limité par 'axe de ry/, O A, et par les deux para-
boles ABC et ODC (fig. ).
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Dérivons de nouveau ’équation de Clairaut-Radau, il vient
ra’" + o0’ (0 + 3)=2(%n) + 27,

Pour avoir v"= o, il faut ou bien =0 et ¥ = o a la fois ('), alors x,
aurait un point d’inflexion et resterait croissant; ou hien

o (n+3) =Y+, wadn+3dn=din+ &.

Lin intégrant cette ¢quation de o & r et remarquant que la constante
est nulle, car pour r =oonan =, =o,il vient

2{(n +1) =7(n + 6),

Cette valeur portée dans I'équation de Clairaut-lRadau donne 74 = 7.
La ligne des points d’inflexion sera donc représentée dans la figure o
par la droite OF; la ligne des maximums et minimums, v’ = o, par
I'axe OC.

Au centre onay = ie:: = o0, puis y > 0. La courbe des v part donc

de l'origine en montant avec y’'= o. Si elle ne coupe pas OF ot 7" = o,
clle reste montante et v croissant. Clest le cas de la Terre, car a la
surface on a & peu prés n =o0,5, {=1,5 el y =1,75, d'ou le point
figuratif T et la courbe OT.

Or le domaine de variation de 71’ et v comprend trois parties bien
distinctes : 1° OABG ou 'on a 0"> o, v’ croissant et positif, v crois-
sant; 2° OGC ot I'on a "< 0, %' décroissant mais positif, v croissant;
3° enfin OCD ot I'on a 4" < 0, v’ décroissant et négatif, v décroissant.
Il est facile de voir dés lors que la courbe de variation ne peut étre
qu’une courbe analogue a celle de OLMN ou une portion d’une telle
courbe selon que le point figuratif de la surface extérieure tombe dans
I'une ou dans 'autre de ces trois parties du domaine.

Enr résumé, la variation générale de v du ceutre & la surface ne
dépend que des valeurs de v et v’ i la surface, c'est-a-dire de ¢, ¢, ¢,
D,. Sin,Zo, c’est-a-dire si 'on a

b, o MED o m2 S —

. — Ot LI, -
DAy b, H Ty = 1

—

(') Cas trés particulier, peu probable. La courbe de variation OLMN, au lieu
de couper OC en M, lui serait tangente. La discussion suivante et les conclu-
sions n’en sont pas modifiées,
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7 est toujours croissant. Dans le cas contraire, n, décroissant vers la
surface passe par un maximum. Il n’a jamais de minimum. D’ot le
théoréme général :

Si v est croissant & la surface, il Uest dans toute la masse. S’il
est décroissant a la surface, il aura un maximum & Uintérieur.

Pour la Terre, en admettant% = 207,40, on aurait v, = o pour

pi1=3,607. La densité superficielle est certainement plus faible que
ce dernier chiffre; on a donc v/ > o et v toujours croissant.

Pour Jupiter et Saturne on a pour v, les valeurs 1,6/%0 et 1,586.
Les limites correspondantes de p, sont 0,406 et 0,226. Il faudrait que
la densité superficielle soit supérieure & ces chiffres pour que y soit
décroissant 4 la surface. Notons que les densités moyennes sont ici
1,30 et 0,69.

L'équation de Clairaut-Radau donne encore pour ' =oety'=o
les équations

3

+6

—_— et =
¢ + 1

2'ﬂ+5 n
2 2

3

Tragons les courbes correspondantes ( fig. 10) nous avons deux hyper-
boles passant par l'origine. La courbe v” = o est toujours au-dessus de
celle de n' = 0. On vérifie ainsi de nouveau que si n’ devient négatif,
il le restera puisqu’on ne peut plus avoir v” = o au-dessous de la ligne
1’ = o. Tracons la droite { = . Toute la courbe sera au-dessus de cette
droite OA puisqu’on a n < (.

Nous venons d’étudier ce qu'on peut savoir de la variation de v
d’apres sa valeur & la surface. On peut la déduire aussi de la loi de
variation de { ou de p & l'intérieur.

En effet v est d’abord croissant au centre. 1l ne peut décroitre qu’en
passant par un maximum, lequel exige " << o et ' = 0. Dérivons(52)
en y faisant y'=o0, 0n a

=3y (n+1).

Premier cas. — Si { reste positif et { croissant, on a " >o0 ety

reste croissant. Or
(R Q2 p ’__. .__'. _l)l I .
{_-—o(—-u) = < D
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1° Si % reste décroissant, { et v restent croissants. Or% (rapport de

la densité d'une couche & la densité moyenne a I'intérieur de cette
couche) reste décroissant pour toutes les lois de densité étudiées par
les astronomes : Legendre et Laplace, Roche, Radau, Lipschitz et
Maurice-Lévy, quelle que soit la valeur des paramétres arbitraires. 11
est facile de s’en assurer par des calculs trés simples. On peut donc
dire que pratiquement v reste toujours croissant.

Cependant -% serait croissant si p restait constant d’une surface S a

une autre §', car D continue & diminuer. Mais méme en admettant un
fluide homogéne, la simple compression des couches accroit assez la

densité pour que-l%soit toujours décroissant comme le montrent les

formules de Laplace et Roche basées sur la compression d'un fluide
homogeéne.

Aveclaloip=Beto<n<3,0na

,-I

p 3—n
D 3

= const.,

Ce sera un cas limite. De plus, avec n = {,, cette loi vérifie I'équation
de Clairaut; on a alors y = v, = const.

2° On a encore
rD’\ D #D” b
)P T

Cette expression sera toujours négatlive el v toujours croissant si
D’'<o.

3¢ On a enfin

o\’ (I
(ﬁ) = g:(eD—pD").

Or (3y) donne en tenant compte de (40 ) et intégrant par parties

r r

LN , ,‘__“l , | vy

-g'D»--‘!.—'_—‘/ pda-zp—-ﬁ . pada
o 0

sz"‘,‘iij —p'a* da,
0

et
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on aura
! I3 r - g
m(%) :p,'l)—pD':-;l-pp'-— ,Esf —¢'adda + % %f o' a* da.
L] 0

Si p” < otous les termes du second membre sont négatifs, % est décrois-

sant, { et v croissants (*).

D’ailleurs ce troisieme cas équivaut au second. En effet, dans le cas
limite ot z” =0, $ est lincaire. On voit facilement que D I’est aussi et
D"=o0. Or ¢" ct D” ne peuvent étre toujours posilifs ou toujours
négatifs qu'en passant par cette limite. Ils y passent tous deux ensemble.

Ils seront toujours négatifs ou toujours positifs ensemble.

Deuriéme cas. — Si{ est nul en un point ol 7' = o, alors 7" = o,
C’est un point d'inflexion, ¥ reste positif et v croissant, comme on
I'a vu.

Si {’ reste nul et  constant & partiv d'un certain point jusqu'a la
surface, alors de ce point jusqu'a r quelconque on peut intégrer
'équation de Clairaul-Radau prise sous la forme (52) on 2 ct 3, fonc-
tions de {, sont constants. On a (*)

dn dn dr

z A — U
=(x—73) o

G\ — Ic

' r3-8 = const.

r

n—p  a—mn

Or il est facile de voir, en résolvant le trinome de (52), qu'on a

. %~

4 <2 — B <5, D'autre part - g

quand r croit, v croit ¢galement. Si 7 croit indéfiniment, v tend vers

et v vers o, mais asymptlotiquement. On a loujours v croissant :
courbe OCD (fig. 10).

varie en sens inverse de v. Donc

Troisicme cas. — Si 7 est négalif avee v = o, alors onan"<o
ct v devient décroissant. Mais peut-on avoir y'=o0?
PPrenons le cas extréme o la décroissance de £ est maximum, c’est-

(ML Gallandrean a signalé e premicr et le troisiéme cas et surtoul ftudié
ce dernier, beaucoup moins général que le premier.

(*) Si { est constant partout, la constante est nulle puisqu'au centre on a
r=o, alors n = el v/ = 0 partout, v, reste constant, C'est le cas limite cité
plus haut,
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a-dire ol la densité reste constante a partir d’'un certain point. Si &

partir de 7 = a on a ¢’ = o l'intégrale de (47") reste constante et I'on
peut écrire

(48") (E—n)rDu =4,

Or r*D2? est croissant, donc v tend asymptotiquement vers §, et
comme { tend vers o, si p reste constant, n doit finir par devenir
décroissant. Mais cela suppose un rayon trés grand.

D’ailleurs, on peut éliminer D2 de I’équation précédente par déri-
vation. On obtient en effet

rii'—a")+E—n)(G+n—5%) =o ou ry +y(b-—y)=o,
en posant { — 7 = y. On obtient

E—n
T————— I"” = const.

d+1n—¢§
par une nouvelle intégration. D’autre part, en remplacant rv’ par sa
valeur dans l'équation précédente, ou en dérivant directement la
valeur de ¢, on obtient

3

rg=t(t—3), doi 3C_’_ ;

— const.

On vérifie les mémes conclusions : quand r croit indéfiniment, { tend
vers o et vy < { tend vers {, donc vers o.

4. Equation de Clairaut appliquée a I’ Océan. — Le troisiéme cas
du numeéro précident cst celui d’une masse ellipsoidale et hétérogéne
recouverte d'un lluide de densité constante. L’équation (48') pourra
donc s'écrire a la surface, en remplagant A? = 2 ¢,

(& —7)Dyeg==3 f —p'a*eda,
o

ol r désigne le rayon du noyau, r, = 1 celui de la masse totale. En
remplacant {, et v, par leurs valeurs et en intégrant le second membre
par parties, on retrouve la formule beaucoup plus compliquée
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donnée par Laplace et dont Roche s'est servi (*). La formule ci-dessus
a encore I'avantage de s’appliquer au cas ou il y aurait variation
brusque de densité entre le noyau et I'enveloppe, comme c’est le cas
pour I'Océan. I suffit, en effet, d’ajouter au second membre le terme
d’intégration correspondant & cette variation de densité,

. —pda=p—pi;

il vient

(54) G—m)Die=3 [ —pateda+3(p—pi)er,
o

ol p et e désignent la densité et I'aplatissement a la surface du noyau.

On peut démontrer d’ailleurs que cette discontinuité dans la densité

n’en introduit pas une dans la variation de v ou de e. En effet, 'équa-

tion de Clairaut-Radau montre d’abord que x’ reste toujours fini quel
M A ’ 5 ’

que soit 1 et {, et méme que ry' < 34—- Donc 7 ne peut pas éprouver

de saut brusque.

Pour serrer de plus prés la difficulté, on peut toujours supposer a
la surface de discontinuité une variation extrémement rapide de la
densité. L’équation de Clairaut-Radau reste applicable. Sinous posons
=+ f(r), elle devient

rad +0(4+f)=f ou Yy +Py=Q,
équation linéaire et intégrable qui donne

y= P_fpd'r((]-f-chsﬁwrd.p) =1 —Pde)[C+(1+Pdr)Qdur],

car le champ de la varialion, supposée trés rapide, se réduit & un seul

(') Méc. cél., Liv. 1lI, n° 3h, et Mémoire sur Uétat intérieur du globe terrestre,
1881, p. 29. Mais il faut remarquer que Roche suppose la terre formée de
trois couches homogénes et applique cette formule aux deux couches inté-
rieures, sans lenir compte de la troisi¢me, ni de la discontinuité dans les den-
sités, Hamy, dans son Etude sur la figure des corps célestes, 1887, a repris
la méme hypothése des trois couches homogénes sous une forme plus rigou-
reuse. Dans les calculs numériques, j'ai pu traiter le cas général d’une variation
continue de la densité (voir Chap. VII),
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él¢ment d’intégration, et 'on peut développer, cn série, en ne conser-
vant que les premiers termes. Or, pour dz = o, on aura y = C =1,
d’oll finalement

I/
n:(:—-./'_%f(la:> ('n. —+ fr/x) =N — 4-'_'f'n.d.zf-f— {d.r.

r r

La valeur voisine de v, au point de discontinuité n’en différe que d’un
infiniment petit, v; ne subit donc pas de variation brusque. D’ailleurs,
en remplacant f par sa valeur, on retrouve identiquement la loi de
Clairaut-Radau, qui demeure donc applicable méme dans le cas de
densités discontinues

n——*nl:dn::[)g('ﬂ+l)—"f4('ﬂ+5)]’,l—.r'

Si dr, la profondeur de I'Océan supposée constante, est assez petite,
cette dernicre formule suffit pour donner la variation de v de la surface
de I'écorce & la surface de I'Océan.

La formule (52) donnera aussi dans ce cas

e (n+2)De—50D, =230, de.
J<n éerivant

n=mn,—dn, D=D,—dD, * e—=e¢,—de,

en développant et tenant compte de la valeur précédente de dy, on

obtient

de dr re

— = — ou — =

€ r ¢
La variation de ¢ est encore donnée & la surface dans le cas d'une
discontinuité, par la méme valeur de v que dans le cas d’une variation
continue de la densité.

Sim, et e, ont été calculés dans I'hypothése d'une loi continue de la
densité pour la surface solide d’une planéte, la valeur de correc-
tion de dy pour la surface sera encore donnée par la loi de Clairaut-
Radau (V).

(1) I serait intéressant de pouvoir tenir compte de l'influence de 1'Océan
daus les calculs numériques, mais il s’introduit de nombreux termes de correc-
tion qui rendent les calculs pénibles. Dailleurs les irrégularités de la surface

Journ. de Math. (6° sévie), tome VIII. — Fasc. IV, 1912, 49
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4. Etude de w* en fonction de geldee.— Ona

1
|+ A= Zl——“e-‘)‘ 1 i—').e+3e’+

Dans (36) faisons A*= 2, et changeons la variable @ en r pour
simplifier :

. 3w e " 0 30 " s 3
(93) m«p[ Pd'—'};;ifo P”e’—};[ P"‘j

Or quelles que soient la loi des densités et celle des aplatissements,
comme o < r < 1, on peut les supposer développées suivant les
puissances de 1 :

(36) p=pe(1+a,r+asri+...), Pr=pPo(1-t- 0+ ay4...) = po(1 + &),
(57) e=e,(1+3ir+Part+...), er=e, (1 + B+ By+..) = e (1 + B).

En portant ces valeurs dans (55) et intégrant, on aura

- 3wt
(55") g7 = o (ho+ kyr+ kyr?+.. ).

8 f
On obtient facilement en faisant les calculs :
a 3
ka::-g g[ﬁi<l+ o+ 5“3‘" )
. : .
+z@,<;+§a,+ 7a,+...)+35,(§ +T,‘a.+...>+... |
3 3
/l'|:: ﬁ|+zdi)—3(ﬁl‘+‘ >+ 3I SI+ %y
3 3 3 5 3/,
hy= (ﬁa**‘ Z“nﬁn‘*" 314)*"—;(\ e _“lm ;“'> + :-‘)(P:-*‘ ;“:;31)-,
3
ks= (ﬁs‘*‘ o, (0, +

%@ﬁ-%@+6m@

’lb
ml =t 3‘] [3X)
\/

3 2 L
> f,(ﬁs'*" 3‘“152 g :‘5“21#1)-

La loi de formation des termes est évidente, Aprés réduction, le terme

lui enlévent de I'importance, d'autant plus que les diflérentes lois de densité
donnent a trés peu prés le méme aplatissement, quelle que soit la densité super-
ficielle admise.
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général peat s'écrire

(58) kll:ﬁn+'2-alpu—\+g’a,ﬁn_g+...+

3
rn(n+5)

—
n-+3"

(o Bu—t+ 2a3Bng+...+ nay).

Cette formule, linéairc en a et en 8, rclie 2, et B3, aux « et § précé-
dents. Si w est constant, il faudra faire

A‘l':/t'z:. o= k,,:o.

On voit d’apreés la formule de récurrence (58) que tous les { seront
facilement déterminés de proche en proche au moyen des a, ou réci-
proquement les « au moyen des 8. Avec k,= 0, on a

1
By =~- Za,,
Si donc on se donne la loi des densilés, on en déduira celle des apla-
tissements et réciproquement. Il suffit de connaitre ¢, = ¢,(1 + ),

L) € N v o« -
d'oli ¢y = 1+';3’ ol { sera déterminé par (55). Il n’y a qu'une seule

solution,
Si @ n'est pas constant, on pourra écrire

(59) wr=wi(14+yir+ 2 +.0), W= (1 71+ ya+.) =wi(1+7).

Il faudra alors connaitre deux quelconques des relations (56), (57),
(59) pour déterminer la troisiéme. On aura

8 k
“’3:§7"’f"o.°o/‘b el VI:/_-l’
b ‘o

Ll est plus naturel de supposer ¢ connu, car il sera plus facile de fairve
des hypothéses ou des mesures concernant cette donnée physique.

Nous pouvons supposer ¢, et D, suffisamment connus, cc qui permet
de déterminer deux des paramétres g, @, &,, ... de (56). On peut
supposer lous les autres nuls, sauf 2,, el I'on a la formule de Roche

0 == 2y (1 — ar?),

ol g, el & sonl complétement déterminés par les valeurs expérimen-
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tales o, et D,, ce qui ne laisse pas assez de souplesse & la formule pour
représenter les autres données. (On écrit — «, car p est décroissant,
p<o.)

Si, au contraire, on annule tous les coefficients a, sauf a, qu'on
laisse indéterminé, on ahoutit & la formule de Lipschitz & trois para-
métres

0 = po(1 — ar}, D:p0<t~ 3“, f‘").

¢ et asont déterminés par g, et D, et 7 pourra varier de o a =. La loi
des densités variera en méme temps depuis Phomogénéité parfaite
jusqu’a une certaine condensation, ui n'est jamais lotale.

Dans ce dernier cas, on voil facilement sur la formule de récur-
rence (58) que tous les 3 seront nuls, sauf les multiples de », et I'on
aura

(61) e = ey (1 31+ 3oy 1 .. ),

On a vu que si ® est constant les 3 ne dépendent ue des . La loi
de variation des aplatissemenls ne dépend que de celle des densiles.
Si cette loi des densités est donnée ct reste la méme, celle des aplatis-
semenls restera également la méme, quels que soient la vitesse de rota-
tion et le rayon total de la masse. Il suffit que lc rapport des distances
soit conservé dans la concentration ou la dilatation de la masse.

Dans le cas de w constant la formule (55’) donne

30)2 /u’n
W:o"p°k°:e'p°l+-,3’
or
30)2 .
4n/D, ¢
et
3 3 )
(62) D,:po(x+—ﬁ-a,+§u2+... =po(1 +a'),
on a
” / “ ’
(63) c':—_;? Q___*._ﬁ__)_(l_t_lj_), €= .:f(z).
2 Ao )

', B et k, ne dépendent que des «; il cn est de méme de ¢ si 4 ou ©*
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reste constant. De plus, si la loi des densités reste la méme, ¢, est
proportionnel & 9 ou & w? (*).

Or ¢, et ¢ étant donnés, on pourra toujours déterminer f(a) de
maniére i vérifier (63 ), ou bien on pourra faire varier f(«)de maniére
a réaliser différents aplatissements, mais toujours 4 la condition que @
soit faible et ¢* négligeable. On a vu dans le Chapitre précédent qu’au-
trement il n’en est plus de méme et que w passe par un maximum.

On a donc le théoréme général suivant :

Dans vne masse flutde hétérogéne, remplissant les conditions du
sene, remp
probléme de Clairaut, la loi de variation des aplatissements ne

dépend que de celle des densités et Paplatissement super ficiel est
proportionnel a 3.

Si @ varie en profondeur, les ¢ et ¢, dépendront en oulre des para-
meLres vy, ¥, .- qui définissent cette vitesse.

CHAPITRE 1V.

PROBLEME DE M. POINCARE.

L.e probleme posé par M. Poincaré consiste 4 déterminer les limites
de I'aplatissement qui vérific & la fois les conditions de la précession et
celles de 'attraction. Ces conditions sont traduites expérimentalement
par la valeur de J, rapport des moments d’inertie déduit de la cons-
tante de précession el par la valeur de ¢, rapport dc la force centrifuge
a 'attraction, sur I'équateur.

L. Les trois équations qui déterminent e en fonction de %, de J,
de 3y et de J. — L’équalion de Clairaut (38) devient i la surface

o « . "
., ay 3 ” S
(4% - ?)I),::j p da’ A, ?<e — .-;-)l), 2. { odaie,

0 )

(64)

el L

(') M. Hennessy avait déja indiqué une formule analogue a (63), relative a
Paplatissement superficiel seul. Voir Comptes rendus, 1. NCIV, p. 520,
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Si la loi des densités est donnée, on en déduit celle de ¢ dans I'hypo-
thése de o constant (Chapitre préciédent) et (64) donne ¢, en fonc-
tion de g, valeur qu’on désignera par e,

On peut déduire également ¢ de la considération des momenlts
d'inertie. Pour un ellipsoide homogéne de révolution, on a

RS

!
R 1
A= -mb?, B = cm(at+ ). nm - ;:mab’,
: 5 ;

.

-

8 A . . .
A= T(gﬂP“"(l -+ A1), B= T%xpa"(l 4+ 22) (2 + %),

Les moments d’inertie d’une couche ellipsoidale de densité g seront

d\ = —%npda’*(n + 22)?, dB = l—' moda (1 + k) (2 +12).

-

Ceux de l'ellipsoide hélérogéne seront alors

o1

) 1 ’
(65) A= %ﬁf pda (14 12), B:ir)r[ nda (14 1) (2 +12).
' 0 e

Puis on aura immédialement en négligeant »°

W
pda (v -+ 1)1t
. A—B
(6-) ) J - N o T
2| pdd*(1+ 212)

v

Si l'on néglige de plus A%, on a

X . i al
(66) j odu 1 =2 .I/ 0 da, / oddde—= .l/ o du’,
0 0 . 0

Enfin, en combinant avec I’équation de Clairaut (64), on obtient

- 1 ~ . 1
(67) %(7\’-—- "J)l‘),::ta.] [ I'u/(f". -;-<(- ‘i)“, == [ p!/u”.
R gy { 7 J

La valeur de J est déterminée par 'Astronomie, (66) dounera une
nouvelle valeur de e qui en dépend et que I'on désignera par ¢,.
L*quation (67) donnc une troisitme valeur de ¢ qui dépend & la
fois de » et de J, et désignée par ¢,,. Ces Lrois valeurs doivent concor-
) I 12
der, la loi des densités ¢tant donnde. Nous verrons par les calculs
) l
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pratiques que l'inverse de I'aplatissement, qui satisfait i ces trois
relations, varie & peine de quelques dixi¢mes quelle que soit la loi des
densités.

Ces trois relations fondamentales peuvent s’écrire en une seule :

I3 " 1 1
',-;—(c—- -;—)D,:f pda‘e::Jf oda’.
v 0

. . . . . p, s 1
2. Equation de condition entre ¢, g, J. Limite inférieure de -

— Les trois équations ci-dessus sont indépendantes de la loi de la
vitesse de rotation. Elles sont encore vraies quand w est variable.
Avec w constant, dans le cas du probléme de Clairaut, on peut établir
théoriquement la nécessité d’une limite étroite entre ¢, 3, J, en intro-
duisant, au moyen de I’¢quation différentielle de Clairaut-Radau, cette
condition de la constance de la vitesse.

En effet, on a identiquement

“ @ a 5 ll 3 "
f Dda":.’)[ arla[ oda® = Ta’f oda*— ;/ oda?,
0 v v 4 v 2y

et & la surface

1
(67') 3/ pda'*zz')l)l-—zf D da’.
0 0

Portant cette valeur dans (67) il vient

J/ !
(68) (lf-g)l‘),:le),—i’.l/ Ddas.

D’autre part, on a aussi identiquement

R Sa'D) 1%
(681) (a'\/l+-r,D)': Sa‘l (|+'fl+(£‘+l_.t—.ﬁa_-)'
Vi+ 10 B b

‘n introduisant { et I'équation Clairaut-Radau, on a

(a*yiFan) = ;/’a—*';(* )
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On intégre de o it ry, =1 et il vient

11+ = 'ﬂ—-— 7,

(69) Dl\/l+n,_/ Dda‘——l\/ Ddas.

\/1+'n

K désigne la valeur moyenne de l'expression en 7 ou I'on aura
o< n<n, puisque n est toujours croissant. Cette valeur portée
dans (68) donne

4J\/l+l,. —J

2 I X(
= 2J + 9. ('+3J-‘{—+—il

[§

v e

(70) A

C’est I'¢quation de condition que doit vérifier A2 ou ¢, et qui dépend
de p et de J. Le premier membre est fonction de ¢, le second en est
indépendant.

Or K ne peut varier qu’entre des limites trés étroites. On a, en effet,
le Tableau de variation suivant :

Ko A0 —34)
- 3
20 (1 + 1 )?
m|o Va Ty 3
ki{o + 0 - -
K {1 1,00075 K, 0.8
T ome N\ L
Fig. 11,
En admettant 292 < -; <298 avec n, = —: ? —2,0na
=1) 0,531 <7,<<0,583 et  0,9999 < K, << 0,9996.

On aura donc finalement
0,9996 < K < 1,000 73

K ne différe de I'unité que d’une fraction o,0004 inféricure 4 A* ou e.
Or,.J étant de I'ordre de A%, on peut donc faire K =1, en négli-
geant A*.

L’équation (70) donne alors comme solution (') : %: 297,27.

(') Rapav, Comptes rendus, t. C, 1883, p.g72 et Bul. ast,, v. 11 p. 157,
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C’est la seule valeur qui puisse concorder avec les données expéri-
mentales de la précession et de I'attraction, dans les limites de précision
du probléme et dans I’hypothése de w constant.

Remarque. — En dehors de toute hypothése et de toute donnée
expérimentale dont dépende 7, on a K S1,00075; on en déduit dans

A o e 1
les mémes conditions ('), - 2297, 10.

3. Les deux limites de Udquation de condition. — 11 importe
d’étudier plus complétement cette équation (70) et les limites précises
de sessolutions, avec les limites exactes de K, pourl’¢tude du Chapitre
suivant olt 'on liendra compte de A'. D’ailleurs, les termes en A*
négligés sont complexes et nombreux il est probable qu'ils se détruisent
mutuellement et que (70) donne déja une précision assez grande,
comme on le verra en effet dans la suite.

Posons
2 VI 50
)'::L'+3J\—/T-—'; 1‘,:;-;--—-2,
on a
i‘x——l—-_l]_fi —-‘.___-—| 2 J Co4a)
de CPK 20* \/|+-{“ o 25.K \/|+-{“

Or I'expression en 7, est croissante pour 0 < v, < 3, on a donc

f_ _2_('01‘*"2)2

- . <.
25 2 /i 4,
J 288, 38
De plus s = ;—OJ—; = 0,94454; on aura donc
J 2 J ('ﬂ;+2)2
— <1 el — LTS
oK 25 9K\

si K > 0,94454, ce qui a sirement lieu pour la Terre d’aprés (71).
Donc y’ reste positif; y toujours croissant ne peut passer qu'une seule

(') Cette démonstration fondamentale est due & M. Poincaré (Comptes
rendus, t. GVII, 1888, et Bul. ast., 1. V1, p. 5 et 4g). Voir aussi Figures d'équi-
libre d'une masse fluide, p. 9.

Journ. de Math. (6 série), tome VHL. — Fasc. 1V, w2, 50
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. Q .
fois par la valeur > + J, quand ¢ varie. Il n’y a dans le cas de la Terre

qu’une seule valeur de ¢ solution de (70) (*).
Donnons & K ses deux valeurs limites; on aura, pour déterminer les

limites correspondantes de e, les deux équations

Vi-+7 9 2 147

Yy rm o j4 - Sy

2
(70') e+ <) . e+ =

3 1,0007)

[l
+
~ e

1 !
L4 =0 — —0]

2 10

Orona
J+ -g- = 0,00} 009 19,

en donnant 4 e des valeurs réguliérement espacdes et en déduisant 1),,
on trouve pour la valeur y du premier membre des équations (70") le
Tableau suivant (on n’a ¢crit que les deux ou trois derniéres décimales
de y, en prenant pour unité la huiticme) :

é- 297,0. 07,1, W2 W3 W4 W5
K =1,00075.... 0,00500984 917 849 581 ik 645
K=K,........ 0,00301180 1113 107 981 914 848

On a donc en résumé, par un calcul trés simple,
1
(71) 297,097 < 7 < 297,393,

La valeur de ¢ est renfermée ainsi dans des limiles trés étroites.
Elle dépend de la précision des mesures sur 4 et J. Or, on obtient
facilement

SO ) 1 9
(72) (L—/.)dg_z(t—-)d‘, (——/.\)d?
avec
e 1 1<J+g—-e>n'+?-
aKe /15 2 2 N+ 1
Pour les limites de e trouvées ci-dessus on a
\ 1 1 1
(12-0,787dj +o,1ggd$-

(*) On aurait les mémes résultats, méme pour v, < 1, c’est-a-dire

1

—2/6
- = 346.

A

oo

Q| -
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. . 1 1 oy .
Un accroissement de 0,1 dans la valeur de j et v produit & peu prés le

A . I
méme accroissement 0,0986 dans celle de _-

4. Calculs numériques directs au moyen des trois équations fon-
damentales. Aplatissement qui en résulte. — Les trois formules (64),
(66), (67) appliquées a la loi des densités de Legendre-Laplace :

sinmr .
0= "fPo—pr donne les valeurs ci-dessous :

m. 138, 140-. 1420, [EEL 146e.
e'_ ......... 88,7 291,2 293,9  296,7 299, 7
.

L 299, 1 298,5 297,9 297,3 296,6
€y

L 293,8 294,7 295,8  297,0 298,12

Tisserand avait déja calculé la premiére ligne des ¢, (*). On obtient
comme courbes représentatives de ces trois séries de valeurs des lignes
presque parfaitement droites, qui se coupent au méme point ou
I'on a

. 1
p1 = 2,61, z = 1297,2

Avec la formule de Roche ou celle plus générale de Lipschitz, on
doit faire { < n < 3 pour avoir 2 < p, < 3, et n <7 pour g, >o0.On

obtient, dans ces différents cas, comme solution unique :

n. R 1. 2. 3. 4 5. 6. 13,
é.... 297,187 297,171 297,173 297,184 297,19 297,20 297,2¢ 297,21
P v 2,961 2,723 2,233 1,779 1,303 0,832 0,357 o,0

Valeurs trés voisines et toul & fait concordantes avec celles qui pré-
cédent.

Avec les lois plus compliquées

p=po(1—art)r et p=po(1—art),

(') Mée. cél., . 11, p. 237.
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on obtient

1 -
2:297,183 el 297,15
ainsi que
py== 2,632 et 2,734,

8. Calculs numériques au moyen des formules de Tisserand et
de M. Lévy. — Lipschitz avait démontré (') que, dans lc cas de la
formule étudiée par lui, la valeur de I'aplatissement, donnée par la
formule (64) en y faisant @ constant, était représentée par une série
hypergéométrique.

Tisserand est arrivé i résoudre cette ¢quation transcendante d’une
maniére trés simple (*). 1l arrive alors & écrire ['équation (67) entre
e, ete

[ J
3—R

5)

.
v
(:--§ J,

ol R} est fonction seulement des donnces superficielles ¢, p,, D,. En
modifiant légérement les notations par I'introduction de 7, au licu
de 2k et 2R’ =R + 2, I'équation ci-dessus s'éerit

2 Q
e+ IR =)+ 5,
B} 2

ou
W — ! i al—1 0} . 1082-- 31+ 0}
=1+ = =+ e < o7
2 2 4 ) 128 9
12653 — 48372 4- 665 — 225 1}
e AR ERY
/

—%’_ de M. Poin-

caré est remplacée par son développement suivant les puissances

Clest I'équation de condition (70) o la fonction Vi

de %‘ et de { dans le cas ou les densilés suivent la loi de Lipschitz.

(") Journal de Crelle, t. 62.

(*) Comptes rendus, t. XCIX, 13 oct. 1884, p. 579, et 1*r sept. M. Callandreau
arepris les mémes calculs dans son remarquable Mémoire sur la théorie de la
Jigure des planétes, p. 71. Tisserand donnait aussi aprés Lipschitz le dévelop-
pement des termes de la série hypergéométrique. Jai pu les remplacer par ceux
d'une autre série hypergéométrique plus simple et plus rapidement convergente,
ce qui a rendu possible les calculs numériques du Chapitre VII,
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Tisserand supposait I'aplatissement e suffisamment connu par les
mesures géodésiques ';: 292,5 et il pensait pouvoir en déduire la
valeur des trois paramétres p,, ¢, n, de la formule de Lipschitz qui
vérifieraient I'aplatissement mesuré et pouvoir déterminer ainsi plus
complétement la loi des densités. Tl a constaté sculement que R
variait trés peu, trop peu pour permettre de réaliser 'accord. Il a
méme cru que finalement celte valeur de R ne dépendait pas de celle
de p,. C’Ctait avant les travaux de MM. Radau et Poincaré. Nous
savons maintenant que la faible variation de la fonction R de Tisse-
rand tient & la forme méme de I'expression K & laquelle elle corres-
pondait.

Ici, je me suis servi des mémes formules pour résoudre le probleme
inverse. J’ai supposé I'aplatissement ¢ insuffisamment déterminé par
les mesures géodésiques, et cherché la valeur de e¢ qui répond aux
conditions du probléme. J’ai donc donné & e et & p, une série de
valeurs compatibles avec les limites expérimentales : 2 < g, < 3, et
les limites déterminées dans le paragraphe précédent :

'
297,10 < P < 297, 4o.

Pour chacune de ces valeurs, j’ai déterminé celles de n,etdef quiy
correspondent, puis celles de R en poussant la précision jusqu'au

cinquiéne chiffre et tenant compte du terme en n}. J'ai obtenu ainsi
3—R . . A . .
les valeurs de ——J=1J — ;JR’ qui doivent étre égales a ¢ -—g

2
d’aprés Péquation de condition.
Ces différentes valeurs sont consignées dans le Tableau suivant
.y . Q
(la derniére colonne contient celles de e — ;) :

Pr-

S

e 2,0. 22 246 28 30 ¢
297,0..... 0,0016320 320 320 3a1 323 324 332
297,1..... 0,0016316 316 316 31z 318 319 321
297,2..... 0,0016311 311 3u 312 313 315 309
207,3..... 0,0016306 306 306 303 308 310 298
207,400 0,0016302 302 302 303 304 Jo3 287
297,9..... 0,0016297 297 297 agN 24y oo 278

rie...... 297,17 297,17 297,17 297,16 297,15 297,13
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En tracant les courbes de chacune des colonnes qui correspondent
a des valeurs diff¢rentes de p, on voit qu’elles coupent toutes la courbe

de la derniére colonne ¢ — %dans I'intervalle : 297,1 < % < 297,2.

Un calcul facile donne dans chaque cas, pour chaque valeur de z,, la
valeur précise de I'aplatissement qui satisfait & I'équation de condition,
c'est-a-dire & la précession et a attraction. Ces valeurs sont con-
signées dans la derni¢re ligne du Tableau. On obtient, i 0,01 pres, les
nombres trouvés par les calculs directs.

Ces valeurs sont plus prés de la limite théorique inférieure 297, 10
que de la limite supérieure 2¢7,40. La valeur moyenne de » est
plus prés de celle qui correspond au maximum K que de 7,. Et cela
devait étre, car la valeur de K égale &4 1 au centre, maximum pour
n= % et égale de nouveau & 1 pour n =0,53..., reste bicn plus long-
temps au voisinage de son maximum que de K,.

Méme en faisant varier p, de o & 4, on aurail encore

1 -
297,00 < (—' < 297,29,

M. Lévy (') a donné une formule plus générale que celle de
Lipschitz, contenant un paramétre de plus : D = go(1 — a, 7 )*. Elle se
raméne & cellede Lipschitzen y faisant . = 1eta, = ,735—_0; d’apreés (62).
On peut lui appliquer les mémes calculs. R est a peine modifi¢ de
0,0003 par l'introduction de w dans le terme en v} seulement. On

obtient les mémes résultats que ci-dessus, relevés de 0,01 4 0,02.

/
SUotete 207,19 297,19 297,19 297,17 297,16 297,14

La loi de Radau (*): ; =1 %(I — 7) rentre dans I'un des cas
1

particuliers établis par M. Lévy, celui ot

L+ "D
2ih+1)  an+a)

(') Comptes rendus, t. GVI, 1888, p. 1270, 1314, 1375,
(*) Bul. ast., t. 1, p. 157,
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comme il est facile de s'en rendre compte. Ille donnerait donc les
mémes résultats,

‘nfin, j'ai étudié aussi une loi nouvelle des densités et des aplatis-
sements (ui peut étre considérée comme un cas limite de conden-
sation. En faisant v = o, on satisfait aux équations de Clairaut avec
1 =1,, constant, { ={,, constant, puis ¢ = e,7™; g = g,r *. Cette loi
sera étudi¢e au Chapitre VII. On trouvera pour la valeur de 'aplatisse-
ment qui satisfait & I’équation de condition -; = 297,393. C'est préci-
s¢ment la limite supérieure déterminéc dans ’hypothése ol la valeur
moyenne de 7 serait égale a n,, ce qui a lieu ici puisque v} est constant.
('est la une justification remarquable des ces calculs purement théo-
riques du 3¢ paragraphe de ce Chapitre.

6. Calcul de g. Valcur de e qu'on en déduit. Précision des
résultats. — On a immédiatement pour la pesanteur
Xz b2

(73) 5’2: x3+ (\,-*— (1)2.1’)z - :;; m(l -—).5 Sin’g “+ 2;\5 Sin’e— )n‘ Siﬂ‘o).

en tenant compte de I'équation de I'ellipsoide et de la condition (4)

Yruly X 1
y  xa+
D’autre part, la formule (16), intégrée par parties, devient & la
surface
, ’ ol s
(74) i::—-%1:/'/ pda“l_;,;‘ ({— arctang!)
'y N

N

4 o N8 3, 3, ~
__—gtfl pda (1+7\)i—5(|——31+;l +)

En remplacant / par sa valeur donnée par (77 ), page 67, on a en négli-
geant A*
M

(75) g:fa—,(l — e+ 0) [l — (g ) ——o) sin’@] (8 = colatitude),

La pesanteur est maximum aux poles

M
a?

R
Sp—

(1—2¢4-0).
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Elle est plus petite que si toute la masse était au centre, car 2¢ > 3.
La variation de la pesanteur de I'équateur aux pdles est

n—_

[SR NS

¢—e=e(n+1).

On en déduit la valear de ¢ au moyen des observations du pendule.
Le résultat n’est pas trés précis (').

Pour la variation de g en profondeur on peut négliger I'aplatisse-
ment, on a

m e
g:fﬁzgn’f}_—,{ p(lr:’:gnfrl),
o
d'or
A
g’:%ﬂf([)»—{-I‘D')::igﬂfl)(l—-g).

Si & la surface on a §{ > 1, c’est-a-dire g, < 3, 706, on aura g'< o, alors
g varie en raison inverse de r ct croit a partir de la surface jusqu’a un
maximum pour { = 1, puis décrolt jusqu’i o.

Sil'on avait { =1 partout, on aurait £ = const. 1l est & remarquer
que I'hypothése vy = const. donne {, = 1,017, valeur trés voisine de .

Remarque. — On a la relation

(/3 1
a—’-:|+7\’:(l+s)’:

e
On a aussi, ¢ étant 'aplatissement et ¢ P'ellipticité,
1 a b
Tt b—a e b—a "

En négligeant ¢* ou e?, en prenant ¢ pour ¢ et réciproqucment, on fait
donc une erreur d’une unité sur I'inverse de I’aplatissement.
De méme, en développant I'expression ci-dessus, on a

3
B=2e+ 3et+ [ +...= 2e(l+—;e+...),

2

(') Faye montre dans son Cours d’Astronomie de UEcole Polytechnigue, .1,
p- 357, que les neuf déterminations principales laissent subsister une erreur pos-
sible de 6 unités sur I'inverse de I'aplatissement, ce qui est énorme. Avec les
mesures actuelles plus précises et plus nombreuses, elle resterait cependant du
méme ordre, c'est-a-dire de l'ordre des unités : 298,3 = 1, d’apros Helmert, en
tenant compte des termes en ¢,
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d’oit

s"n

_" 3 )-1,§+
Q_ze+ =i

Ainsi en remplacant A? par 2¢ et négligeant ¢* on fait une erreur de
+ 1,5 sur l'inverse de ’aplatissement, sans parler des autres termes de
correction. La précision des résultats obtenus ci-dessus, a quelques
dixiémes prés, est donc illusoire, et il faut de toute nécessité tenir
compte de A* pour que la précision réelle égale la précision appa-’
rente. C'est 'objet du Chapitre suivant. Mais la précision de cinq et
six chiffres en premitre approximation était nécessaire pour obtenir
une précision égale dans la seconde approximation.

CHAPITRE V.

PROBLEMES DE CLAIRAUT ET DE M. POINCARE EN TENANT COMPTE DE .

Nous reprenons ici les deux problémes précédents en étudiant les
corrections a introduire dans une seconde approximation.

\. Etablissement des formules. — La formule (18), développéc
suivant les puissances de /et de A, donne

3w ,z=1+1,3 6.y, 6

+[(p,-pda)’”( gx*_ga\nra—gw).
/

La valeur de [ est donnée par la formule (@), Chap.1l, § 1. En posant

.2 2 .
:—,- = cos?{ et % A? =% (r=ade S,) on peut I’écrire
(77) U cos?@ + (1 + A2 sin*§ — ) 21— fBr=o0,

(Dest une équation du second degré en /2. La racine positive seule

convient. Représentons par D le discriminant de cette équation, on

obtient facilement en développant sa valeur et négligeant les termes
Journ. de Math. (6 série), tome VIIl. — Fasc. 1V, 1912, 51
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en \°

VD = (14 A2 sin0 — %) + 2(3* cos?6(1— A% sin? 0 + (B sinf),
(78) B=P*[1— (A~ (t)sint6]... et za:pz[u-%(x;_msinaa]... ).

En portant dans 'équation (76) et négligeant A* on obtient
3w? " a1+ A 3 6 6
(79) i ‘/o "‘P";;',—_*'_T; (7\,'-~-5~5'—g)k§5’+3_-(3‘)da
+f (p.-p'da)'”( ~ - 2n)
— Lt [~ 03— - Sy
en intégrant par parties et remarquant que 37 = A?, on a
, 3w? " a® 1+, R
oo B [ IR (e e S 88)
1+ A 3. 6
+f ¢ ).* Si—funy - )
——;sin’é‘fo pd,-s(l,’.-—ﬁ’)’.

C’est la formule qu'on aurait trouvée directement par la méthode

.. - . xzr .
ordinaire (*). Comme sin®*8 =1 — 75, il vient

"t do?

Y S .
7 gm= [ —A OB de= A,
va

C’est bien un cas de la formule géncérale trouvée au Chapitre 1.

(80)

2
(') En posant cos?§= .ﬁ‘y—’ et poussant 'approximation plus loin on obtient

(78") B=F1— (M — B)sin?0(1— A1 — B+ 2B8?sin?f)...].

(*) On vérifie facilement qu'elle se raméne a la formule (1) de M. Callandreau
(Mémoire sur la théorie de la figure des planétes, 1889, p. 31; Annales de
i’OQbservatoire de Paris, t. XiX).
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©, et w, étant les vitesses & I'équateur et au pdle, on aura encore
o'=o) - anfAsin*0=w!+ 27 fA cos?l == w} (1 + a cos?f),

I
n*=al;—mnfAcosal, m:,:;(m:«kw}).

o |

Pour que les surfaces de niveau soient ellipsoidales, il faut que la
vitesse croisse de 'équateur au pdle, sur chacune des surfaces, suivant
la loi ci-dessus.

On multiplie A de (80) par 7, on dérive par rapport a r et l'on
obtient, en tenant compte de (47'),

'Y r
(81) /'%%+7A:2(2)\,'.+r‘—?7>%;‘[ -—p’(l}.—-ﬁ’)a’da:-;-D)\"n(a-hn).

En dérivant de nouveau et tenant compte de (47') et (48), il vient

(82) 8rA/+ r’A”:gD)\‘[CM+6n+3n’)——2n(5+[m)].

Au centre A = o, il reste ensuite toujours positif, d’aprés (80).
- , Co A A
En divisant(81) par rona A’ = o, au centre; car - = o0 et — =o.

A est croissant au centre. Il ne peut décroitre qu’en passant par un
maximum, c'est-3-dire pour A’=oet A”< 0. Il sera.toujours crois-
sant, d’apres (82), si

(83) 4+ 6n+30)—2n(3 +4m)>o.

M. Callandreau a montré qu'il en était ainsi pour n 2 3, avec la formule
de M. Radau (').

Drailleurs, A} — (3% est toujours positif et croissant avecr, 2= g—: A2
étant décroissant. Si I'on représente par (A} — 82),,sa valeur moyenne
on a, d’aprés (80),

A== [ —pa@da=(01—B)L(D—p).
= P P
[

Or, pratiquement, D — 3 est toujours croissant comme { avec les dif-

(') Méme Ouvrage, p. 3g.
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férentes lois de densités étudices. La valeur moyenne de A7 — 32 sera
croissante également ainsi que A.

Le maximum de (X! — #3)?estA}; d'ot A < A*(D — ), quantité
toujours croissante.

On peut trouver une limite plus faible encore. En effet, d’apres (81),
on peut écrire

2

(a’A)’:%DK‘v,(z+~n)a‘. PA== [ Div(a+n)da’;
(]

A? et v} étant croissants, ona

f l"n(2+n)Dda’<Z‘n(2+~n)f D da,
L] 0

f Dda"::zf a'Dda‘<zr’f D dat,
0 5 0 5 L1

En tenant compte de (6y) intégrée de o a r, ol 'on fait K =1 en
négligeant les A°, on a

Or

.
(8% Kf Dda*=a’D 1+ et A<-]2—$D7\‘~n(2+'n)\/l+1,.
[}

. Iy . ) . 7 3 (‘a)2

Pour la Terre & la surface on aurait, d’aprés (80") avec 2nf = ~ oD
2 e 2 A 1 P

ot:.—.('—)Lw—:-w—-:G%l—ﬂ;<g%n(2+‘n)\/l+vn=2en\/l+n:o,oo&58.

Or toujours d’aprés (80’) on a, en négligeant «?,

w:we(l+§cos'0), T:T,(l—;cos’e),
(84")
ST:——ET,cos"O, W= 9—1‘:
2 1

A 45° la rotation devrait se faire au maximum en gg* de moins qu'a
I’équateur, pour que la surface soit rigoureusement ellipsoidale.

Par des calculs numériques avec la formule de Roche et 2 < p, < 3,
on trouve

0,001 33 < @ < 0,001 95, 288, 7 < 0T < 424, 2.
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1l faudrait de 512 &4 750 jours pour qu’un point du parallele de 45°
effectue une rotation de plus.

Q. Potenticl et attraction des couches de correction pour tenir
compte de la déformation. — Sil'équilibre permanent est atteint, si
la vitesse de rotation est constante en latitude, les surfaces de niveau
ne peuvent plus étre ellipsoidales. Mais la déformation est de 'ordre
de A* et I'on peut I'évaluer en négligeant A°.

Legendre a démontré qu’en passant & 'équilibre permanentle rayon
de l’elllpse méridienne subissait un accroissement (')

Or = aX(y,+ y18in*0 + y sin6 cos?f).

L’accroissementdu demi-axea esty,a)*, celuide best(y, +v,) ar*.
Mais ici on peut négliger I'état antérieur, on supposeI'équilibre établi,
et I'on prend les axes dans leur valeur actuelle pour n’étudier
que la déformation. Alors on doit faire dans la formule de
Legendre, y,= v, =o,

(85) or = ayh*sin®f cos?d.

A? est toujours défini par * = a?(1 + A?), a et b étant les valeurs des
axes dans I'é¢tat d’équilibre.

Il faut donc corriger I'attraction de chacun de nos ellipsoides homo-
génes de densité dp, par celle d’une couche d’épaisseur variable 3r et
de méme densité dp (*). Plus simplement, comme on néglige A°, on
peut la considérer comme une couche sphérique de rayon a et de
densité variable 8r dp.

On calcule le potentiel de ces couches au moyen des fonctions sphé-
riques. On a d’abord

dm

V= -

dm =pa*sin§ di dy.

(1) LrcknorE, Hist. de I’ Acad. des Sc., 1789, et CALLANDREAU, Pp. 31,

(*) En employant la méthode des ellipsoides de M. Hamy, on ne rencontre
aucune difficulté théorique. Dans la méthode ordinaire, au contraire, on corrige
une couche ellipsoidale infiniment mince par une autre couche infiniment mince
(CALLANDREAU, p. 14). On retrouvera les mémes formules apres intégration par
parties, en emplovant ici la méthode de M. Hamy.
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L’intégrale étant étendue a tout le volume; a, 0, 4 étant les coor-
données polaires et dm la masse du point attirant situ¢ sur la
surface S; r, 0,, J, sont celles du point attiré situé sur la surface S, (sa
masse = 1); d étant la distance des deux points. On a

S = (at+ yiz=tiZp “p :
;—l_(a + rt—aaar) =<+ ,(o:)+-'3 s(a) +...5

o = cosfcosf,+ sinfsinf, cos (¢ — ¢, ).
La densité sera, en posant cos = .,

p=—p dadr =—p'ayli (1 — pl)ul,

En exprimant les 1 au moyen des polynomes de Legendre

3 ] 33 6 3

e e LG )]

on obtient

on a ensuite

™ +1
dp.=—sin0df et f sin0df = dp.
(]

-1

On aura pour le potentiel en un point de la surface S,

r +1 1 1 a a’
V:f f f —-p'yl"—(H——l’,—*—-_l',—i—...)
0 -1 [} r r r

2 2 8
X (_5' -+ ;—IX,— ﬁ)(;)a’dady.dkp.

j‘ dy=2m.
De plus les P fonctions des a peuvent s’écrire (')
P;(a) = X,(IJ.) xl(P‘l’) +f(0\ 0') 005(4‘ - '\l‘l)

En intégrant par rapport & ¢ de o & 2=, les termes en cos(y — ¢, )
disparaissent. Il reste sculement les doubles produits des X;. On a

(*) Voir, par exemple, Tisserano, Méc. cél., t. 11, p. 251 et suiv.
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alors
+1
V=20 ppada [ &+ 2w - 5 Xuie)]
r 0 1 15
x [I + %X,(p)x,(pr) +%Xz(H)Xz(Pr) +---]dl~‘-
Orona
+1 +1 2
()X = 2 = .
L Xi() X, () dp.=o, f_ XHp) dp=

1l ne reste aprésintégration que les coefficients de X; et X3

2 2 8 at .
V=2 —-pyl’[ 3 SNl — 3 g TXu) | @ da.

[]

C’est le potentiel des points pour lesquels la surface S, est extérieure
ou V.. Pour avoir le potentiel V; des aulres, il faut développer :—t en

. r
fonction de ~<1;ona
1 1

= u+"l'+£l’+
d  a a 'Ta v

Les X sont les mémes et 1’on oblient

r

, 2 2 2 rt, ‘2 8
Vi=ax (P:"‘p da)a® /I’[ -+ 321 ;—,X;(}A,‘) 9 33 a‘ S(F"r)]
Il faut en déduire les composantes de P'attraction qui sont
9V L0V
X —fa;’ Y __.f.a‘-f.

Orici V = F(x, r)est fonction explicite de = par w = cosb = ‘%, et

par 72 = &* + y*, et fonction de y seulement par . On aura en déri-
vant

-+ = )

. _oFz  JF _OF y  OF
X=% 7% o =9 r oy

$

Mais
N
ady
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d’ou

__1 0F
T @2 dx

8
K=

On n’abesoin dans la suite que de cette différence. On obtient alors
pour les corrections 8X et &Y & introduire

(86) &__6_&:811’/ ' - yl‘(i-;-la—’—-%?;cos’e)a‘da,

& Y rtJ, 35 212 3
1] 6x1 aY[ _ o1 , 1 9 ? 2 1t
On aura

0X = X, + oX; et dY == 0} .+ dY,,

pour la correction des composantes de I'attraction. En inlégrant par
o . 38X oY .

parties I'expression — — ~? On retrouve les résultats obtenus par

M. Callandreau par la méthode classique. Il n’en est pas de méme en

inlégrant les expressions (86) et (86') séparées, carla définition des

éléments intérieurs et extérieurs n’est pas la méme dans les deux

méthodes.

3. Introduction de cetie correction dans la formule de la vitesse
de la rotation. — En tenant compte de la déformation des surfaces
ellipsoidales, on a

1422

L yrl=(r+ory=r+aror=a* ——p——
y'={(r+or) + 1+ A*costl

+ 2a®yk* sinf cos® .

L’équation de la courbe méridienne devient en coordonnées carté-
siennes ( gdolde théorique)

- -l?’ 2
(87) a_;_'.-_..—.zy)\‘-———a‘y =1.
Les coefficients directeurs de |la normale sont

;i;(l—-ay).t sin20), %(.-27;‘500520).
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Leur rapport est ¢gal i

: L): 1 — 2yl sinth

— ~—£ 2 —_— 0 3% Q1 YL .20
& T2y oont] _-y(l—i-), ) (1 —27A¥sin?G + 2418 cos?§)

Ry

x A
== (1M apdt cosal).

La force devanl étre normale a la surface, le rapport de ses compo-
santes est ¢gal au rapport des coefficients de la normale, d'oti I'on a

Y+oY+aty ¥y 1 .
X+0oX T x4 242yiicosal’
Y 1 X X X  8Y
(88) ' m— = — = — 2N —cos2f o — — —.
Yoo+ ra x T ¥
) . X 5
Dans le terme en y4', on prendra simplement — = — z=/D cn

négligeant A%,

in remplacant sin*0 dans (7¢9') ct cos*) dans (86G) et (8()
par cos20, on a

. 3w ot ovektat, 3., 30,0 3.,.,. 3 ,,.)
(b{)) —,"1_.7-. ﬂ-..'/' p(( vy ;—; (l.,. — 3‘3 —_ T,;).,.-(— T(-;).,‘ -+ ;;, ‘5
ol 52 R ‘)‘ ‘
e e (= G D Q;.)
vy ’ .
+b‘/”._ plydt ] @ 2 da
A ¢ 3 632/
! [ 1ot
. 0 — L3
+ 6 i (p1— o' da)yh <35 53 ag)
| 2 a2 (%
-~ €052 7 + 27D — 3 — oyht — da

2 " , re
- 3/ (p1—» da)ﬂ‘;l-

On peut simplifier cetle expression. En effet 'équilibre permanent
étant atteint et la nasse tournant tout d’une piéce, U'expression doit
¢tee indépendante de 0. Le cocfficient de cos20 ¢galé i zéro donne
donc une premiére relation qui détermine la valeur du terme de
correclion v,

n inultipliant ce coefticient nul de cos20 par ; et le retranchant du

Journ. de Math. (6* série), tome VIIL. — Fasc. 1V, 1912, 52
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reste de I'équation (89), on obtiendra, aprs avoir intégré par parties
les deux termes contenant yA* sous le signe

3w 6.,\ (" ,@®1+n /., 3a
iy = (=) oo g (-5 50)

\

3 2 ! 3.0
—-g(l—rs').f>‘[r'p(/).’(l---;).,)

2 [y " 30 " . 3 ! .
_‘:(Z,'Tf pda“-—;-'sj pda'“/).‘——gf pd‘/l').

/ L] 0 Yy

On voit que 'ensemble des termes en yA* est identique au second
membre de 'équation de Clairaut (37), ot A? serait remplacé par yA*.

~ ' . . 9 () " RN
Iin representant pour simplifier par A* sa valeur corrigée A* — = vA',
I'équation ci-dessus pourra s’¢erire en négligeant A°

3wt _ [ 6, [ @+, 3al,
0 —=(v=212) [ od M— S
(9°) ir/ ( 7 \ ' ( )

' [EENE 5 1

~Ho o) (Mo (i= ),

’

Cette équation détermine la valeur de A* et 'aplatissement en tenant
compte de A* et du terme de correction ¥.

4. Equation de Clairaut-Radau en seconde approzimation. --
REEN TR \
3 Ar et dérivant par rapporta 7, on a

“n divisant par 1 — 3

) . - .
(g91) r-’i).’D|.3——-r.—i-ﬁl?-n(fz-kv,)]—3/0 pda-"(n+).’)7.2~+-#7r“/.?n = 0.

(92) D -:'_f:;f"(,(/as(n+7.2) ".

0

N g . r )'
‘n dérivant de nouveau, posant — —

o= <y divisant par ' D22, on a

> ~

. ) 5 ’ h) . .
(O+n—1Y [3 — - ;—l-)"'r,(?. -+ -n)J —rv 4 o M{2re' (1--10) 4 202 -+ 4]

0 - n?
— 3D+ + D1 2R) + —— (O + 024 r' ) =o.
plo+nt Ry TR v)

(') Cette expression D devrait étre divisée par 1+ A} pour représenter exac-
tement la densité moyeane. Mais cette forme est plus avantageuse, parce que
plus simple pour les calculs (voir CaviLANDREAU, P. 40).
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Or (92) donne

. .
(92') 3p(l + A+ —-/ n) =3D +rp, 3% =(3 - C)(l — N 3—/."0).
Ontientcompte aussi de la premiére équation de Clairaut-Radau (48)
T ; 9. 3w
pour éliminer 77’ dans les termes en A*; enfin on pose D =9 e

I'on obtient I"équation de Clairaut-Radau en A*
(93) r 40+ 50 —28(1+0) =v;

IA ’
(00) 7= 3730 1)+ L0300 + b+ 2 + 20n(7 + ).

Le terme de correction en- A* est toujours positif et loujours
croissant avec ¢, (, 0, 2* du centre & la surface ol sa valeur est
maximum (').

Ce terme cn A* étant trés petit ne modifie pas la discussion de I'éua-
tion sans second membre. Kn effet, on a d’abord pour y=o

! r 2 ' D, 2
g =2% |+3<p+—-)\ n=—127 |+3o+;-l-/

7’ est positif au centre et vy est nul et croissant. Or v} ne peut pas
ensuite devenir négatif, car on a toupurs ' positif et 7 croxsednt
quand 1 = 0. On a donc, comme en premiére approximation,

>0, ); a > o, dr>o (At et e croissants).

7 croissant ne peut décroitre qu'en passant par un maximum qui
exige 0" < 0 et vy = o. En dérivant (93) et faisant ' =0 et A? = 2¢

(*) M. Callandreau avait laissé¢ au terme de correction une forme beaucoup
plus compliquée. G. H. Darwin, en reprenant les mémes calculs avec une nota-
tion un peu difiérente [ The figure of the earth carried to the second order
of small quantities (Monthly Notices of R. A. S.,1899, p. 93)], lui donne une
forme d'apparence plus simple (ue (94), mais sans pouvoir démontrer que cette
expression est toujours positive ou toujours croissante. Il fait remarquer au
méme endroit que M. Helmert émet des doutes sur la généralité de la preuve
des limites de n. Cette preuve est étendue ici & la seconde approximation et, je
crois, aussi rigourense que celle donnée en premiére approximation, Chap. 11,

§ 2
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damns 7, on a
ra" =23 (1 +n0)+7y,
IA

8 . ,
! (98 +2"8) (1 +1) + ;;(e'z +eZ) (54 40 - 200+ 2 0 (54 7).
‘ /

‘/'Z

Oof &=~

Oronas >oect e>o0. Side plus >0, ona aussi v/>o0 et
. J .
1> o, par cons¢quent v n’aura pas de maximum ect reslcra croissant
dans les mémes condilions qu’en premiére approximaltion.
D'autre part, cn intégrant par parties 'intégrale de (91) et en sim-
plifiant, on pourra encore I’écrire sous une forme analogue & (47")

r ~
. / YR 3
( —-n)r‘)"D:&f — o @ (122 Nda + %r*/.' I)'r,(:--. 2’_;_’_ :’-,,__T').
Yo ' / /

ns le second membre, le terme de correction en A* ne peut pas
Dans | d bre, le t ! 1 A* ne peut
changer le signe du premier lerme en 4%, d’out 'on a {> v. D’autre
part, d’aprés (92'), { < 3. On a donc encore ici, comme en premiére
approximalion, la formule fondamentale

o< <<y <.

En donnant & { sa valeur aux deux limites, 7 et 3, on voil que le
champ de variation de 4y’ — . en seconde approximation est le méme
que celui de %’ en premiére approximation

n(n—3)=ra' —y . (n42)(3 —0).

On aurait la méme discussion ct les mémes conclusions.

En troisicme et quatriéme approximation les termes de correction
scraient encore plus petits. La démonstration subsiste, elle est
générale.

8. Ewde de l'équation définissant la déformation. - e
coefficient de cos 20 ¢galé i o donne la relation

3 )
A1)

-

o , " -
(95) ZA-aydtbh - . / -‘PI'/)"'”-I’/”“T:/"V/’. (P:“P"’”)Z(:‘;- “ro,

On divise par 7* et P'on dérive par rapport a 7, on a

Lol

(93") :21'7“'/\'—21\)+2I"(3p——5|))'/7.‘+').l"’l)(y)-")’~1--(3/ —plyita’da - .
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Ondérive denouveau, en tenant comptede {D = —rIV =3(D - )
2 D(72%) +12p(y2) +4(3p —10D)y2* + %r(SA’-i—rA”) —_ 2(71\ +rA)=o

Les deux derniers termes ont déja été calculés : (81),(82). On a enfin
(96) ryA) +2r (3 =) (A —2(7 + D)yt

Au centre 7 = 0, les deux derniers termes de (95) sont nuls, car

1
r r? " , da
01— =B85 =0 et re —p — =o.
)

il reste

vA' est donc nul au cenlre avec A, et du méme ordre de petitesse que
A. Il est ensuite négatif. 1l commence donc par décroitre. Il ne peut
cesser de décroitre qu'en passant par un minimum, c'est-a-
dire (yA'Y=o0 et (yA')'>o. Il restera toujours décroissant
si(yA')” > o, c'esl-d-dire

(97) (4 460+ 3nt)—2u(3n+7) —8(5 + )y >o.

Expression analogue & (83) qui détermine la variation de A.
Du moins v restera toujours négatif. En effet supposons qu'il
deviennc positif ct soit 7'y, la valeur maximum et positive de 7*y. On

B}
multiplie (95) par )'—,,, ona
3

>

\..| T

3 \ a2 [ A gt 2 ! , A .
Z A+ ay /"D"—?,'[ —prrfada—gf(pl——p(la)a-‘;ﬁ/a. 0.

Or A% croit. De o & 1 on .l), < 1,donc Z; var < rty,.

-

——decroit Deraron .n) < I, dnuc~-—-vu < r*y,. On oblient

f —a)—i~ya da</"/,(|)—-o) et / (p,——p(la) /a'da<l 1P

0
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I.’équation (95) deviendra alors

3 2 3 5.
S A arty D 2y, A4+ 3
(98) 7 )",‘_/\ arty, 3! 7D <o, [.’A}.A 3! /rD <o,

Ce qui est impossible, les deux termes ¢tant positifs. Donc y reste
toujours négatif, d’ou le théoreme div & M. Callandreau :

Dans un fluide hétérogene en équilibre permanent, animé d’une
rotation lente, loutes les surfaces de niveaw sont des ellipsoides
déprimés entre le péle et I équateur.

On peut obtenir plusicurs limites de y. On a d’abord dans (95),
y élant toujours négatif,

3 A

3
s D

[lt\+2'/7."])<0, —y >

De plus 4 la surface en divisant par DA', on aura

/ 1 14

> 1 L) = ] ! 1 ~
gﬁﬁh/(lﬂgﬂr)'—m:[ -0 ﬁ/“ da < o.

Si de plus — yA*a', ou a plus forle raison si —ya' est toujours
croissant, ce qu’on pecut admettre, ce qui a lieu praliquement avec
les différentes lois de densité, comme on le verra plus loin, on a

1 - N
1 A Y] / 7/ 0,
— —o —valda> - —-r’a“«la_*_-(r—m'— .
5|).£ ppivda=gy |o—e U,
Ces deux relations donnent & la surface la double inégalité
0 9 A 9 A

PG | S S LA,
(99) TN |y ER TR [y ¥

En tenant compte de la limite déja trouvée pour A (84), ona

o

(100) -7<Z');’n('». 1)W1+ 1.

Cette formule donne pour la Terre une dépression maximum
de 10™,10{45°. Nous verrons au Chapitre VIl les limites pratiques plus
v 4 ’ . N
étroites données par la formule (g9); 1,26 < orr < 4"27.
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Pour Jupiter et Saturne v, = 1,640 et 1,586, la dépression altein-
drait au maximum 183%" et 552+, ce qui ferait seulement 7 el 5

1120 3000
1 4 , 4
du rayon et le 75 et 75 de l'aplatissement.

6. Application aw probléme de M. Poincaré, cn tenant compte
de N et de la déformation. — 1.’équation compléte (go) devienta la
surface

302 San LPPRT 3 AN N
(101) W(I+A,)...<1---:/.1)/.,]),«5(1—:7.')‘/0 p da®(1--1%)22,

/

Nous transformerons d’abord w* en ¢ (y étant pris positivement)

’

o'y o)ﬁy( - 9’y .>' dois wly

Y=Y "oty Y Y vo=el—e

Pour un cllipsoide homogéne de révolution, on a a I'éguateur

Y 1422/ [

;——"’2“‘[{’ 73 (‘"Clangl— l-i—[:)
. ’l . at /[ 3 ._,\ / 3 az*-)
:-——-'_—;'Tr‘/p(l*-)")ﬁ(\'—‘_),').r)Kl+Ta;;:,.-+‘.'>.

On obtiendra pour I'ellipsoide hétérogene, par la méthode ordinaire
et en lenant comple de la premiere approximation (64) dans le terme
cn 7\2,

Y . /I ( 3 !\ \ 1 . . s W L 3‘”'
—‘:_——gﬂf\l—-;).l)i{'p(la(l+l.)+l—()"[ p('[(l /.\/

’
Aoy , 9
:——g‘f!‘/lh(I—).{—;)
3m?
Anf

en portant cette expression dans (101), on a

et
, o} < , 9 34
(1 "}-)\;);_‘-—Y'Z(I +l.;)(t—7.;— 2)]),—: ?D,(l—— TJ>,

Ay

B}

Ie 5 \ : o1
(102) (AM—o)D,+ 39(—? — ‘_—'M)Dg: E/ pda® (1 + 12)12,
27 A

1l faut ensuite exprimer I'intégrale de (101) en fonction de J et de
P’équation de Clairaut-Radau, pour obtenir 'équation de condition.
Nous suivrons la méme marche qu’au Chapitre 1V, en premiérc
approxumation.
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On a en général pour la somme des trois moments d'inertie suivant
trois axes reclangulaires (ici C= B) et pour A

A-t-'zB:éE—:Ef pdridpy, A:%f p(v— ) drddp.

Or ici 7 est remplacé par (r—+ 6r)*=r®+5r*sr+... ct pour la
couche de correction seule par

Srtor=35ryh (1 — pt)pl,
il vient

r V1
(103) 6(1\—I5)-:1tf pdr“y)\"f (V= 3p2) (1 —p)prdp
o -1

4 o
[ pdrigi,

Or d’apres (65')
A—DB= :%—j oda® (v -+ A2 R%
T

On voit que cette formule conliendra le Lerme de correction préceé-
. Ny “ 2 ~ 4
dent en yA* dans (103), en donnant a 2* la valeur A* — = vA', comme
. . . /
dans P’équation compléte (o).
L’équation (65) donnera alors (')

(10%) f pdas(l—i—},’)).’::fz.lf. pdai (v + 222).
0 0

Or on a identiquement, d’apres la valeur de D (g2),
q y A (92,

a ) " o 5 . 3 " X A
IDda +[ pa dm_;;D-—;[ pda®(1+ 1),

On en déduit a la surface

[} 1 1 1
(103) B[pda5(l—+-2)\‘3):51)-—2f l)das—zfpa-'»dxz+3f odas)t.
“ 0 0 0 0

(1) Leséquations(s02)et(104) remplacent (6}) et (66) de premiére approxima-
Lion, qui donnaient ey el ¢,
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Onremplacele dernier terme en A? par sa valeur (64). On représente
par (A*n) la valeur moyennc de 2%y, d’ott

l 5dl’~fl 2i)‘,nd -—l()’-) ,dﬁ—l(” )(7’—5’))2
fopa “op"‘a‘“—s"’[" AR

Ces différentes valeurs (105), (104), (102) portées dans (101)
donnent

30 6 AR
(106) (p(l—-—-—;) (r~;7‘)<)\z._zJ+3-I—)-[‘D(la=)

0

+ X (02 0) (M=) — 2] (1 —9).

L’identité
, . — v 3D i’ 14mrDd
) ¢ “*"m‘\/m('”“‘.ﬁ"’—s b )’
en tenant compte de (= — % et de I’équation de Clairaut-Radau

compléte (93 ) donnera, en intégrantdeo & r, =1,

t T, |
1+ = ‘ﬂ-—-—O'Tn‘—P-I-(—)"L
V 'f“—_f
\/l+ﬂ

K est la méme fonction de MM. Radau et Poincaré qu'en premiére

1
D do’ = (K +6K)f D das;
0

approximation; 8K = = \/_/___ est son accroissement. Désormais
141

K, y et v désigneront les valeurs moyennes définies par I'équation ci-
dessus.

Or y étant une expression en A* et K étant égala 1 dans les termes
du second ordre, on aura

M hde e T .,‘3"> Viem oK Vit
D, T K N/7 Kk e

(]
On porte cette valeur dans (106), on remarque

(s 1§V
) N -

- ).?CQ»
7 .

en vertu de la premicre approximation (70). On obtient finalement en
Journ.de Math. (6* série), tome VIII. — Fusc. IV, 1g12. 53
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négligeant A°

\/l—‘r-’fh

K =2l + ¢ ¢,

(107) 7».’+~§-J

£E= gJaK\/l_-i—-—'fE-FZ).’(J + g <p> —_ 2J(p—§72i—%(7\"n)()\’—-?).

Clest I'équation de condition correspondant & (70), en premiére
approximation et que doit vérifier A?, (e terme de correction).

7. Calculs numériques et résultats. — 1l faut d’abord calculerla
nouvelle expression de 7, en tenant compte de A*. On procéde comme
en premicre approximation.

En éliminant I'intégrale de (102) au moyen de (q1), et en tenant
compte dans le terme de correction de la valeur de %, en premicre
approximation, on a facilement

. Do o /6 .
(108) m=03—2+%9+ ?‘ﬁx:-z-%—?—ﬁ(-;'q—onx)-

7, est diminué d’environ
9(2,5 —o0,1)=12,4 0.
Nous désignerons désormais par v, la valeur principale calculée en

premiére approximation. Il faudra donc dans (107) remplacer v, par
la valeur voisine v;, + @7, ou remplacer

1 dy, 9 6 .
Vitn  par Vida+s —==\itn— % ““—\r“"—(“q—om)
2 1+, 2% Vi1 + 7,y
D’autre part A* est mis pour A* — = vA* et I'on a M= 2¢ + 3e%. ...
/
Remplacons dans (107), A* par cette valeur. Alors ¢ sera mis

1 1 4
pour e — '7478’ et - pour - + 2+ etl'on aura
7

2 +7 o 1 Nxn 2
(109) e+3J\/'K *:J+;+;+§§J1%/Tj~ﬁ(en)(ze~9),

ou & est I'ensemble des termes de correction indépendants des
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limites K, etK,, de K.

Jz ! . 3 ’ 3
E=2 (J+3<9> - Lo (%—om)—;e’—m—z?ﬂ

7 70 V1 +wn,
Oren négligeant les termes du troisiéme ordre, le maximum de K

a lieu pour n= 3 comme en premiére approximation. D’autre part

I'indéterminée (cn) doit étre prise minimum (ev) = o, pour avoir la
limite la plus basse. L'équation qui donne une des limites de e
pour K = K,, devient

V o 3
(10y') e+3Jﬂ—_—J+§+é+ %()—J*/‘,,,\/l—l--n,,

5 K m

\J . [
7 est la valeur de y o P'on a fait n= 5 et {=2C;; e=r¢,; valeurs

3
maximums.,
KI
Pour la seconde limite 7 = v, il faut remplacer par — o
]
et donner a (7)) sa valeur maximum calculée pour 1 = 7,. On a alors
¢+ = J———M._J+ + I £y
K,
ol
.U N T Jo m(Bni—1) (69 )
-'l";?;'ll'l—ﬁ’n———l-'r‘:)—glJeml—;f; P 2 27 ).

’ )3 — =
On remarque tout d’abord que ¢*= 0,000000038 pour - = 297.

On voit de plus par les calculs numériques que la huitiéme décimale
n'influe que sur les 0,00t de I'inverse de I'aplatissement. En négli-
geant ¢* ou A® on obtiendra donc les résultats avec cing chiffres exacts
au moins.

On trouve J + % = 0,00500919 puis = — 0,000012 20, valeur
conslante dans Uintervalle considér¢. Pour le second cas ot v =7,
et Z=1, conslants, les calculs se font complétement sans indé-
termination et £, = 0,00000204. En calculant une série de valeurs du
premier membre de 10¢’ on trouve comme solution dans ce
cas % = 207,428. On a donc é< 207,50/ en angmentant é de ——;7'*,',
calcule d’apres (xoo)

Iin désignant par , la valeur du second terme de correction de (10y’)
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et calculant sa valcur pour différentes valeurs de g, (on a pris comme
unité la huititme décimale), on obtient comme solutions les valeurs
inscrites ci-dessous :

Precennn 2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0
Epeenn 0,00000465 442 419 397 374 352
tie.... 296,732 296.766 296,800 296,833 296,866 296,898

On a donc finalement pour limites extréines des valeurs qui satisfont
a I'attraction ct & la précession, en tenant compte de ¢?,

296,732 < é < 297,504 ou -:; —=297,12 *0,38.

Les valeurs sont presque les mémes (u’en premiére approximation.
Les limites sont seulement deux fois plus ¢tendues. Mais alors la pré-
cision n’¢tait qu’apparente, ici elle est moindre mais réclle.

Telles sont les limites ol est renfermée i quelques dixiémes pres la
scule valeur possible de I"aplatissement qui puisse satisfaire a la fois
aux conditions de la précession et i celles de 'attraction, dans Phypo-
thése d’une Terre dont les parties posséderaient assez de jeu pour
obéir aux différentes forces perturbatrices extéricures, comme
I’établissent les expériences de Potsdam, et dont les surfaces de niveau
auraient la méme vitesse de rolation, ce qui n’est malheureusement
établi par aucune cxpérience niaucune démonstration a priori.

Si l'inverse de 'aplatissement s’éloigne tant soit peu en plus ou en
moins de ces limites étroites, comme par exemple pour les
nombres 292 ou 298, il faudra recourir & d'autres hypothéses, ¢tude
qui forme 'objet du Chapitre suivanl.

Remargue. — Dans la formule (109) les quatre premiers termes
sont identiquement les ménes qu’en premicre approximation. Les trois
autres sont des termes de correclion : % a une valeur parfaitement
déterminée; la valeur des deux autres y et (ey) est définie par les
relations de la page 83. Sil'on y porte les valeurs obtenues cn premiére
approximation pour g et ¢, avec la loi de Lipschitz, les solutions des

. ~ r o . | «
calculs numériques (Chap. 1V, § #) deviennent, pour 2 = -, 1, 2, 3,

] ‘ . .
2’:297,213 207,179 297,183 207,207.
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G. H. Darwin (Ouvrage cité, p. 119), au moyen de la formule de
Roche, 2 = 2, et en tenant compte aussi de ¢?, avait trouvé 296,4.
Ce nombre est un peu faible.

Wiechert, avec une hypothése plus simple d'un noyau et d'une
écorce, trouve 297,3.

8. Calcul de g cn seconde approximation en lenant compte de \*. —
J'ai négligé ici la dé¢formation de 'ellipsoide et par conséquent les
termes en YA' qui sont presque de I'ordre de e* ('). Ona alors les
mémes formules (73) et (74) établies en premiére approximation avec
la condition (4). La valeur de {* d’aprés (78') donne

X 4 ! 3 3 3., .
—;_gr:j/o‘ pda’(l+)\’)[|-—§ﬁ’+-/:§‘-—;(),.—@’)sm’O
+§(M+?«}i@’—2ﬁ‘)sin’9

+ 3 (A= 1023 32+ 97) sin' e].

La valeur des termes en 3* est donnée par (102), celle des termes
en 3* par (80) en fonction de A,. On obtient

. ~ 1 L, 3 A
g:é’(»[l—-(e—%?)sin’@—i-e’(%—s E_+9;93_2_ 3'\')sin’@

et 7 ¢ 2 Dt
e =9 27 A .
+ -2—(7—1:); + - I),e‘-') sin' @

M

4
8 302 3 A
g‘,:/? t—-2e+0Q -t—e‘-’(’——:%—-—i? +-§——')]

Mais en appelant / la latitude géographique déterminée par la
verlicale, on aura d’aprés I'équation de la normale i Pellipsoide

tang{:= % g = (14 A*) cot .

d’ou
sin?f = (14 Asin?l 4., .) cos?/.

') L'indétermination introduite est << 0,06 et pratiquement égale i 0,03 sur
) I | =] )
I'inverse de 'aplatissement.
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La valeur de g pourra alors s’écrire

En faisant A, =o,onapourr:e==ng2et1:e=297.
p=4,605 —1,031cos*! el 1= 4,807 — 1,075 cos?L.
En donnant a A, sa valeur maximum d'aprés (84), on a
P =1J944 +1,963 cos*/ et p=—=1,834 + 2,268 cos?/.

Les deux termes de . auront des valeurs comprises entre ces valeurs
extrémes, suivant la valeur réelle de A,. On pcut remarquer du mnoins
que w reste compris entre 2 et 5.

Les calculs numériques du Chapitre VI, paragraphe 10, montrent
comment varie A, avec la loi des densités. Si I'on fait 5, = 2,6 dans
la formule de Roche, ou g, =2,75 avec n =1, on oblient, pour

202 < ; <297,

3.633 + 0,062 cos?*l < p < 3,835 + 0,018 cos?/.

a
(@) } 3,603 + 0,096 cos?! < pr < 3.803 + 0.032 cost/.

Le terme en cos®! est trés petit. Il en résulte donc que pratiquement
pour la Terre, si la loi des densités est voisine de cclle de Roche, u doit
étre & peu prés indépendant de cos® /et g de cos' /.

M. Helmert avait donné, dans Hohere Geodasie (L. 1, p. 77), la
formule de g en seconde approximation. En Pappliquant aux expé-
riences sur le pendule, il trouve 1:e == 23,3, nombre un peu fort,
el, cn outre, il constale que le terme cn cos'/ doit étre fait pratique-
ment nul. 1l en avait conclu comme explication, au grand scandale
de G. H. Darwin (Ouvrage cité, p. 82), que l'ellipsoide devait étre
renfl¢ et non déprimé vers 45°. Les calculs numériques indiqués
ci-dessus montrent comment la loi des densités permet d’expliquer
ce fait. En méme temps ils légitiment théoriguement la formule
expérimentale simplifiée de M. Helmert.
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Si I'on compare la formule de g ci-dessus avec cclle de premiére
approximation (. =o0), on voit qu’en réalité cette derniére formule
donnait, non pas e, mais e(1 + we), de sorte qu’on obtenait

m:%(l—pe)zi—-p au lieu de -Eo

Il faudrait donc augmenter de 3,6 a 3,8, d’aprés (a), l'inverse de
I'aplatissement obtenu par I'ancienne formule de Clairaut. Le chiffre
de Faye deviendrait 296,7 et rentrerait ainsi dans les limites déter-
minées plus haut. Dans le cas du pendule la correction introduite par
les termes du second ordre est donc considérable, prés de 4 unités.

CHAPITRE VL

HYPOTHESES AUTRES QUE CELLE DE CLAIRAUT.
TERRE SOLIDE ET VITESSE INTERNE VARIABLE,

On peut faire 4 propos de la Terre d’autres hypothéses que celle
de Clairaut et se poser pour chacune d’elles le méme probléme que pré-
cédemment : quel est I'aplatissement qui concilie & la fois les données
de la pricession et celles de I'attraction. Nous nous en tiendrons a
la premicre approximation en négligeant A* ou ¢?. On peut conclure,
d’apres ’étude du Chapitre précédent, que la vraie valeurn’en différera
que de quelques dixicmes.

1. Terre solide et solidifice & Uétat de vitesse uniforme. — Si
la vitesse et par cons¢quent la valeur de 4, au moment de la solidifi-
cation, était la méme que la vitesse superficielle actuelle, la méme

équation de condition (70) donnerait la méme valeur 5 =297, en
négligeant les dixiémes.

Si la vitesse n’était pas la méme, cette équation de condition
s'appliquerait encore au moment de la solidification en donnant
& v, 9, 1 leurs valeurs & ce moment-la. La valeur de J n’a pas changé.
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Or nous avons trouvé (72)

1 1 3wt

1 1 . _ .
d-e-_o,ad; ou da.—ﬂd;’ Q--———‘Ml)l

La valeur de e solution de (70) varie dans le méme sens que ¢ et
que w?, mais moins vite (5 fois moins). Si donc la vitesse de rotation
était plus grande au moment de la solidification il en était de méme

de g et de e solution ; - était plus petit.
¢ e
Pour que lasolution i = 297 descende & 292 par exemple (chiffre

de Clarke et de FFaye), il aurait fallu quela valeur de ‘-lP fat de 25 unités

plus petite ou 263,3. Avec le chiffre de Helmert : 298, elle aurait da
étre de 5 unités plus grande : 293,3.

En prenant la formule (70), ol l'on fait K = 1 pour simplifier, on
obtient des valeurs plus exactes. Elles sont consignées dans le Tablean
suivant ou 'on a mis aussi les rapports de ¢ el de »* au moment de la
solidification avec leurs valeurs actuelles :

% = 292 293 294 295 296 297 298
é = 266 270 274 278 283 288 293
g-' = 1,084 1,068 1,052 1,037 1,022 1,000 0,984
0%: 1,041 1,033 1,026 1,019 1,011 1,000 0,992

Y e . . . . 1
Pour réaliser en vitesse uniforme un aplatissement superficiel de o

satisfaisant a la précession, il aurait fallu que la vitesse au moment de
la solidification fiit 0,041 plus grande que la vitesse actuelle. Le
jour aurait dii étre moins long qu’actuellement de 53™ cnviron. Pour

réaliser un aplatissement de '2;78 il aurait fallu que la vitesse fit 0,008

plus petite qu’actuellement. L.e jour aurait été plus long de 11™
environ.

Comme cause explicative du retard dans le premier cas, de I'accé-
lération dansle second, on aurait’action des marées etla concentration
due au refroidissement.
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2. Terre solide mais solidifice progressicement avec wvilesse
variable, la vitesse superficielle restant la méme. — A la surface
les équations en g ct J sont toujours applicables, car (64) et (66)
ne supposcnt pas la vitesse constante. Mais pour ¢tablic 'équation
de condition cntre les deux au moyen de (6g), il faut dans (G8) intro-
duire I'équation de Clairaut-Radau reliant 4 et  dans le cas de o
variable, équation (48), dont nous désignerons le second membre
para. '

Finalement 'équation de condition (50) est transformée en la
sutvante

2 4+
(109") e+ =) Vit =d+ X
b3 K-{—-——l— (7)
IO\,/|+(.0)

ot (@) et (1) sont les valeurs moyennes analogucsicellesde Kety, et
définies par les relations

(a) /’ /‘ 3 (Y +6r(e?)
D da® l) da®, g= - .
’ . Vi+ 8/ eD

Yoici les valeurs qu'il faut donner i ¢ pour concilier différentes

. 1
valeurs de I'aplatissement avec les valeurs actuelles de o= 288,38 et

de ; = 305,31 :

fi
[~
<
o~
N
©
[
o
)

- 299 296 297 298
G
Vit

= 0,2} 0,19 0,14 0,10 0,06 0,01 —0,03

Cette valeur moyenne de g pourrait étre réalisée par une infinité de
lois différentes de w?, qui reste indéterminée. Faisons (w*)” = const. ou *
Y YIoH
'+v

w? = w, (1 + yr?), d'oi {w*)'= 2y wi= )
3w

7
aT

2
I

(110) o=

5

I.,‘ 2
LY el <}
t+7 e

R [C

e
y
1+

'~

car, d'aprés (! )o), cl par conséquent ¢ sont toujours croissants, ce

qlll fournit la Imntc .\ll[)cl‘lClllc llldl(!llt‘ .

&=

Journ. de Math. (6 sévie), tome VIIL — Fasc. LV, e, 5
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) ]
Or la valcur de ¢ croft & mesure que - descend au-dessous de la

valeur 297, d’aprés le Tableau ci-dessus; il en sera de méme de v

daprés (110).
h] [ [ N r * Yoy I
wn résumé, si la Terre s’est solidifice avee - < 297 et la méme

vitesse de rotation superficielle, la vitesse ne pouvait pas étre partout
linéme au moment de la solidification et la loi des aplatissements
inlérieurs correspondrait i une loi de vitesses croissantes du centre &

1 "y
la surface et d’autant plus que S s'¢loignera davanlage de 297.

Or les aplatissements sutvent les mémes lois que les vitesses. lls
dceroitront de Ia surface au centre plus vite que si la solidification
avatt cu lieu en vitesse uniforme.

(Zest ce qui ressort avee cvidence d'aillears de la formule géne-
rale (64) qui donne ¢

/ pdaie- ) / o da.

o T

La valeur moycnne de ¢ donndée par cette formule est el reste égale

AC1 ==t
e At 29
" e L
7 le’=
AT T 2e
P '
=7
/ 1
€, f".’ .
- '
'
i
[]
—— —_—d -
0 M T ¢
Fig. 12.

ad. Cela a lieu pour les aplatissements résultant d*une vitesse constante
P | Ne e . N . .
st - == 297, Si laplatissenient est plus grand i la surface, il faut non
- (

seulement (qu’ils diminuent a lintévicur plus vite que ne Pexigerait
une vitesse constante, mais encore «(u'ils deviennent plus pelils (ue

. L . .
ceux (ui correspondent a - == 207 en vilesse constanle (fig. 12).

On verra au (f]lmpilrc sutvant les vésnltats des calculs numériques,
*
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Pour expliquer cette répartition des aplatissements, il faudrait sup-
poser que la solidification s'est faite progressivement du centre a la
surface, en méme temps que la vitesse, d’abord plus faible que la
vitesse actuclle, allait clle-méme en s’accélérant jusqu'a la valeur
définitive, L'aceélération de vitesse serait expliquée par laconcentration
due au refroidissecment, mais la solidification débutant au centre reste
peu plausible. D'autre part, en faisant commencer la solidification &
la surface, on n'avriverait que trés difficilement a rvéaliser la loi des
aplatissements exigée par hypothese. 1 faudrait admettre une soli-
dification brusque en vitesse variable.

3. Masse fluide et surfaces de niceaw @ vitesse variable. Modifi-
calion du cocfficient de précession. — Laplace (Mée. cél., Livee V,
n° 10-12)avait déja démontré que les phénomenes de précession ctde
nutation n’étaient modifi¢s en rien par la fluidité de la mer. Hopkins
(Rescarches in physical Geology, dans Philosophical Transaction,
183q, 1840, 1842), Hennessy (idemn, 1851), Thomson (idem, 1863, ct
Mémaire On the rigidity of the earth et Treatise on natural Philo-
sophy, v 847, 848), Gi. L. Darwin (On the precession of a viscous
spheroid, dans Phil. Trans., 1879), S. Oppenheim (Rotation und
Pracession eines flisssigen Sphéaroid, dans Astron. Nachrichten,
1885, n* 2701), enfin et surtout M. Poincaré d’une facon compléte
dans le Bulletin astronomigque de sepltembre 1gro, ont démontré
(que le phénomeéne de précession du moins n’étail aucunement
modili¢ par Phypothése d’une Terre complétement solide ou liquide,
ou bien d’un noyau liquide entourt d’une écorce solide, rigide ou
¢lastique.

La valeur du rapport des moments d’inertie J déduit du phénoméne
de la précession est donc indépendant de toute hypothése sur la flui-
dité, rigidité ou Clastiente du globe tervestre. Mais les calculs ont
toujours ¢té faits dans 'hypothése ou la masse entiére tourncrait d'un
seul bloc avec une vitesse de rotation uniforme. Il faut reprendre
rapidement la théovie de la précession pour étudier la correction
introduire dans la valeur de J avee Phypothése d'une vitesse de
rotation variable sur les dillérentes surfaces de niveau.

e phénoméne de la précession (déplacement du point ¢ ou



424 ALEX. VERONNET.

rotation de 'axe de I'équatenr autour de celui de Iécliptique) est un
phénoméne dont la valeur est déterminée et mesurée par les termes
séculaires du développement de la fonction perturbatrice U dans le

mouvement de la Terre
[ dmdm
U :ff / 7 l)

intégrale qui doit étre étendue & tous les points de la Terre et des
astres perturbateurs, 7 ¢tant la distance des centres de gravité respec-
tifs, 0, o, J étant les variables de signification connue, § I'angle des
deux plans (équateur et écliptique), 3 et les arcs complés respecti-
vement sur 'équateur et sur Pécliptique. On obtiendra les équations
Ju oU JU
0’ 99’ 04
Or en développant on obtient (')

(rin) U:j(—'—g+A+B+('_—3]>‘frlm,:;(Jo—ify;l.

213 27

du mouvement en portant dansleséqualtions de Lagrange.

C, étant indépendant de 0, 2, 4, M élant la masse de l'astre pertur-
bateur et I le moment d'inertie de l'astre troublé, autour du rayon
vecteur joignant les deux astres. Si le corps troublé est de révo- -
lution B=C et I’on aura

3 M & £t y? 32
—C =2 )T — A A >
(112) U=C ‘)’f(.\ B)’_3 =2 I=A i }] = +Cr"”

C’ étant une nouvelle constante. On obtient pour le Soleil et pour la
Lune, en ne conservant que les termes principaux indépendants de

.2
(113) "71_-2-:';sinfO[l—cosz(mt+4»)],
’{_',; = %SilIQO[I —cosa(m't +§) -+ isinfcosfcos(N'+ L)].

On voit que U cst indépendant de g. Les ¢quations de Lagrange
avec B.= C donnent w = const. La précession n’altére pas la vilesse
de rotation (*).

(') Tisskrann, Méc. cél., t. |, p. 61,
(2) Idem., v. 11, p. 392 et fog.
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ln transformant les équations de Lagrange en un systéme cano-
nique, on en déduit

W a a
¢ " Ao sind ()q;’ 9t T T Awrind 05?

si l'on ne considére dans les = quc les termes ol le temps n’est pas
périodique, les sculs dont dvpcndc la précession, on a

4)U Jb
_— el I'ot —_ = =0,
(()L}/ >,, o, dloir (t)l),. o, 6,=10,

Le phénoméne de précession ne modifie pas I'obliquité moyenne de
T'équateur sur écliptique. On aura ensuite

‘_)_9_) tuéj(l\l + — M (A — B)sinfcost,
a6 P ;

2 "
d’ol

9y 3 M M\ A—B cost J
A i _— - —_—— — ) ——
(114) (()l),,_' 2‘/( K r’“) A ® =h3 cosO

) 3

Cette expression représente précisément le déplacement du point ¥
en fonction du temps. On voit qu'il dépend du rapport des moments
d’incrtie J, de la vitesse de rotation w, et de I'inclinaison 0 de1'équateur.

La méme formule est applicable & une couche ellipsoidale quel-

conque. D’autre part %% est la vitesse de déplacement autour de I'axe

de lécliptique. En premiére approximation, en négligeant A*, la
quantité de mouvemenl correspondante sera

cos 6

(115) d\d‘p—/z(dA dB)

On aura pour la quantité de mouvement totale, en tenant compte
de I'expression (65°) des moments d’'inertie, et négligeant A%,

1
(116) S ‘)"’da**— f ff’l-d 52,

Orlavaleur de Ja été obtenue au moyen de la formule (114) oiil'on
a suppos¢ w et 0 constants. En identifiant (116) avec (114) multipliée



426 ALEX. VERONNET.

par A (conservation des quantilés de mouvement), on a

N/ !
JAE(:‘TI—‘ - 41r o cos@(h ) ou 2] cns@,f pda'-_-/ p— lla“)"
1

1) ) (A 1]

Enfin si I'on suppose quec toutes les couches ont le méme axe de
rotation () constant)il vient

» 1 2!
(117) 9,J/ pda® = m,/ ;p;(la"'l’.
0 @0

Clest la relation qui doit remplacer (G6) dans I'hypothise de surfaces
de niveau animées de vitesses variables.

En représentant par (o) la valeur moyenne de w dans (117), on
aura en combinant avec (04)

2prda°— )f odadd?=":

La valeur du premier membre est constante et 'on a vu que

-——)'(\.2-—' 9)])1.

Q-I <t

IS 1 o SO
— =¢= — pour w = (w) = w, = const. Si nous donnons & —-ou i«
2 297 2

l . 1] 1
une valeur plus grande que 97" il faut également donner & (@) une

valeur plus grande que celle de w,, et par conséquent admettre (que la
vitesse des couches intérieures augmente ‘de la surface au centre.

1 . . rpe .
Pour — = 298 ce serait le contraire. On aura le Tableau suivant :

I; = 292 293 294 297 296 297 298
(o) .

= 1,036 1,028 1,021 1,014 1,007 1,000 0,993
[OF]

Si w est toujours décroissant on aura w, > (©) > v,.
Avec la formule de Lipschitz on trouvera au Chapitre suivant par
calculs numériques pour

2
o
S . 1 79,48 H
- =292 0= —(1— 0,143, we — 1,160,
p 92, (),8.)7( AN )) 0 ) 1

L'équation de condition correspondant au probléme de M. Poincaré
sera modifiée en conséquence.
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D’aprés (117) la valeur numérique du rapport des moments

d’incrtie J doit étre remplacée parJ('—':’—!- D’autre part la fonction K
)y

devra étre complétée, comme dans le cas précédent, par le second
membre del’¢quation de Clairaut-Radau avec vitesse variabhle. On aura
finalement pour I'équation de condition (50) la nouvelle expression

(118) PP o) B A L o TR Y C R

Ao I (z) " ooy 2

10 ‘/'+(-n)

(ui traduit le cas général de vitesses intérieures quelconques.

4. Ralentissement de Uécorce dit au froltement des marées. —
La rolation moins rapide de I'écorce dans cette hypothése s’expli-
(juerait simplement par le frottcment des marées agissant comme un
frein i la surface.

D’ailleurs 'action de ralentissement due aux marées est un fait. 1l
s’agit de savoir de quel ordre est la grandeur du phénoméne et s'il est
capable de produire la différence de vitesse exigée par ’hypothése.

Les expériences de Hagen et Poiseuille, confirmées par les déductions
théoriques de Stockes, Neumann et Hagenbach (') sur le frottement
dans les Luyaux indiquent que le frottement, au voisinage d’une paroi
solide et pour dc faibles vitesscs, est proportionnel au coefficient de

viscosité du liquide, & la surface de contact et a la vitesse relative des

7L
deux couches [= 5527’

Le rayon du tube étant pris pour unité, laloi des vitesses & l'intérieur
est v = ¢, (1 — r?), formule analogue & celle de (w*)” = const. étudice
plus haut.

Sur les différents paralleles d’une méme surface de niveau consi-
dérée comme sphérique, on aura

dyv . dw

¢ =0y, ;7,-_ =n (W-'

La surface d’unc zonc élémentaire comprise entre deux paralléles

(") Yoir Annuaire du Bureawdes Longitudes : Frottement dans les liquides.
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sera S = 2%, dx (voir fig. 13). La vésislance totale duc au frottement
de deux surfaces de niveau I'une sur I'autre sera donc

dw ' dn 1)
F=/{4mnre -[—' f ridr—antrie ——'— —ax? _.Z__L,-J;
{14 Jo di ¢| — -/
avee
W= (1-- ).
ona

vers la surface.

D’aatre part, en appelant m la masse de I'écorce, x son épaisseur
supposée assez pelite, I son moment d’inertie, M la masse totale, on
pourra écrire

ne== iro, R, =2 mie—aMie B 2.
' a9 ')1 R

“nfin 'équation du mouvement s’écrira & la surface

F:l(T’ —-ilnﬁ-—.&—'lirf{z‘\lﬁi—'” dv
B

N b R dl

L’accélération séculaire du mouvement de la Lune, réaction du
frottement des marées, permettrait de conclure & une augmentation
du jour de 0*,000012 paran (). En représentant cc nombre par « on a

dw ar dn o,
) — doir —_—T e
dl " 86400 + o' dt 86 foo0

EnC. G.S.on a M=6,5x 10*, R =0,378 % 10*. En donnant
s ‘e . ]
iy la valeur du paragraphe précédent dans hypothése - = 292, on
trouve ¢ = 1,7 X 10* environ. Or pourla poixa*onae = 2,2 X 10".
Si donc au niveau de séparation du noyau et de Pécorce la viscosité
est de 'ordre de celle de la poix, lc ralentissement de I'écorce dit aux
marées peut produirc une variation de vitesse intéricure suffisante

. . . . I
pour rendre possible un aplatissement descendant jusqu’a o o

-

(') Tisserann, Méc. cél, t. 11, p. 340. Ce chiffre est discuté, mais il pourrait
cuwre divisé par 2 on 3 sans modifier sensiblement les conclusions,
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s'accordant & la fois avec les données de l'attraction et celles de la
précession, avec g et J.

Du moins nous ne connaissons rien sur cette viscosité interne. C'est
une simple possibilité. L’hypothése n’est pas absurde.

De plus, si une différence de vitesse s’établit entre le noyau et
I’écorce, elle ne peut s’¢teindre que trés lentement, de proche en
proche par frottement et diffusion. Helmoltz avait déja calculé qu'il
faudrait des milliers d’années dans l'air pour que par simple
frottement et diffusion, une différence de vitesse a la surface se trans-
mette réduite de moiti¢ & la limite de I'atmosphére (*). Un calcul
analogue montre qu’ici il faudrait des millions d’années pour que cette
différence de vitesse se transmette au centre réduite de moitié.

D’ailleurs le ralentissement de 1’écorce est continu. L’accroissement
des vitesses en profondeur doit I'étre aussi dans un noyau fluide
sans jamais arriver i atteindre 1'équilibre permancnt. Mais la gran-
deur de 'effet dépendra de la viscosité qui est inconnue.

o 1 1\ . . .
Pour avoir- = 298 > 297 4 la surface, il faudrait au contraire que

les vitesses intérieures soient un peu plus faibles que celle de I'écorce.
Ceci pourrait s’expliquer par la contraction due au refroidissement,
qui, si elle était sensible, accroitrait la vitesse de I'écorce plus que
celle des couches intérieures. Mais I'accroissement du jour, s'il est
réel, et Paction de freinage des marées prouveraient que la vitesse de
'écorce doit plutot diminuer. Il faudrait alors que la vitesse des
couches intérieures diminue encore plus vite (on ne voit de cela aucun
phénoméne explicatif), ou bien que cette vitesse intérieure ait toujours
été plus faible depuis la formation de la Terre, depuis des millions
d’années, sans que le frottement ait pu encore uniformiser ces vitesses,
sans (ue ’action des marées ait pu encore abaisser la vitesse de I'écorce
an-dessous de la vitesse des couches intérieures.

8. Précession d’'un anneau fluide tournant suicant un paral-
léle. Zones de compression maximum de Uécorce a 35°. Une cause
de tremblements de terre. — la déviation due & la précession ct a la
nutation n’est pas la méme sur tous les paralléles d'une méme surface

(') Voir par exemple B. Bruxnes, La dégradation de Uénergie, p. 142,
Journ, de Math. (6 série), tome VIII — Fasc, IV, 1912, 55
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de niveau. 1l suffit d’étudier cette action sur un anncau fluide formant
un paralléle quelconque, et considéré comme tournant tout d’une piéce
en vertu de la rigidité gyrostatique.

Soit O’ le centre de cet anneau de rayon O'A =, T le centre de
la Terre (fig. 13), Tx son axe de rotation, Ty la trace du plan de

Fig. 13, Fig. 14.

I'équateur, TO la trace du plan de '¢cliptique sur 2Ty, En appelant
) I plq N PP
I et I, les moments d'inertie de 'anncan antour de OT et de OO'S, on
[] ’
al=1I,+ ma*. Or d’apres (112
Fad T 2 —2 2 a2
11=(A—B)7;=-2-ml'f%, a?= 0"l cos*a = 0"l <l—%))
d’ou
3 xrt ——2
I=m (— ri— r;) — + mO'T.
2 rr

Or les formules (111), (113) etsuivantess’appliquent identiquement
comme dans le cas précédent et donnent de méme avec C= mri et !
étant la latitude

oy 3 /M M\ /3 ,2\cosl 3 1 cosf
' 97y 2 o —\(Z__ - PR Pl
(114" (0¢)p_2f<r3+r">(2 I%) w h(f’. cos’l) 0

On en déduit que la déviation de I’axe de rolation d’un anneau
fluide, tournant suivant un paralléle, est maximum & I'équateur,
puis toujours décroissante. Elle s'annule sur le parallele de 35°

2 . . ) e
ol cos*/= 5 et change ensuite de sens. Si I'on désigne par ¢, sa

valeur 4 I’équateur, par ¢,, la valeur moyenne de celle de la surface
de niveau supposée solidifiée (J = ¢ pour une couche élémentaire), on
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3 2 cosf 2
2 — N R N VY P B
v'= 2"(' 3cos’l) ®» Y"(‘ 3005'1)

e 3
L— c ’ ’
L= —cos 8, L, == - e

aura

A la surface de la Terre la tendance & la déviation serait a I'équateur
prés de 450 fois plus grande que la déviation moyenne, laquelle serait
sensiblement égale & la déviation de 'ensemble ou 50" par an. Elle y
produirait une accélération tangentielle, dans le sens du méridien,
de 4" par seconde, pressant les couches superficielles lune

contre 'autre avec une force égale au S de leur poids envi-

A . , . .
ron, 6;—1 = 0,0041.... Cette pression latérale va diminuant en latitude

suivant laformule(114), jusqu’a 35°, ouclles’annuleet change designe.

Dans le cours d’une rotation de 24 heures, les différents paralléles
tendront donc a se comprimer sur celui de 35° en deux points diamé-
tralement opposcs, puis 12 heures aprés a s’en éloigner. Il y aura
compression el dilatation successive tout le long des deux para-
Itlesde 35° ( fig.14). Ces pressions latérales convergentes se traduiront
aussi par une résultante dirigée suivant le rayon vecleur, comme une
onde de marée diurne. Les paralléles de 35° seront ainsi des zones de
fracture et de dislocation de I'écorce (exactement 35°15'52") (*).

1l suftit de faire remarquer que ce paralléle de 35° passe par San-
I'rancisco, le Haut-Mexique, Lisbonne, la Sicile, la Calabre, la Perse,
le Japon, qui est bien une ligne privilégiée de tremblements de terre.
Dans 'hémisphére sud, ce paralléle sc trouve en plein océan, sauf les
pointes de continent : Le Cap, Melbourne, Buenos-Ayres.

Remarque. — On peut d’ailleurs, & titre de vérification, au moyen
delaformule (114°) donnant la précession d’un anneau, retrouver celles
(qui donnent la précession d'une couche élémentaire ou d'un solide
(quelconque.

‘n efTet, multiplions les deux membres de (114) par mr# = A, nous

(') Ce sont d’ailleurs Ies cercles ou la sphére de méme volume coupe 'ellipsoide,
donc aussi les lignes fires ou s'articule lellipsoide s'il se déforme,
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les transformons en une expression de quantité de mouvement

(a) mry 9 =2 g (’ j‘i)(%ri—r:\)mg-

)

Mais on a ici m = 2%=pr, ds. Kn portant cette valeur dans (@) ct en
intégrant de mani¢re 4 sommer lous les anneaux paralléles d'une
couche, situés entre le pole et 'équatcur, on obtiendra la précession

de la couche entiére. Le premicr membre sera A( m)

Sil'on considére une couche sphérique £* + 7} = r}, on trouve que
I'intégrale du second membre s’annule. La précession est nulle.

Si I'on considére une couche elliptique, on a 4* + y* = a*+ y?A*?
ou 1, = a*+ r} A*. On Lrouve, ennégligeant A4,

AN M MY\, 2tcosl oo,
<()t) __—f( )A;- ” _./u\-o—‘cosj,

car ici

(Zest précisément la formule (114).

On rctrouve donc en méme temps ce théoréme que la précession
moyenne d’unc couche cllipsoidale ou d’un ellipsoide fluide est la
méme que celle d’un ellipsoide solide, en considérant seulement chaque
filet fluide comme rigide.

Mais la précession délinie plus haut ne donne que la rotation
moyenne de P'axe de I'équateur autour de celui de I'éeliptique, indé-
pendante des termes périodiques.

Reprenons ’expression de la fonction perturbatrice

U:%/(A —B)% = E:—f(A-—B)cos‘l’.

elle est proportionnelle au carré de la latitude /' de I'astre troublant.
Y

Considérons d’autre part la déviation ~—produ1le 4 un instant donné

ol I'astre perturbateur sera considéré comme fixe ; alors

U 9

W—O, -a—t-::O,
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et il reste
d 1+ dU
ot — Awsinb 09

Or, les expressions (113) peuvent s’écrire

! 010 sind s zt . {01 £/ 4 sin6 cosd ,

-7 =sinfsin’y, ~§ = sin Osin? L'+ sin?@cosf cosN’,
en désignant par £, £, N les Jatitudes comptées & partir du point v,
du Soleil, de 1a Lune et du nceud descendant de la Lune. On aura, en

18]
prenant —= 55’

4‘_ )M s M M cosaf ,'
(119) =7 ot -f 5(:(-—)5’_! sin*f + T sin L+ (-7 o5l cosN).

D’aprés cette formule, la déviation instantanée de 'axe de rotation
sera donc soumise aux mémes variations que la nutation elle-méme.
On y distingucra une ondulation mensuelle due & I'action de la

. . T .
Lune avec maximum semi-mensuel pour ¢ == 53 une ondulation

. . T™ .
annuelle due au Soleil, maximum ¢ ==+ - aux solstices ; enfin une

période de 18 ans  duc au déplacement des nceuds.
En prenant la masse de la Terre et son rayon comme unité, on
obtient pour les coefficients :

M . M . .M’ cos26
—_:2()7><10"‘, ;—,;::(’),03><|0"‘, zmc?}s—e-

=0,392 X 1078,

Il y a maximum quand le Soleil et la Lune sont en opposition ou en
conjonction : maximum absolu tous les 18 ans %; alors la somme des
coefficients égale g,10. L.e maximum semi-mensuel de conjonction ou
d’opposition est le plus considérable, il atteint sa plus haute valeur
aux solstices (valeur moitié plus grande), et son summum quand le
nceud descendant coincide avec ¥.

Ces périodes de maximum seront des périodes de compression etde
décompression maximum pour les différents paralleles de I'écorce
solide, ce qui doit faciliter les glissements et le jeu des différents
morceaux de la mosaique superficielle.

Ce serait la, semble-t-il, une explication intéressante de la théorie de
M. de Parville, théorie appuyée sur des statistiques de plusieurs
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années, relevant la coincidence de la fréquence des tremblements de
terre avec les positionscritiques du Soleil et de la Lune. Une vérification
scientifique serait a reprendre avec les appareils sismiques nouveaux,
car ce qui importe c’est plutot la concordance et la localisation des
secousses que leur importance, car dans un terrain préparé par des
dislocations successives la moindre secousse peut étre un désastre,
comme on a vu des arbres résister a de terribles orages et s’abattre le
lendemain sans cause apparente.

CHAPITRE VIL

CALGULS NUMERIQUES AU MOYEN DE LA FORMULE DE LIPSCHITZ
APPLIQUES A LA TERRE.

Nous allons dans ce Chapitre reprendre tous les problémes et toutes
les hypotheses étudiées précédemment & un point de vue purement
théorique ct leur appliquer des calculs pratiques.

1. Formule de Lipschits ('), p = ¢,(1 — ar”). — Cette formule est
a la fois assez simple ct assez souple pour permettre d’effectuer des
calculs numériques complels ¢t de les appliquer successivement aux
différentes hypothéses, en modifiant convenablement les parameétres.
La loi de Roche en est un cas particulier, n = ».

Cette formule donne

3
(120) p1==po(1 — @), D':f’“('“lcfs)'

Si I'on se donne ¢, et D, deux des trois paramnctres de la forpiule
sont déterminés, p, et « par exemple. Lin faisant varier n, on réaliscra
alors différentes lois de densités.

Pour a =0, 0nag,=p,=D,;il y a homogénéité. Pour & = 1, 0n
4p,=0.

On a encore

(l2|) p’:_-anpo,-ll——l’ p”:__a”(”_.)porn'—ﬁ.

Pour 7 = 1, la variation des densités est linéaire.

(') Journal de Crelle, 1. LX11, 1863,
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Pour > 1, p” < 0, la courbe des densités tourne sa concavité vers
le bas. On a alors p, = o, la densité tend vers une limite au centre.
Cette limite tend vers D, si n augmente indéfiniment.

Pour n <1, ¢"> 0, la courbe tourne sa concavité vers le haut,
¢, = %. L'accroissement des densités est de plus en plus rapide vers
le centre. Il y a concentration d’autant plus prononcée que n est plus
voisin de o.

On obtient facilement les formules

pr_tn+3 . E')

(122) a:l——Po =3 nr T ol {= (l ~p,)
Po § F, ! ' 5 — 2 g

(123) -I',—I+—r’ D,— D, pdri=1 3 %)

qui donnent «, ¢,, F,, en fonction de { et de n. Pour chaque valeur
de n on donnera & { une série de valeurs telles que 2 <<z, <3 ou
réciproquement; la valeur de g sera parfaitement définieet ['on pourra
Pintroduire dans les différentes formules étudiées précédemment pour
en faire I'application pratique.

Tous les calculs numériques ont été faits avec la valeur D, = 5,56;
en adoptant la nouvelle valeur donnée par I'Annuaire, D, = 5,5, il
suffira de corriger les valeurs de g, en les multipliant par 351’5?6 = 1,0109.
D’ailleurs les valeurs d¢ «, g,, F,, et toutes celles qu'on en déduira,
ne dépendent que de {, c’est-a-dire du seul rapport TP)'- et non de la
valeur absolue de p, ou D,. l

2. Limites de e,, 3,, n. — La formule (66)

1 1
f pdrie = Jf pdrs
[ 0

donne, puisque e est croissant,
- t .
e<J<e, d’on ;>300’3"
0
La formule (51°) devient au centre

5 D 3) !
(124) oo;:zq;p—;—lpa—Pj ode,
o
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orde > o, dou (')
5 D 50
(134") e > Z(p?:-, po>zz‘;D,.
Comme on a aussi
t
(a) p,(e,—eo)<f pde < po(e,— ¢,),
0

on en déduit en portant la premiére inégalité dans (124)

Sepne 3 (e
(129) p,,>4 elD,a-{-;p.(en l).
En faisant e, = e,, on obtient (12/;"') indiquée par Stieljes, et la
limite p,> 7,07.
En faisant e,=J, on ohtient plus simplement une limite plus
resserrée

5 3
(126) po>Z§D,+ ;p.(-}-—l).

Endehors de toute hypothése sur p, et e, ¢’est-i-dire en ne tenant
compte que du premier terme, on a g, > 7,358. Le minimum déterminé
par Stieljes et hasé sur les valeurs de F,, formule (123), et de p,, donnait
seulement g, > 7,3 pour n = 2.

J'ai calculé, d’aprés cette formule (126), les minimumns et les maxi-
' . ) I
mums qu’on en déduit pour n, d'aprés(123), danslesdeux cas: - = 297

I
et; = 202.
o 2,0. 2,2. 2,4, 2,6. 2,8. 3,0.
Lo § PO 7,482 7,450 7,459 7,463 7,567 7,47
e~ 27| a<..... 5,95 5,33 4,99 4,66 4,33 3,99
L Po>>..... 7,496 7,510 7,524 7,537 7,551 7,565
e P ln<..... 552 5,07 4,84 hagg 4,16 3,83

11 suffira donc de considérer o < rn <6 pour la Terre.

(*) On vérifie ici en méme temps, en faisant de=o, un des résultals du
Chapitre II, & savoir que I'aplatissement central en vitesse constante est plus
grand que dans le cas des surfaces homothétiques, si la vitesse centrale ou Ia
valeur de ¢ est la méme.
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La seconde inégalité¢ (a) donne encore avec (124)

(127 <2 T, 0t

le. 605-361

~ e .oy .
En donnant au rapport éldxﬂ'erentes valeurs, p, sera compris entre
0

les limites suivantes, d¢terminées par (125) ct (127) :

a. 1. . 1,2, 1,3, & 15, 1,6 1,6666.
v

PoS.... 7,05 9,12 132,06 17,36 24,70 42,30 112,8 0
pe>.... 7,05 8,07 9,10 10,12 11,14 12,16 13,18 18,80

Les formules (125) et (127) sont d'ailleurs, parmi beaucoup
d’autres, les combinaisons qui dennent les limites les plus étroites.
La formule (67) donne encore, d’aprés (123),

Sl N\ yF (2 % ou 28 _ef _m\,
3 2/ "Dy 3 n+d 3n4+3 "4 3

Les valeurs de n et p, sont alors complétement déterminées par
celles de ¢ et de { dans I'hypothése de la vitesse constante et de
'application de la loi du Lipschitz. On a le Tableau suivant :

o 2,0. 2,9, 2,4. 2,6. 9,8. 3,0.
[ 297 Po--n-. 9,70 10,23 11,07 12,39 15,08 22,62
e Y ln..... 2,38 2,15 1,72 1,30 0,87 0,45
r_ 292 { po-vv.- 8,11 8,32 8,57 8,92 9,46 10,33
e n..... 4,19 3,67 3,13 2,64 2,12 1,61

On aura donc en résumé dans I'hypothése de Clairaut
8,11 < py< 22,62, o, << n<f,ig.
3. Application au probléme de Clairaut, cas d’une vitesse uni-

Jorme. — Nous avons vu (61) qu'avec § = p,(1 — ar®), la loi des
aplatissements dans le cas de vitesse constanle prend ia forme

e=¢€(t+Pir"+ Bartt+...), ey =e¢(1+ B+ 3+...)=e(1 + 3).
La formule (37) reliant o, ¢, ¢, rs’écrit

3w e (0 3 " 3 !
(128) W_'—_;fo peli -3 T“fo odr e—g[ o de.

Journ. de Math. (6* série), tome VIII, — Fasc. 1V, 1912, 56
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En y portant les valeurs de ¢, p et intégrant, on obtient
(128") w? = gﬂ,/'t’opo(/io—*- Ryt o kgr®t 4=, ),

ou I’on doit faire k, = k, =k, =...= o0, dans le cas de vitesse cons-
tante. On obtient facilement comme terme général, en sup-
‘posant B,=1,
1 i oY 1 n+3 4
ki=B;— 3afiy (m—-tm-—»g), 5":6""'<"7m>ﬁ?
En posant

4 2 5
re=ga, ab—=—, a4 b= —+2, c=
n n

..

Soe

-+ 1,
n+§ '

on obtient pour I'expression de ¢ ci-dessus une série hypergéo-
métrique

e:eull(a,b.c,ar):e,rlll-

1
On en déduit

(13 _red rH__ 2n N@+nb+rce+n,2) T
9) T e T H T a4+ H(a, b, ¢, ) n+7

En tenant compte de la valeur de 1, a la surface, les formules (G4),
(66) et (67) s’écriront
(130) L_2mtr, <=
. e¢ ] D €y
Ce sont les trois formules qui ont servi pour les calculs numériques.
Mais on a donné & v, une autre forme plus pratique que (129). En
effet, I'intégrale contenue dans (64) ct (66) peut s’écrire

D, 3 — 3
D, nl’ ew:lo_‘__;)_.l_.

F, 3

—) =

! a2l
(131) f odrie=e¢p,-- / o'eridr =z eyum,
[y .

ou
n+3 5 o1 n—+5e
m=i—+ R +nt )'J, 8'= B = =+ - s = 4. ...
n—+33—1 1+ B an+35 3n+)
Or (64) devient
1 2( 3 — \) 2 T+ 2
—=(1-—m ) == —
ey 9 G /e )
10
d’ou
n+3 v+ (n+5pg
(132) 1= = ( )5;
4 n-+>5 1+
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ol

1+ (n+5)p =H(a,b,c+1,2))

est encore une série hypergéométrique (').

En faisant les calculs pour 0 < 5, <D, et% < n< 7,onobtient pour
les valeurs de e, ¢,, ¢, les trois Tableaux suivants :

1° Valeursde 1 : e, .

o). 0.
n=4%,
1. 373,04
2. 350,19
3. 333,33
k. 320,43
5. 310,38
6. 302,31
7. 295,69
2¢ Valeurs de 1 :
n=s.
1. 206y,61
2. 279,86
3. 286,36
k. 290,74
5. 293,76
6. 295,95
7. 297,57

1.

344,
323,95
312,65
302,53
294,58
288,21
283,96

€;.

282,48
289,01
293,12
295,88
297,81

299,20
300,25

~
~e

3235,0)
316,34
302,83
202,90
283,29
279,25
274,63
270,66

289,49
202,11
295,79
208,17
299,82
301,02
301,69
302.33

3
296,08

290,12

280,90
274,13
268,96
264,87
261,536
258,83

297,44
298,74
300,57
301,75
302,53
303,09
303,52

303,82

263,51
260,23
256,34

302,94
303,61
304,02

242,66
240,91
239,61

303,04
305,09
305,15

439

5,56.

' 230,70

- v X

(1) Cette série est beaucoup plus rapidement convergente que la précédente
doonnée par Lipschitz et Tisserand (Méc. cél., t. 11, p. 239). En effet, dans la pre-

. 5 . n
miére (129), n a la surface devient 0, =-

sou H=P0, +28,+38;+... et

voici les valears comparées de 6 et 3’ pour n =2 et p, =32. Clest ce fail

de la convergence rapide de¢ 3 qui a rendu possible tous ces calculs numé-
riques, appliqués & une variation continue de la densité.

(]

0, 13997
0,09go4
0,06168
0,03618
0,0208)
0,01170

0,0133)
0,00450
0,00158
0,00061
0,00023
0,00010

. e
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3° Valeurs de : ey,.

n=o. 343,30 327,41 312,92 299,74 287,48 276,26 270,34
1. 335,09 321,24 308,50 296,74 285,84 275,70 "
f. 328,52 316,28 304,91 294,37 284,48 275,25 "
2. 318,73 308,79 209,4F 290,65 282,36 274,54 “
3. 311,75 303,39 395,47 287,95 280,80 274,01 ’
b. 306,53 299,33 292,43 285,89 "
5. 302,48 296,15 ago,o7 284,25 "
6. 299,25 293,60 288,17 282,93 "
7. 296,61 291,51 286,59 281,83 v

% tieqy ~2/0,3
Co VER_Te/0,h
B SRS A N S § T<Fw

3

I, IR N .
Fig. 15. — Courbes dcc—, o (—-—-dans Phypothése de Clairaut, pour une mémne valeur dep,.
3 G Cp

An AL Ay, A ligne des valeurs d’accord pour les différentes valcurs de g,.

En faisant passer des paraboles par trois points voisins, on en déduit
avec cinq chiffres exacts les valeurs d’accord ot I'on a e, = ;= ry,.
Elles sont consignées dans le Tableau suivant :
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"= L 1. 2, 3. i 5, 6. 6,25. 7.
2
]

;""“ 297,!8 207,17 297,18 297,]8 297,19 207,20 297,21 207,21 247,22

Y 2,96 2,72 2,25 1,78 1,30 0,83 0,36 0,0 — 0,12

Enfin ces résultats sont traduits aux yeux par les deux graphiques

330 {1\

320

310 g

Sl
Ce

e
0 1 - h L 5 556
. . . . o . .
Fig. 16 — Graphique général des valeurs de;— rot e; dans P'hypothése de Clairaut,
? & ép
pour toutes les valeurs de o,, de 0 4 D,.
29752 - =6~ - % ~ - est la ligne des valeurs d’accord, pour les différentes valeurs de n.

15 et 16 qui donnent les courbes de % en fonction de net de p,. On a

en résumé: 297,17 < 5 <z297,22et0Le, <3 ().

(') Par interpolation pour =0, on aurait 1 ; ¢, = 297.20 el p, = 3,17.
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On voit d'aprés le Tableau précédent que pour 2< 5, <3 on

ALEX. VERONNET.

aé < n< 3. On arepris lescalculs avec les logarithmes i 7 décimales

» e I . , .
et 6 chiffres exacts pour # = 5 1, 2, 3. On obtient les valeurs sui-

vantes:

1 i ‘p.\ e
PEy 2,0. 2,2. 2,4, 2,6. 2,8. 3.0.
1iep...... 325,043 319,115 313,256 307,454 301,726 206,077
12 €1eennnn. 289,486 291,336 293,048 294,643 296,106 297,440
L:Cppennnnn 308,502 306,074 303,683 301,333 299,016 296,736
n=i;
1i€geeen... 316,339 310,970 305,666 300,425 293,214 290,121
1iey....... 292,108 293,647 295,078 296,403 297,624 298,745
1iCpseun.n. 304,915 302,740 300,396 298,482 296,397 294,341
n=2
1i€p. ..... 302,829 208,346 293,911 289,524 285,186 280,897
1i€.n.... 295,795 296,902 297,930 298,883 299,76 300,374
1i€puevnn.. 299.444 297,644 295,865 294,108 292,371 290,655

o Pr-
n=3. 1,4, 1,6, 1,8. 2.0 2,9, 2,4
1iepe. ... 304,638 300,089 296,775 292,901 289,068 285,273
1i€eien... 295,328 296,336  297,28F 208.171 208,096 299,764
Pi€pee.n.. 300,171 298,387 207,019 293,468 293,934 292,413

Les valeurs calculées pour v, et qui conduisent aux résultats ci-
dessus ont pu étre résumcées dans les formules suivantes : pour n =1,
ona

< . 5 . g £
m:o,21|9|6§?-f-1,0219843—4—0,01;()3 r—3 f'.g——-l),

. | I . . B . .
qui donne les valeurs dezn 0,003 pres pour 2 < g, < 3, et i 0,00 pres

pour o < o, < D,. Cette formule contient donc et résume d'unc facon
trés précise touslesrésultats et calculs numériques ci-dessus pour . =1,
dans I'hypothése de Clairaut. Les deux premiers termes représentent

. . 1 « .y
une parabole passant par les trois pomls.—c ==0,-s 1. Lie troisi¢me est
3 Ia

un terme de correction nul pour ces trois points.
Cette formule montre que, pour n =1, on an, < 1,23, cequirend
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impossible I'explication de P'aplatissement de Jupiter et de Saturne
par cette formule. D'ailleurs on démontre facilement que, si 2 tend
vers 0, la condensation tend vers une limite, et la formule de Lipschitz
. n’est dans aucun cas applicable a Jupiter et Saturne, 'aplatissement
qui en résulte ctant trop faible.
Pour n =2 et =3, on a les formules

n,:o,|6738-§; +o,86842§ +o,0092-§(|—£> (zg —-l),

373
2
n1 = 0,75622 5 + 0,13338 5 + 0,003 %(.-— g) (2§ —,),

qui donnent v, avec plus de précision encore : 0,002 et 0,001.

Enfin on déduit des Tableaux ci-dessus pour chaque valeur de »,
les valeurs d’accord de ¢, €,, p,, I'équation de la densité g, celles dee,
et ¢, en fonction de p, :

n=1:2; 1:e,=297,187; 1:e,=496,00; p,=2,9606; p:zl,|564—18,1958\/7.
1:e,= 388,327 —33,4125p,+ 0,8875p%; 1:e;=264,031+15,9175p,— 1,5938p?.

R=1; 1i1e=2297,171; 1ie,=/412,90; p,=2,7232; p =14,0642 —11,33g0r.
1ieg=373,277 —20,9773p,+0,7331p}; 11 es==271,089+13,100p,—1,2938p}.

n==2; 1ie=297,177; 1:e,7=339,60; p==2,2325; p=10,5212—8,2687 %,
1 i ep=350,323 — 24,957 p,+ 0,605p}; 1:e,= 380,651 +9,434p,—0,931p}.

n=3; 1:e=297,184; 1:e=340,32; p,==1,7790; p=09,341 — 7,362,
1:6,=333,013 —21,242p,+0,493p}; 1:e)=286,728 +7,147p,— 0,715p%.
Les forinules de densité données ci-dessus sont les seules qui
permettent de retrouver le méme aplatissement en tenant compte 4 la
fois de I'attraction et de la précession. On obtient i a 0,01 pres, en

prenant trois décimales dans I'expression de p. La formule de Roche
donnée par I’Arnuaire devra donc s’écrire

p — 10,521 — 8, 2692 pour Dy=5,56
ou

(513

p=10,41—8,18r* pour D, = 3, 50.

La formule actuelle p= 10,0~ 7,57* conduit aux aplatis-
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sements 1 : e,= 291,14 et 1. ¢,= 298,53 qui ne sont guére concor-
dants. Elle donne en effet p, = 2,5 qui correspond & 2,527 du Ta-
bleau.

4. Hypothése des surfaces homothétiques. — La formule (64)
qui donne ¢, devient

12 JF\_22 4 14
(133) ;;—q('“zu—.)--sg('+m)’ Kl &
(128) fournit ensuite

W=l —yr) avec Y=

L’équation de précession (117)dans le cas de vitesse variable donne

1 "
p eAr _ . L= DB
(134) Jl,._e,o),[ - =eDynt, pol m
avec
_n+§ — Sat AL — '
m — P l—y(/ﬁl—mll,):o ™ .—7(/‘1*“/‘2)
et
_ ] S 13 5 .
h'_l—*—; n+5/+7—.:’;2n+57 Foo
A : __n+5‘+1§n+5 -
Ry ¥ 243n+57

On voit que 4, et h, sont encore des sérics hypergéométriques, en
osant
P 5
, C= =~ 41,
n

hhy=14+3hi=Nh(a,b,c,y), hy=1+3hy="h(a,b+1,c+1,7).

Les valeurs de e'—sont linéaires en { et facilement calculables. Les
?

valeurs de—;- sont données dans le Tableau suivant et figure 17 :
[
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2
n. 0. 1. 2. 3. 4. 5. 5,56
1. 254,10 263,61 272,08 280,63 289,353 299,21 305,31
2...... 263,81 272,92 279,38 286,34 293,27 300,75} "
... 274,04 259,61 284,96 290,36 295,91 301,97 "
h.. 280,01 284,50 288,80 293,33 297,91 303,63 "
5...... 284,45 288,14 291,76 295,43 299,25 303,16 v
6...... 287,90 290,94 29%.00 297,17 300,54 304,12 “
3
.
% \
3101
3
300
2s7zL\
20 5
280
270
260
20
20
230 n « o Aomoosnuitd
0 1 2,__,__9*"__. [
Fig. 17. — Graphique général dans le cas des surfaces homotheliques.
BB, CC',. .., lignes des valeurs d’accord dans le cas géncral de vitesse variable.,
On cn déduit pour, les valeurs d’accord :
n= 0. 1. 2. 3. 1 3. 6. 6,70
1$eg =(278,97 ) 281,56 283,51 83,26 28G,70 287,98 289,11 289,84
£ =( 3,621) 3,109 2,589 2,004 1,512 0,938 0,3qy 0,00
0o Wy == 1,380 1,211 , 148 1,115 1,007 1,081 1,073

Journ. de Math. (6 séric), tome YU, — Fase, IV, 112,

57
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Ces valeurs d’accord sont comprises dans les formules :
py= 3,621 — 0,507 n — 0,00501 n*, {=1,0462 + 0,2735n + 0,0027 nt,

{ porté dans 'expression de ¢, donne ¢, i 0,03 prés.
On voit dans le Tableau des valeurs d’accord que 3, conserve & peu
prés la méme valeur que dans I’hypothése précédente, pour les mémes

1 . . e ’ .
valeurs de n, et que - reste compris aussi dans des limiles assez étroites:

2794 290. Sil'on veut réaliser un aplatissement intermédiaire entre ces
valeurs et celle qui est donnée par I’hypothése de Clairaut : 297,17,
il faudra étudier une hypothése intermédiaire ot les vitesses croitront
vers le centre, mais moins vite que dans le cas des surfaces homo-
thétiques.

8. Hypothése générale des surfaces a aplatissement variable et
vitesse variable. — Je relie ce cas général aux deux hypothéses
patticuliéres précédentes : vitesse uniforme et surfaces homothétiques,
en posant

(135) e=e(1+eByr"+eByrtt+...), ey=e(1+¢5).

Pour ¢ = o, on aura des surfaces homothétiques; pour e ==1, une
vitesse constante. Pour o < ¢ < 1, cas intermédiaire, la vitesse croitra
de la surface au centre, mais moins vite que pour les surfaces homo-
thétiques. Pour ¢ > 1, les aplatissements décroissent de la surface au
centre, mais plus vite que dansle cas d'une vitesse uniforme; la vitesse
des couches décroitra de la surface au centre.

En portant cette valeur de e dans I'intégrale de (64) ct opérantcomme
dans I'hypothése de Clairaut (les § étant les mémes), on a les mémes
formules ou tous les 3 sont multipliés par ¢ :

R 1 _ 2 3—¢ 2 Mg+ 2
(136) e?—go<l_ 5 ms)._; F
_ n+3 § 1+en+5)3 ne n+314¢e(n-+3)3
(137) M=t o TET ¢ i+ T ' T nas 1+ €53
Portée dans (128) cette valeur de ¢ donne : k,=k,=...k;=o0 et

8 2
(138) m“:gﬂfeopo(/n‘o-i—/.',l"').:.:(,)E(l——*/l'"), ‘/:—Z-i.
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Orona

— k=B (1—¢)= 1—¢ 3%

n+hn+¢

et /.'o:-;-(l—S)+€k:,,

en désignant par k, la valeur de k, en vitesse constante (*). En trans-
formant cette valeur en g, e,, n,, on pourra Iécrire

3, @ R on n+2

k’:——_—-—-‘:—"‘l - '+°-
* T B feop, 2el(+mn+t n+% 5 +2)
On en tire
_ Yo , LoD s .
r= 5 ¢ i ou /o—n-i—;')n-i-C’
2k
21 —¢

Yo est la valeur de y pour € == o (surfaces homothétiques).
La condition (117) donnée par la précession devient, en développant
ct intégrant,

Jl‘,:m,f f""" NI el U/a,—-ar_'—:_——.h,)

T+ —a)

hyy hy, ... sont les mémes séries hypergéométriques que dans lecas des
surfaces homothétiques. En les transformant en /' et représentant la
parenthése par m”, on obtiendra

m" = m; 4+ mg,

(1+2) (1—a)yme =35, — aly)
+e[(n+5)(Ly—ah )B4+ (20 +5)(hy—ahy)B,. .. ]
), 3 —
(13y) I—:j :‘ 3 \/l—/(/}t+/)l)
1 1 D, /‘——:—73—7)34—-(3—’;)»:;_ 1 D, 33—,
“J Ty 3 =TF T3

puis on remplacerait v, par n,.
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On a calculé alors pour n =2 les Tableaux suivants de — et —:

e¢ 81
4P1'

. 0. 1. 2,0 2% A 2,60 28 30, & 5.
1,2..... 353,13 328,05 304,21 299,61 295,04 290,53 286,08 281,69 260,55 240,96
1,0, 350,19 325,95 302,83 208,35 293,91 289,52 285,19 280,90 260,23 240,01
0,8..... 36,94 323,6§ 301,34 297,00 292,71 88,46 284,24 280,08 239,90 2j0,86
0,6..... 343,31 321,10 299,73 295,55 291,41 287,30 283,23 279,20 259,56 240,81
0,4..... 339,28 318,31 297,99 293,98 290,02 286,09 282,17 278,27 259,20 240,76
0,2.., 334,73 315,22 296,08 292,29 288,52 284,76 281,02 277,28 258,83 afo,7s
0,0..... 329,58 311,80 29§,01 290,45 286,90 983,34 v79,78 276,23 258,45 240,66
€.

1,2..... » » 298,74 299,82 30,80 301,68 302,49 303,21 » »
1,0..... 279,86 289,01 295,79 296,90 297,93 298,88 - ¢,76 300,57 303,61 3od,09
0,8..... » » 292,80 293,93 295,01 296,03 (6,98 297,89 » »
0,6..... 274,68 283,04 289,68 290,86 292,00 293,09 29§,13 295,12 299,57 303,35
0,4..... » » 286,45 287,66 288,88 9290,0f 291,18 992,29 » »
0,2..... » » 283,09 284,38 285,65 86,91 288,17 289,24 » »
0,0 265,81 272,92 279,58 280,9f 282,26 283,62 284,98 286,34 293,27 300,79

En calculant les valeurs de e, p,, oT, (accroissement du temps de
rotation au centre) pour les points oli ¢, = e,, on a

e = 0,0. 0,2. 0,4. 0,6, 0,8. {,0. 1,2 cte
1iei...... 283,54 286,36 289,14 291,87 294,53 297,18 299,56
Preceenees 2,589 2,515 2,445 2,378 2,314 2,252 2, 19}
Yooreaons . 0,318 0,267 0,210 0,147 0,077 0,00 —0,086
OToevvvn.. —4brom —3h26m —abfou —yhjom —hgm 0,0 +hgm

.

Telles sont pour # = 2 les valeurs qui s’accordent a la fois avec les
données de I'attraction ct de la précession. On voit qu'on peut faire
varier facilement 1 : ¢, de 283 & 300 ¢t au dela, en faisant varier la loi
des vitesses. De ¢, on déduit facilement g, et la loi générale de .

Comme dans I'hypothése de Clairaut, j’ai condensé toutes ces
valcurs dans des formules qui permettent de les trouver rapidement
ou de les déterminer dans les intervalles non calculés. Ces formules,

exactes pour ¢ =0 et1, le sont 4 0,02 prés pour les autres cas. Les
voici pour n=1,2,3:

1ie=1297,171 — 15,611 (1 —<)+2,612e(1—z2), =
1:e=197,177 — 13,637 (1—z)+ 0,606 (1 -2), 21==2,272) + 0,336 (1
1 e=297,18] —11,92f(1 —¢)+o0,315e(1—¢), 0y ==

2,722 + 0,384 (1 —3}—o0,110e (1 —¢),

g)— 0,039 (1 —¢g),

1,779 + 0,275 (1—¢)—o0,021e(1—3),
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et

(140) 1:e,= 297,18 —(0,13n*— 3,36 + 17,85) (1—¢)
+ (0,850t — 4,547 + 6,30) e(1 —¢).

Cette formule générale donne 1 : 2, compatible avec I'attraction et
la précession pour 1 <n< 3 eto<e< 1,2, 4 0,01 prés.
En appelant v, la valeur de n, pour ¢ = 1 (vitesse uniforme), on a

"7==5ﬂ1+(|—5)n2:-+£(|—g) g (,m__ 2§ )

+3 1+ ¢f n+35

On pourra poser

/ =¢&n,+ (1 —¢) 23
\ n=em OnEs
; L2 st
(141) /e?._? 3 +e(1 s)&e;
|___1D,3—-n NP
Z.—j—,—l- 3 +5(l—€)0;~,

et les termes de correction seront donnés par les formules suivantes
pourn=1,2,3:

o) 03 ir )
oL = (79 S—20)3  Ii=(—os),
1 _(,¢ 4 L :
Oz;—(&g—l)g’ 6;—({—0,23)-

Les résultats pour 2<{p,< 3 et n = 2 sont consignés dans le gra-
phique 18, oti la ligne des valeursd’accord A, A, estreprésentée en poin-
tillé. Pour avolr la représentation générale de ce cas de vitesse variable,
il suftit de se reporter au graphique 17 des surfaces homothétiques, ot
A, B, G, D est la ligne des valeurs d’accord pour les différentes valeurs
de n, de 0 & 6. On a ajouté, la ligne correspondante A’, B’, C’ pour le
cas de vitesse uniforme, ¢ = 1. Donc BB’ sera la ligne des valeurs
d’accord pour n = 3, quand ¢ varie de 0 & 1; CC' celle de n = 1, etc.
Toutes les valeurs correspondant 4 1< n<<3 el 2<p, < 3 sont &
peu prés renfermées dans le quadrilatere BCB'C'.
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Remarque. — Pour Jupiter et Saturne, en négligeant le terme de
correction, on pourra de % donné par (141) tlirer la valeur de & qui
permettrait de realiser les valeurs observées n = 1,64 et 1,59. On
obtient ¢ > 2,8 pour #Z1 et ¥y > 1, ce (ui est impossible. La loi de
Lipschitz ne peat donc pas expliquer 'aplatissement de Jupiter et

~+308,31

J
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. 5 , . . 1 1 .
Vig. 18, — Cas général des vilesses variables. Courhes de Setopeur 2y < jetn =2,
s o
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A A, ligne des valeurs d'uccord quand & varic de o d 1,0,

de Saturne, méme en admettant unc loi de vitesse quelconque avee la
loi de e ci-dessus.

6. Hypothése d’'une Terre solide. — Comme dans ce cas la
vitesse est naturellement la méme sur toutes les surfaces de
niveau, ¢, ¢, ¢, sont donnés encore par les formules (130), comme
dans I’hypothése de Clairaut. De plus ¢,, ne dépend que de la loi des
densités et conserve les mémes valeurs calculées déji dans cette
hypothése. Au contraire ¢, ct ¢, dépendent de y et de la loi des
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aplatissements. J'ai suivi alors deux méthodes: la premiére en
rattachant celte loi des aplatissements & celle qui a été déja déter-
minée dans le cas d'une rotation uniforme; la deuxiéme en lui donnant
une forme indépendante et plus simple, analogue a celle des densités

de Lipschitz.

Premiére méthode. — Prenons pour ¢ la méme forme (135) que
dans le cas précédent, alors v, aura la valeur donnée par 1, dans (137).
On en déduit aussi au moyen de (138) la valeur de w* qui correspond &
telle loi des aplatissements (').

Pour n = 2, j’ai fait les calculs depuis ¢ = — 0,35, limite minimum
oll pour p,=o0 on a cy=e,=¢, (au dela il n’y a plus d’accord
possible) jusqu'a € =». Pour ¢ = o, on retrouve le cas de surfaces
homothétiques et pour ¢ = 1 celui de I'équilibre d'un fluide & vitesse
constante.

Le premier Tableau donne les valeurs de 1: e;, le second celles de
1: e, la derniére ligne celle de 1: ¢,.

0. 1. 2,0. 2,2. 2,%. 2,6. 2.8. 3. . 5.
fra,41 376,42 341,67 308,34 276,53 246,58
381,22 349,51 319,35 313,% 307,79 32,10 296,90 290,99 264,83 241,68
367,10 338,41 311,27 306,03 300,87 295,78 290,76 283,82 262,32 afr,an
359,04 332.38 Jor,i0 302,22 297,50 292,64 287.9% 283,33 261,23 2fo,99
353,83 398,28 304,35 »9u,90 295,31 290,78 286,29 281,86 260,62 250,96
350,19 325,95 302,83 208,35 293,90 289,52 28349 280,90 260,23 240,91
316,04 323,64 3Joi,3f 297,00 292,71 a8R,46 284,27 280,08 239,90 920,83
343,31 321,10 999,73 295,55 agr, 41 287,30 283 a3 279,20 259,56 240,81

339,28 318,31 297,499 278,97 259,20 240,706
334,73 313,02 agh,o8 a77,a8 058,83 wfo,T
320,58 311,80 294,01 290,43 286,90 283,34 279,78 276,24 258 45 240,066
323,17 307,96 291,75 273,00 258,03 240,62
318,78 304,76 289,86 274,09 57,74 240,58y

(') Mais on peut admettre aussi que la solidification ne s’est pas faite d'un
seul coup, avec une seule et méme loi des vitesses. Du moins w? serait la loi des
vitesses qui donnerait les mémes aplatissements dans 'hypothese de la fluidité.
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0. 1. 2,0. 242 2.4, 2,6. 2.8. 3. 4. 5.
203,01 230,86 253,86 272,70 287,97 299,94
241,52 261,87 277,96 280,72 283,33 285,80 288,13 290,32 299,20 304,39
258,97 274,65 286,68 288,71 290,61t 292,38 294,0% 295,58 301,61 304,81
268,93 281,60 291,19 292,78 29{,26 295,6f 296,93 298,11 302,65 305,02
275,36 286,33 293,94 295,24 296,45 297,58 298,63 299,59 303,34 305,05
279,86 289,01 293,79 296,90 297,93 298,88 299,76 300,57 903,61 303,09
283,88 291,68 297,41 298,33 299,21 300,00 300,73 301,41 303,93 305,15
288,36 294,60 299,15 299,89 300,57 301,20 301,77 302,30 304,26 303,19
293,35 297,82 3or,03 303,25 304,59 305,23
298,96 301,37 303,09 304,26 304,95 305,25
303,31 303,31 303,31 308,31 305,31 305,31 303,31 305,31 305,31 303,34
312,89 309,74 307,77 306,49 305,70 303,36
318,73 313,37 310,25 307,39 306,01 305,39
318,73 308,79 299,44 297,64 295,86 294,11 292,37 290,65 282,30 274,54

On obtient ensuite pour chaque
pour lesquelles on a e, = e,=¢,,

valeur de ¢ les valeurs d’accord

€. 0. 1:0,2. 1:0,4. 1:0,6. 1: 0,8. 1. 0,8.
[ TR 3,757 3,020 2,702 2,502 2,361 2,253 2,149
1€ 284,41 290,48 293,22 294,95 296,21 207,17  o2g8,10
tieg ® 674,72 430,55 392,82 372,80 360,48 351,85
Wg ! Wy 0,0 0,490 0,758 0,878 0,950 1,000 1,043
€. 0,6. 0,4. 0,2. 0. —0,2. —0,35.
Proeceeens 2,023 1,866 1,656 1,365 0,856 0,00
1i€Caven. 299, 24 300,68 302,62 305,31 Jio,19 318,73
1:€p.... 339,96 328,10 316,60 305,31 292,35 281,75
Wy o W 1,089 1,137 1,190 1,269 1,397 1,161

On voit que 1 ; ¢, peut varier de 284,41 & 318,73, quand g, varic

de 3,757 doavec n = 2. Pour2 <5, < 3, on a 290,65 < % < 299,44-.

L’ensemble est représenté par le graphique 19. La courbe des valeurs

d’accord se confond uvec celle de e,,.

Pour quelques autres valeurs de », il suffira d’indiquer les limites

et les valeurs principales de 1 ; ¢,.

pp=0. p=2. p, = 3. £=o0,
n=o..... 343,30 312,92 299,74 e —t—
n=1..... 328,52 304,91 294,34 288,41 p,=3,612
n=3..... 311,75 293,47 287,95 281,90 p,==3,846
n=>5..... 302,48 290,07 284,25

5,56,
305,31

»

¥ ¥ T OV O U

% ¥ ¥ ¥ ¥

270,34
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Pour p, =2,

453

1
290,07 < = < 312,92;

pour 5, =3,

||
284,25 < p

1

I?J
1

' KR

o] } R 2T + 5 558 A
Fig. 19. — Hypothése d’une Terve solide. Graphique

pour n= 2. ABCD, ligne des valeurs d’accord. Pour
€ = o on a des lignes droites.

Deuxiéme méthode. — Posons

< 299,74.

60

250

Fig, 20, — Graphique général dans le cas d’une Terre
solide avec ¢ = e, (1 4+ 3+#'). ABCEFD, ligne des valeyrs
d’accord pour n = 2.

e=co(1+ 31"

avec 3> — 1 et n'> o. La formule (131) donnera & la place de (132)

n_ n+3 1403

C_ n—43 l~i-r'3’

Journ. de Math. (6° sirvie), tome VI,

n+3
T+ 045

58 .

— Fase. 1V, 102,
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La solution est ici trés simple.

La loi des densités étant supposée donnée, la série des valeurs de e,
est parfaitement déterminée et la méme que dans I'hypothése de
Clairaut. 4

Si de plus on se donne la loi des aplatissements, B et »’ sont alors
également déterminés, n: { est constant et 1: e, varie linéairement
avec {. On a comme représentation (fig. 20), des lignes droites qui
coupent les ¢,, aux points extrémes D pour = {, puis en des points
de plus en plus & gauche et de plus en plus élevés pour n<<{.Ona
représenté le faiscean de droites de e,; le faisceau de courbes de e,
pour o < 7 < 7, et quelques courbes de e, pour n = 2.

Pour 2 < p, < 3, on a, suivant les valeurs de »,

n= 0. 1:2. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 1.
2., <312,92 308,50 3o0f,91 299,44 295,17 292,45 290,07 288,17 286,59
e, > 209,74 296,74 294,35 290,65 287,95 285,89 284,25 282,93 281,83

Onauraitcomme limites extrémes 1 ; e,= 343,30 pour n =0, g,=o0
et1: e, = 270,30 pour p, = 4,972. Dans cette hypothése, on peut faire
varier 1 : e de 73 unités. C'est la plus grande variation obtenue.

Enfin cette loi permet de réaliser pour Jupiter et Saturne les apla-

n' . .
- B — 0,25. La loi des vitesses
n +5

correspondantes s'en déduirait en portant la valeur de e dans
Pexpression (128"). La vitesse superficielle serait plus grande que les
vitesses intérieures, (qui décroitraient jusqu’au centre.

tissements observés en faisant

7. Lois des densités p=po(1— ar?)? et p=p,(1 —ar*)?, ou
p=1po(1 —ar®)". — Ces lois admettent un point d’inflexion ou la
variation de la densité est maximum. On aura donc comme un noyau
central & forte densilé et une écorce superficielle a densité plus faible.
Elles permettent deréaliser une condensation plus considérable et un
inverse de I'aplatissement ¢,, correspondant & I'attraction, plus grand
qu'avec la loi de Lipschitz. Je ne les ai appliquées que dans I'’hypo-
thése d’une vitesse uniforme. Elles permettent dans ce cas d’expliquer
I'aplatissement observé pour Jupiter et Saturne.

Premiére loi. — On obtient successivement comme dans’hypothése
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de Clairaut, avec I’exposant 2,

! 6a 3at
D‘zf,, pdrt=po(1— 25+ )

] “
loa 5a2 .
F,= dri= I — = <
! [P P"( n+a+2n+:))’

6o 1 n+3 3a? 2 2n+ 3"
Bi= ——=Bi-1— =5 = | — Bigl1—= = )
n+3 Lin+3 an+3 (i in+3

1
B"= B + Bs “+en, [pdel“:¢'|pol'l,
0

T 3n+5 " 4n+5

<\ ar .
m=(1—a)+ 2an ['*‘(”’*‘O)ﬁ _ gl +5)3 ]’

i+ n+3 an+ 5
' 2/ 3 po I 1 Py o 3. F,
—={1—=<-m}), — == 1=m, €py=* 4 =J—-
€ <p( 5D, > eg JF 7 e TETD,

Les calculs numériques donnent alors les résultats suivanls
avec n=12:

1. 0,9. 08 0T 06  05i 052 0,0. 0,4 0.2
428,88 398,68 366,32 339,70 315,08 302,04 297,97 29{,06 276,48 256,84

234,83 255,49 274,33 284,26 292,41 295,99 297,00 297,91 301,34 304,76
353,89 339,86 326,38 314,49 304,39 299,12 297,50 293,93 288,88 278 06

Pour les valeurs d’accord, on a 1: ¢, = 297,183, 1:¢e,= 372,55
y ' D/ ’ 0 199y

py = 2,633, p=11,234(1—0,516r%),

Remarque. — Les valeurs correspondantes pour Jupiter et Saturne
s’en déduisent en multipliant p, par le rapport des densités moyennes
ct 1 ¢, par le rapport des valeurs de . On trouve

Pour Jupiter. Pour Saturne.
a..... ] 0,9 0,8 1 0,9 0.8
Proven- o 0,05 0,10 o 0,03 0,06
1iep... 17,5 16,7 13,0 10,2 9,8 8,9

Les valeurs observées 1 e= 17,11 et 9,18 correspondent aux
densités superficielles 0,023 et 0,03, c’est-d-dire g et 17 fois celle de
Pair,

230,50
305,31
270,34
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Deuzxié¢me loi. — On obtient de méme

= (41— 92 gat _ _3a
Dr-Po(' ,,+3+g,,+3 3u+3)’

Fo= o 1 1ia - 132 dod
1=Po n+> 2n+5 3n+5
. 1 n-+3
Bi= n+‘55"( tlu+))
qa’ 8; _22n+3) da? 3 331:—4—%
T a4 3P tm+)}+3n+5 BT TRy
m=(1— o)+ 3an |+(n-+:.))5'_2a|—+—(2n+:))3"+a2|+('3n+5);3’” ,
1+53 n+5 an+5 3n+5
" __ ﬁl 5‘2 1
M= Tt O
Le calcul donne alors les résultats suivants pour n =2 :
2. 1. 0,9. 0,8. 0,6. 0,40. 0,38. 0,36.
1tes.. 477,35 459,60 422,75 357,28 ... 3or,72 296,92 292,16

1i¢.. 192,88 204,68 240,89 278,17 ... 296,26 297,20 298,30
tiep. 380,60 366,80 351,76 322,37 ... 299,09 297,05 295,16
Accord 1: e, =1297,15; ¢, = 2,734; ¢ = 11,527 (1 — 0,381 /%),
Pour Jupiter et Saturne, les aplatissements observés exigeraieat,
dans ce cas, p, = 0,03 et 0,17, c’est-a-dire des densités 10 et Go fois
plus grandes que celle de l'air.

8. Etude de la loi limite = v, = const. — Si y) est constant, on a

re’ de dr
— =", 7:’0‘7-9 c:e,l“h.

On a aussi ' = o, et I’équation Clairaut-Radau devient

(145) n(3 4+ n) =2L(1 +n).
Comme v = 7,, on a aussi
Ny D+ Ny
= {,—= — ———— — consl.
f=4 2 1+, !

(*) 1+ (2n+35)B8" et 1 +(3n + 5)3" sont encore des séries hypergéomé-
triques. On voit de plus immédiatement la forme des expressions 3; et m pour
la loi générale p = po (1 —a rm) ™,
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équation qui donne v, en fonction de {, et réciproquement. On a
ensuite
rp’ dD dr

-—T::“ F=—§17| D:Dll'-:’.

PMs30——§)=C”dbﬁ

L’équation de Clairaut (128) en y portant ces valeursde e et p donne

3(1)2 ( 3 3 5 +'n| 3 m

L
(146) W:elpl 1

s — % = —= b+ e .
3-% 55+m— OQ~nJ EALLAR Sy

En tenant compte de (145), la parenthése est nulle et (146) donne
finalement

— 2 ou ol

(147) m=

w O

816

Les équations qui donnent ¢, et ¢, deviennent a leur tour
[ )
I+ 5 . 1 5 n?
1'8 2€e :J, ou —_—— ] ] — ———
(138) 'P'2-+--n, 23—, e, J( 1o+am)’
o3 @ 3—8

D,5-¢ 2  '5=¢

(149) eq,,,:g+.l

Pouré = 297,0n a v,=0,5747 et (145) donne {,=1,0170
et p, = 3,675. J'ai donc fait les calculs pour 3,5 <5, < 3,8, on obtient

oL 3,5. 3,6. © 3. 3,8.

1ieg...... 303,59 300,62 293,82 291,16
tieg. ..., 293,60 296,71 297,72 298,67
PPN 300,80 298,73  296,7% . 294,83

L'accord a lieu pour i— = 297,39 et g, = 3,607. La valeur de :;est

précisément la limite supérieure trouvée, en premiére approximation,
dans le probléme de M. Poincaré, quand on suppose n = v,, comme
on I'a va [Chap. 1V, formule (71)].

Remarque. — lin seconde approximation, dans 'hypothése 4’ = o,
la valeur de e, serait donnée par l'expression (108) de w,, qui
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s’écrira
1 27+ 3 6
_:_1"5_+(_9_m).
€ 9 70 7

Pour déterminer la valeur de v,, on aura d’abord, en faisant

D\(1+A})=A4, =35, 56 dans (93),
3p;=5,56(3 =§)(1—%eny).

On donne 4 e, sa valeur en premiére approximation et I'on déduit
de celte expression {, en fonction de p,. Cette valeur de {,, portée
dans I'é¢quation de Clairaut-Radau, compléte (93), donne finale-
ment 1,, qui permet de calculer e,.

La valeur de e, s’obtiendra au moyen de (104). Pour cela, il faut
calculer A% et p.

On a d’abord, comme en premiére approximation,

, r dit

7' =o, T 2= o,

Puis (¢3) s'écrira
_rD’_n.5+m Ty

i= D 732141, '3'+7h’

ou { est légérement variable avec . On en déduit I'expression de D,

puis celle de p, d’aprés (92'). Elles contiendront un terme de correc-
tion dérivé de y.

9. Formules pour calculs numériques en tenant compte de e*. -

w? est déterminé par la formule (go) qui devient, en remplacant A2
par 2¢ + 3é?,

3 w? e " 34 3
— € 3__ 20 e . 2 ’
8nf ’.3[ pdr z I'sjo‘ odrie 5[ pde
B a r - r /7 1
—3-—:-%f odr+ éi f pdrie +§ef pde
1yt 3yrs J 3 J.

’

r .t o 1
2e L ; 2

+—= [ pdrie ———-—.j pdirie? — —L/ pdet,
r*Je 10% J) 70,

e=e (145,14 Byrt . )+ ey (Bt Byrt ..

En posant
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la valeur des termes de correction B, ... sera déterminée par celle des
termes en e? dans w?.

Les formules (102) et (104) donneront ensuite ¢, et ¢,. Les quantités
nouvelles & calculer seront données ou définies comme il suit :

1 1 1
.lf pdr‘(l-i—z)\’):Jf prlr‘+[;J[ pdrie=1JF,+ I,To(ae—gs)D,,
0 0 <0
1 1
f pdri(1+ A1) =D, (1+ A), f pdrie=e pi(m + e,m’),
0 [}

1
f pdriet= e} p my,
1)

ou F,, D,, m sont les valeurs calculées en premiére approximation et
ou m,, m', m, sont des termes de correction.
En éliminant 'intégrale commune & (102) et (104), on a d’abord

02— )+ M)Dy— (23024 )oD, =2 IF, + 43(2= 9)D,
/ . h
puis
? 3. F, 1 1
2

gd = % - = €q1 -=-—— W%
+ l—i—-pte e(1—ep) =eg : = 7l

3 ) J 36—
f*:“;+§<3*">(’;—'>+5—357ﬁ("“)°

De méme les formules (102) et (104) s’écriront a leur tour

) — I Sy 3—
e.—-; I — = ”l—ep@):’é;—n—'_z) P?""P‘_ = ‘U-,l,
L P _euy= L —gd3=m_ 7
e J .(m epa) ey m M= gy —m M

%y Uy [+; détermineront les corrections & faire subir aux valeurs e,, e;, g,
calculées en premiére approximation dans les Tableaux donnés. Ces
corrections ne sont applicables qu'a I'hypothése de Clairaut. Elles
auraient d’ailleurs peu d’intérét dans les autres cas ou I'aplatissement,
qui s’accorde avec l'attraction et la précession, peut varier dans de
larges limites. De plus, dans ’hypothése de Clairaut, ces termes de
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correction ne peuvent influer que de quelques dixiémes sur la valeur
de I'inverse de I'aplatissement, comme on 'a vu 4 la fin du Chapitre V.

D’ailleurs la valeur d’accord ayant été alors calculée directement,
ces calculs de correctiony longs et pénibles sur les trois valeurs e,, ¢,, e,,,
perdent toute leur importance.

10. Calcul de A, v, 8r, valeurs de seconde approximation. —
On a successivement
v "
A:;3 —p'a*(A2— (?)* da,

o
at. \? at \? a? a*
(M—;;)\’) :4<e,.——-,-_2-e) :4(eﬁ——2;—_,—ee,+ ;;e’ ,

= el [1+ 2By r" + (2Bs+ B1)rM + 2 (Bat Brfi) P+ ],

2
A:[.anezpor"[ . gc( '+ By "4 B ,-‘.'u__{__“_)

T 2 r
n+3e; e\n+35  an+5 3n+5

( L 23, ,,u_|_2ﬁ’+5'rf"+...>].

n+7  an—+7 dn+7

A la surface r=1, en représentant par B, et f, la valeur des
parenthéses en 2 + 5 et n + 7, on aura

Aa:-[}'a” e} {(l-i—ﬁ)‘

sy | g 0B B] a=at+a).

Or § et B, ont déja été calculés. La valeur de B se déduit de celle
de,. On obtient ainsi celle de A,. Pour les trois cas principaux n =1,

A
o ¢

minimums de y et de ¢r & 45°, ol ¢r = é ay\ = yre*; leslimites dey

n =2, n=23,o0n a calculé la valeur de t les valeurs maximums et

étant définies par (99). On obtient le Tableau suivant (') :

(') Dans I’hypothése de Roche, n =2, on a vu que ’accord des trois valeurs
de e avait lieu pour p;= 2,25. On voit facilement, d’aprés le Tableau, que I'on

a dans ce cas
2,86 < or < 3,7, or = 3m™,28 £ o™, 4.

La valeur moyeune probable serait pour le maximum de dépression de 3™, 28,
G. H. Darwin, dans la méme hypothése, trouve 3m,96 (On the Jigure of the
earth, p. 107). L’accord est remarquable.
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o 2.0, 2,2, 9,4 2.6. 2,8, 3.0,
n==0........ 0,146 138 130 122 113 10)
A 1........ 0,105 100 94 88 82 -6
1) 2o 0,009 93 87 81 24 68
J... .o 0,076 72 67 63 a8 53
< 0,0391 566 230 5 164 A2
_ 7] = M 433 43 LJ3er 70 3k
= (<eiirs dmag ho0 3,83 3,58 3,35 3,10
or RERRAR : vy : ’ : ’ ) ’ y'
) } - PO BT 3,13 2,98 2,83 2,68 2,02
i <teiiiil 0,089 Dan 189 3 A7 380
R S 423 foo 381 358 334+ 3og
nER <o ™04 3,05 3,53 3,98 3,02 2,75
' or ~ . ! y O 1,/ 199 ' y, "
| Sreere.. 3,06 2,8¢ 2,70 2,59 2,41 2,23
‘ -y { <.l . 0,0429  4o] 37 352 326 300
w3 ) | >0t 0,0325 309 204 258 261 244
o “<Caernnn 3m 0 2,92 2,73 2,99 2,33 2,17
el 2 ,3) 2,23 2,12 2,01 1,89 1,76
M ’ ’ . . N -
On aurait en résumé pour limites de ¢, dans les trois cas

2,52 << or < 4,27, 2,23 < or < 4,04, 1,56 <ér< 3,10,

ct finalement pour limites pratiques de la d¢pression maximum

2 < py < 3, 1m,26 < 0r < 4™, 27,

NOTE.

Dans le n° 3 du Chapitre 1, p. 343, remplagons € par X, I'équation (13) devra

s'écrire
2 2 K ' et
13) 1 dm _ Jii Jb ! N A (u_,‘ )
anf da, b0 da, da, = onf u, da, \ b}

En outre, on aurait de [ait sur 'axe polaire

@A A= at =0 o 1 I 20
e =k —= = —— =-ac
h a n ‘)"‘f: ) oa, "y
dab a2 I aa, (b3 ai; o -—plda
da, b:da, U3 J" V- @ ) An ’
Journ. de Math. (6 série), tome VIII. — Fasc. IV, 1yt 29
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et finalement 1'équation (14) devient en posant

4 b’+p.

'+l’=a’+p.—' Py :(-;;)
X N Ll R SRRy TNy
(lé) an(‘-*‘);z)‘dTn l+)g da f \ I+ £ }7“1_*_1, l—_—-i- l,._.Pda’

) et- ! représentent les valeurs de ) et { oi 6 est remplacé par c. On obtien-
drait une nouvelle relation en remplacant dans (14), % et [ par ) ¢t I’ et réci-
proquement,

It

Conclusions. — 1° Si nous supposons I'équilibre permanent réalisé, —
n

Jw? '

L 553 = o Cette derniére relation exige, comme on I'a vu, ou hien p'=o,
n

2 al

"
T
ellipsoides homofocaux. Dans ce dernier cas (14) se réduirait a di*=o,
c'est-a-dive qu’on devrait avoir des ellipsoides homothéliques. 1l y a incompa-

tibilité, Le premier cas reste seul possible. Une masse fluide, tournant tout
d’une piéce, ne peut prend;e la forme ellipsoidale que si elle est /wmogene

2° Si les surfaces de niveau sont des ellipsoides homofocauz, alors 23 =
et (14) donne

(ellipsoide homogéne), ou bien » C'est-a-dire ici 22 =02,

a (,_*_,2) l)fp) x (l).’ x ))2 <0
" da, T+ i zla,, Ay 1+ 02 !
M da 2! 2A* . .
car, dans ce cas, 2=~ et — — — —! == — —. La vilesse de rotation
a? da as a

varie donc en sens inverse du rayon et décroit du centre a la surface. Au centre
dw?=o.

30 Si les surfaces de niveau sont homothétiques, d1*==o et le second membre
de (14) est encore négatif, car p'<<o et 2; — (2> o. En effet, ici

-

12— 12 = const,

at ., . . C s
et 2= = A2 << A2. On a donc encore Ju?<< o et la vitesse de rotation décroitdu
n
centre i la surface. Elle est maximum au centre,

4° Enfin, si la vitesse de rotation est uniforme (au moins sur l'axe de rota-

l) 6)

tion), =— =o0, On a

X an myp_p b TR
—_— e — & - -—_— e
140 da,,_”mf/; L+ 8 )\“\/l+l’ 1+ [ p'da

X et p' sont négatifs. Cette relation peut étre vérifiée en général de deux fagons
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2
différentes : ou bien / <<}, et dM >0, cubienI>7,etdd < 0.0r, li= g; LN

de plus, sur la surface S,, on a /=17, et l'intégration est prise de o & a,.
Si a?2? reste constant, alors ! =12, (ellipsoides homofocaux). Si a*}?, & partir
de S, jusqu’au centre, devient plus petit que 23, c’est-a-dire si P'aplatissement
devient plus petit que l'aplatissement homofocal correspondant (lequel tend
vers 1), alorson a [ <}, et dA*> o. Les aplatissements croissent du centre a
la surface. C'est ’extension du théoréme de Clairaut, a V'ellipsoide a trois
axes, la vitesse de rotation étant quelconque, dans le cas ou les ellipsoides ne
se réduisent pas a des disques aplatis, Les conclusions de la page 346
demeurent.

Mais on aurait un second cas d’équilibre, en vitesse uniforme, probablement
instable, avec des aplalissements croissants a partir de la surface, et trés grands,
plus grands que les aplatissements homofocaux correspondants, puisqu'on doit

avoir /> A, ou A > ‘—zal' Ln (courbe 3, fig. 1, p.350). On voit par les discussions

du Chapitre 1I que ce cas ne peut étre réalisé que pour des aplatissements con-
sidérables, tendant vers 'unité. Ce serait le cas inverse de celui de Clairaut,
les surfaces de niveau au lieu d’étre voisines de la sphére, seraient voisines
du disque aplati, et les vitesses de rotation également faibles.



