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ROTATION DE L'ELLIPSOÏDE HÉTÉROGÈNE. 33i 

Rotation de Vellipsoïde hétérogène et figure exacte 
de la Terre; 

PAR ALEX. VÉRONNET. 

INTRODUCTION. 

Je me suis proposé, dans ce travail, de reprendre et de compléter les 
travaux sur la figure d'équilibre de l'ellipsoïde hétérogène en rotation, 
en particulier ceux de MM. Hamy, Callandreau, Poincaré, Roche, 
Tisserand, etc., avec application à la Terre et aux planètes. 

J'ai donc étudié le cas général de vitesse et d'aplatissement, puis 
le cas pratique d'une vitesse lente, d'abord en première approxima-
tion en négligeant e8 ou puis en seconde approximation en tenant 
compte de ce second terme, et en particulier les limites imposées à 
Γaplatissement de la Terre par la considération de la précession et de 
l'attraction (problème de M. Poincaré). Enfin j'ai soumis ces diffé-
rents problèmes à des calculs pratiques et numériques, au moyen de 
différentes lois de densité, afin de vérifier, préciser et compléter les 
calculs purement théoriques. 

En donnant toutefois la première place à l'hypothèse fondamentale 
de Clairaùt, je ne me suis attaché exclusivement à aucune, mais je me 
suis efforcé de les envisager toutes successivement avec leurs inconvé-
nients, leurs avantages et les limites des solutions qu'elles peuvent 
fournir. 

J'ai tout d'abord posé les équations générales du problème sui-
vant la méthode classique et suivant celle de M. Hamy, en étendant 
ces équations à l'hypothèse d'une variation continue de la densité 
(M. Hamy n'avait considéré que des couches discontinues). J'en ai 
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déduit une relation générale et simple entre la variation de la vitesse 
en profondeur et en latitude et la variation de l'aplatissement 

<?ω2 ΰώ* 2ΐΐ /C -

On en conclut, entre autres choses, que dans l'équilibre permanent 
les surfaces de niveau ne peuvent pas être rigoureusement ellipsoïdales 
(Hamy) et que, de plus, l'aplatissement des ellipsoïdes déformés croit 
toujours du centre à la surface. 

J'ai étudié, dans le second Chapitre, le cas général des ellipsoïdes 
de révolution et j'ai pu réussir à étendre à l'ellipsoïde hétérogène les 
démonstrations faites pour les ellipsoïdesde Maclaurin. On démontre, 
en effet, que dans les différents cas la relation entre la vitesse et 
l'aplatissement des surfaces de niveau conserve une forme analogue : 
la vitesse est nulle pour λ2 = ο et pour λ2 = ao et passe par un maxi-
mum dans l'intervalle. Déplus, la force centrifuge ne saurait, en aucun 
cas, devenir égale à l'attraction, ni aucune surface être sphérique. 
Dans le cas d'une vitesse uniforme sur toutes les couches, on aurait 

n ^ ω« ^ 3 +λ? β . 3 

on sait qu'on a ω2 = 2π/D,^ dans le cas de l'ellipsoïde homogène. 
J'ai ensuite repris, rapidement, les principales démonstrations rela-

tives à Véquation et au problème de Clairaul, au moyen des nouvelles 
équations établies par la méthode de M. Hamy. Ces démonstrations 
sont souvent ainsi simplifiées, et je les complète pour les adapter aux 
différentes hypothèses envisagées dans ce travail et aux calculs numé-
riques postérieurs. J'ai mis en évidence la fonction très utile dans la 

suite ζ = analogue à η de M. Radau et la formule qui les relie : 

ο<η<ζ<3. J'ai démontré que cette fonction η peut avoir un 
maximum et pas de minimum et que, dans le cas de la Terre, elle était 
toujours croissante. Enfin, j'ai établi que la loi de variation des apla-
tissements ne dépend que de celle des densités et nullement de la 
vitesse, de la densité moyenne ou de la masse : l'aplatissement super-
ficiel seul en dépend. 

A la suite de M. Poincaré, j'ai repris l'étude des limites de Vaplatis-
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semant en tenant compte de la précession et de l'attraction. J'ai d'abord 
mis en relief les trois formules fondamentales : équation de Clairaut à 
la surface, formule des moments d'inertie et formule tirée de ces deux-
là, qui permettront de calculer numériquement trois valeurs distinctes 
de l'aplatissement : l'une dépendant seulement de l'attraction et de la 
force centrifuge ou de 9, l'autre des moments d'inertie ou de J, la 
troisième des deux quantités φ et J. 

J'ai donné ensuite l'équation de condition qu'on tire des précédentes 
en y introduisant la condition de la vitesse constante, on a 

λ + r J 72 — £ J -f- o ou e 4- τ J 77 — J + ■"-· 

M. Poincaré avait établi une limite inférieure ~ > 287,10 en vertu du 

maximum de K. Gomme η est toujours croissant dans le cas de la 

Terre, donc η < '/)1» j'en ai déduit une limite supérieure ^ < 297,40. 

t)es calculs numériques et pratiques variés (25 déterminations), avec 
différentes lois de densités, donnent des limites encore beaucoup plus 
étroites 

297.,3 < j < 297>22-

Mais en négligeant λ', on laisse planer une indétermination de 1, 5 au 
moins, qui exige qu'on tienne compte de λ\ 

J'ai donc repris rapidement pour les appliquer à ce nouveau pro-
blème, et en partant toujours des nouvelles équations tirées de la 
méthode de M. lfamy, les calculs de M. Callandreau, dans son beau 
Mémoire où il tient compte de λ4 et de la déformation de l'ellipsoïde. 
Après avoir retrouvé et transformé ses formules pour les appliquer à 
l'équation de condition du problème de M. Poincaré, je trouve pour 
les nouvelles limites théoriques 

~ m 297,12 rt o,38 à 0,01 près. 

De plus, l'influence des termes en e* est négligeable, on a cinq chiffres 
exacts. Pour tout aplatissement situé en dehors de ces limites, il fau-
drait faire, pour la Terre, d'autres hypothèses que celle de Clairaut. 

Journ. de Math. (6· série), torne VIII. — Fasc. IV, 191a. 43 
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Je donne enfin la formule de la variation de la pesanteur, en tenant 
compte de e1. File introduit un terme en a3 qui peut élever de 2 à 
5 unités l'inverse de l'aplatissement déterminé autrefois par le pendule, 
et un terme en e'cosqui se trouve être pratiquement nul pour la 
Terre. Le nombre trouvé par Faye devient 2qG, 7. 

J'ai alors étudié dans le Chapitre suivant les principales de ces 
hypothèses et montré comment elles modifient l'équation de condition 
et de quelle manière elles pourraient cadrer avec les différents aplatis-
sements possibles. Dans le cas d'une Terre solide et l- < 297, il aurait 
fallu qu'elle se solidifie à une vitesse constante plus grande que la 
vitesse actuelle, ou bien avec la même vitesse superficielle, mais des 
vitesses intérieures décroissantes à partir de la surface. Dans le cas 
d'une Terre lluide et ^ < 297, il faudrait admettre des vitesses crois-
santes à partir de la surface dont le ralentissement s'expliquerait par 
te frottement des marées, lia fallu, dans cette hypothèse générale toute 
nouvelle des vitesses variables, reprendre la théorie de la précession et 
l'on aboutit, pour déterminer la nouvelle valeur des rapports des 
moments d'inertie, à la formule 

Les calculs de précession m'ont amené à étudier la déviation élé-
mentaire exercée dans ce cas par l'action du Soleil et de la Lune sur 
un anneau lluide tournant suivant un parallèle terrestre, .le trouve que 
la déviation, maximum à l'équaleur, décroît puis devient nulle vers 35" 
où elle change alors de signe. Il s'ensuit que les couches superficielles 
de ce parallèle sont alternativement comprimées et dilatées suivant les 
mêmes périodes et les mêmes maximums que la nutation elle-mcme. 
Ce qui permet d'esquisser une théorie des tremblements de Terre qui 
cadre avec la théorie expérimentale de de Parvillc. 

Le Chapitre VII est consacré aux calculs numériques pratiques, 
faits au moyen de la loi de Lipschilz et appliqués aux différentes 
hypothèses étudiées ci-dessus. L'hypothèse de Clairaut et les trois 
équations fondamentales qui s'y rattachent fournissent trois séries de 
valeurs pour î', quand on fait varier p, de 2 à 3. Ces séries, intéres-

0), / — da*)} — f ρ da* ou ro. / —d<d es-.} I ρ da', 
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sanies en elles-mêmes, le sont plus encore par ce fait que leur accord a 
toujours lieu pour = 287,17 à 0,02 près. Les mêmes calculs dans le 
cas d'une Terre solide ou de vitesses variables fixent les conditions 
pratiques que ces hypothèses exigent. Ils montrent qu'alors au contraire 
l'aplatissement peut varier dans de larges limites, au delà de 280 et 
de 3oo. Des Tableaux et des graphiques résument ces calculs, qui 
complètent les essais de Roche et de M. Hamy, qui n'avaient considéré 
que trois couches distinctes seulement. La variation de densité étudiée 
ici est au contraire continue. J'ai étudié encore deux autres lois : 
η'= ο ou η = η, qui est un cas limite, et ρ = ρ

0
(ι — qui permet 

d'expliquer l'aplatissement considérable de Jupiter et de Saturne, ce 
qui est impossible avec la loi de Lipschitz. J'ai enfin donné quelques 
formules et calculé quelques éléments pour la seconde approximation 
en tenant compte de <?2.La déformation maximum de l'ellipsoïde reste 
comprise entre i'",26 et 4"S27· (Valeur probable 3m,28.) 

Il faut remarquer, en terminant, que les limites indiquées ici cadrent 
parfaitement avec la détermination de l'aplatissement faite par M. Hel-
mert. Si elle est confirmée, comme elle semble l'être déjà, d'après la 
Note de M. Poincaré dans VAnnuaire de 1911, Note A, ce sera une 
confirmation également de l'hypothèse de Clairaut, puisque toute 
autre hypothèse exige un aplatissement un peu différent, comme on 
l'a vu. 

Rappelons que l'hypothèse de Clairaut suppose que la Terre tourne 
tout d'une pièce avec une vitesse constante et qu'elle est assez fluide, 
ou du moins que l'écorce possède assez de jeu ou d'élasticité pour se 
mettre, au moins à la longue, en équilibre avec les forces d'attraction 
et la force centrifuge. Or, comme le disait excellemment M. Poincaré 
dans la Note citée : « Il convient, sans doute, de se représenter la 
Terre comme pourvue d'une cerlaine viscosité, de telle sorte que tout 
en se comportant comme un solide sous l'influence de forces dont les 
variations seraient relativement rapides, elle aurait cédé à la façon 
d'un corps pâteux à des actions séculaires dont les effets se seraient 
accumulés lentement » (p. a3). Les expériences de M. Hecker, à 
Potsdam (Annuaire, 1909, Note de M. Lallcmand), sur la déviation 
de la verticale démontrent que l'écorce possède assez de souplesse pour 
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obéir, en 2/4 heures, au moins partiellement, aux forces perturbatrices 
produisant des marées diurnes. Il est évident qu'elle est depuis long-
temps en équilibre avec les forces constantes de l'attraction et de la 
force centrifuge ('). Il en serait de même a fortiori à l'intérieur car 
déjà à 20km de profondeur la pression serait assez considérable pour 
écraser et réduire en poussière le granit qui forme la partie superfi-
cielle de l'écorce (IIADAU, La constitution intérieure de la Terre, 
p. 79). M. Radau ajoutait alors, en 1880 : « Le cuivre, l'acier, la fonte 
de fer résistent à des pressions doubles ou triples, mais que deviennent 
les métaux sous une pression cent fois, mille fois plus fortes? » Nous 
le savons mainlenantet les expériences de MM. Tesla, (juillaume, etc. 
établissent que sous fortes pressions les métaux fluent comme les 
liquides et se moulent mcme à froid. De même à de grandes vitesses, 
sous de fortes pressions, les liquides acquièrent une rigidité apparente 
égale à celle des solides. Un jet d'eau sous une pression de ooo"1"1 

acquière la rigidité de l'acier et 11e peut être coupé même par un fort 
coup d'épée. On peut dire que, sous fortes pressions, les corps ne sont 
plus ni liquides ni solides mais possèdent à la fois des propriétés de ces 
deux états qui nous paraissent contradictoires, de même qu'à de 
hautes températures, au delà du point critique, et sous fortes pressions, 
les corps ne sont ni liquides ni gazeux mais possèdent des propriétés 
mixtes. Et c'est pourquoi j'ai tenu à envisager également les différentes 

(') Ces expériences de Potsdam justifient pleinement les hypothèses de 
Pratt et de Paye sur la compensation des masses continentales et sous-marines, 
l'hypothèse de Yimslasie de Airv reprise par M. Jlavford, appuyées d'ailleurs 
sur de sérieuses considerations expérimentales. Si l'écorce possède un certain 
j *u t repose sur un sous-sol au inoins visqueux, 011 aura à une certaine profon-
deur une surface de niveau en équilibre hydrotastique, sur laquelle la pression 
est partout la même. Le poids et la masse des couches situées entre cette surface 
et la surface extérieure seront donc aussi partout les mêmes. Il y aura une certaine 
compensation au point de vue de l'attraction. D'ailleurs on s'explique, qu'au 
moment de la formation de la croûte terrestre, les parties les plus lourdes se 
sont enfoncées le plus profondément, refoulant les plus légères, les continents, 
et formant des cuvettes remplies par les eaux, les océans. Le refroidissement 
au contact de l'eau n'a fait qu'accentuer la différence de densité et par consé-
quent de niveau. 
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hypothèses qui peuvent ne pas s'exclure et qui du inoins contribuent à 
limiter la meilleure solution. 

Les principaux Mémoires utilisés ont été : 

i° Pour le problème général des deux premiers Chapitres, la thèse 
de M. HAMY, Elude de ία figure des corps célestes, 1887, où il 
admet des couches discontinues et ne traite complètement que le cas 
des surfaces homofocales. 

20 Pour le problème de Clairaut et celui de M. Poincaré, de nom-
breuses Notes indiquées au cours du travail. C'est d'ailleurs une partie 
classique sur laquelle on pourra consulter avec fruit, par exemple, le 
Tome II de la Mécanique céleste de Tisserand. 

3° Pour la seconde approximation, en tenant compte de λ' ou e2, 
j'ai surtout utilisé le travail de M. CAI.LANUREAU, Mémoire sur la 
théorie de la figure des planètes, 1889, précédé de celui de Airy, 
suivi de ceux de Hclmert, Wiechert, Darwin, etc. 

4° Enfin, pour les calculs numériques, il faut citer ceux de Roche, 
Hamy, Wiechert, faits dans l'hypothèse d'une Terre composée de 2 

ou 3 couches seulement, et un calcul isolé de G.-H. Darwin au moyen 
de la formule de Roche. 

CHAPITRE I. 
ÈQUVTIONS GÉNÉRALES ET ÉQUILIBRE PERMANENT. 

1. Les deuc méthodes. — Soit une masse fluide hétérogène com-
posée de couches ellipsoïdales de densité variable p. En suivant la 
méthode imaginée par M. Hamy(l), nous pouvons la regarder com me 
formée, non plus de couches ellipsoïdales superposées, mais de véri-
tables ellipsoïdes qui se compénètrent. Nous donnons à l'ellipsoïde 
limité par la surface S, et d'axes a, h, c, une densité égale à la dif-
férence de densité entre deux surfaces voisines. Mais nous remplaçons 
ici les différences finies de M. Hamy par les différentielles et les Σ 
par des f afin de considérer une variation continue et quelconque de la 

(l) Etude de la figure des corps célestes, 1887, p. 3. 
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densitc. On représentera celte différentielle de la densité par — p' da 
parce qu'on a ρ' < ο et que les densités doivent être positives. On les 
évaluera sur l'axe de rotation a. 

Soit un point Ν(.τ
Λ

, γ
η

, ζ
Λ

) situe sur l'ellipsoïde S„ d'axes an, bn
, c

n
. 

Les composantes de l'attraction des ellipsoïdes pour lesquels ce point 
est extérieur seront, en employant les formules de Jacobi, 

r /»< Xe = ~2i:/xnl —p'dfi îift îili_ rf.ç (a*+ s) As 

OÙ 

A _ sjia*-)-s)(b*+ .ç)(t·*-*- s) 

et p. étant la racine positive de l'équation, 

α*-+-μ ΰ· + μ c'-i-μ 

Pour les ellipsoïdes qui contiennent le point Ν à leur intérieur, en 
commençant par l'ellipsoïde S, (ρ,, a,, b

t
, c, ), on aura 

d r \¡— — ait/.r„p, / ‘''il ds («*-+- Â)AJ 

=_„/»./(p1_pv«.)rv|^5- o, 

(*) X = X,+ Xl^-^fXn£"-e'daf^ 

<l«)f (pi-p) 

Les composantes Y et Ζ s'obtiendraient en changeant x,„ α„, a en 
y«ι b et en v„, c

w
, c. 

(') Celte dernière notation, qui réduit X/ à un seul terme, n'est pas très régu-
lière; mais je l'ai trouvée très commode pour la suite du calcul car elle permet 
de réduire la formule fondamentale (5) à deux termes comme la formule (5'), 
ce qui en fait ressortir davantage les analogies et rend plus facile le passage de 
l'une à l'autre. Il suffit de se rappeler que le terme en ρ, est une constante où 
l'on donne à l'élément d'intégration sa valeur à la surface. 
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et / sont des fonctions de a, c de la couche S, à laquelle 

correspond ρ' et ρ ou ρ,. Les / sont en outre fonction de x
n9
y

n1
 z

n1 

d'après (i)·. 
En désignant par o> la vitesse de rotation du point N, les compo-

santes de la force agissant sur le point Ν seront : 

X, Y -+- Ζ -+-ω,ζ
/ι

, 

les coordonnées xMy*i zn
 du point Ν vérifiant la relation 

un un fi 

L'équilibre exige que la force soit normale à la surface, d'où les condi-
tions 

χώ
 = (γ + ω

^„)^
 =(

ζ +
 ω

^„)£», 

α) ωι—„ Σ. + Ξί —— — +. 2L. 

Ces deux conditions donnent immédiatement : 

- if -"-ΠΑ-.-Λ-Χ 

¥kí « ds 

(6) -ri -p'éa Γ (-Γ
1
 Γ*-)τ· 

2TT/ cftJ0 1 J V^H-i a*+s)ls 

Ces deux valeurs de ω doivent être égales. Il y a une solution évi-
dente : b = c, b

H
 = c

a
 : ellipsoïdes de révolution. Dans les autres cas, 

on ignore. 
La méthode classique consiste à considérer directement l'ellipsoïde 

hétérogène comme formé de couches ellipsoïdales de densité et d'apla-
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lissement variables. Or la differentiation des formules de l'ellipsoïde 
homogène donne pour l'attraction d'une couche élémentaire 

(a4'v)A). (g, 

Pour l'attraction de l'ellipsoïde hétérogène, puis pour ω2, on a ensuite 

X = X,+ X, = — ntf xn / V / */0 »yu (a*-4- s)û. j>j: du {a* + s)às 

2π/ P \fc*4-.v a1-h λ/ Δ, 

+ ± C ntê Γ (J1 <-A±. 

Cette dernière formule peut s'écrire : 

$4W>· ».=jf(&-A)£· 

En intégrant par parties, on obtient 

= (p V)o"(ρΛ0V,„ - ί V <ip—f Λ»dp. 

Or, si l'on fait a = o, on a A = ο et c = o, d'où = ο et Αμ = ο. 

De même, pour a = a,
n
 on a b = b

H
; c = c

H
 et

 t
u — o, d'après ι et 3. 

On a donc 

(ρΑμ)Λ«=(ρΑ
Λ
)Λ» et (ρΑμ)3»+(ρΛ0),!

β
— (ρ A0)' = pt Λβ. 

Il vient : 

A μ dp f Attrfp 4-p,A0 = Γ — p'A^da-b ί (p,—p'rf«) A0. 

C'est précisément la formule (5). Ces deux formules (5) et (5') sont 
donc identiques. La première a l'avantage de présenter les A

0
etles Αμ 

sous le signe somme, sans differentiation, en conservant la forme 
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simple de l'attraction des ellipsoïdes homogènes. On pourra donc plus 
facilement, au moyen de ces formules en p', tenir compte de tous les 
résultats acquis sur ce dernier point. 

Nous distinguerons maintenant Y équilibre permanent où les frotte-
ments ont égalisé les vitesses en profondeur et en latitude etVéquilibre 
transitoire où ces vitesses ne sont pas encore égalisées (Soleil, Jupiter, 
Saturne). Ce dernier équilibre, d'ailleurs, serait définitif si le frotte-
ment était nul. 

Nous allons donc étudier l'expression de la variation de ω2 en lati-
tude et en profondeur. 

2. Variation de la vitesse de rotation en latitude. — Les for-
mules (5) et (6) donnent la vitesse de rotation sur la couche S

n
. 11 

suffit de les dériver par rapport à χ\. On remarquera que ω2 est 
fonction de xj

t
, seulement par l'intermédiaire de «A. On aura 

d ω* _ 1 /·"" ,άλμ άμ . 

<8) (A"=*· 0" ί=μ)· 

u. est défini par (i). Pourobtenir éliminons y\ entre (i) et (3) 

en multipliant d'abord (3) par ^ ̂  ■ et lui retranchant (i). On obtient 

«jJVÙ'-hf*. h-μ/ ο*\ΰ*+μ c2H-f*/ 

Dérivons par rapport i a?J, on a 

dx\ a*-h μ)* 

en posant 

/, n\ 13 xji ■ sh b» i&n ■ A 

(ά' + μ)* (ο*+μ)*' 

Jour η. de Math. (6* série), tome VIII. — Fasc. IV, icjia. 44 



342 ALEX. VÉHONNET. 

Portant (8) et (9) dans (7), on obtient 

άω* _ ir.f Ç" V b% a\ γ — p' da 

La seconde condition (6) donne de même 

/.,,χ ^1_ιξΖΓ"Υ_£? V — p'd* 

Pour que la vitesse de rotation suit la même sur toute la surface S„ 
quelconque, c'est-à-dire pour que la figure ellipsoïdale d'équilibre soit 
compatible avec une vitesse de rotation uniforme en latitude, il faut, 
ou bien : 

i° p' = o, densité constante, ellipsoïde homogène; 

•i° ou , * = γζ—-— = , n > quel que soit a. b. c : ellipsoïdes 

hoinofocaux. 
Dans ce dernier cas, on aurait 

l*a*=b*—a* = h'-, c*-aa = A1, * 

λ et λ' deviendraient infinis au centre, avec a = o; A = A; c=k. 
L'aplatissement serait égal à 1 et l'ellipsoïde central réduit à un disque 
aplati. 

5. Variation de ία vitesse de rotation en profondeur. — Pour 
plus de simplicité nous l'éludierons le long de l'axe polaire <?., suivant 
lequel on évalue aussi les densités (1 ). ( Voir la Note à la fin. ) 

Transformons d'abord la formule (5) de façon à n'avoir qu'une 
seule limite en a

n
. On aura : 

10 (12) hl n 6* H- s _£LA «* + .çy \< 

t>îJa J, \l"+s a' + sjl·. 

(1 ) Le long de l'axe polaire y
n
=z

n
 = o, les formules (1) el (5) se réduisent à 

1'—=1, ax -l· μ = a% 3 x%. 
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Cette expression dérivée par rapport à a
tl
 donne 

. I du* _ dD al dE r d 

ou 

D= Γ-0'da Γ * A, Ε = Γ-p'da 

et en rétablissant les intégrales dans Tordre primitif 

J""i P ν
μ
 (λ4 + *)Δ, (p' p a)J

0

 <α»Η-.ν)Δ
ί

"~ 2π/α„* 

On aura donc d'abord C > ο avec ρ' < o, puis 

b\" t + l*' ^da,\b\)- (ι-Ηλ4)4 rfa/ 

Dans Ε, ρ' dépend seulement de la variable #, / est fonction 

de α et de p. qui, défini par (i), est fonction de α et de a
in

 de a
a
 par x

n 

d'après (3). Nous aurons donc 

ào>, P [J0 (at4-.ç)A,J ~V0 P dp [JQ (σ*-+-ί)Δ,] dx* dan 

Dans la première accolade, nous aurons, après intégration, une fonc-
tion de p. et de a, où il faudra faire a = a

n
. Or, si nous faisons a = a

n 

dans (i), on a α = ο d'après (3). Donc ce terme est nul. 
Dans le second terme, nous avons déjà obtenu 

όμ]ύ (a*-h s)X ~~ (α*Η- μ)Δμ' âxft ~~ Β a,| \ 6* -+- μ a*-(-μ/ 

On a aussi dans (3') : 

dan dan 
d ou, finalement, 

ÀAN Α'Η-Μ/(Α'-»-|Α)ΒΔμ' 
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On aurait de même : 

dP __ ία» f"*(_bl «l V —p'da ^ 

dD a* àE __ 2 an f"γ b* al V-pVg 

Ou, en tenant compte de (ι i), 

dP a\ c)R 2a„ dw* 

On obtient donc finalement la formule fondamentale 

(ι4) 5ί: + 2α»3ί;=:(ΓΤλϊ?^· 

La formule (6) donnerait une expression identique où λ'remplacerait λ 
et serait défini par 

ia* = a’(H-X'2). "IT 

4. Conclusions. — Nous étudierons le cas où les deux conditions 
de l'équilibre permanent seraient réalisées et ceux où il n'y en a qu'une 
seule. 

i° L'équilibre permanent exige = ο et = o. Cette dernière 

condition ne peut être réalisée, nous l'avons vu, que si les surfaces de 
niveau sont des ellipsoïdes homofocaux. L'ensemble de ces deux 

conditions exige d'après (ι'ι)» = ο, c'est-à-dire que ces surfaces 

soient des ellipsoïdes homothétiques. 
Ces deux conditions sont incompatibles. Dans un fluide hétérogène, 

l'équilibre permanent est impossible avec des surfaces ellipsoïdales. 
C'est le théorème de M. Hamy étendu au cas où la \ariation des 
densités est continue. 

Volterra a également établi directement l'impossibilité d'ellipsoïdes 
homothétiques comme surfaces de niveau ('). 

(') Acta mathematical t. VII, 1903, p. 106-124. M. Poincaré avait déjà 
démontré cette impossibilité pour des couches discontinues ( Journal de Liou-
ville, 4e série, t. 6, 1890, p. 69). Volterra étend celte démonstration à une 
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2° La formule (ι i) montre que, sauf pour les ellipsoïdes homofo-

caux, avec p'< ο on a > o. La vitesse de rotation sur une surface 

S„ doit augmenter avec x
n
 de l'équateur au pôle pour que les surfaces 

de niveau soient ellipsoïdales. 
Si donc l'équilibre permanent est atteint sur la surface S, la vitesse 

de rotation à l'équateur, devenue égale à celle du pôle, se trouve être 
un peu plus grande que celle qui permettait de réaliser une ligure 
ellipsoïdale. La surface s'allongera en se renflant à l'équateur. Cet 
allongement a pour effet de diminuer la valeur X de la composante de 
l'attraction au pôle. La surface va donc se renfler à la fois au pôle et à 
l'équateur en se creusant entre les deux. C'est ce que M. Callandreau 
avait démontré pour un ellipsoïde de révolution en tenant compte 
de V (<> 

3° Supposons = o, nous aurons 

dto* 2π/(-1 dkl 

On voit que, toutes choses égales d'ailleurs, est sensiblement pro-

portionnel à --· La rapidité de variation de l'aplatissement en pro-

fondeur augmente avec celle de la vitesse de rotation. Nous vérifierons 
cette loi, au Chapitre suivant, sur trois exemples : ellipsoïdes homo-
focaux, λ croît de λ, à », variation maximum de la vitesse; ellipsoïdes 
homothétiques, λ constant, variation de vitesse plus faible; enfin avec 

une vitesse constante λ décroît de λ, à λ
0

. Si ̂  n'est pas nul ou 

négligeable, ces conclusions s'appliqueront à des ellipsoïdes déformés. 

4° Supposons enfin = o. En remplaçant par sa valeur 

variation continue de la densité, en faisant remarquer en passant que les 
démonstrations faites pour le discontinu ne permettent pas toujours de passer 
à la limite et de les appliquer à une variation continue. 

(*) Mémoire sur la théorie de la figure des planètes, 1889, p. 5j. 

ψ 
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dans (i4)i on a 

/ aff/C </λ' _ ian f"m( b\ a\ \* — ρ'άα 

Or, le second membre est toujours positif car p'< o, donc > ο. 

Si l'on suppose —3 φ ο de manière à réaliser des surfaces de niveau 

rigoureusement ellipsoïdales, leur aplatissement croîtra du centre à la 
surface. Le théorème de Clairaut en est un cas particulier. 

Si = ο les surfaces ellipsoïdales sont déformées, mais la conclu-

sion précédente subsiste appliquée à l'aplatissement correspondant. 

Au centre g = aj, Δμ = ι, le second membre tend vers o, on a 

= o. L'aplatissement passe par un minimum au centre. 

D'où le théorème général : 

Dans une masse fluide hétérogène, l'équilibre permanent est 
impossible avec des surfaces ellipsoïdales. Quand il est atteint, les 
surfaces de niveau prennent la forme d'ellipsoïdes déprimés entre 
le pôle et Vèquateur et dont l'aplatissement augmente, du centre à 
la surface, avec minimum au centre. 

Voir la Note en appendice, page l\fà. 

CHAPITRE II. 
ELLIPSOÏDES DE RÉVOLUTION. 

LIMITES DE VITESSE ET D'APLATISSEMENT. 

1. Formules. — Les équations générales du Chapitre précédent 
étaient établies pour des ellipsoïdes quelconques à deux ou trois axes. 
Pour les ellipsoïdes de révolution, les intégrations sont possibles et la 
formule(2) devient, d'après les expressions connues de l'attraction des 
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ellipsoïdes homogènes (4 ) 

(16) ί=—4π/^* — ρ' -arclang/)</a 

— ^π/jf (p, — p'rfa) —(λ —arclangX); 

(l?)
 y

=
~

2r
'^f

0
 ~

Ρ
'

 !
~^(

arclansl ~JTli)da 

-2*/jT (p.-p'tfa)^-^(arctangX — 

ou 

., b1— à1 .j ό*—à1 -a a* oc* ?*-+-

puis 

, _ Y X Y ι X 
donne 

(18) —η. — Γ —ρ' Γ
arc la

"g I ^75 ?Χ-Λάα 

+jf τ+τ-τ+ττ;· 

Nous supposons, dans ce qui suit, que la vitesse est variable en 
latitude de manière que les surfaces soient rigoureusement ellip-
soïdales. Pour plus de simplicité et pour rendre les résultats compa-
rables, on évaluera la valeur de ω le long de Taxe polaire. Alors 
on a 

«* -+- α = al = /·». 
Alors 

.... ά1 a1,. cil a. I 

Au centre, l = ο ; sur la couche /*, l = λ
Γ

. On aura, en général, /< X
r
, 

sauf dans le cas des couches homofocales où 1 = X
r

. 
La loi de variation des densités dans la masse étant supposée donnée, 

(') On désignera désormais par /* le rayon polaire de la couche considérée et 
par l'indice r les éléments correspondants. 
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nous étudierons ce que deviennent ω et λ dans les différents cas princi-
paux : couches homothétiques, surfaces homofocales, vitesse uniforme. 

2. Le rapport entre la force centrifuge et la composante de 
Vattraction, en un point sur la surface S

r
 quelconque, est ψ = -ψ-· 

Il est égal au rapport des seconds membres de (18) et (17). 
Les éléments d'intégration ne diffèrent que par la quantité entre 

crochets. Or on remarque qu'on a quand λ
Γ
 = x, 

u — arc tang/ ^ srr = arc laug/ = </«,, 

et 

7kr-khr (, + λ«)« * 

Celte quantité est toujours positive : u varie donc toujours dans le 
même sens que λ

Γ
. On a donc toujours : u < Il en est de même 

pour l'expression analogue en λ. Les éléments d'intégration de (18) 
sont donc tous plus petits que ceux de (17). On a toujours 9 < 1. 
D'où le théorème : 

L'attraction est toujours supérieure à La force centrifuge, à iin-
térieur comme à la surface d'une masse fluide hétérogène, dont les 
surfaces de niveau sont des ellipsoïdes de révolution, quelles que 
soient la répartition des densités et la vitesse de rotation. 

Les formules s'appliquent aussi bien à une variation brusque de la 
densité, le — pV/rt étant alors un accroissement fini. Le théorème 
s'applique donc à toute la masse d'une planète, y compris son atmo-
sphère. Si des éléments équatoriaux se sont détachés (anneaux de 
Saturne, anneaux de Laplace), il fallait que la vitesse de rotation fût 
plus grande que celle qui est compatible avec des surfaces ellipsoïdales 
d'équilibre. 

Si les surfaces de niveau sont homofocales, on a au centre λ0 = χ 
et φ = ι. Dans un ellipsoïde homogène φ est indépendant de ρ et tend 
vers 1 quand λ tend vers χ (disque aplati) : 

(Jy _ (3 4- λ1) arc langX -- 3λ 
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Remarque. — Si une surface quelconque était sphérique, c'est-

à-dire λ
Γ
= o, on aurait 

£7= f , 

+f,. —2λ)· 
Or l'expression en λ est nulle pour λ = ο et sa dérivée est toujours 

négative. Cette expression est donc négative, si λ^ο. Il en est de 
même de l'expression en l. On ne peut donc pas avoir λ φ ο pour 
aucune surface, autrement on aurait ω2< ο. On a donc partout, dans 
ce cas, λ = ο et aussi ω2 = ο, d'où le théorème : 

Dans une masse fluide hclèrogène en équilibre, aucune surface 
de niveau, en particulier la surface extérieure, ne peut être sphé-
rique, que si la vitesse de rotation est nulle sur toutes les surfaces 
de niveau, qui sont alors toutes sphériques. 

5. La dérivée de la vitesse s'obtient facilement en écrivant 

ut— drarc tang/ r-r = 5 — τ-? il — arc tang/). 

On aura ensuite R > ο toujours, en posant 

' —ρ'—r-j—(/— arc tang/) da 4- / (p, — p'da)—r-~- (λ — arc langX). 

La formule (i 8) devient, en remarquant que / (ρ, — p'da) = p, 

61« f ,14-λ» /8 ^ , 3 4->.?d 

Dérivant alors par rapport à on obtient 

l4"X'rfw« H </λ2 I r'' , 14-λ2 , 

Si les surfaces sont homothétiques, c£X2 = o; si elles sont homo-
focales, = etiA2<o; dans les deux cas, ο?ω2< o. La vitesse croit 
de la surface au centre. 

Journ. de Math. (6· série), tome VIII. — Fasc. IV, 191a. 45 
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Si la vitesse de rotation est uniforme, on a 

df = 0· 7ΤΤ>α?--7·1 -P(TT7î?F()'-/)e'fl· 

Cette relation peut être vérifiée de deux façons : Ζ < λ
Γ
, dk* > ο, les 

aplatissements croissent du centre à la surface. Ou bien Ζ>λ
Γ
. Les 

aplatissements seraient alors plus grands que ceux des surfaces liomo-
focales correspondantes. On aurait alors cfX2<o, aplatissements 
décroissants. Nous verrons que ce cas ne pourrait être réalisé que pour 
des valeurs considérables de l'aplatissement superficiel : λ, >2,53. 
Nous savons, d'ailleurs, par la démonstration générale du Chapitre 
précédent, que ce cas n'est jamais réalisé car λ est croissants! ω est 
constant. 

Dans le cas de la vitesse uniforme, on a toujours au centre 

ι -4- λ' <//* ·' (ι+/')β λ«( '· ] r ' 

les rapports se réduisent à l'unité et Z2 = λ2, donc : dJp= o. L'apla-
tissement tend vers une limite minimum. 

Les courbes représentatives des aplatissements dans les différents 
cas seraient données par la figure ι : 

Fig. ι. — Lois des aplatissements. 

1. Surfaces homotliéliques. — 2. Surfaces homofocales. — 3. Vitesse constante. 

Remarque. — On peut trouver de même l'expression de la varia-
tion de vitesse en latitude. En effet, les formules qui définissent Ζ et la 
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surface S„ peuvent s'écrire : 

r1 -4- ,Τ' — rt1 ν* 4- y -- /·*. 

En éliminant^8 entre ces deux relations, on obtient 

(") $ '*+ ( > + - y, η - y, *) <' ~ 75 >·' = o· 

On en tire 
dl _l3 l*-l* 

L'expression de u donne aussi 

du _ 2 /* }.}. — l*· 

Or ω8 est fonction de χ- seulement par l'intermédiaire de L On aura 

2 π/ 0xi Jn λ* 01 0χΛ a 

_ r" , 14-λ1 /a />.« —/*y da 

Cette expression est toujours positive. Pour que les surfaces de niveau 
soient ellipsoïdales, il faut que sur chaque surface la vitesse de rotation 
croisse de l'équateur au pole, conclusion conforme au résultat général 
du Chapitre précédent. 

4. Elude des fondions z. — Dans les cas limites étudiés, les 
éléments d'intégration dépendent d'une fonction 

(»9) - = —ϊΓ~α™1αη*1~»Τ+Τ* ~~ 7?" 

où l— " λ = Λ ε avec ο < ι < ι et qui devient égale «à 

( uo ) y = —arc langλ — ̂  

pour / = λ ou ε = î . 
Cette expression (20) définit la relation entre la vitesse de rotation 

d'un ellipsoïde homogène et son aplatissement. Nulle pour λ = ο et 
pour λ = x, elle atteint son maximum 0,22467... pour λ = 2,52çj3.... 
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Les fonctions ζ qui en different seulement par la valeur de ε ou l 
ont une allure analogue. Pour λ = ο ou pour λ = oc, elles sont toutes 
égales à o. Elles sont, de plus, toujours inférieures à la valeur corres-
pondante dey. En effet, on trouve 

dz _ 2 /* ( λ* — lis) dz _ a ).*£» (!—£') 

Cette expression, nulle pour ε = o et pour ε = ι, reste Loujours posi-
tive; s varie dans le même sens que ε. Nul pour ε = o (minimum), il 
croît jusqu'à y (maximum) quand ε croît de ο à ι. Donc ο <:<y. 

Si λ varie de ο à χ, ζ aura donc un maximum comme y. La 
position et la valeur de ce maximum auront une grande importance 
pour la suite. 

Comme / = λε on pourra écrire 

<■9 > s = ~V~m ta"8'·* - ïï TTîû' - ¥■ 

On aura après réduction en prenant la dérivée 

dz η4-λΜ'9-+-λ*+ι5λν + 3λ*εϊ+4λ4ε*. '] 

Appelons e la parenthèse, on aura ν = ο pour Λ = ο et ν = — -
t
 pour 

λ = oc. On trouve ensuite 

t = ,7Tî|U=
|î(5 -

 +

 s')]. 

Celte expression, qui est d'abord positive pour λ = o, devient nulle 
puis reste négative quand λ tend vers l'infini. Donc r, d'ahord nul, 
croît jusqu'à un maximum positif, puis décroît jusqu'à — en ne 
passant qu'une seule fois par ο. Il en est de même de dz. Donc ζ a un 
maximum cl un seul. 

Désignons par u celte dernière parenthèse et traçons les courbes 
de «, e, z

m
(/tg. a). Appelons \

t
 et λ„ les valeurs de λ qui sont racines 

de u et de v. On aura toujours \^> λ
Λ
 puisque ç s'annule seulement 

après avoir passé par son maximum. 
Or on peut écrire 

— u = '/*£'■{ ι + cs ) - λ* ( ι — ·\ ε Ό" — 3çô — 3ε2). 
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C'est un trinôme du second degré en λ*. Le produit des racines est 
négatif et leur somme positive : 

3(5-32«) s_(i-3cl)« 

On a deux racines de signe contraire et la plus grande est positive. 

l'ig. 2. 

Quand ε tend vers ο, 1* et S tendent vers oo. La racine positive λ
Μ
 tend 

vers ao. Il en est de même de Λ„. Le maximum de ζ est donc rejeté à co 
avec λ. Pour ε = ι, on a 

— u — }. (λ2 4- ι ) (λ2 — 3 ). 

La valeur minimum de λ* est 3. On aura donc 3. Quand ε varie 
de ι à o, le maximum du ζ correspondant a lieu pour une valeur 
λ;> 3 et qui augmente indéfiniment quand ε tend vers o. 

Kn même temps la valeur de ce minimum tend vers o. En effet, 
d'après la formule (ai), ζ varie toujours dans le même sens que ε. Les 
courbes des ζ seront toutes intérieures les unes aux autres et décrois-
santes avec ε ainsi que leurs maximums (/?«·. 3). 

A l'origine, on a, en développant suivant les puissances de λ, 

Τη — ~ — hr — τ ε2 ) a-'î3— —(ο4-λ-)( — — — ε) λε·. 

Pour λ = ο à rorigine, la dérivée est nulle et la courbe tangente à 
Taxe des λ. 
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En procédant à quelques séries de calculs numériques pour des 
valeurs de ε de dixièmes en dixièmes, on obtient le Tableau suivant 
des valeurs de dz ainsi que la position et la valeur des maximums (on 

0 1? Û33 î 5 S 7 8 9 10 λ 

Fig. 3. — Courbes des valeurs de ζ pmir io valeurs de ε. 

a pris comme unité la quatrième décimale). On a pu tracer ainsi les 
courbes représentatives correspondantes de la figure 3. 

ι= 0 0,1 0,2 0,3 0,1 0,5 0,0 0,7 0,8 0,0 1 Moyenne 
λ 

•2,33 ο ο,(jo29 154 281 3ιο 271 ι30 117 5o 19 ο o,oi4 
3 ο o,oo3o 1 jo '>.4·'. 209 1 jι O7 — 10 — 63 —100 1 or> -j-30 

4 ο o,oo'38 120 120 Go — 16 — 80 —i><> —129 — 179 —183 —47 
(i ο 0,0037 54 — 0 — 4y —y3 — i'2'A —14 » —i3{ - 160 ~-ι6·.». —79 
ίο ο o,()021 - 3 — 38 — :>y — 7». — 80 — 88 — 90 — yd — 90 —38 

λι«=3ο >·2θ y,"» 6,3 4,7 'M V
J VJ 2,7 ',53 V*5 

5/,<= ο ο,οβ<) ιο3 133 ι Go 177 '^01 'Λ,4 '*■'>·'* 

Tableau des valeurs de L'avant-dernière colonne où e = 1 donne les valeurs de 

o. Ellipsoïdes komoïltctiques, — Si toutes les surfaces de niveau 
sont homothétiques, on a λ = λ,.= const. On peut écrire 

( ta) ? Ι — μ —=r-— are tang I — ~k τ- — ·κτ "α 

+ P\~F~arC lan8/~ T*)y 

au centre : 

îï7 ·"■=\ir~aic ·»«*- p)=*.>■· 

Ou a pour ω„ l'expression connue qui relie ω et λ dans le cas d'un 
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ellipsoïde homogène. On sail qu'alors si λ varie de ο à ac la valeur 

=γ croît de ο à 0,22467... maximum (λ = 2,52q3), pour dé-

croître ensuite jusqu'à o. 

Pour >0,22467... l'équilibre est impossible avec une figure 

ellipsoïdale. Pour K. °> 22467... on a deux valeurs de λ et deux 

ellipsoïdes d'équilibre. 
On a vu que, dans ce cas, la vitesse de rotation diminue du centre à 

la surface. Si donc la vitesse centrale a une limite maximum, toutes 
les autres, la vitesse de la surface en particulier, passeront aussi par 
une limite, inférieure à celle de ω0 et variable suivant les conditions. 

La formule (22) peut s'écrire : 

<«»> i^ = ?y+l — 

On en tire immédiatement 

(a4) tïj-"λ''"· 

Sous le signe d'intégration, ζ prendra toutes les valeurs de ο à /, 
puisque ε varie de ο à 1. Il en sera de même de dz. 

Quand λ varie de ο à 2,53, dy et tous les dz sont positifs (fig. 3 ). 
Toutes les vitesses sont croissantes. 

Quand λ dépasse la valeur 2,53, dy devient négatif avec une valeur 
absolue de plus en plus grande. D'autre part, un nombre de plus en 
plus considérable de dz deviennent également négatifs. Il arrive 
nécessairement un moment où, pour une certaine valeur λ,« de λ, le 
second membre de (24) devient nul, puis négatif. La vitesse de rota-
tion ω de la couche correspondante S

r
 passe par un maximum puis 

décroît. 
A partir du centre l'importance du second terme de (24) croît avec /·, 

et celle du premier, au contraire, diminue avec p. La valeur négative de 
celui ci l'emportera donc d'autant plus tard que la couche sera plus 
éloignée du centre et ω, passera par son maximum la dernière, pour 
une certaine valeur λ,. 
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On aura en résume 
2,.).) < 7.m < λ |. 

Cette valeur extrême λ, et la rapidité avec laquelle les différentes 
couches atteignent leur maximum dépend de la répartition des 
densités. 

Or cette répartition .peut se ramener à trois types principaux, selon 
qu'on a p" = ο; ?"<Co ou p">o, c'est-à-dire variation constante, plus 
rapide vers la surface ou plus rapide au centre : courbes I, 2, 3 
{fig-fi)· 

Fig. — Lois des densités. 

1. p" = ο. — 2. p"< o. — !L ρ" > ο. 

On voit immédiatement sur la formule (23) que, pour une même 
valeur de λ, ω2 s'éloignera d'autant plus de <oJ que py sera plus diffé-

rent de p
0
y et que I — p'da = p„—ρ sera plus grand, en somme, 

d'autant plus que la condensation vers le centre sera plus prononcée. 
Il en sera de même d'après ( 24) pour le maximum de ω2. 

En résumé, les valeurs et les maximums des ω, confondus, dans le 
cas de l'homogénéité, avec ω

0
, seront d'autant plus faibles et auront 

lieu pour des valeurs de λ d'autant plus grandes que l'ensemble s'éloi-
gnera davantage de l'homogénéité, ou p

0
 différent de ρ,. 

Les courbes de variation des vitesses en profondeur, pour une même 
valeur de λ, seraient analogues à celles des densités correspondantes. 

Les courbes représentatives de la variation des vitesses avec λ seront 
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analogues à celles des s, celle de ω
β
 analogue à celle àey (fig> 5). Si 

l'on tire une ligne horizontale, on voit qu'à toute valeur ω, plus petite 
que le maximum correspondent deux valeurs distinctes de λ mais qui 

Pig. 5. — Courbes des vitesses de rotation dans le cas des surfaces homothétiques. 

exigent une autre valeur de ω
0
 et un autre mode de répartition des 

vitesses. Pour une valeur de ω, supérieure au maximum, les surfaces 
ne pourraient plus être ellipsoïdales. 

Quelques calculs numériques montrent, d'après le Tableau des cfs, 
que si ρ" — ο le maximum de ω, a lieu au plus tard pour λ, = 3,55, 
quand la moyenne des accroissements positifs et négatifs est nulle. 

Pour que le maximum ait lieu pour λ, = 3, il suffirait que la densité 

soit encore ρ = ^p
0
 à la distance 0,7 du centre, celle qui correspond 

à dz = o. Alors p"< o. 
Pour que ce maximum soit repoussé à λ, = 4 il faudrait que la 

densité à la distance o, 5 soit déjà réduite à ρ = gp
0

. Ces trois valeurs 

de λ, sont calculées avec p, = o; en réalité, le champ de variation serait 
encore réduit. Pratiquement, il ne peut pas être considérable. 

Dans le cas de la Terre avec p" = ο; ρ, = 2,5 et p
0
 — 10, on aurait 

au maximum = 0,220 p
0

; = ο, i63 p
0
 ; dans le cas d'homogé-

néité : D,/ = 0,12.5 p„. 

6. Ellipsoïdes homo focaux. — Si les surfaces de niveau sont 
homofocales, on a bl — a3 = />J — a2, avec Λ*=α2(ΐΗ-λ2). On en 

Journ. de Math. (6* série), ti»me VIII. — Kasc. IV, 191a. 4^ 
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tire : λα = λ,α,. On a alors /=^λ = λ
Γ
, car λα = Γλ

Γ
 et la for-

mule (18) devient 

o>* /3 -h }.* . 3/.;. \ Γ' , ι ·+■ λ* , 

+jf (p.-prfa^^arctangX-^-^J-^; 

(a5') al — rï
r
 et V = dirrt'O ■+■ λ1) 

donnent 

ι + λ» _ V ι h- λ* 
d'où 

(,6) ^=r(iirIarcLan8>"-é)i 

+ / ( ρ, - ρ Λ) ̂  (^— arc l»ng/. - _ _ _ ̂  j . 

On a vu que la vitesse croît de la surface au centre : ω, <[ ω < ω„. 
A la surface, on aura, avec 

f (pi- ρ'ί/α)ψ = ̂  = 13,. 

(ν) ï*f = — 

Ainsi la rotation et l'aplatissement sont liés par la même expression 
que dans un ellipsoïde homogène de densité D,, expression analogue 
à celle de ω

0
 dans les ellipsoïdes homothétiques, mais ici ω, est indé-

pendant de la loi de variation des densités. 
Au centre λ,.=: ao et la formule (25) donne 

(38) (f'-p'rfe)(arcl»l,ex-

En tenant compte de (20'), on a 

(28,) Éf=Tiïl v(«"=«»ngX-
T

-i
7

;)(p,-p'rf
n

). 
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Pour λ, = ο, on a 

et 
λ = ^λ, = ο 

arcl«ngX — -p-pj; =|λ> — |λ· — 

La formule (28) donne 

«3= 3*/,°o· 

Pour λ, = χ, ω
0
 = ο, d'après (28'). 

Posons 

"=1i^(arcian8X_rnO 
On a 

3J = - j (-JT-™ u«\ - JîJ = - χ· 

ν varie en sens inverse de λ et par conséquent de λ,. Ainsi ω
0
 est 

toujours décroissant et varie de |π/ρ
0
 à ο quand λ, croît de ο à x. 

Pour étudier la variation de ω
0
 avec la densité posons encore 

.. λ du 2 λ* 

L'élément d'intégration de (28') croît avec la valeur de λ de la 

surface au centre où u
0
 == car λ

0
 = χ. Donc ω

0
 croît d'autant plus 

que p' est plus grand vers le centre, c'est-à-dire que la concentration 
est plus considérable. A la limite, on aurait 

2T.f~ ν,λ" 3* """ 2 λ» D,> 

On a donc deux limites, l'une en fonction de la densité centrale, 
l'autre en fonction de l'aplatissement superficiel, qui se complètent 
sans s'exclure : 

(29) wj<j7c/p
0

, ω^π'/^τ10!· 

Toutes les autres vitesses et courbes représentatives seront com-
prises entre celles des formules (27) et (29). 
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Comme on a 

ί —ρ' V cfct — — ρVj.(* ρ d\r = ( D — ρ) Vn 

la formule (26) peut s'écrire 

(3θ) 2π7 = +j
t

 ^;5(ρι —p'ffrt). 

où 

5= —γ-τ—arc tangA — ^ 

est une fonction ζ déjà étudiée, l étant remplacé par λ, et λ par 
On a 

A = — λ, — λΓε — L 

De r à l limites d'intégration, ε varie de 1 à — < 1 et non de 1 à o. 

Une fraction seulement des ζ ligure sous chaque signe d'intégration, 
ceux dont Γε est supérieur à celui de la couche S

r
. La variation est la 

même, les conclusions analogues à celles du cas précédent. 
Ainsi, quand λ, croit, les vitesses des couches intérieures passent 

successivement par leur maximum, du centre à la surface où ω, sera 
décroissante la dernière, comme pour les surfaces homothétiques. 

En effet, on a vu que les maximums de ζ ont lieu pour des valeur s 
de plus en plus grandes de λ

Γ
. Mais ici les λ croissent de la surface au 

centre λ
Γ
= — · Ils atteignent, dans le même ordre, la valeur λ,„ cor-

respondant au maximum de chaque surface. Il en sera de même des ω. 
Voici d'abord le Tableau des valeurs respectives des λ,

Μ
 et des λ

Γ 

pour λ, = 2,53..., maximum de ω, : 

ε ι 0,9 0,8 0,7 0,6 o,5 0,4 o,3 0,2 
λ, 2,53 2,8 3,2 3,6 4 >2 ·» >° 8,4 12,6 
λ,Μ 2,53 2,6 2,7 2,9 3,3 3,8 4»" 
λ

Γ
—λ,„... ο ο,2 ο,5 ο,7 ο,g ' > 2 ι,6 2, ι 3, ι 

Quand ω, atteint son maximum les ζ de toutes les surfaces et par 
conséquent tous les autres ω ont déjà dépassé leur maximum puisque 
λ

Γ
> λ,„, pour tous les ζ {fig- G). 



ROTATION DE L'ELLIPSOÏDE HETEROGENE. 361 

D'ailleurs λ
Γ
 croît toujours plus vite que λ,„. En effet, dans l'étude 

des fonctions ζ on a vu, formule (21), que ̂  > ο, ζ et / varient dans 

le même sens. Or on a ici au maximum / = λ,
Λ
ε. Cette quantité \

m
z 

varie donc dans le même sens que zm et décroît avec ε. Au contraire, 
dans les surfaces homofocales, λΓε == λ,. Ainsi \ι reste constant et λΓ 

croît plus vite que Xm. 
Si donc, à un certain moment,.pour un certain λ, < 2,53, le \ de 

Fig. G et G'. — Courbes comparées des λ et des \
H
 dans le cas des surfaces homofocales. 

la surface S
r
 égale le X

m
 du ζ correspondant, tous les λ et les ζ inté-

rieurs à S
r
 aurcint dépassé leur maximum. Tous les λ et les ζ supérieurs 

ne l'auront pas dépassé (fig. 6'). Or de (3o) on lire 

(3,) s7-ar = (D-'>ar +| Λ)· 

άω2 ne dépend que des dz supérieurs, tous positifs ici, ainsi que dy. 
On a donc do)2^>o et ω2 est encore croissant, ainsi que tous les ω 
supérieurs ('). Faisons décroître λ, de 2,53 à o, les λ passeront suc-
cessivement, de la surface au centre, par le X

m
 du ζ correspondant. Le 

maximum de ω reculera dans le même sens. 

(') M. Ha my avait déjà donné celle démonstration sous une forme plus 
compliquée. Étude sur la figure des corps célestes, p. 14-20. 
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En résumé, si λ, croît, les couches voisines du centre passeront par 
leur maximum dès que λ, sera différent de o, puisque leur λ„ est infini, 
et ainsi successivement des autres jusqu'à la surface. On pourra répéter 
ici tout ce qui a été dit à propos des surfaces homothétiques sur les 

Fig. 7. — Courbes des vitesses de rotution dans le cas des surfaces liomofocales. 

modifications introduites par la variation des densités. Mais ici ω, 
ne dépend que de D, et non des p. On aura les courbes ci-dessus 
(.fi?· 7)· 

7. Vitesse uniforme et classification des vitesses. — \ous uti-
liserons les résultats précédents. La formule (18) devient à la surface : 

<3o)
 w

=
i

 (pl p ("T+T[arc lan8 ~ 7TT· — TPI; ) ' 

Si λ, = ο, on a 
/ — λ — λ, = ο. 

car ici λ<λ, et alors on a 
ω( — o. 

Si λ, = ao tous les λ sont infinis car la figure se réduit à un disque 
aplati et l'on a encore ω, = o, d'après (3o). 

La vitesse est donc nulle pour λ, = * comme pour λ, = ο. Elle 
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aura un maximum dans l'intervalle, comme dans le cas d'un fluide 
homogène. 

La formule (3o) peut s'écrire 

ΤΓ/=1 (Ρ'-Ρ^ΓΤλ; F3=J0 (P'-Prfa)7Tl; 

Or le facteur j ^ = ~ reste constant pour chaque surface quand 

λ varie. Si λ, reste le même, la valeur de l'élément d'intégration varie 

seulement avec ^ quand les λ intérieurs varient, c'est-à-dire quand on 

passe de l'un des cas étudiés à l'autre. On a 

d ζ _ ι Γ2/'(λ;-/*) 9 1 

En désignant la parenthèse par h, on a pour / = ο, ζ = ο, u = ο et 
pour / = λ,, u = — 3y. On obtient ensuite 

dl ~~ X*(r + 1*)* + 

quantité négative avec /<λη donc u reste négative et les éléments 
d'intégration varient avec ζ en raison inverse de l ou dβλ,(/ = λε). 

Ainsi donc pour le même λ, la vitesse superficielle croît quand on 
passe des couches homofocales aux couches hornothétiques, puis à celles 
du cas de la vitesse uniforme, car alors le λ de chaque couche décroît. 
On a donc 

(3ι) ω, homofocal < g», liomolhétique < b>t uniforme. 

Les courbes des ω, s'étageront dans le même ordre. 
La formule (18) devient au centre 

^7 =1
 (p

' "
 Ρ'ί/Λ) ̂  (ττϊ! arc 13,,8λ - 7TT> - ΊΤΤί) ' 

— Γ (pi —p'da)7s
a

. 

<33 > in = ~7Tii{—m~ τ-) =- τη! r 
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Pour le même λ
0 la valeur de chaque élément d'intégration varie donc 

en sens inverse de λ. Or, dans ce cas, λ
β
 étant le même, les λ aug-

mentent de la vitesse uniforme aux couches homothétiques et aux 
surfaces homofocales. On aura 

(33) ω0 uniforme < αχ» horoothélique < ω0
 homofocal. 

Or on a pour les surfaces homothétiques : ω* = ·ι n/p
0
y. Donc dans 

le cas d'une vitesse uniforme, si\0 varie de ο à x, la valeur de la vitesse 
restera toujours inférieure à celle-ci. 

La courbe de ω uniforme correspondant à λ
0
 sera tout entière 

Kig. 8. — Tableau d'ensemble des courbes de vitesses. 
1 et 1 '. ω, et ω, des surfaces homofocales. — 2 et 2'. ω, et ω„ des surfaces liomothcliqucs. 

3 et 3'. Courbes de vitesse constante en fonction de λ, cl de λ„. 

inférieure à celle de ω
0
 homothétique. D'autre part, la courbe corres-

pondant aux variations de λ, sera tout entière au-dessus de ω, homo-
thétique d'après (3i). Ces deux courbes seront comprises entre celles 
des ω, et ω

0
 homothétiques. 

Cela est évident jusqu'au maximum, car alors la courbe correspon-
dant aux λ, est à droite et au-dessus de celle des λ

0
 puisqu'on a 

λ
0
<λ,. Il en sera de même au delà du maximum, au moins jusqu'à 

une certaine limite. Il n'est pas démontré qu'il en sera toujours ainsi. 
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La figure 8 traduit ces résultais en donnant la position relative des 
différentes courbes. 

La courbe de ω, homofocal seule ne dépend pas de la répartition des 
densités, mais seulement de D,. Les autres courbes s'élèveront d'autant 
plus au-dessus de celle-là que l'ensemble s'éloigne davantage de l'ho-
mogénéité. 

Pour toute valeur de ω plus petite que le maximum, on aura deux 
valeurs de l'aplatissement, comme dans le cas de l'homogénéité, mais 
la vitesse correspondante sera toujours plus grande. 

On voit aussi {fig. 8) que la vitesse uniforme correspond toujours 
pour un aplatissement donné λ, à celle d'une couche homothétique ou 
homofocale dont l'ensemble aurait le môme λ,. On peut donc passer 
de ces deux cas à celui d'une vitesse uniforme simplement en augmen-
tant la vitesse des couches supérieures à celle-ci et diminuant celle des 
couches inférieures, sans que l'aplatissement λ, varie. 

En résumé, la vitesse uniforme ω d'un ellipsoïde hétérogène tournant 
tout d'une pièce, étant comprise entre ω

0
 homothétique et ω, homo-

focal, on pourra écrire 

(34) D
'/

<
^7

<
po/

 avec
 y— ·//» ~'

ai

'
clang/

i—χ** 

8. Quelques cas limiies. — Nous allons en étudier trois en dehors 
des trois principaux. 

i" Si l'aplatissement à partir de la surface croit plus vite que dans 
le cas des surfaces homofocales, on aura (υ,<ω, homofocal par le 
même raisonnement qui a conduit à (3i), et celte vitesse tendra vers ο 
quand tous les λ tendront vers oo. 

On a vu aussi que Λ
0 restant constant, ω

0
 varie en raison inverse 

de λ. On aura donc également ici(o„<[(o
0 homofocal et cette vitesse 

tendra également vers o. 
Donc si les λ intérieurs tendent vers x, tous les ω tendent vers o. 
2° Si, au contraire, à l'intérieur les Λ décroissent plus vite que dans 

le cas de la vitesse uniforme, ω, augmente d'après la démonstration 
générale de (3i) et devient plus grand que ω, uniforme, pour la nicme 
valeur de λ,. 

Journ. de Math. (O série), tome VIII. — base. IV, 1912. ï7 
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D'après la formule de la dérivée de la vitesse (i8'), on a ici 

dr > °' 

car la variation de l'aplatissement est plus rapide que dans le cas de ω 

constant^ et est plus grand que dans le cas de ί/ω2 = ο. La vitesse 

diminue donc à partir de la surface. 
A la limite, on aurait à l'intérieur des couches sphériques avec un 

aplatissement superficiel λ,. Or, dans la formule (18), l'élément d'in-
tégration 

Ζ = —ντ- ( dra,c tang/ r- π 

se réduit, quand les λ tendent vers o, à 

7 _ 2 I +a! «7,, 6es„ \ _ a v ., 

Ils s'annulent tous avec λ,.. Les vitesses de rotation tendent donc vers ο 
avec les λ. 

On aurait alors à la surface 

= Ρι}Ί + | J —Ρ'^λΐ</α = ρΙ<χ1+ gX^Dj-p,). 

Mais ω, ne croîtrait pas sans limite avec Λ,, car il passe par un 
maximum et s'annule, quand λ, tend vers oc, comme on l'a vu à 
propos de la formule (3o). D'ailleurs la limite ne peut pas être atteinte, 
car on a vu (n° I ) qu'une couche ne peut être sphérique que si toutes 
le sont, et si la vitesse est nulle partout. 

3° Dans le cas où l'on aurait une vitesse uniforme avec λ croissant 
de la surface au centre (voir n°2), pour le même λ,, on aurait ω, < ω, 
homothétique, puisque le λ de chaque couche est plus grand que celui 
de la couche homothétique correspondante [formule (31)J. Quand λ, 
variera de ο à oc, on aura une courbe intérieure à celle de ω, homothé-
tique. 

Pour le même λ
0
 on aura ω

0
> ω

0
 homothétique [formule (3*2)]. La 

courbe correspondante sera donc au-dessus de celle* des ω
0
 homothé-
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tiques. Comme on a dans ce cas λ0 > λ,, on voit d'après la figure 8 
qu'on ne peut avoir ω

0
 = ω, que si λ, a déjà dépassé son maximum. 

On sait, d'ailleurs, d'après la démonstration du Chapitre premier, que 
l'on ne peut pas avoir λ décroissant avec ω constant. 

En résumé, la vitesse de rotation, dans le cas d'un ellipsoïde hété-
rogène tournant tout d'une pièce, reste toujours comprise, quand λ 
varie de ο à », entre la vitesse de deux ellipsoïdes homogènes, qui 
auraient pour densité et aplatissement, l'un la densité moyenne et 
l'aplatissement superficiel, l'autre la densité et l'aplatissement central 
de cet ellipsoïde hétérogène. Elle est nulle pour λ = ο et pour λ = oo 
et maximum un peu après λ = 2,53.... 

Jusqu'au delà du maximum, et probablement toujours, on peut dire 
encore que la vilesse de rotation reste comprise entre celle de deux 
ellipsoïdes homogènes ayant même aplatissement et comme densité, 
l'un la densité moyenne et l'autre la densité centrale de celui-ci, 
ou encore qu'elle reste comprise entre la vitesse qu'il aurait s'il était 
homogène et sa vitesse centrale si ses surfaces de niveau étaient homo-
thétiques. 

ω* 3 -+- V , 3 

Dans le cas de l'ellipsoïde homogène 011 a ω2 = 2πfDy. 
De la surface au centre, dans les autres cas, la vitesse varie plus ou 

moins vite dans les mêmes proportions que λ et p. 
Dans tous les cas de variation quelconque de ω, ρ, λ, à l'intérieur, 

la vitesse des surfaces de niveau suit le même cycle que pour un 
ellipsoïde homogène : nulle pour λ = ο et λ = ac, elle a un maximum 
qu'elle atteint plus ou moins après λ = 2,53.... 

Pour le même aplatissement, la vitesse est d'autant plus élevée que 
la répartition des densités s'éloigne davantage de l'homogénéité. 
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CHAPITRE III. 
PROBLÈME DE CLAIM VUT. 

VITESSE UNIFORME, APLATISSEMENT FAIBLE DONT LE CVRRÉ EST NÉGLIGEABLE. 

Le problème de Clairaut consiste à étudier les conditions d'équilibre 
d'une masse fluide hétérogène en rotation, en supposant la vitesse 
constante et l'aplatissement assez faible pour qu'on puisse négliger 
son carré. Les nouvelles formules en p' permettent souvent de simplifier 
et de compléter les anciennes démonstrations, dont quelques-unes ont 
été reprises rapidement dans ce Chapitre, en vue de les généraliser ou 
de les adapter aux calculs numériques ultérieurs. 

1. Equation générale de Clairaut. Ijes fondions η et ζ. 1 À mite 
de λ2 cl de e. — La formule (i8) développée s'écrira en négligeant /'* 

(35)
 £7~U,'-

p
'Κ*- s")

rfe+
K'

(?
·-

9
'
da)

(
>;
- H· 

Or, en négligeant λ4, on a (·), r étant la valeur de a sur S
r 

a- -f- u. r-

d où 

(36) - |'Ρ'~ρ'''")(/*— 5λ*)· 

En intégrant par parties, on obtient immédiatement 

<37) w^J·. if 

(') E11 négligeant λ4, l et par conséquent ω est indépendant de χ et constant 
sur cliaque surface de niveau ( co/V Chap. II, n° 3, formule a). L'équilibre est 
donc possible avec des surfaces ellipsoïdales, dans l'Iiypollièse de Clairaut. 
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posons 

Et 3o)f = 9 iif P<fa.=i) •/o 
il vient 

(38) ^ ?(Ια*}.*+·J* pffl·?· 

Ces formules (36), (37), (38) sont trois formes équivalentes de 
l'équation de Clairaut, reliant les éléments ω, λ, ρ, r de la surface S

r
, 

éléments qui peuvent être tous variables. 

Remarque — On a 

(39) -j f — ?'a* da — — ρ -4- 4ï Γ pda3—D — p ρ < D; 

en dérivant, on obtient successivement 

( 40) 3p = 3D + /*D\ 

(40 3P'-4rr + rDff. 

Nous poserons 

<*"> ? = -T = 3(-R)' 

ζ sera analogue à la fonction η de M. Radau et d'une grande utilité 
pratique, comme on le verra dans la suite. 

Or, au centre, D = ρ = p
0f

 d'où ζ = o. 
A la surface, si ρ, = ο et en dehors de la masse, on a ζ = 3. 
On aura donc toujours avec ο < ρ < D 

(43) ο < ζ < 3. 

La formule (36) devient à la surface avec r = 1 

m =/'~pV (Xf ~ \ "'λ'),la + 3p' 

Or on a, du centre à la surface, ο<α2λ3<λ'{. Tenant compte 
de (3q), on en déduit 

(45) s>u*i>i('-s£)· Ιψ'-jê;· 
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Si ρ, = ο en posant λ* = 2e, on a 

(46) t = ou = 

On aura e = ^si«3X2 = o dans (/il)» c'est-à-dire : i° si toute la 

matière était condenséeau centre, ou 2° sitoutesles surfaces de niveau 
intérieures étaient sphériques. 

On aura e =■ : i° si α2λ2 = λ3 à l'intérieur comme à la surface, 

cas des surfaces homofocales, ou bien ri° si l'intégrale se réduit à 
l'élément de surface correspondant à ρ,, c'est-à-dire si ρ' = o, ellipsoïde 
homogène. 

Dans le cas d'une masse fluide en rotation uniforme, les limites 
seraient atteintes seulement dans le cas d'homogénéité ou de conden-
sation totale au centre. L'aplatissement superficiel ne dépend alors 

que du degré de concentration. Il se rapproche de ^ ou de^ selon 

les cas. 
Si p"< ο, ρ tend vers une limite au centre, p' prend des valeurs plus 

fortes vers la surface (voir fig. 4). Ce sont les éléments d'intégration 

qui donnent un aplatissement voisin de^<p qui dominent dans (44)· 

C'est le cas de la Terre où ^ = i,o3 environ. Pour Jupiter, au 

contraire, ^ = i,456, et pour Saturne i,434; ces valeurs sont plus 

voisines de 2 que de L II doit y avoir une condensation prononcée, 
comme l'indique d'ailleurs la faible densité moyenne. 

Ce rapport^ entre dans la définition de η, = j ^ — 2. C'est pour-

quoi M. Gallandreau a pu appeler r], : le paramètre de condensa-

lion({). Les quantités en somme ζ, jouent plus directement 

le môme rôle, mais elles sont moins nettement déterminées. 

2. Dét dvde de la vitesse. Équation de Clairaul-Hadau. — Ln 

(*) But. astmai 1889. 
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prenant les dérivées dans la formule (36), on obtient immédiatement 

<«?> 557 W = °W -7·{-P)
 rfe

· 

Posons avec M. Hadau 

te' r UV 
d ou 

dV */.2r, 

multiplions ( /§7 ) par /·· et dérivons de nouveau par rapport à r, on 
aura successivement 

VI ) λ2 η — 3 / — ρ'a3( /*'λ2 — a*-V) da — ^— - rs ( r,>?)'. 

(5rvD + /·' 1)')λ2 η 4- r4 D).2(/j24-t"t\) — 3(5r).24- /·λ2 η)(Γ3 — ρ)/3 — (r* 

(.te, ,v+■= j-J -ρ 

Casparticuliers : Dans le cas des surfaces homothéliques, nfX2 = o, 
la formule (3^) donnera 

JLr,)V5==A2D/·5-Iv f pda% ^((oV5)' = iV V D. 

Dans le cas des surfaces homo focales, on aura dans (47) et (48) 

"V > a~ · ·> ·. . ? 

d'où 
—- ~~ - χ — et Y/ — — 2 ; 

ΐ ·: - îr/5 : τ!' <'■*=I 1 ? - »)'>'·'· 

Ma is ces formules des surfaces homofocales ne peuvent s'appliquer 
qu'au voisinage de la surface, car on a 

vv,~\\ 

et les λ croissent rapidement et au delà de toute limite au centre. 
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Cas principal : Problème de Clairaut. Dans le cas d'une vitesse 
uniforme, cio>2 = o, (47) et (48) deviennent 

W) r,)
 JP = h

''
r

i = 7: fr
-p'(l-l-%>.')a>da, 

(48') f"o' η (r
(
 ·+· 5) — 3ζ(η ■+■ ι) — o. 

Cette dernière est l'équation de Clairaut-Radau, équation différentielle 
du premier ordre qui définit l'hypothèse d'une vitesse uniforme. 

Au centre λ2 = ̂ λ2, d'où —. = 2^ = 0 et η
0
 = o d'après (42'), 

puis (48') peut alors s'écrire en divisant par r 

r, + ï_=_
air

p+r-j. 

Or, au centre, on aura d'après (4i) 

2l)0= 

d'où 

<i0 — — ■— ci aU;_o, 

η nul au centre commence donc par croître et devient positif. Il le 
restera toujours, car si dans la suite on avait η = o, on aurait aussi 

rr)'= ·>. Ç > o 

et η ne pourrait pas devenir négatif. On a donc η > o. 
(47') peut encore s'écrire d'après (39) et (42) 

(47") (ζ —-n)r' l)λ2 i J — r/a:iV da. 

Le second membre est positif, on a donc immédiatement, puis 
d'après (43) 
(19) ·η<ζ ei ο < rj < ζ < 3 ('). 

La fonction η est toujours plus petite que ζ et comprise entre o et 3. 
De η = — > o on déduit e'y> o, donc λ2 et e sont toujours crois-

sants du centre à la surface (Clairaut). 

(') M. Poincaré avait signalé a < et M. (iallaudiviu ft > o. On verra au 
tiutriéro suivant l'importance de -/) < ζ pour limiter le champ de variation de η. 
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De η < ζ on déduit ~ < — S·» d'où ^5— < ο et ^D est décroissant. 

De η — 3 < ο on déduit ~(r*?' — 3<?) <o, d'où | <o et — décrois-

sant (Clairaut). Pour la Terre, on aura Y)<i,d'où^^ <o et ^ 
décroissant. 

Dans quels cas η peut-il atteindre ses limites? 
Si η = ο sur une surface quelconque S, il faut, d'après (47')> Φ16 

depuis le centre jusqu'à cette surface, on ait : i° ou bien λ* = ~;X2î 
on aurait alors des surfaces homofocales, ce qui est impossible puisque 
dans ce cas on a η =—2 comme on l'a vu; i° ou bien p' = o, c'est-
à-dire une masse homogène. Réciproquement, s'il y a homogénéité, 
on a ζ = ο et η = ο, d'après (47")· 

Si η = ζ sur une surface, d'après (47*)» on a du centre à cette 
surface p' = o, homogénéité ou λ*=ο, surfaces sphériques, ce qui 
exige que toutes les surfaces le soient (Chap. II, n° 1). La réciproque 
est vraie. 

Si η = 3 on a ζ = 3, c'est-à-dire ρ = o. Toute la masse est réunie 
au centre. Réciproquement, s'il y a concentration totale, p = o et 
ζ = 3, l'équation qui suit montre qu'on a aussi η — 3. 

Intégrons par parties le second membre de (47 ), on a * 

DX'(3—η)—~ f prfa5X' η < 3. 

En combinant avec (38) on aura ensuite 

(5o) DXs(tj-t-2)—5<pD,= 3 Γ pefk* ou D(re' + ve) — -φΓ)
t
z=3 f ρ de. 

A la surface on a 

(5.) „, = »^-» = -1-,; 

(5o) dérivée sous la forme η donne immédiatement l'équation de 
Clairaut-Radau. La seconde forme donne l'équation primitive de 
Clairaut, équation différentielle du second ordre : 

rle" 2 re?'(3 — ζ) = 

Journ. de Math. (6* série), tome VIII. — Fasc. IV', lyia. 48 
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Kile permettait de démontrer que e reste croissant, s'il l'est au centre. 

5. Discussion de l'équation de Clairaut-Radau. Variation de rr 

— L'équation de Clairaut-Radau peut encore s'écrire 
(02) rr,'— 2Ç ■+- (2ζ — 5)η — η*~ (η — (3)(α — η). 

Le second membre est un trinôme du second degré qui pour ο < ζ < 3 
a deux racines de signe contraire 

— 5<β<— 2 et ο < « < ζ < 3, 

qui tendent vers — 5 et ο pour ζ = o; vers ο et 3 pour ζ = 3. Klles 

Ι'ίμ. η. — Cliamp do variation 
de r t' cl τ„ O.VHCI». 

Fi μ. in. — Champ de variation 
de r„ Ο AC. 

varient toujours dans le même sens que ζ. Pour avoir r[ = o, il faut 
η = α. 

On a encore la relation (49) η < ζ < 3. Donnons à ζ ses deux valeurs 
limites, dans (fo) on aura 

(53) y)(yî — 3)
 =
 rr,i{n -+· 2)(3 — η). 

Kt comme d'après (.{9) on a ο < η < 3, le champ de variation de /·η' 
par rapport à η sera limité par l'axe de /η', OA, et par les deux para-
boles ABC et one (/^-.9). 
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Dérivons de nouveau l'équation de Clairaut-Radau, il vient 
rr" 3ϊί'(η -h 3) = 2(Çr()'-l· *ζ'. 

Pour avoir η" = ο, il faut ou bien η' = ο et ζ' = ο à la fois (' ), alors η 
aurait un point d'inflexion et resterait croissant; ou bien 

r/ (r, +■ 3) = (ÇYJ )'-f- ζ', -η ci-η 3 r/vj = Ηζγ\ -h cΙζ. 

Kn intégrant cette équation de ο à r et remarquant que la constante 
est nulle, car pour r = ο on a η = ζ = ο, il vient 

2ζ(τ) ·+·») = ri(-n -+- 6). 

Cette valeur portée dans l'équation de Clairaut-Radau donne τη'= η. 
La ligne des points d'inflexion sera donc représentée dans la figure 9 
par la droite OF; la ligne des maximums et minimums, η' = ο, par 
l'axe OC. 

Au centre on a η = ~ = o, puis η >o. La courbe des η part donc 
de l'origine en montant avec η'= ο. Si elle ne coupe pas OF ούη"= ο, 
elle reste montante et η croissant. C'est le cas de la Terre, car à la 
surface on a à peu près η = o, 5, ζ = ι, 5 et η' = ι, ;5, d'où le point 
figuratif Τ et la courbe OT. 

Or le domaine de variation de et η comprend trois parties bien 
distinctes : i° OABG où l'on a η">ο, η' croissant et positif, η crois-
sant; 20 OGC où l'on a η"<[ ο, η' décroissant mais positif, η croissant; 
3° enfin OCD où l'on a η"< ο, η'décroissant et négatif, η décroissant. 
H est facile de voir dès lors que la courbe de variation ne peut être 
qu'une courbe analogue à celle de OLMN ou une portion d'une telle 
courbe selon que le point figuratif de la surface extérieure tombe dans 
l'une ou dans l'autre de ces trois parties du domaine. 

En resume, la variation générale de η du centre à la surface ne 
dépend que des valeurs de η et r{ à la surface, c'est-à-dire de φ, <?,, pn 

D,. Si η,^ο, c'est-à-dire si l'on a 

y. rM η, -h 5 p, 7)| 4- 2 ;> — y,, 

0) Cas très particulier, peu probable. La courbe de variation OLiVlN.au lieu 
de couper OC en M, lui serait tangente. La discussion suivante et les conclu-
sions n'en sont pas modifiées. 
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η est toujours croissant. Dans le cas contraire, rj4 décroissant vers la 
surface passe par un maximum. Il n'a jamais de minimum. D'où le 
théorème général : 

Si η est croissant à la surface, il L'est dans toute la masse. S'il 
est décroissant à la surface, il aura un maximum à l'intérieur. 

Pour la Terre, en admettant·^ = 297,40, on aurait η, = 0 pour 

ρ, = 3,667. La densité superficielle est certainement plus faible que 
ce dernier chiffre; on a donc > ο et η toujours croissant. 

Pour Jupiter et Saturne on a pour η, les valeurs i,6^o et i,586. 
Les limites correspondantes de p, sont 0,406 et 0,226. Il faudrait que 
la densité superficielle soit supérieure à ces chiffres pour que η soit 
décroissant à la surface. Notons que les densités moyennes sont ici 
1,3o et 0,69. 

L'équation de Clairaut-Radau donne encore pour η' = ο et η" = ο 
les équations 

.. rjrj-h.) . „ rj rj -+- 6 

Traçons les courbes correspondantes (fig. 10) nous avons deux hyper-
boles passant par l'origine. La courbe η" = ο est toujours au-dessus de 
celle de η' = ο. On vérifie ainsi de nouveau que si rf devient négatif, 
il le restera puisqu'on ne peut plus avoir η"= ο au-dessous de la ligne 
η' = ο. Traçons la droite ζ = η. Toute la courbe sera au-dessus de cette 
droite OA puisqu'on a η < ζ. 

Nous venons d'étudier ce qu'on peut savoir de la variation de η 
d'après sa valeur à la surface. On peut la déduire aussi de la loi de 
variation de ζ ou de ρ à l'intérieur. 

En effet η est d'abord croissant au centre. Il ne peut décroître qu'en 
passant par un maximum, lequel exige η"<ο et yj' = o. Dérivons(52) 
en y faisant η'= ο, on a 

η'= 2ζ'(η -+■ ι). 

Premier cas. — Si ζ' reste positif et ζ croissant, on a *f>o et η 
reste croissant. Or 

y= aC'(t} + I)i 
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i° Si ̂  reste décroissant, ζ et η restent croissants. Or £ (rapport de 

la densité d'une couche à la densité moyenne à l'intérieur de cette 
couche) reste décroissant pour toutes les lois de densité étudiées par 
les astronomes : Legend re et Laplace, Roche, Radau, Lipschitz et 
Maurice-Lévy, quelle que soit la valeur des paramètres arbitraires. 11 
est facile de s'en assurer par des calculs très simples. On peut donc 
dire que pratiquement η reste toujours croissant. 

Cependant ̂  serait croissant si ρ restait constant d'une surface S à 

une autre S', car D continue à diminuer. Mais même en admettant un 
fluide homogène, la simple compression des couches accroît assez la 

densité pour que— soit toujours décroissant comme le montrent les 

formules de Laplace et Roche basées sur la compression d'un fluide 
homogène. 

Avec la loi ρ = ̂  et ο < n < 3, on a 

γ- =z — const. 

Ce sera un cas limite. De plus, avec n = ζ,, cette loi vérifie l'équation 
de Clairaut; on a alors η = η, = const. 

2° On a encore 

(rjy\'__ty rW rV>"· 

Cette expression sera toujours négative et η toujours croissant si 
D"< o. 

3° On a enfin 

f o J)j ~ D*(p D ?r) )* 

Or (3<j) donne en tenant compte de (4°) et intégrant par parlies 

ÎD' = J7T f p'rf«'= γμ f 

et 

D= p -= H da, 
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on aura 

D'(ïï) 73^ -P'a3^ + ||rji ?"«''da. 

Si p"< ο tous les termes du second membre sont négatifs, g est décrois-

sant, ζ et yj croissants (·)'. 
D'ailleurs ce troisième cas équivaut au second. Kn effet, dans le cas 

limite où ρ" = ο, ρ est linéaire. On voit facilement que D l'est aussi et 
D' = o. Or p" et D" ne peuvent être toujours positifs ou toujours 
négatifs qu'en passant par cette limite. 1 Is y passent tous deux ensemble. 
Ils seront toujours négatifs ou toujours positifs ensemble. 

Deuxième cas. — Si ζ' est nul en un point où η' = ο, alors vj"= o. 
C'est un point d'inflexion, YJ' reste positif et η croissant, comme on 
l'a vu. 

Si ζ' reste nul et ζ constant à partir d'un certain point jusqu'à la 
surface, alors de ce point jusqu'à r quelconque on peut intégrer 
l'équation de Clairaul-Hadau prise sous la forme (02) où α et β, fonc-
tions de ζ, sont constants. On a (3) 

5· H — (» — ,5)—, 7 r*-P= const. 

Or il est facile de voir, en résolvant le trinôme de (02), qu'on a 

!\ < α — β < 5. D'autre part * _ β varie en sens inverse de YJ. Donc 

quand r croit, η croît également. Si r croit indéfiniment, YJ tend vers α 
et YJ' vers o, mais asyinptotiquement. On a toujours YJ croissant : 
courbe O CD {fig- 10). 

Troisième cas. — Si ζ' est négatif avec YJ' — O, alors on a YJ"< O 

et YJ devient décroissant. Mais peut-on avoir yj'== o? 
Prenons le cas extrême où la décroissance de ζ est maximum, c'est-

1 M. CiilLimlrenn «1 signalé le premier et le troisième <·;ι* el surtoitl «'ludié 
re dernier, beaucoup moins général que le premier. 

(') Si ζ est constant partout, la constante est nulle puisqu'au centre on a 
/· = o, alors rj — α el r/ — o partout, r, reste constant. C'est le cas limite cité 
plus liant. 
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à-dire où la densité reste constante à partir d'un certain point. Si à 
partir de /* = a on a ρ' = ο l'intégrale de (47 ) reste constante et l'on 
peut écrire 

(48') (ζ — η)#·Όλ»=*. 

Or r8 DX2 est croissant, donc η tend asymptotiquement vers ζ, et 
comme ζ tend vers o, si ρ reste constant, η doit finir par devenir 
décroissant. Mais cela suppose un rayon très grand. 

D'ailleurs, on peut éliminer Όλ8 de l'équation précédente par déri-
vation. On obtient en effet 

r(Ç—η')4-(ζ —η)(ο-ί-η —ζ) = ο ou r/-+-j(o — y) — ο, 

en posant ζ — η = y. On obtient 

- /·» = const. 

par une nouvelle intégration. D'autre part, en remplaçant rr( par sa 
valeur dans l'équation précédente, ou en dérivant directement la 
valeur de ζ, on obtient 

'"ζ'=ζ(ζ —3), d'où 3~Γζ—
const

· 

On vérifie les mêmes conclusions : quand r croît indéfiniment, ζ tend 
vers ο et η < ζ tend vers ζ, donc vers ο. 

4. Équation da Clairaul appliquée à VOcéan, — Le troisième cas 
du numéro précédent est celui d'une masse ellipsoïdale et hétérogène 
recouverte d'un lluide de densité constante. L'équation (48') pourra 
donc s'écrire à la surface, en remplaçant λ2 = 2c, 

(Çi — —p'aseda> 

ou r désigne le rayon du noyau, r, = ι celui de la masse totale. En 
remplaçant ζ, et η, par leurs valeurs et en intégrant le second membre 
par parties, on retrouve la formule beaucoup plus compliquée 
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donnée par Laplace et dont Roche s'est servi ('). La formule ci-dessus 
a encore l'avantage de s'appliquer au cas où il y aurait variation 
brusque de densité entre le noyau et l'enveloppe, comme c'est le cas 
pour l'Océan. Il suffit, en effet, d'ajouter au second membre le terme 
d'intégration correspondant à cette variation de densité, 

— ρ'ί/α = ρ — p,; 
11 vient 

(54) Kl—*h)D,i?i = 3 Γ — p'a5erfe + 3(p- pi)<?r», 

où ρ et e désignent la densité et l'aplatissement à la surface du noyau. 
On peut démontrer d'ailleurs que cette discontinuité dans la densité 

n'en introduit pas une dans la variation de η ou de e. En effet, l'équa-
tion de Clairaut-Radau montre d'abord que η' reste toujours fini quel 

que soit η et ζ, et même que nr)'< Donc η ne peut pas éprouver 

de saut brusque. 
Pour serrer de plus près la difficulté, on peut toujours supposer à 

la surface de discontinuité une variation extrêmement rapide de la 
densité. L'équation de Clairaut-Radau reste applicable. Si nous posons 
ζ = η -+-/('*)> e^e devient 

rr/-hYj(4 -h/) =/ ou y'+l'y — Q, 

équation linéaire et intégrable qui donne 

y — e f
V

'
,r

(c-h jQcS
V

'
lJr

dcj = (ι — I» </.*) [C + (i 4- Ρ dx)Q d.v], 

car le champ de la variation, supposée très rapide, se réduit à un seul 

(1 ) Méc. cel., Liv. III, n° 34·, el Mémoire sur l'état intérieur du globe terrestre, 
1881, p. 29. Mais il faut remarquer que Roclie suppose la terre formée de 
trois couches homogènes et applique cette formule aux deux couches inté-
rieures, sans tenir compte de la troisième, ni de la discontinuité dans les den-
sités, Hamy, dans son Étude sur la figure des corps célestes, 1887, a repris 
la même hypothèse des trois couches homogènes sous une forme plus rigou-
reuse. Dans les calculs numériques, j'ai pu traiter le cas général d'une variation 
continue de la densité (voir Chap. VII). 
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élément d'intégration, el l'on peut développer, en série, en ne conser-
vant que les premiers termes. Or, pour dx = o, on aura / = C = η,, 
d'où finalement 

Y) — ^ ι — ^YJi -t- ~.dx^ = *01 —
 4

 Ai dx ■+■ ^dx. 

La valeur voisine de η, au point de discontinuité n'en diffère que d'un 
infiniment petit, η ne subit donc pas de variation brusque. D'ailleurs, 
en remplaçant f par sa valeur, on retrouve identiquement la loi de 
Clairaut-Radau, qui demeure donc applicable même dans le cas de 
densités discontinues 

Y) — Y), — dfi = [2ζ(γ) -M) — r,(n H- »)] y-· 

Si dr, la profondeur de l'Océan supposée constante, est assez petite, 
cette dernière formule suffit pour donner la variation de η de la surface 
de l'écorce à la surface de l'Océan. 

La formule (3a) donnera aussi dans ce cas 

(yj 2) I)e — 5oD,=: 3ρ, de. 
Kn écrivant 

η — n,— dn, l>=D, — rfD, 1 e — ex— de, 

en développant et tenant compte de la valeur précédente de dr\, on 
obtient 

— — Y),— 011 — — Y3(. 

La variation de c est encore donnée à la surface dans le cas d'une 
discontinuité, par la même valeur de η que dans le cas d'une variation 
continue de la densité. 

Si η, et f», ont été calculés dans l'hypothèse d'une loi continue de la 
densité pour la surface solide d'une planète, la valeur de correc-
tion de dr\ pour la surface sera encore donnée par la loi de Clairaut-
Radau (*). 

(») Il serait intéressant de pouvoir tenir compte de l'influence de l'Océan 
dans les calculs numériques, mais il s'introduit de nombreux termes de correc-
tion qui rendent les calculs pénibles. D'ailleurs les irrégularités de la surface 

Jouvn. de Math. (6* série), tome VIII. — Fasc. IV, »912. 49 
f 



382 ALEX. VKHONNKT. 

4. Εluifη de ω2 en fonction de ρ el de e. — On «a 

ι-4-λ5=-—-—; ι i-9e + 3t', + .... 

Dans (36) faisons λ2= ie et changeons la variable α en r pour 
simplifier : 

{M) 9"er~υ,pi/"· 

Or quelles que soient la loi des densités et celle des aplatissements, 
comme ο </· < ι, on peut les supposer développées suivant les 
puissances de r : 

(56) p = p„(n-α,γ + λ,γ*ρ,= ρ0(ι-l-«i.) = po(i + a), 
(D7) e — ec(i -+- β, r βί r* +...), e,— ί?

0
(ι -+- β, -+- β, 4-...) = <?„(ι -+- β). 

En portant ces valeurs dans (55) et intégrant, on aura 

(55')
 8r/ ^ · · ·)· 

On obtient facilement en faisant les calculs : 

/'ο— g- -h -
a
i+ 3

α
ϊ-

μ
· · ·) 

1 1 H— a, -h Tr a, -h. 2 O ' ] 

/«'ι — (β, ^
α

») ~ 5 (β» "+" J]
 α

ι) "
4

" 5 β> — β· "+" J
 α

" 

/,·, _ ^β
5
 -4- 1 α, β, -h - α,^ — ν (β. -r - «1 βι Η- - ■+· ν ^β* -4- - «ι βι^ , 

/."s— ^β
3
 +-α,β

4
+£α

2
β,4-£<χ

3
^ 

— 5 (^3 + Ι^ιβΐ"1" g«»P.+- g α·-^ ^ (^3_t~ 3
 α2β')· 

La loi de formation des termes est évidente. Après réduction, le terme 

lui enlèvent de l'importance, d'autant plus que les différentes lois de densité 
donnent à très peu près le même aplatissement, quelle que soit la densité super-
ficielle admise. 



ROTATION DE L'ELLIPSOÏDE HÉTÉROGÈNE. 383 

général peut s'écrire 

( 58 ) kn ~ ^ «i (3»_t -+- ^ α, β„_ι ^ a„ 

— + + ... + ««„)· 

Cette formule, linéaire en α et en β, relie a„ et β„ aux α et β précé-
dents. Si ω est constant, il faudra faire 

/,·, — ku — o. 

On voit d'après la formule de récurrence (58) que tous les β seront 
facilement déterminés de proche en proche au moyen des a, ou réci-
proquement les a au moyen des β. Avec k

t
 — o, on a 

β|-- 7«!< 

Si donc on se donne la loi des densités, on en déduira celle des apla-
tissements et réciproquement. Il suffit de connaître c, = e

0
(i-h β), 

d'où e
0
 = e'

 r
 > où β sera déterminé par (55). Il n'y a qu'une seule 

i H- p 
solution. 

Si ω n'est pas constant, on pourra écrire 

(,->9) ω5— wjj (ι + yxr -f- + ...), ω, — wj ( ι H- y, -H yt + ...) — ω](ι -h y). 

Il faudra alors connaître deux quelconques des relations (56), (5^), 
( >9) pour determiner la troisième. On aura 

— -j *■'<> Po " u y 1 — , » .... 

Il est plus naturel de supposer ρ connu, car il sera plus facile de faire 
des hypothèses ou des mesures concernant cette donnée physique. 

Nous pouvons supposer p, et D, suffisamment connus, ce qui permet 
de déterminer deux des paramètres ρ„,αη α

2
, ... de (50). On peut 

supposer tous les autres nuls, sauf aa
, et l'on a la formule de Roche 

P-?„(| - a/·*), 

où p
0
 et a sont complètement déterminés par les valeurs expérinien-
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tales p, et Dn ce qui ne laisse pas assez de souplesse à la formule pour 
représenter les autres données. (On écrit — a, car p est décroissant, 
P'<°·) 

Si, au contraire, on annule tous les coefficients a, sauf α
n
 qu'on 

laisse indéterminé, on aboutit à la formule de Lipschitz à trois para-
mètres 

ρ = p
0
(i-«/·»), D = p

0
^,--i^r«y 

p et α sont déterminés par p, et D,, et η pourra varier de ο à oc. La loi 
des densités variera en même temps depuis l'homogénéité parfaite 
jusqu'à une certaine condensation, qui n'est jamais totale. 

Dans ce dernier cas, on voit facilement sur la formule de récur-
rence (58) que tous les β seront nuls, sauf les multiples de //, et l'on 
aura 

(60 e = e
0

( 1-4-/·" + ?,„/·,Λ+ ...). 

On a vu que si ω est constant les β ne dépendent que des a. La loi 
de variation des aplatissements ne dépend que de celle des densités. 
Si cette loi des densités est donnée et reste la même, celle des aplatis-
sements restera également la même, quels que soient la vitesse de rota-
tion et le rayon total de la masse. Il suffit que le rapport des dislances 
soit conservé dans la concentration ou la dilatation de la niasse. 

Dans le cas de ω constant la formule (55') donne 

— _ (Ό p0 A"o _ e, ρ ο -—3 » 
or 

4π/ϋ, 
et 

(62) D, — po^I 4- τ·«ί ■+·... J =po(i -+-«')» 

on a 

(63) e, — ̂  J £-, *',= -/(«). 

α', β et k
0
 ne dépendent que des a; il en est de même de e si 9 ou ω2 
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resle constant. De plus, si la loi des densités reste la même, <?, est 
proportionnel à φ ou à ω2 (1 ). 

Or e, et 9 étant donnés, on pourra toujours déterminer/(a) de 
manière à vérifier (63), ou bien on pourra faire varier /(a) de manière 
à réaliser différents aplatissements, mais toujours à la condition que ω 
soit faible et e2 négligeable. On a vu dans le Chapitre précédent qu'au-
trement il n'en est plus de même et que ω passe par un maximum. 

On a donc le théorème général suivant : 

Dans une masseJlui.de hétérogène, remplissant les conditions du 
problème de Clairaul, la loi de variation des aplatissements ne 
dépend que de celle des densités et Vaplatissement superficiel est 
proportionnel à φ. 

Si ω varie en profondeur, les e et e
{ dépendront en outre des para-

mètres γ,, γ
2

, ... qui définissent cette vitesse. 

CHAPITRE IV. 
IMIOBLKME 1)E M. POINCAUÉ. 

Le problème posé par M. Poincaré consiste à déterminer les limites 
de l'aplatissement qui vérifie à la fois les conditions de la précession et 
celles de l'attraction. Ces conditions sont traduites expérimentalement 
par la valeur de J, rapport des moments d'inertie déduit de la cons-
tante de précession et par la valeur de 9, rapport de la force centrifuge 
à l'attraction, sur l'équateur. 

i. Les trois équations qui déterminent e en fonction de y, de J, 
de 9 et de J. — L'équation de Clairaul (38) devient à la surface 

(Gί ) ^ (λ
2
 — y ) D, ~ ί ρ <ta:'λ2

, ~ (e — ^ ) I>, ... j ρ do'e, 

(l) M. Ueimessy avait déjà indiqué une formule analogue à (,63), relative à 
l'aplatissement superficiel seul. Voir Comptes rendus, t. \01Y, p. 5viG. 
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Si la loi des densités est donnée, on en déduit celle de e dans l'hypo-
thèse de ω constant (Chapitre précédent) et (64) donne e, en fonc-
tion de φ, valeur qu'on désignera par er 

On peut déduire également e de la considération des moments 
d'inertie. Pour un ellipsoïde homogène de révolution, on a 

A = -mb*. H = τ m (a*· ·+· //). w-: sjrsiii®, 

A = Ar πρa&(ι -t- λ2)!, H — γτ πρa*(ι -+- λ2) ( ο. -+- λ2). 

Les moments d'inertie d'une couche ellipsoïdale de densité ρ seront 

d\ — -4· πρ da5 ( ι + λ2 )'2, d\l — -4 ~o da* ( ι Η- λ8 ) ( 2 -+- λ2 ). 

Ceux de l'ellipsoïde hétérogène seront alors 

(65) A-u-^rji ρ du*{ι -+- λ2)2, li=z~7:J pda*(\-i- λ
2

)(·.>. 4- λ
2). 

Puis on aura iniinédialeiuenl en négligeant λ" 

/ u da*{\ -+· λ2)/.2 

Si l'on néglige de plus λΛ, on a 

(66) / ρ (ld" 'fr — ι.I / ρ</ίΓ. / ρ — J / ρ <7α\ 

Enfin, en combinant avec l'équation de Clairaut (61), on obtient 

(6") ^ (λ2 — ο) l">ι ̂  ci J Ç pda\ f ? du"'. 

La valeur de J est déterminée par l'Astronomie, (66) donnera une 
nouvelle valeur de e qui en dépend et que l'on désignera par Cj. 

L'équation (67) donne une troisième valeur de e qui dépend à la 
fois de cp et de J, et désignée par c'ÇJ. Ces trois valeurs doivent concor-
der, la loi des densités étant donnée. Nous verrons par les calculs 



ROTATION DE L'ELLIPSOÏDE HÉTÉROGÈNE. 387 

pratiques que l'inverse de l'aplatissement, qui satisfait à ces trois 
relations, varie à peine de quelques dixièmes quelle que soit la loi des 
densités. 

Ces trois relations fondamentales peuvent s'écrire en une seule : 

~ — ^D,— pda
s
e = S J* oda 

2. Équation de condition entre <?, φ, J. Limite inférieure dey 

— Les trois équations ci-dessus sont indépendantes de la loi de la 
vitesse de rotation. Elles sont encore vraies quand ω est variable. 
Avec ω constant, dans le cas du problème de Clairaut, on peut établir 
théoriquement la nécessité d'une limite étroite entre e, γ, J, en intro-
duisant, au moyen de l'équation diflérentielle de Clairaut-Radau, cette 
condition de la constance de la vitesse. 

En effet, on a identiquement 

' D da5 -5 I a fia j ρ da* — - a* j ρ da* — - / ρ da\ 

et à la surface 

(67') 3 Γ pda* — oD,— 2 Γ Dda*. 

Portant cette valeur dans (67) il vient 

(68) ^«-çOD^aJD.-yF ί D da*. 

D'autre part, on a aussi identiquement 

(68 ) (α* y 1 -h -/j Γ)) — ί ι ■+■ Π -+- — Η r j— j · 

En introduisant ζ et l'équation Clairaut-Radau, on a 

( a* fT^rti D )' — ( 1 4- - η — ——· ν,* ). 
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On intègre de ο à /·, = ι et il vient 

(69) D.v/n-n.^r / D da* _ Κ / Dda*. 

Κ. désigne la valeur moyenne de l'expression en η ou l'on aura 
ο<η<η, puisque η est toujours croissant. Cette valeur portée 
dans (68) donne 

(70) λ1 -h — j -—i7 — 2 J -+- C5. î' + tJÏ—r = J H—-· 

C'est l'équation de condition que doit vérifier λ2 ou et qui dépend 
de Φ et de J. Le premier membre est fonction de c, le second en est 
indépendant. 

Or Κ ne peut varier qu'entre des limites très étroites. On a, en effet, 
le Tableau de variation suivant : 

k'— Yi(l — 3rd ,k'— Yi(l — 3rd , 

τ\ 0 Va
 (

 Ή1 3 

Κ' 0 + Ο — 

Κ 1 * 1,00075 ν. Κ$ \ 0,8 

l'ig. 11. 

En admettant 292 < ~ < 298 avec η, = ~ ^ — 2, on a 

(71) ο,531 <τ,,<ο,583 et 0,9999 <κι<°»9996· 

On aura donc finalement 

°>9996<k < 1,00070 ; 

Κ ne diffère de l'unité que d'une fraction 0,0004 inférieure à λ2 ou e. 
Or, .J étant de l'ordre de λ2, on peut donc faire K= 1, en négli-
geant λ*. 

L'équation (70) donne alors comme solution (') ; - = 297,27. 

t1) KADAU, Comptes rendus, t. C, 1885, p. 972 ot Bul. ast,, ι, II p. 107. 
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C'est la seule valeur qui puisse concorder avec les données expéri-
mentales de la précession et de l'attraction, dans les limites de précision 
du problème et dans l'hypothèse de ω constant. 

Remarque. — En dehors de toute hypothèse et de toute donnée 
expérimentale dont dépende η, on a K. J 1,00075; on en déduit dans 

les mêmes conditions ('),- = 297,1 o. 

5. Les deux limites de l'équation de condition. — Il importe 
d'étudier plus complètement cette équation (70) et les limites précises 
de ses solutions, avec les limites exactes de K, pour l'étude du Chapitre 
suivant où l'on tiendra compte de λ4. D'ailleurs, les termes en λ4 

négligés sont complexes et nombreux ; il est probable qu'ils se détruisent 
mutuellement et que (70) donne déjà une précision assez grande, 
comme on le verra en effet dans la suite. 

Posons 

rrc + -j- ρ—, Yj, — 2, 

on a 

de cpK ae·- y/ι -+-η, ~ 25 ÔK y/( -ι-η, 

Or l'expression en η, est croissante pour ο < η, < 3, on a donc 

20 25 y/TT^, 

De plus - = 3( = 0,9/pp'i ; on aura donc 

φΚ. a5 φΚ. v', +rjl 

si Κ >0,944^4» ce 9^ a sûrement lieu pour la Terre d'après (71). 
Donc y' reste positif; y toujours croissant ne peut passer qu'une seule 

(*) Celte démonstration fondamentale est due à M. Poincaré (Comptes 
rendus, t. CVII, 1888, et But. ast., t. VI, p. 5el 49). Voir aussi Figures d'équi-
libre d'une masse fluide, p. 92. 

Jour η. de Math. (6* série), lome VIII. — Ease. IV, 11,12. 5θ 
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fois par la valeur | -h J, quand e varie. Il n'y a dans le cas de la Terre 
qu'une seule valeur de e solution de (70) ('). 

Donnons à Κ ses deux valeurs limites; on aura, pour déterminer les 
limites correspondantes de e, les deux équations 

(70') e-h-rJ-ï r = J H - j e -t- — J =J + -· 

Or on a 
J -f- ^ =0,005 009 19, 

en donnant à e des valeurs régulièrement espacées et en déduisant η,, 
on trouve pour la valeur/du premier membre des équations (70') le 
Tableau suivant (on n'a écrit que les deux ou trois dernières décimales 
de/, en prenant pour unité la huitième) : 

γ 297,0. 207,1. 207,2. 207,3. 207,4. 207,.7. 

Κ = ι,00070 .... 0,00600984 917 84p /8' 7" 64·> 
K = K! ο,οο.5οιι8ο 1113 ιο^7 9$' 9'4 848 

On a donc en résumé, par un calcul très simple, 

(70 297,097 < ^ < 297,393. 

La valeur de e est renfermée ainsi dans des limites très étroites. 
Elle dépend de la précision des mesures sur φ et J. Or, on obtient 
facilement 

Üüiüi nr-h-1-

avec 
* = 43LT=L

e
 = i(j

 +
 î-

e
)Si±Î. 

Pour les limites de e trouvées ci-dessus on a 

dl- =0,787 +0,199^· 

(*) On aurait les mêmes résultats, même pour Y), i 1, c'est-à-dire 

e 6 φ 
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Un accroissement de 0,1 dans la valeur de ^ et ^ produit à peu près le 

même accroissement 0,0986 dans celle de l-> 

4. Calculs numériques directs au moyen des trois équations fon-
damentales. Aplatissement qui en résulte. — Les trois formules (64), 
(66), (67) appliquées à la loi des densités de Legendre-Laplace : 
a = ρ sl" mr donne les valeurs ci-dessous : r r" mr 

m. 138". 140". 142". 144·. 14G·. 

— »88,7 291,2 293,9 296,7 299,7 

- 299,1 298,5 297,9 297,3 296,6 

-î- 293,8 294,7 295,8 297,0 298,2 

Tisserand avait déjà calculé la première ligne des ef('). On obtient 
comme courbes représentatives de ces trois séries de valeurs des lignes 
presque parfaitement droites, qui se coupent au même point où 
l'on a 

pi — 2,61, ^ = 297,2. 

Avec la formule de Roche ou celle plus générale de Lipschitz, on 
doit faire { < η < 3 pour avoir 2 < ρ, < 3, et η < η pour ρ, > ο. On 
obtient, dans ces différents cas, comme solution unique : 

n. 1. 2. 3. 4. δ. (i. ,/δ. 

I.... 297,187 297,171 297,173 297,iS4 297,19 297,20 297,21 297,21 

p, . . . 2,961 2,720 2,253 1,779 i,3o5 0,832 0,357 °>° 

Valeurs très voisines et tout à fait concordantes avec celles qui pré-
cèdent. 

Avec les lois plus compliquées 

ρ = ρ„(ι — a/-î)î et ρ — ρ0(ι — α/·4)3, · 

(') Mèc. cet., t. II, p. 23-, 
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on obtient 
^=297,183 el 29",'5 

ainsi que 
p,=r 2,632 el 2,70.1· 

i>. Calculs numériques au moyen des formules de Tisserand el 
de M. Lévy. — Lipschitz avait démontré (') que, dans le cas de la 
formule étudiée par lui, la valeur de l'aplatissement, donnée par la 
formule ((54) en y faisant ω constant, était représentée par une série 
hypergéo m étriqu e. 

Tisserand est arrivé à résoudre cette équation transcendante d'une 
manière très simple (2). Il arrive alors à écrire l'équation (67) entre 

et e. 

ο 3 - Κ . 

où 11 est fonction seulement des données superficielles e
lt
 p,, D,. Ln 

modifiant légèrement les notations par l'introduction de η, au lieu 
de 2h et 2 R' = Il -h 2, l'équation ci-dessus s'écrit 

c 7 J H — J + —j 
où 

. 2C —' ·η\ ι5ζ2-- 31 ζ ι5 r/| 

126 — 483ζ2 -+- 665ζ — 225 j 

C'est l'équation de condition (70) où la fonction Υί1 de M. Poin-
caré est remplacée par son développement suivant les puissances 
de ^ et de ζ dans le cas où les densités suivent la loi de Lipschitz. 

(') Journal de Crelie, l. 62. 
{*·) Comptes rendus, t. XC1X, i3oct. i884,p. 679, et ιιΓ sept. M. Callandreau 

a repris les mêmes calculs dans son remarquable Mémoire sur la théorie de la 
figure des planètes, p. 71. Tisserand donnait aussi après Lipschitz le dévelop-
pement des termes de la série hypergéométrique. J'ai pu les remplacer par ceux 
d'une autre série hypergéo m étriqué plus simple et plus rapidement convergente, 
ce qui a rendu possible les calculs numériques du Chapitre VII. 
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Tisserand supposait l'aplatissement e suffisamment connu par les 
mesures géodésiques ~ = 292,5 et il pensait pouvoir en déduire la 
valeur des trois paramètres ρ

0
, α, rt, de la formule de Lipschitz qui 

vérifieraient l'aplatissement mesuré et pouvoir déterminer ainsi plus 
complètement la loi des densités, il a constaté seulement que R 
variait très peu, trop peu pour permettre de réaliser l'accord. Il a 
même cru que finalement cette valeur de 11 ne dépendait pas de celle 
de p,. C'était avant les travaux de MM. Radau et Poincaré. Nous 
savons maintenant que la faillie variation de la fonction R de Tisse-
rand tient à la forme même de l'expression Κ à laquelle elle corres-
pondait. 

Ici, je me suis servi des mêmes formules pour résoudre le problème 
inverse. J'ai supposé l'aplatissement e insuffisamment déterminé par 
les mesures géodésiques, et cherché la valeur de e qui répond aux 
conditions du problème. J'ai donc donné à e et à p, une série de 
valeurs compatibles avec les limites expérimentales : 2<p, <3, et 
les limites déterminées dans le paragraphe précédent : 

297^10 < \ < 297'4°· 

Pour chacune de ces valeurs, j'ai déterminé celles de η, et de ζ qui y 
correspondent, puis celles de R en poussant la précision jusqu'au 
cinquième chiffre et tenant compte du terme en YJJ. J'ai obtenu ainsi 
les valeurs de ^ J = J — % JR' qui doivent être égales à e — -

d'après l'équation de condition. 
Ces différentes valeurs sont consignées dans le Tableau suivant 

Aa dernière colonne contient celles de e — ̂  : 

—Pl' φ 
,:β* 2,0. 2,2. 2,4? 2,(5. 2.8. 3^0? 

297.0 O,ooi632O 32O 3?,o 321 3ï3 324 332 
297.1 0,0016316 316 316 3i; 318 319 32i 
297.2 0,0016311 311 311 3i2 313 315 009 
297.3 ο,οοι63ο6 3o6 3o6 307 3o8 310 298 
297.4 O,OOI63O2 3O2 3Ο·Α 3o3 3<>4 3o5 287 
'•*97'5 0,0016297 297 297 29S 299 3oo 278 

l'-e 297,17 297,17 29737 297,16 297,14 297,13 
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En traçant les courbes de chacune des colonnes qui correspondent 
à des valeurs différentes de p, on voit qu'elles coupent toutes la courbe 

de la dernière colonne e — ^dans l'intervalle : 297,1 <C ~
 2

97>
2

· 

Un calcul facile donne dans chaque cas, pour chaque valeur de ρ,, la 
valeur précise de l'aplatissement qui satisfait à l'équation de condition, 
c'est-à-dire à la précession et à l'attraction. Ces valeurs sont con-
signées dans la dernière ligne du Tableau. On obtient, à o, 01 près, les 
nombres trouvés par les calculs directs. 

Ces valeurs sont plus près de la limite théorique inférieure 297,10 

que de la limite supérieure 297,40. La valeur moyenne de η est 
plus près de celle qui correspond au maximum Κ que de η,. Et cela 
devait être, car la valeur de Κ égale à 1 au centre, maximum pour 

η = ^ et égale de nouveau à 1 pour η = o,53..., reste bien plus long-

temps au voisinage de son maximum que de Κ,. 
Même en faisant varier p, de ο à 4, 011 aurait encore 

297.«> <\,< 297»2·")· 

M. Lévy (') a donné une formule plus générale que celle de 
Lipschitz, contenant un paramètre déplus : D = p»(i — α, r")11. Elle se 

ramène à celle de Lipschitz en y faisant p. = ieta, =
 ; 3 d'après ((>2 ). 

On peut lui appliquer les mêmes calculs. R est à peine modifié de 
o,ooo3 par l'introduction de p. dans le terme en r{\ seulement. On 
obtient les mêmes résultats que ci-dessus, relevés de 0,01 à 0,02. 

297 >19 297 »19 297»19 297 »17 «97>16 297 >14 

La loi de Kadau (a) : ~ = ι — (1 — r") rentre dans l'un des cas 

particuliers établis par M. Lévy, celui où 

^ 3 ( λ -t- 1 ) î ( η -h 1 ) ' 

(') Comptes rendus, l. CV1, 1888, j». 137», 1314, iSj.j. 
(*) But, ast.f t. II, p. ιό-. 
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comme il est facile de s'en rendre compte. Elle donnerait donc les 
mêmes résultats. 

Enfin, j'ai étudié aussi une loi nouvelle des densités et des aplatis-
sements qui peut être considérée comme un cas limite de conden-
sation. En faisant η'= o, on satisfait aux équations de Clairaut avec 
η = η,, constant, ζ = ζ,, constant, puis e = e

J
/,r"; ρ = ρ,Γ_ζ'. Cette loi 

sera étudiée au Chapitre VII. On trouvera pour la valeur de l'aplatisse-
ment qui satisfait à l'équation de condition ^ = 297,393. C'est préci-
sément la limite supérieure déterminée dans l'hypothèse ou la valeur 
moyenne de η serait égale à η,, ce qui a lieu ici puisque rj est constant. 
C'est là une justification remarquable des ces calculs purement théo-
riques du 3e paragraphe de ce Chapitre. 

β. Calcul de g. Valeur de e qu'on en déduit. Précision des 
résultais. — On a immédiatement pour la pesanteur 

(^3) g2 = X2 -j- ( Y -h ω2,)')1 = ~ 1 — sin*5 -h 2λ* sin3 θ — λ4 sin40). 

en tenant compte de l'équation de l'ellipsoïde et de la condition (4) 

Y ω3,)* Χ ι 

D'autre part, la formule (16), intégrée par parties, devient à la 
surface 

(74) I pda3l-^~^(l— arc tang/) 

10 .5 /** ¿3 I 3 3 \ = —3 T'f ! P^3(I + ^*)ríí 1 ^ + •) 

En remplaçant l par sa valeur donnée par (77 ), page 67, on a en négli-
geant λ* 

(75) g=f^ (1 — te 4- φ) j^i — ^ φ—^ sin
3

0^ (Q = colatitude). 

La pesanteur est maximum aux pôles 

Ir M a* 
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Elle est plus petite que si toute la masse était au centre, car 2''> ®. 
La variation de la pesanteur de l'équateur aux pôles est 

η =r - φ — e — e ( η 4- ι). 

On en déduit la valeur de e au moyen des observations du pendule. 
Le résultat n'est pas très précis ('). 

Pour la variation de g en profondeur on peut négliger l'aplatisse-
ment, on a 

( pdr3 = |π// Π, 

d'où 
g' = | π/CD + rD') = £ π/ί)(, - ζ). 

Si à la surface on a ζ > ι, c'est-à-dire ρ, < 3,70G, on aura g'<^ o, alors 
g varie en raison inverse de r et croît à partir de la surface jusqu'à un 
maximum pour ζ = ι, puis décroît jusqu'à o. 

Si l'on avait ζ = ι partout, on aurait g = const. Il est à remarquer 
que l'hypothèse η = const, donne ζ, = ι, ο 17, valeur très voisine de ι. 

Remarque. — On a la relation 

^ =
 M

-X« = (.
+

0»=
îr:

l
7jî

. 

On a aussi, e étant l'aplatissement et ε l'ellipticité, 

ε Ϋ — CI e Υ — a ε 

En négligeant ε2 ou e2, en prenant e pour ε et réciproquement, on fait 
donc une erreur d'une unité sur l'inverse de l'aplatissement. 

De même, en développant l'expression ci-dessus, on a 

λ* — 2e+3e
1
4-4

t>s
 + ··· — + j, 

(') Fave montre dans son Cours d'Astronomie de l'Ecole Polytechnique, 1.1, 
p. 357, que les neuf déterminations principales laissent subsister une erreur pos-
sible de 6 unités sur l'inverse de l'aplatissement, ce qui est énorme. Avec les 
mesures actuelles plus précises et plus nombreuses, elle resterait cependant du 
même ordre, c'est-à-dire de l'ordre des unités : 298,3 ±: 1, d'après llelmert, en 
tenant compte des termes en e*. 
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d'où 
s-T = — ( ι e -h... ) = -+···· 

Ainsi en remplaçant λ9 par 2e et négligeant e9 on fait une erreur de 
4- r, 5 sur l'inverse de l'aplatissement, sans parler des autres termes de 
correction. La précision des résultats obtenus ci-dessus, à quelques 
dixièmes près, est donc illusoire, et il faut de toute nécessité tenir 
compte de λ' pour que la précision réelle égale la précision appa-' 
rente. C'est l'objet du Chapitre suivant. Mais la précision de cinq et 
six chiffres en première approximation était nécessaire pour obtenir 
une précision égale dans la seconde approximation. 

CHAPITRE V. 
PROBLÈMES DE CLÀIRAUT ET DE M. POINCARÉ EN TENANT COMPTE DE λ». 

Nous reprenons ici les deux problèmes précédents en étudiant les 
corrections à introduire dans une seconde approximation. 

1. Etablissement des formules. — La formule (18), développée 
suivant les puissances de l et de λ, donne 

(76) W= ! ~P λ· ïTTj ( 5 0 ' 7 ) 

U /> i ■h (pt — p'da) •//. ■ + x> /x, _ : H-X’V x*- <0 I 

La valeur de / est donnée par la formule (a), Chap. Il, § 1. En posant 
= cos20 et ^ λ9 = β2 (r= a de Sr) on peut l'écrire 

(77 ) l· cos*θ 4- (ι 4- λ* sin*θ — β1)/* — ο. 

C'est une équation du second degré en f9. La racine positive seule 
convient. Représentons par D le discriminant de celte équation, on 
obtient facilement en développant sa valeur et négligeant les termes 

Journ. de Math. (€· série), tome VIII. — Faso. IV, 19η. 5l 
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en λ· 

y/D = (Ι + Xa sinA0—· β') -μ 2(3*cosA0(i— λ* sinA0-f- β1 sin*0), 

(78) /* = β* [ι — (λ· —β*)»ίη*θ]... et /* = β»£ι-2(λ*_β«)
β
ΐ
η
«0^... (»). 

En portant dans l'équation (76) et négligeant λ® on obtient 

{n) w= { (>?-§?·-

+jf'<P, - Ρ' Λ)1±5 (λ?.-1».- |i«
 +

 î ή 

— Ρ'Ον-β1)5^ da; 

en intégrant par parties et remarquant que = Aa, on a 

t 3wa Çr ,α9 ι + λ*/., 3 6. 6_\ 

-jfp* 

— |sin«&jT'prf^(X;—β')'. 

C'est la formule qu'on aurait trouvée directement par la méthode 

ordinaire (a). Comme sina0 = ι — il vient 

<8o> S7£ = £jf-'
,

«-i
J,

>
,e,A

 =
 A

· 

C'est bien un cas de la formule générale trouvée au Chapitre 1. 

(') En posant cosa0=—5 -
t
 et poussant l'approximation plus loin on obtient 

(78') /»= β«[ι - (λ*- β") sina0(i —λ?.— β*+ ίβ* sina0)...]. 

(a) On vérifie facilement qu'elle se ramène à la formule (17) de M. Callandreau 
(.Mémoire sur la théorie de la figure des planètes, 1889, p. 3i; Annales de 
l'Observatoire de Paris, t. XIX). 
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<ù
e
 et ωη étant les vitesses à l'équateur et au pôle, on aura encore 

(80') 
οι — ω* - 2π/\ sin*0 = ω* 4- 2îr/Acoss0 = ω*(ι 4- acos*0), 

ω*= ÎOJ
s
— π/A cos2 0, &>*

5
 = ^(ω|4- ω£). 

Pour que les surfaces de niveau soient ellipsoïdales, il faut que la 
vitesse croisse de l'équateur au pôle, sur chacune des surfaces, suivant 
la loi ci-dessus. 

On multiplie A de (80) par r7, on dérive par rapport à r et l'on 
obtient, en tenant compte de (47)> 

r7F + f —ρ'(λΐ —ββ)β'<ί«=|θλ*η(ϊ+η). 

En dérivant de nouveau et tenant compte de (47 ) et (48')> H vient 

(82) 8/·Α'·4-Γ2Α'=|θλ'[{;(4 4-6η+ 3V)-a*i(5-+-4η)]. 

Au centre A = ο, il reste ensuite toujours positif, d'après (80). 

En divisant (81) par r on a A' = o, au centre; car £ = ο et ~ = o. 

A est croissant au centre. Il ne peut décroître qu'en passant par un 
maximum, c'est-à-dire pour A' = oet A"<o. Il sera toujours crois-
sant, d'après (82), si 

(83) ζ(4 4- 6η 4- 3η*) — 2yj(5 4- 4*)) > ο. 

M. Callandreau a montré qu'il en était ainsi pour n> 3, avec la formule 
de M. Radau ('). 

D'ailleurs, XJ — β2 est toujours positif et croissant avec /·, β2 = -ρ λ2 

étant décroissant. Si l'on représente par (λ® — β2)„ sa valeur moyenne 
on a, d'après (80), 

Α = (λ2-β2)ΐ,ρ f -Ρ'α1^ = (λ2-β")2

ι
(0-ρ). 

Or, pratiquement, D — ρ est toujours croissant comme ζ avec les dif-

(!) Même Ouvrage, p. 3g. 
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férentes lois de densités étudiées. La valeur moyenne de λ' — β* sera 
croissante également ainsi que A. 

Le maximum de (λ' - 3ay estXJ ; d'oîi A <X*(D — ρ), quantité 
toujours croissante. 

On peut trouver une limite plus faible encore. En effet, d'après (81), 
on peut écrire 

(a7A)'=5D>4r,(2-HYl)tfe, /7A= — f DPr,(a 4-Y))<fa7; 

Xa et η étant croissants, on a 

f λ*η(ίΗ-η)Οώ'<^Υΐ(2 + ί)) f Drftï7. 

Or 
jf Drfa

7
 = |jf a»D Dda*. 

En tenant compte de (69) intégrée de ο à r, où l'on fait Κ = ι en 
négligeant les λ", on a 

(84) Κ f D da1 = a6D \/1 tj et A < A DA*Yi(2 H- m) \J\ -H *ί· 

Pour la Terre à la surface on aurait, d'après (80') avec 2ir/ = —=τ> 

α — — = 6— sryr <r — η(2 -H η) V 1 "+· η = 2 erj y/i -f- η = 0,004 58. 

Or toujours d'après (80') on a, en négligeant aa, 

(84') 
10 — GJ

e
^I -+- ~ COS*0^, Τ = Te^l — ~ COS * 0^, 

ÔT=-*Tecoss0, ω= 

A 4^° la rotation devrait se faire au maximum en 99e de moins qu'à 
l'équateur, pour que la surface soit rigoureusement ellipsoïdale. 

Par des calculs numériques avec la formule de Roche et 2 < ρ, < 3, 
on trouve 

ο,οοι 33 < α < ο,οοι 95, 28%7 < dT < ^2*,2. 
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Il faudrait de 5i2 à 75ο jours pour qu'un point du parallèle de 45° 
effectue une rotation de plus. 

2. Potentiel et attraction des couches de correction pour tenir 
compte de la déformation. — Si l'équilibre permanent est atteint, si 
la vitesse de rotation est constante en latitude, les surfaces de niveau 
ne peuvent plus être ellipsoïdales. Mais la déformation est de l'ordre 
de λ4 et l'on peut l'évaluer en négligeant λβ. 

Legendre a démontré qu'en passant à l'équilibre permanent le rayon 
de l'ellipse méridienne subissait un accroissement (1 ) 

èr λ λ* ( -t- γΛ sin*0 γ sin,0cos,0). 

L'accroissement du demi-axe a est γ
0
αλ4, celui de b est( γ

0
 Η-γ,)αλ4. 

Mais ici on peut négliger l'état antérieur, on suppose l'équilibre établi, 
et l'on prend les axes dans leur valeur actuelle pour n'étudier 
que la déformation. Alors on doit faire dans la formule de 
Legendre, γ

0
 = γ, = ο, 

(85) èr = ay\k sin® 0 cos* 0. 

λ2 est toujours défini par b2 = Λ2(Ι H- λ2), a et b étant les valeurs des 
axes dans l'état d'équilibre. 

Il faut donc corriger l'attraction de chacun de nos ellipsoïdes homo-
gènes de densité dp, par celle d'une couche d'épaisseur variable £r et 
de même densité dp (*). Plus simplement, comme on néglige λ°, on 
peut la considérer comme une couche sphérique de rayon a et de 
densité variable δ/· dp. 

On calcule le potentiel de ces couches au moyen des fonctions sphé-
riques. On a d'abord 

V — ~~7~® dm =zpd* sin0 dQdty. 

(*) LEGENDRE, Hist, de l'Acad. des Sc., 1789, el CALLANDREAU, p. 3i. 
(*) En employant la méthode des ellipsoïdes de M. Hamy, on ne rencontre 

aucune difficulté théorique. Dans la méthode ordinaire, au contraire, on corrige 
une couche ellipsoïdale infiniment mince par une autre couche infiniment mince 
(CALLANDRRAU, p. i4). On retrouvera les mêmes formules après intégration par 
parties, en employant ici la méthode de M. Hamy. 
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L'intégrale étant étendue à tout le volume; a, 0, ψ étant les coor-
données polaires et dm la masse du point attirant situé sur la 
surface S ; r, 0

r
, ψ, sont celles du point attiré situé sur la surface S,, (sa 

masse = i); d étant la distance des deux points. On a 

1
 =

 a««/·)"*= ^ 4- ρΡι(α) + + · ·. ; 

a ■= cos θ cos Θ
Γ

sin 9 sin 0,. cos (ψ —ψ,.). 

La densité sera, en posant cos θ = μ, 

ρ — — ρ' da <5λ — — p'<r/).4(i — μ') μ*. 

En exprimant les μ au moyen des polynômes de Legendre 

X2 = uço puijriiuiuç9 uç ucgciiui 

on obtient 

(1-µ) µ"= 2 +2 
on a ensuite 

I sin 0 (19 = I dp. 

On aura pour le potentiel en un point de la surface S
r 

V=Z,Z, Z - q, v 1 p, a 

+ { 2 15 2X 8X da dµ dq 
Or 

Ι ί/ψ = 2 7Γ. 

De plus les Ρ fonctions des α peuvent s'écrire (' ) 

Ρ/(α) = Χ/(μ)Χ/(μΓ
) 4-/(0, 0

r
) «08(ψ — ψ,·). 

En intégrant par rapport à ψ de ο à 2it, les termes en cos(t|; — ψ
Γ
) 

disparaissent. Il reste seulement les doubles produits des X,. On a 

(') Voir, par exemple, TISSERAND, Méc. cel., t. II, p. 201 et suiv. 



ROTATION DE L'ELLIPSOÏDE HÉTÉROGÈNE. 4°^ 

alors 

V = -p'
r
*'«"rf

a
£ [£ + £χ,(μ)-£χ,(„)] 

X [' +- "^i(f*)Xi(M +^,χι(ίΑ)Χι(μ/·)·+-·..^φ. 
Or on a 

J Χ/(μ)Χ>(μ)ί/μ = ο, J Χ}(μ)€/μ=^~^' 

Il ne reste après intégration que les coefficients de X2 et X* 

V
c
= TJ

o
 -Ρ + 3 - -λ

β
(μ

Γ
)-

5
 3§ μΧ4(μ,)]β-Λ. 

C'est le potenliel des points pour lesquels la surface S
r
 est extérieure 

ou V.. Pour avoir le potentiel V< des autres, il faut développer ̂  en 

fonction de - < ι : on a 

7 = 1(I + -1,,+ 4|,Î + ···-)· 

Les X sont les mêmes et l'on obtient 

V,= "J
r

 <P.-P'rf«w[£ +1 £ Β?Χ'(Ρ')]· 

il faut en déduire les composantes de l'attraction qui sont 

*=/£· *=/£· 

Or ici V = F(.x, r) est fonction explicite de χ par μ = cosÔ = et 

par ιΛ = χ·2 -t-/% et fonction de / seulement par r. On aura en déri-
vant 

v dF χ dF . dF y dF 

Mais 
Or 

ày~°' 
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d'où 

X _ Y __ j_ dF 

On n'a besoin dans la suite que de cette différence. On obtient alors 
pour les corrections δΧ et δΥ à introduire 

(86) *Χ>-.ϊί<
 =

 ί!!ΐΓ y),' ^ ^ cos'i) a' da, 

(86') _Çi =
 +

 - ï ^cosXî). 

On aura 
ax = ax,+ oX/ et ôy - ô\ e+ a y,·, 

pour la correction des composantes de l'attraction. En intégrant par 

parties l'expression — — — > on retrouve les résultats obtenus par 

M. Callandreau par la méthode classique. 11 n'en est pas de même en 
intégrant les expressions (86) et (86') séparées, car la définition des 
éléments intérieurs et extérieurs n'est pas la même dans les deux 
méthodes. 

5. Introduction de celle correction dans la formule de la vitesse 
de la rotation. — En tenant compte de la déformation des surfaces 
ellipsoïdales, on a 

•s* + y* — ( ν -+- o/')l= 2ro/' = α2 4- 2α'νλ* sin2 0 cos2 (λ 

L'équation de la courbe méridienne devient en coordonnées carté-
siennes (gëoïde théorique) 

(87) ~i + IT ~ 2Ίκ —τη — ι· 

Les coefficients directeurs de la normale sont 

— 2·/λν sin20), (ι — cos5 G1). 



DOTATION DE L'ELLIPSOÏDE IIKTKIIOGKNE. 4<>> 
Leur rapport est égal à 

; i-r- TT -·: — (l 4- λ2 ( I — 2 νλ* Sill1 9 -+- 5» V/> COS* 0) 

~ -- (l -f- λ1 -+- 3·/}.'* COS2$). 

La force devant être normale à la surface, le rapport de ses compo-
santes est égal au rapport des coefficients de la normale, d'où l'on a 

X -t— ο Χ χ ι -+- λ1 H- 2 y/.'· cos 2 0* 

(88) or ~ 1 =rr 2*;Xl —COS2 0-\ —· 

Dans le terme en γλ*, on prendra simplement - =— !r~/D en 
négligeant λ". 

Kn remplaçant siirO clans (7p ) et cos-0 dans (HO) et (M7) 
par cossO, on a 

<*» W
 e

.i"p
rf

7rS £(« -I?'-!
λ
'
+

 <
s>

) 

O *1 - / p ^ V- A- — V A* —- V X- -H - X1 ) ' + >•/• V -J 7 / 

+6 11 +-tí35 63 

+6i i*-t
,da

»
v
{is-is£) 

-h COS 2 θ γ A -h 2 yXv JJ — ~ J — p'"/^
4
 ~7 ^

rt 

"k(.
 (ρ'-·,'</β>>,λ'5.|· 

On peut simplifier cette expression. Kn effet l'équilibre permanent 
étant atteint et la masse tournant tout d'une pièce, l'expression doit 
être indépendante de 0. Le coefficient de COS2O égalé à zéro donne 
donc une première relation qui détermine la valeur du terme de 
correction γ. 

Kn multipliant ce coefficient nul de cosaO par ' et le retranchant du 
Journ. de Math. (6* série), tome VIII.— Kasc. IV, 191». 5*2 
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reste de l'équation (89), on obtiendra, après avoir intégré parparlies 
les deux termes contenant γλ4 sous le signe f 

33(,r L\nf pd a Y2 3 

-Κ—ΐ
>
')Χ

,ρ
'
Λ

*(
,
-|

λ
·) 

-z(^prf j prfn'yî.'-| / V 

On voit que l'ensemble des termes en γλ'1 est identique au second 
membre de l'équation de Clairaut (37), où λ2 serait remplacé par γλ\ 
Kn représentant pour simplifier par λ3 sa valeur corrigée λ2 — ^ γλ', 
l'équation ci-dessus pourra s'écrire en négligeant λ" 

(90) W = ('-?V.i ̂  ^-5,··'·-' 

— .Ι'··!.'pdk 3 

Cette équation détermine la valeur de λ3 et raplatissementcn tenant 
compte de λ* et du terme de correction γ. 

ί. Equation do Clairaut-Radau en se ronde approximation. — 
Cn divisant par 1 — » λ3 et dérivant par rapporta /·, cm a 

(91) / Ό.
2
 Γ) J 3 — η 4- ~ λ

2
 Υ) ( 2 4- λ ) j — 3 ρ da* ( ι 4- λ

2
 ) λ

2
 -Ι- /" λ

2
 η - ο. 

(92) + ('). 

Cn dérivant de nouveau, posant jy- = divisant par /·' Γ)λ2, on a 

(5 4- ri — ζ) |^3 — Γ, Ι- ~^
2Γ

Ϊ(
?

· -+■ — '"f»' ̂  ~ Λ
2

[2/·Y,' ( 1 4- r,) H- 2 Y,
2

 4- r*\ 

— 3 ·ρ- ( 5 4~ Y/ 4~ 5 λ2 4- 2 λ2Ti ) 4- jTTT ( "-) Π 4~ Y)2 -4- /ύ/ ) — O. 

(') Cette expression D devrait être divisée par 1 -4- λ2 pour représenter exac-
tement la densité moyenne. Mais cette forme est plus avantageuse, parce que 
plus simple pour les calculs (voir CALUXDHEAIJ, p. 40). 
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Or (92) donne 

(92') 3p^i + λ*-h = 3D 4- /·!)', 3^ ~ (3 - ζ)^ι — λ
4

— . 

On tient compte aussi de la première équation de Glairaut-Radau (48') 
pour éliminer rvj' dans les termes en λ2; enfin on pose = ? et 

l'on obtient l'équation de Clairaut-Radau en λ4 

( y3 ) rr/ -+■ Tj8 -t- 5y) — 2 ζ( ι -+- vi ) — χ ; 

(9·'ι) Z= ???(' —1- λ* ζ ( 5 h- 4 "fi -H 2 /j* ) -h-P-nij +n). 

Le terme de correction en· λ2 est toujours positif et toujours 
croissant avec ©, ζ, η, λ2 du centre à la surface où sa valeur est 
maximum ('). 

Ce terme en λ2 étant très petit ne modifie pas la discussion de l'équa-
tion sans second membre. En effet, on a d'abord pour η = ο 

;ύ/= »ζ(ι -t- jyX*), η' = -
2
^(,+ j?+£>·"), 

η' est positif au centre et η y est nul et croissant. Or η ne peut pas 
ensuite devenir négatif, car on a toujours η' positif et η croissant 
quand η = ο. On a donc, comme en première approximation, 

fi > », -jp > °, «/*> ο (λ* et e croissants). 

η croissant ne peut décroître qu'en passant par un maximum qui 
exige r" < ο et η' == ο. En dérivant (93) et faisant η' = ο et λ2 = ie 

(*) M. Callandreau avait laissé au terme de correction une forme beaucoup 
plus compliquée. G. H. Darwin, en reprenant les mêmes calculs avec une nota-
tion un peu diflérente [ The figure of the earth carried to the second order 
of small (juautities (Monthly Notices of R. A. S1899, p. 93)], lui donne 1111e 

forme d'apparence plus simple que (9^), mais sans pouvoir démontrer que cette 
expression est toujours positive ou toujours croissante. Il fait remarquer au 
même endroit que M. Helmert émet des doutes sur la généralité de la preuve 
des limites de n. Cette preuve est étendue ici à la seconde approximation et, je 
crois, aussi rigoureuse que celle donnée en première approximation, Clap. Ill, 

S*· 
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dans y, on a 
/•RJ = 2 Σ(H- Η) , 

y/= 4 (??'■+- ?'£)(· 4" Ό 4- 4- eÇ')(»4- 4Vj -h 2·Λ4)Η-^ίί'·/3(7-Η η). 

Or on aî'>o et f'>o. Si de plus ζ'>ο, on a aussi y'> ο et 
η"> ο, par conséquent η n'aura pas de maximum et restera croissant 
dans les mêmes conditions qu'en première approximation. 

D'autre part, en intégrant par parties l'intégrale de (pi) cl en sim-
plifiant, on pourra encore l'écrire sous une forme analogue à (/17") 

(ζ - η)/·»λ«ϋ = 3 jf - p'rt
3
(i + λ«) λ'ί/tf + ^ r*'t> I>r,(j - —■ - t

 fi
 — ̂ . 

Dans le second membre, le terme de correction en λ4 ne peut pas 
changer le signe du premier terme en λ-, d'où l'on a ζ>η. D'autre 
part, d'après (92 ), ζ < 3. On a donc encore ici, comme en première 
approximation, la formule fondamentale 

<> < η < ζ < .'ί. 

En donnant à ζ sa valeur aux deux limites, η cl .5, on voit que le 
champ de variation de /*η' — χ en seconde approximation est le même 
que celui de i"f\' en première approximation 

rj (η — 3 )
 =

 rr/ — ·/ (τ, 4- a ) ( 3 — η ). 

On aurait la même discussion et les mômes conclusions. 
En troisième et quatrième approximation les termes de correction 

seraient encore plus petits. La démonstration subsiste, elle est 
générale. 

«j. Élude de l'équation définissant la déformation. -- Le 
coefficient de cos 2O égalé à ο donne la relation 

(95) 7Λ 4- 2·/λ1Ι> — J γ I — p'y).'v/7 (ta — j (p,—
1&

',/,/) Ll O. 

On divise par r et l'on dérive par rapport à /', on a 

(9;)' ) — /-7(/* A'— 2 A) -h2 r7(3p — 5D)y/.v4- 2/,el)(y?4)' 1- (> / — p'y/4«7do ~~· υ. 
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On dérive de nouveau, en tenant compte de ζ D =—rD' = 3(D — p) 

a/
,1

D("/).
v
)'+ 12ρ(/λ

ν
)'-+- 4(3p — ioD)y/.*-h ^r(8 A'-wA") — - (7 A -+- rA' ) = o. 

Les deux derniers ternies ont déjà été calculés : (81), (8*2). On a enfin 

(96) /·»(·/>.»)'+»/·(3-:)(y^)'-a(7+ ζ)·/λ* 

4- jl* JÇ(4 4- 6rt 4- 3rj') — a*)(5io -h 7) ! — o. 

Au centre r = o, les deux derniers termes de (p5) sont nuls, car 

P'5î=.e«7;=0 el '"J,. 

il reste 

,)»=_! A. 

γλ* est donc nul au centre avec A, et du même ordre de petitesse que 
A. Il est ensuite négatif. Il commence donc par décroître. Il ne peut 
cesser de décroître qu'en passant par un minimum, c'est-à-
dire (γλ')'=ο et (γλ·)*>ο. Il restera toujours décroissant 
8ί(γλ4)"]>o, c'est-à-dire 

(97) C(4 -+- 6γ) + 3 η") — 2irj(5y] 4-7) — 8(7 -+- ζ)γ > o. 

Expression analogue à (83) qui détermine la variation de A. 
Du inoins γ restera toujours négatif. En effet supposons qu'il 

devienne positif et soit r*y
r
 la valeur maximum et positive de /-'γ. On 

multiplie (cp) par > on a 

4 + 9''"/r îj
a
 ~ ·' -77 — 5 J <Ρι —Ρ <'»)^ Τ).Ί" °· 

Or λ3 croît. De ο à r on a <[ 1, donc 

— décroît. De r à 1 on a -
κ
· < ι, donc-'- — yax < a·'γ... On obtient 

j[" ~~ ^ Tîyi,lrfa</,*7'-(l) — ?) el (pi— 
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L'équation (9^) deviendra alors 

(9
8

) 7 ■+" 2fky
r

ï) — |,ly,D <O, ^ 'rj\ ■+■ ^/-4-/
r

D <0. 

Ce qui est impossible, les deux termes étant positifs. Donc γ reste 
toujours négatif, d'où le théorème dû à M. Callandreau : 

Dans un fluide hétérogène en équilibre permanent, animé d'une 
rotation lente, toutes les surfaces de niveau sont des ellipsoïdes 
déprimés entre le pôle et Uéquatcur. 

On peut obtenir plusieurs limites de γ. On a d'abord dans («p), 
γ étant toujours négatif, 

-Λ -t- tyi.·]) < ο, 

De plus à la surface en divisant par DA', on aura 

s WJ h ' (11-3 fr) = û~.( ->' 

Si de plus — γλ'α', ou à plus forte raison si —ya* est toujours 
croissant, ce qu'on peut admettre, ce qui a lieu pratiquement avec 
les différentes lois de densité, comme 011 le verra plus loin, on a 

da>JL-f o' a* da 3 y \)j 

Ces deux relations donnent à la surface la double inégalité 

(99) (Γ-Γζ ΤΓ» T)>> <~~Ί < 7(î Πλ1' 

En tenant compte de la limite déjà trouvée pour A («V|), 011 a 

(ίου) — V < Τ~~ 'h ('i + Ά ) y 1 -H ÏJ · 

Cette formule donne pour la Terre une dépression maximum 
de iol,,,ioà/|5°. Nous verrons au Chapitre VII les limites pratiques plus 
étroites données par la formule (99); 1 2b < or < V",'·*?· 
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Pour Jupiter et Saturne η, = i,G4o et ι ,586, la dépression attein-
drait au maximum i83km et 552k,n, ce qui ferait seulement ·—·, et 
du rayon et le —■ et ~ de l'aplatissement. 

(5. Application au problème, de M. Poincarè, en icnant compte 
de λ* et de la déformation. — L'équation complète (9o)devientà la 
surface 

(,0«) (
Ι_

· Γ'··)
λ
ΪΡι- j ρ />)/.'. 

Nous transformerons d'abord ω2 en γ (y étant pris positivement) 

? = -^-ΖΓ^ = -τ1(ι + -τ···)· dou Y = ?C-?)· 

Pour un ellipsoïde homogène de révolution, on a à i'équateur 

^-^^(arc.ang 1 - ~) 

= - ±
π
/ρ(, + >.*)£(, - h; )(. + ̂  £>.«+. · ·)· 

On obtiendra pour l'ellipsoïde hétérogène, parla méthode ordinaire 
et en tenant compte de la première approximation ((>4) dans le terme 
en λ% 

kM’-OÎf pdaH< + i.‘) + ±j p Ha'}.' \ / r «x o C/A 

=_|τ/ι», (.-).«-2) 
et 

So I 2 Y 1+j) d, = qD, 

en portant cette expression dans (ιοί), on a 

(102) (λ2 — ο)Π,-+-3φ^ — jjJ ρ da*(i -+- λ
2)λ\ 

Il faut ensuite exprimer l'intégrale de (101) en fonction de J et de 
l'équation de Clairaut-Hadau, pour obtenir l'équation de condition. 
Nous suivrons la même marche qu'au Chapitre IV, en première 
approximation. 
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On a en général pour la somme des trois moments d'inertie suivant 
trois axes rectangulaires ( ici C = 13) et pour Λ 

Λ -+- 2 Κ = Jy Ρ dr~°dp., fΡ (
1
 —

1

 ) d'
a ^μ-

Or ici r5 est remplacé par (r -h or)5= r5 -h 5r*or -h... et pour la 
couche de correction seule par 

5 r'* or — 5/,5νλ4(ι — μ1) μ5, 
il vient 

(ιο3) β(Λ — lî)— it f ρdr"ayV> ( (ι — 3μ*)(ι—μι)μ'ί/μ 

=—? Τ?Γ./ P'/r >"'·· 
Or d'après ((>>') 

A — I» — —Γ· / oda'( ι ~ι~ λ- )/A 

» 

On voit que celle formule contiendra le tenue de correction précé-

dent en γλ* dans (io'l), on donnant à λ- la valeur λ2 — \ γλ', coniine 
dans l'équation complète (qo). 

L'équation ( (>>) donnera alors (1 ) 

( 10-i ) f ρ da*( ι -+- λ2) λ4 ·?. ,1 / pdn'(t f- αλ2). 

Or on a identiquement, d'après la valeur de D (qa), 

Ç D da:i -+- f ρa* d'h* = ^ D—^ ρ rkr(iλ2 ). 

On en déduit à la surface 

(io.l) 3 f ρ </<76(i -+- 9.1-) — 5D — a f 1)ί/α5—2 /* pa* dï*-t-λ f pda5)A 

(' ) Leséquations(i02)el(io4) remplacent (64) et (66) de première approxima-
tion, qui donnaient βφ et Cj. 
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On remplace le dernier terme en λ2 par sa valeur (6/j ). On représente 
par (λ2η) la valeur moyenne de λ2η, d'où 

Γ ρα^^λ*—!* pa'^-^-da— 4- (λ2 rj ) f ρ ί/α5 = ^(λ'η) (λ*— ?) y· 

Ces différentes valeurs (i<>5), (102) portées dans (101) 
donnent 

(,oG) ?(' = (' — Ι
λ1

) —
3

J -H § i DrfeÙ 

0* "θ) (λ5 <p) — 2 J(λ? φ). 
L'identité 

(68') (/-'/TTriD) = —==p + 1 + —H j g- j> 

en tenant compte de ζ = et de l'équation de Clairaut-Radau 

complète (Q3) donnera, en intégrant de ο à /·, = 1, 

D,^H- Y), -; Ι ζ. ——Dda^ — (K 4-ôK) / D dah\ 

Κ est la même fonction de MM. Radau et Poincaré qu'en première 

approximation; δΚ =est son accroissement. Désormais 

Κ, χ et η désigneront les valeurs moyennes définies par l'équation ci-
dessus. 

Or ̂  étant une expression en λ2 et Κ étant égal à 1 dans les termes 
du second ordre, on aura 

I Γ ix . » \/1 ■+■ "Οι / oK V I -+- 'ilt x,- /—; 

On porte cette valeur dans (10O), on remarque 

?x*(x.-,j + íj£pí) — - ira. 

en vertu de la première approximation (70). On obtient finalement en 
Journ.de Math. (6* série), tome YIII. — l'asc. IV, içi ^3 
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négligeant λ® 

(107) λ
1
 -h | J ^

 η
* rr a J + φ H- S, 

ε rr y J ôK ^/T~-+- η, + il} (i -+- - 9^ — 2 J<p —— ^(λ' fl) (λ*— cp). 

C'est l'équation de condition correspondant à (70), en première 
approximation et que doit vérifier λ2, (ε terme de correction). 

7. Calculs numériques et résultais. — Il faut d'abord calculer la 
nouvelle expression de η, en tenant compte de λ1. On procède comme 
en première approximation. 

En éliminant l'intégrale de (102) au moyen de (91), et en tenant 
compte dans le terme de correction de la valeur de η, en première 
approximation, on a facilement 

(.08) η, = 0 i - a + ψ + ^
 9

r„ = - ï - , - ^ ̂  - or,, j. 

η, est diminué d'environ 
9(2,5 — 0,1) = 2,4 9. 

Nous désignerons désormais par η, la valeur principale calculée en 
première approximation. Il faudra donc dans (107) remplacer η, par 
la valeur voisine rlt -+- ί/η, ou remplacer 

v/14-Η, par y/1 -F- VA 1 H- - — Y/I + R'I — TÔ ; \ ΫΤ'Π-

D'autre part λ2 est mis pour λ2 — ~ γλ4 et l'on a λ2 = 'ie. 4- 3e3 

Remplaçons dans (107), λ2 par cette valeur. Alors e sera mis 

pour e — et i pour -h ^ γ et l'on aura 

(»09) e + rJÎ—j7—==J4-^ + ̂ 4--^Jz-===--r(^)(ae — 9), 

ou ξ est l'ensemble des termes de correction indépendants des 
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limites K, etKm de K. 

ζ = 2β J + -Q H 1 — — or), «* — J? — 7 φ1. 

Or en négligeant les termes du troisième ordre, le maximum de K. 
a lieu pour η = i comme en première approximation. D'autre part 
l'indéterminée (cy]) doit être prise minimum (e/j) = o, pour avoir la 
limite la plus basse. L'équation qui donne une des limites de e 
pour Κ — Km devient 

('«!)') + is = j H- 2 + ξ -H ̂  J-/„, /t+î;, 

y
in

 est la valeur de y où l'on a fait η = ^ et ζ = ζ,; β — e, ; valeurs 
maximums. 

Pour la seconde limite η = vj, il faut remplacer g- par ̂ ^ d-η, 
et donner à (rr\) sa valeur maximum calculée pour η = η,. On a alors 

ou 
e 4- τ J —τ- — J —t- -—l·- c + Η ι« 

;,= -ÎJy,-i
 3Τ{|

Γ
 ?«,η,-^

,
"

(3ηΐ

"'
)

(^-5ηΛ. 

On remarque tout d'abord que c3 = o,ooooooo38 pour ^ =297. 
On voit de plus par les calculs numériques que la huitième décimale 
n'influe que sur les 0,001 de l'inverse de l'aplatissement. En négli-
geant e3 ou λ6 on obtiendra donc les résultats avec cinq chiffres exacts 
au moins. 

On trouve .1 + ^ = 0,00500919 puis ς = — o,ooooi2 20, valeur 
constante dans l'intervalle considéré. Pour le second cas où ν] = η, 
et ζ = ζ, constants, les calculs se font complètement sans indé-
termination et ξ, = Ο,ΟΟΟΟΟ2Ο4· En calculant une série de valeurs du 
premier membre de 109' on trouve comme solution dans ce 
cas ~ = 297,428. On a donc ^ < 297,004 en augmentant ^ de —^γ, 
calculé d'après (100). 

En désignant par la valeur du second terme de correction de (109') 
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et calculant sa valeur pour différentes valeurs de p, (on a pris comme 
unité la huitième décimale), on obtient comme solutions les valeurs 
inscrites ci-dessous : 

p, 2, Ο 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0 

l
m

 o,ooooo465 442 4>9 3<)7 ^74 352 
ije.... 296,732 296,766 296,800 2g6,833 296,866 296,898 

On a donc finalement pour limites extrêmes des valeurs qui satisfont 
à l'attraction et à la précession, en tenant compte de e2, 

296,732 < ^ < 297,604 ou ~ — 297,12 ± o,38. 

Les valeurs sont presque les mêmes qu'en première approximation. 
Les limites sont seulement deux fois plus étendues. Mais alors la pré-
cision n'était qu'apparente, ici elle est moindre mais réelle. 

Telles sont les limites où est renfermée à quelques dixièmes près la 
seule valeur possible de l'aplatissement qui puisse satisfaire à la fois 
aux conditions de la precession et à celles de l'attraction, dans l'hypo-
thèse d'une Terre dont les parties posséderaient assez de jeu pour 
obéir aux différentes forces perturbatrices extérieures, comme 
l'établissent les expériences de Potsdam, et dont les surfaces de niveau 
auraient la même vitesse de rotation, ce qui n'est malheureusement 
établi par aucune expérience ni aucune démonstration a priori. 

Si l'inverse de l'aplatissement s'éloigne tant soit peu en plus 011 en 
moins de ces limites étroites, comme par exemple pour les 
nombres 292 ou 298, il faudra recourir à d'autres hypothèses, étude 
qui forme l'objet du Chapitre suivant. 

Remarque. — Dans la formule (1O9) les quatre premiers termes 
sont identiquement les mêmes qu'en première approximation. Les trois 
autres sont des termes de correction : ; a une valeur parfaitement 
déterminée; la valeur des deux autres y et (er\) est définie par les 
relations de la page 83. Si l'on y porte les valeurs obtenues en première 
approximation pour ρ et c, avec la loi de Lipschilz, les solutions des 

calculs numériques (Chap. IV, § 4) deviennent, pour η ~ -p 1, 2, 3, 

-^ = 297,213 297,179 297,183 297,207. 
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G. H. Darwin (Ouvrage cité, p. 119), au moyen de la formule de 
Roche, λ =2, et en tenant compte aussi de e2, avait trouvé 296,4. 
Ce nombre est un peu faible. 

Wiechert, avec une hypothèse plus simple d'un noyau et d'une 
écorce, trouve 297,3. 

8. Calcul de g en seconde approximation en tenant compte deW — 
J'ai négligé ici la déformation de l'ellipsoïde et par conséquent les 
termes en γλ* qui sont presque de l'ordre de e'C). On a alors les 
mômes formules(73) et (74) établies en première approximation avec 
la condition (4). La valeur de l2 d'après (78') donne 

^ |r'/f
o

 pda3{i H- λ*) ^ (λ* — β1) ein«0 

+ Ϊ(λ* + λ?β2-2β4)
8
ίη15 

-h |(λ
/

;
-ιολ

/

2
.β

ΐ
+9β

;
)8Ϊη

ί
^. 

La valeur des termes en β2 est donnée par (102), celle des termes 
en par(80) en fonction de A,. On obtient 

g = g„ L. - (e - - ? J «»« 0 + «· _ + - - -
 ;
 - ̂  j s,"' θ 

e- ( „9 27 A, \ . ' 

Aro ' -- 2C -h 9 +- e- 4 ^7 + - rr—î · 

Mais en appelant l la latitude géographique déterminée par la 
verticale, on aura d'après l'équation de la normale à l'ellipsoïde 

tang/--— — ~ =. (1 -h λ!) cot Ο, 

d'où 
si 11s6 = (1 4- λ2 sin2/ -H...) cos- /. 

(') L'indétermination introduite est <0,06 et pratiquement égale à o,o3 sur 
l'inverse de l'aplatissement. 
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La valeur de g pourra alors s'écrire 

S = oo^> — —
 e —^^)cosl/|. 

„-f25î:_92-_L_ iAi\ - (Ώ. AL + ? _ 5l\PM*i 

En faisant A, = o, on a pour ι : e = 292 et 1 : e = 297. 

μ:=4?6ο5— i,o3icos2/ el μ— 4,807 — 1,07.5 cos2/. 

En donnant à A, sa valeur maximum d'après (84), on a 

μ = i,|944 + i,g63 cos2/ et μ rr: 1,834 -l· 2,268 cos2/. 

Les deux termes de μ auront des valeurs comprises entre ces valeurs 
extrêmes, suivant la valeur réelle de A,. On peut remarquer du moins 
que p. reste compris entre 2 et 5. 

Les calculs numériques du Chapitre VII, paragraphe 10, montrent 
comment varie A, avec la loi des densités. Si l'on fait ρ, = 2,6 dans 
la formule de Hoche, ou ρ, = 2,75 avec n = 1, on obtient, pour 

\ < 2!)7> 

(«) 
3,633 -+- 0,062 cos2/< μ < 3,835 -+- o,oi8 cos2/. 

3,6o3 -+· 0,096 cos2/< μ < 3,8o5 ·+· 0.002 cos2/. 

Le terme en cos2 / est très petit. Il en résulte donc que pratiquement 
pour la Terre, si la loi des densités est voisine de celle de Hoche, u doit 
être à peu près indépendant de cos21 et g de cos4 /. 

M. Helmert avait donné, dans Hôhcrc Geodïisie (t. Il, p. 77), la 
formule de g en seconde approximation. En l'appliquant aux expé-
riences sur le pendule, il trouve \\e~ 298,3, nombre un peu fort, 
et, en outre, il constate que le terme en cos4/ doit être fait pratique-
ment nul. 11 en avait conclu comme explication, au grand scandale 
de G. H. Darwin (Ouvrage cité, p. 82), que l'ellipsoïde devait être 
renflé et non déprimé vers /|5°. Les calculs numériques indiqués 
ci-dessus montrent comment la loi des densités permet d'expliquer 
ce fait. En même temps ils légitiment théoriquement la formule 
expérimentale simplifiée de M. llelmert. 
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Si l'on compare la formule de g ci-dessus avec celle de première 
approximation (p. = o), on voit qu'en réalité cette dernière formule 
donnait, non pas 0, mais e(i -h pe), de sorte qu'on obtenait 

—— = -(i — ae) = - — μ au lieu de -· 

Il faudrait donc augmenter de 3,6 à 3,8, d'après (a), l'inverse de 
l'aplatissement obtenu par l'ancienne formule de Clairaut. Le chiffre 
de Faye deviendrait 296,7 et rentrerait ainsi dans les limites déter-
minées plus haut. Dans le cas du pendule la correction introduite par 
les termes du second ordre est donc considérable, près de 4 unités. 

CHAPITRE VI. 
HYPOTHÈSES AUTRES QUE CELLE DE CLAIRAUT. 

TERRE SOLIDE ET VITESSE INTERNE VARIABLE. 

On peut faire à propos de la Terre d'autres hypothèses que celle 
de Clairaut et se poser pour chacune d'elles le même problème que pré-
cédemment : quel est l'aplatissement qui concilie à la fois les données 
de la précession et celles de l'attraction. Nous nous en tiendrons à 
la première approximation en négligeant λ* ou ea. On peut conclure, 
d'après l'étude du Chapitre précédent, que la vraie valeurn'en différera 
que de quelques dixièmes. 

1. Terre solide et solidifiée à l'état de vitesse uniforme. — Si 
la vitesse et par conséquent la valeur de φ, au moment de la solidifi-
cation, était la môme que la vitesse superficielle actuelle, la même 

équation de condition (70) donnerait la môme valeur λ
- = 297, en 

négligeant les dixièmes. 
Si la vitesse n'était pas la même, cette équation de condition 

s'appliquerait encore au moment de la solidification en donnant 
à ω, φ, η leurs valeurs à ce moment-là. La valeur de .1 n'a pas changé. 
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Or nous avons trouvé (72 ) 

a-—0.2a— ou a— — ja - > φ·— -,—τττ-· 

La valeur de e solution de (70) varie dans le même sens que φ et 
que ω2, mais moins vite (5 fois moins). Si donc la vitesse de rotation 
était plus grande au moment de la solidification il en était de même 

de φ et de e solution ; ^ était plus petit. 

Pour que la solution l
- = 297 descende à 292 par exemple (chiffre 

de Clarke et de Faye), il aurait fallu que la valeur de - fût de 25 unités 

plus petite ou 263,3. Avec le chiffre de Helmert : 298, elle aurait dû 
être de 5 unités plus grande : 293,3. 

En prenant la formule (70), où l'on fait K.= 1 pour simplifier, on 
obtient des valeurs plus exactes. Elles sont consignées dans le Tableau 
suivant 011 Ton a mis aussi les rapports de <p et de ω2 au moment de la 
solidification avec leurs valeurs actuelles : 

i = 292 293 294 295 296 297 298 

^ = 266 270 274 278 i83 288 293 

= 1,084 1,068 I,O52 I,037 I,022 I,ΟΟΟ 0,984 

— = ι,ο4ι i,o33 1,026 1,019 1,011 1,000 0,992 

Pour réaliser en vitesse uniforme un aplatissement superficiel de — 

satisfaisant à la précession, il aurait fallu que la vitesse au moment de 
la solidification fût 0,0/ji plus grande que la vitesse actuelle. Le 
jour aurait dû être moins long qu'actuellement de ;>7'u environ. Pour 
réaliser un aplatissement de il aurait fallu que la vitesse fût 0,008 

plus petite qu'actuellement. Le jour aurait été plus long de u,M 

environ. 
Comme cause explicative du retard dans le premier cas, de l'accé-

lération dans le second, on aurait l'action des marées et la concentration 
due au refroidissement. 
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2. Terre solide mais solidifiée progressivement avec vitesse 
variable, la vitesse superficielle restant la môme. — Λ la surface 
les équations en 9 et J sont toujours applicables, car (64) et (66) 
ne supposent pas la vitesse constante. Mais pour établir l'équation 
de condition entre les deux au moyen de (69), il faut dans (68') intro-
duire l'équation de Clairaut-Kadau reliant η et ζ dans le cas de ω 
variable, équation (/|8), dont nous désignerons le second membre 
par σ. 

Finalement l'équation de condition (70) est transformée en la 
suivante 

( I CM) ) H*" Τ ·I ; —- J -f- — > 

ou (σ) et (η) sont les valeurs moyennes analogues à celles de Κ et χ, el 
définies par les relations 

ν'· + (·*)./„ Λ V/Î+Â 8,:·/ el> 

Voici les valeurs qu'il faut donner à σ pour concilier différentes 
valeurs de l'aplatissement avec les valeurs actuelles de - = 288,38 et 

de j = 3u5,3i : 

X~ = 292 293 29.» 29a 296 297 298 

~ 0,2r| 0,19 0,14 0,10 0,06 0,01 —o,o3 

Celte valeur moyenne de σ pourrait être réalisée par une infinité de 
lois différentes de ω2, qui reste indéterminée. Faisons (ω2)" = const, ou * 

">3 = ο>ί(ι +·γΓ«), d'où (ws)"= 2γω;= 

(no) σ~ 7—L - el rT<l|^__L_, 

car, d'après (oo), ̂  cl par conséquent σ sont toujours croissants, ce 
qui fournit la limite supérieure indiquée. 

Joum. de Math, (fi* série), tome VIII. — Faso. IV, itjiu. 54 
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Or la valeur de σ croît à mesure que -- descend au-dessous de la 

valeur 297, d'après le Tableau ci-dessus; il en sera de même de γ 
d'après (110). 

Kn résumé, si la Terre s'est solidifiée avec x- < 297 et la même 

vitesse de rotation superficielle, la vitesse ne pouvait pas être partout 
la même au moment de la solidification et la loi des aplatissements 
intérieurs correspondrait à une loi de vitesses croissantes du centre à 

la surface cl d'autant plus que l- s'éloignera davantage de 297. 

Or les aplatissements suivent les mêmes lois que les vitesses. Ils 
décroîtront de la surface au centre plus vile que si la solidification 
avait eu lieu en vitesse uniforme. 

C'est ce qui ressort avec évidence d'ailleurs de la formule géné-
rale (fi',) qui donne c 

I 0 </(/■' c J I oila". 

La valeur moyenne de c donnée par celle formule est et reste égale 

Kig. 12. 

à J. Cela a lieu pour les aplatissements résultant d'une vitesse constante 

si - 297. Si l'aplatissement est plus grand à la surface, il faut non 

seulement qu'ils diminuent à l'intérieur plus vile que ne l'exigerait 
une vitesse constante, niais encore qu'ils deviennent plus pelils que 

ceux qui correspondent à l- — 297 en vitesse constante (Jig* 12). 

On vena au Chapitre suivant les résultats des calculs numériques. 
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Pour expliquer cette repartition des aplatissements, il faudrait sup-
poser que la solidification s'est faite progressivement du centre à la 
surface, en même temps que la vitesse, d'abord plus faible que la 
vitesse actuelle, allait elle-même en s'accélérant jusqu'à lu valeur 
définitive. L'accélération de vitesse serait expliquée par la eon centra lion 
duc au refroidissement, mais la solidification débulanl au centre reste 
peu plausible. D'autre part, en faisant commencer la solidification à 
la surface, on n'arriverait que très difficilement à réaliser la loi des 
aplatissements exigée par l'hypothèse. Il faudrait admettre une soli-
dification brusque en vitesse variable. 

5. Masse fluide et surfaces de niveau à vitesse variable. Modifi-
cation du coefficient de precession. — Laplace (Mec. cel., Livre V, 
nos 10-12) avait déjà démontré que les phénomènes de précession et de 
nutation n'étaient modifiés en rien par la fluidité de la mer. Hopkins 
(Researches in physical Geology, dans Philosophical Transaction, 
ι83(), 1840, 1842), Hennessy (idem, I85I), Thomson (idem, 1863, et 
Mémoire On the rigidity of the earth et Treatise on natural Philo-
sophy, n°847, 848), (L 11. Darwin (On the precession of a viscous 
spheroid, dans Phil. Trans., 1879), Oppenheim (Rotation und 
Pracessio/ι eines fiussigen Sphâroid, dans Aslron. NachricJiten, 
i885, n° 2701), enfin et surtout M. Poincaré d'une façon complète 
dans le Bulletin astronomique de septembre 1910, ont démontré 
(pie le phénomène de précession du moins n'était aucunement 
modifié par l'hypothèse d'une Terre complètement solide ou liquide, 
ou bien d'un noyau liquide entouré d'une écorcc solide, rigide ou 
élastique. 

La valeur du rapport des moments d'inertie ,) déduit du phénomène 
de la précession est donc indépendant de toute hypothèse sur la flui-
dité, rigidité ou élasticité du globe terrestre. Mais les calculs ont 
toujours été faits dans l'hypothèse où la masse entière tournerait d'un 
seul bloc avec une vitesse de rotation uniforme. Il faut reprendre 
rapidement la théorie de la precession pour étudier la correction à 
introduire dans la valeur de J avec l'hypothèse d'une vitesse de 
rotation variable sur les diliérentcs surfaces de niveau. 

Le phénomène de la précession (^déplacement du point γ ou 
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rotation de l'axe de l'équaleur autour de celui de l'écliptique) est un 
phénomène dont la valeur est déterminée et mesurée par les termes 
séculaires du développement de la fonction perturbatrice U dans le 
mouvement de la Terre

 9 

v=/ff 

intégrale qui doit être étendue à tous les points de la Terre et des 
astres perturbateurs, r étant la distance des centres de gravité respec-
tifs, 0, 9, ψ étant les variables de signification connue, 0 l'angle des 
deux plans (équateur et écliptique), 0 et ψ les arcs comptés respecti-
vement sur l'équaleur et sur l'écliptique. On obtiendra les équations 

du mouvement en portant ̂  dans les équations de Lagrange. 

Or en développant on obtient ( ') 

(m) U = J[j: + J j dmx=z C,--/-1. 

C
0
 étant indépendant de 0, ο, ψ, M étant la masse de l'astre pertur-

bateur et I le moment d'inertie de l'astre troublé, autour du rayon 
vecteur joignant les deux astres. Si le corps troublé est de révo-
lution B = C et l'on aura 

II") U = l = A^ + lti.+C
p

, 

C' étant une nouvelle constante. On obtient pour le Soleil et pour la 
Lune, en ne conservant que les termes principaux indépendants de r 

I 
( 113 ) = -siir0[i — cos a (mi -+- ψ)], 

si II2 f ι — cos t ψ) -t-· t si η 0 COS 0 COS ( IV -h ψ)]. 

On voit que U est indépendant de φ. Les équations de Lagrange 
avec B == C donnent ω = const. La précession n'altère pas la vitesse 
de rotation (-). 

(«) TISSERAND, Méc. cel., t. I, P. 61. 
(l) Idem., t. Il, p. 392 et 409. 
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En transformant les équations de Lagrange en un système cano-
nique, on en déduit 

dô ι /HJ _ ι ()U m 

si l'on ne considère dans les ~ que les termes où le temps n'est pas 
périodique, les seuls dont dépende la précession, on a 

(S),=°· ®,=o' 

Le pliénoinènc de précession ne modifie pas l'obliquité moyenne de 
Véquateur sur Pécliptique. On aura ensuite 

/dU\ 3 ,./\l M'\/a 
d'où 

(I1<) («g)
 =

!/(«
+
^Α^^

 = /ιΙ008()
. 

Cette expression représente précisément le déplacement du point γ 
en fonction du temps. On voit qu'il dépend du rapport des moments 
d'inertie J, de la vitessede rotation o>, et de l'inclinaison 0 de l'équateur. 

La môme formule est applicable à une couche ellipsoïdale quel-
conque. D'autre part^jj est la vitesse de déplacement autour de l'axe 

de Pécliptique. En première approximation, en négligeant λΛ, la 
quantité de mouvementeorrespondante sera 

(115) d\ ^ = /i(dX -

On aura pour la quantité de mouvement totale, en tenant compte 
de l'expression (G5') des moments d'inertie, et négligeant\\ 

(ιιύ) —=■ I ο — da5 = -τ-h Ι ρ daϋλ®. 

Or la valeur de Ja été obtenue au moyen de Informulé (ι 14) où l'on 
a supposé ω et θ constants. En identifiant (i 16) avec (114) multipliée 
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[»ar Λ (conservation des quantités de mouvement), on a 

J A 1 — 1_ / 0 ί/β-λ* on 2 J -I otla>— Ι ρ r/rt5X*. 

Enfin si l'on suppose que toutes les couches ont le même axe de 
rotation (0 constant) il vient 

' pdas~= to, / 

C'est la relation qui doit rem place r(6(>) dans l'hypothèse de surfaces 
de niveau animées de vitesses variables. 

En représentant par (ω) la valeur moyenne de ω dans (117), on 
aura en combinant avec (t>4) 

2
Jjf = 9da-y = Î^Ç,'-o)D„ 

La valeur du premier membre est constante et l'on a vu que 

— — c = — pour co = (ω) = ω, = const. Si nous donnons à —ou àc 

une valeur plus grande que—» il faut également donner à (ω) une 

valeur plus grande que celle de ω
η
 et par conséquent admettre que la 

vitesse des couches intérieures augmente de la surface au centre. 
Pour - = 208 ce serait le contraire. On aura le Tableau suivant : 

l- — 292 293 294 29Γ) 29G 297 298 

— i,o3G 1,028 1,021 ι , ο 14 ι »007 ι ,οου 0,993 

Si ω est toujours décroissant on aura ω
υ
>(ω)> ω,. 

Avec la formule de Lipschitz 011 trouvera au Chapitre suivant par 
calculs numériques pour 

- = 292, ω«= 0,1.43/Λ), &>(, — 1 ,1 Go»,. 

L'équation de condition correspondant au problème de M. Poincaré 
sera modifiée en conséquence. 
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D'après (117) la valeur numérique du rapport des moments 

d'inertie J doitêlre remplacée par J D'autre part la fonction Κ 

devra être complétée, comme dans le cas précédent, par le second 
membre de l'équation de Clairaut-Radau avec vitesse variable. On aura 
finalement pour l'équation de condition (70) la nouvelle expression 

(118) c+4J<^—j — + 2, 

qui traduit le cas général de vitesses intérieures quelconques. 

4. Ralentissement de l'écorce dû au frottement des marées. — 
La rotation moins rapide de Técorce dans cette hypothèse s'expli-
querait simplement par le frottement des marées agissant comme un 
frein à la surface. 

D'ailleurs l'action de ralentissement due aux marées est un fait. 11 
s'agit de savoir de quel ordre est la grandeur du phénomène et s'il est 
capable de produire la différence de vitesse exigée par l'hypothèse. 

Les expériences de Hagen et Poiseuille, confirmées par les déductions 
théoriques de Stockes, [Neumann et Hagenbach (') sur le frottement 
dans les tuyaux indiquent que le frottement, au voisinage d'une paroi 
solide et pour de faibles vitesses, est proportionnel au coefficient de 
viscosité du liquide, à la surface de contact et à la vitesse relative des 

deux couches /= eS—· 

Le rayon du tube étant pris pour unité, la loi des vitesses à l'intérieur 
est ν = r„(i — r2), formule analogue à celle de (or)"= const, étudiée 
plus haut. 

Sur les différents parallèles d'une même surface de niveau consi-
dérée comme sphérique, on aura 

Γ = ω,ν dï- = r>d7' 

La surface d'une zone élémentaire comprise entre deux parallèles 

(1 ) Voir Annuaire du liureau des Longitudes ; Frottement dans tes li<jaides. 
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sera S = 21:/*, dx (voir^g. i3). La résistance totale duc au frottement 
de deux surfaces de niveau l'une sur l'autre sera donc 

F = 1\τ:π ~ f /·, dx ~ ?.π*/Λε <~· — n? : /,3; 

avec 
'»)*— w*(i — -//•î). 

on a 

>70) yo>, 

vers la surface. 
D'autre part, en appelant m la masse de l'écorce, χ son épaisseur 

supposée assez petite, I son moment d'inertie, M la masse totale, on 
pourra écrire 

m -- ί πο, Κ5χ. I - * m Κ5 - a M\V p- ~· 

Enfin l'équation du mouvenicnt s'écrira à la surface 

F = 1 —, - 2 rr2 H : a M p- £ —. 

L'accélération séculaire du mouvement de la Lune, réaction du 
frottement des marées, permettrait de conclure à une augmentation 
du jour deos,ooooi2 parang). En représentant ce nombre para on a 

dM "xr. . du\ αω. 

En ( ]. (T. S. on a M = (),;"> χ ioa7, Il — <>,378 χ ι ο8. En donnant 
à γ la valeur du paragraphe précédent dans l'hypothèse ~ = 292, on 
trouve ε =1,7 χ ίο8 environ. Or pour la poixù(>"ona£ — 2,2 χ io°. 
Si donc au niveau de séparation du noyau et de l'écorce la viscosité 
est de l'ordre de celle de la poix, le ralentissement de l'écorce du aux 
marées peut produire une variation de vitesse intérieure suffisante 

pour rendre possible un aplatissement descendant jusqu'à ~ et 

Ο TISSKRAND, Méc, cèl, t. II, p. 5.^0. Ce cliilIVe est discuté, mais il pourrait 
être divisé par <x ou 3 sans modifier sensiblement les conclusions. 
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s'accordant à la fois avec les données de l'attraction et celles de la 
précession, avec φ et J. 

Du moins nous ne connaissons rien sur cette viscosité interne. C'est 
une simple possibilité. L'hypothèse n'est pas absurde. 

De plus, si une différence de vitesse s'établit entre le noyau et 
l'écorce, elle ne peut s'éteindre que très lentement, de proche en 
proche par frottement et diffusion. Helmoltz avait déjà calculé qu'il 
faudrait des milliers d'années dans l'air pour que par simple 
frottement et diffusion, une différence de vitesse à la surface se trans-
mette réduite de moitié à la limite de l'atmosphère ('). Un calcul 
analogue montre qu'ici il faudrait des millions d'années pour que cette 
différence de vitesse se transmette au centre réduite de moitié. 

D'ailleurs le ralentissement de l'écorce est continu. L'accroissement 
des vitesses en profondeur doit l'être aussi dans un noyau fluide 
sans jamais arriver à atteindre l'équilibre permanent. Mais la gran-
deur de l'effet dépendra de la viscosité qui est inconnue. 

Pour avoir ̂  = 298 > 297 à la surface, il faudrait au contraire que 
les vitesses intérieures soient un peu plus faibles que celle de l'écorce. 
Ceci pourrait s'expliquer par la contraction due au refroidissement, 
qui, si elle était sensible, accroîtrait la vitesse de l'écorce plus que 
celle des couches intérieures. Mais l'accroissement du jour, s'il est 
réel, et l'action de freinage des marées prouveraient que la vitesse de 
l'écorce doit plutôt diminuer. Il faudrait alors que la vitesse des 
couches intérieures diminue encore plus vite (on ne voit de cela aucun 
phénomène explicatif), ou bien que cette vitesse intérieure ait toujours 
été plus faible depuis la formation de la Terre, depuis des millions 
d'années, sans que le frottement ait pu encore uniformiser ces vitesses, 
sans que l'action des marées ait pu encore abaisser la vitesse de l'écorce 
au-dessous de la vitesse des couches intérieures. 

ô. Pt écession d'un anneau fluide tournant suivant un paral-
lèle. Zones de compression maximum de l'écorce à 15°. Une cause 
de tremblements de terre. — La déviation due à la précession et à la 
nutation n'est pas la même sur tous les parallèles d'une même surface 

(') Voir par exemple B. BRL.MIKS, La dégradation de l'énergie, p. \!\i. 

Journ. de Math. (6* série), tome VIII — Fasc. IV. 1912. 55 
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de niveau. Il suffit d'étudier cette action sur un anneau fluide formant 
un parallèle quelconque, et considéré comme tournant tout d'une pièce 
en vertu de la rigidité gyrostatique. 

Soit O' le centre de cet anneau de rayon O A = /·,, Τ le centre de 
la Terre (fig. ι3), Ύχ son ax.c de rotation, rïy la trace du plan de 

Fig. i3. Fig. i/|. 

l'équateur, TO la trace du plan de l'éclipliquc sur.xTy. lin appelant 
I et I, les moments d'inertie de l'anneau autour de 0Ύ et de O'S, on 
a I = I, -h ma1. Or d'après (112) 

I
1=

(A-B)i-=:!/w/·2^^ a*=OT cos2α — Ο'Τ ι - , 

d'où 
I = ,w(àr'"~~r*)7» + m0'T· 

Or les formules (ι 11), (ii3)etsuivantess'appli(picnl identiquement 
comme dans le cas précèdent et donnent de même avec C = mr\ et / 
étant la latitude 

<'14 5 {■$) = + ~'J (s ~ H)—^11 (™ 7^1)—■ 

On en déduit que la déviation de l'axe de rotation d'un anneau 
fluide, tournant suivant un parallèle, est maximum à l'équateur, 
puis toujours décroissante, lille s'annule sur le parallèle de 35° 
où cos2 / = | et change ensuite de sens. Si l'on désigne par sa 
valeur à l'équateur, par la valeur moyenne de celle de la surface 
de niveau supposée solidifiée (J = e pour une couche élémentaire), on 
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aura 

(O I C/J *(' icm'l 

Vm = A £ COS fl, G) «•= r.« nr 

A la surface de la Terre la tendance à la déviation serait à l'équateur 
près de /po fois plus grande que la déviation moyenne, laquelle serait 
sensiblement égale à la déviation de l'ensemble ou 5o" par an. Elle y 
produirait une accélération tangentielle, dans le sens du méridien, 
de 4c,n par seconde, pressant les couches superficielles l'une 
contre l'autre avec une force égale au de leur poids envi-

ron, = o,oo4i.... Cette pression latérale va diminuant en latitude 

suivant la formule (i i4), j usqu'à 35°, ou elle s'annule et change désigné. 
Dans le cours d'une rotation de 24 heures, les différents parallèles 

tendront donc à se comprimer sur celui de 35° en deux points diamé-
tralement opposés, puis 12 heures après à s'en éloigner. Il y aura 
compression et dilatation successive tout le long des deux para-
lèlesde35° Ces pressions latérales convergentes se traduiront 
aussi par une résultante dirigée suivant le rayon vecteur, comme une 
onde de marée diurne. Les parallèles de 35° seront ainsi des zones de 
fracture et de dislocation de l'écorce (exactement 35° 15'52") ('). 

Il suffit de faire remarquer que ce parallèle de 35° passe par San-
Francisco, le Haut-Mexique, Lisbonne, la Sicile, laCalabre, la Perse, 
le Japon, qui est bien une ligne privilégiée de tremblements de terre. 
Dans l'hémisphère sud, ce parallèle se trouve en plein océan, sauf les 
pointes de continent : Le Cap, Melbourne, Buenos-Ayres. 

Remarque. — On peut d'ailleurs, à titre de vérification, au moyen 
de la formule (114 ) donnant la précession d'un anneau, retrouver celles 
qui donnent la précession d'une couche élémentaire ou d'un solide 
quelconque. 

En effet, multiplions les deux membres de (114') par mr\ = A, nous 

(1 ) Ce sont d'ailleurs les cercles où la sphère de même volume coupe l'ellipsoïde, 
donc aussi les lignes fices où s'articule l'ellipsoïde s'il se déforme. 
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les transformons en une expression de quantité de mouvement 

,<>ψ 3 , /M M'\ /3 , Λ cosO 

Mais on a ici m = 2T:pr, ds. lin portant cette valeur dans (a) et en 
intégrant de manière à sommer tous les anneaux parallèles d'une 
couche, situés entre le pôle et l'èquateur, on obtiendra la précession 
de la couche entière. Le premier membre sera · 

Si l'on considère une couche sphérique x~ -hr* = rj|, on trouve que 
l'intégrale du second membre s'annule. La précession est nulle. 

Si l'on considère une couche elliptique, on a x2 -f-y2 = a2 -+-y2λ2 

ou i'l = a2 -+■ /·* λ'. On trouve, en négligeant λ4, 

A($\ ^ 2/(™ -^UÛÏSÎÎ^AÎ.o.O, 
car ici 

λ* A - It , 

C'est précisément la formule (i i/j). 
On retrouve donc en même temps ce théorème que la précession 

moyenne d'une couche ellipsoïdale ou d'un ellipsoïde lluide est la 
même que celle d'un ellipsoïde solide, en considérant seulement chaque 
filet fluide comme rigide. 

Mais la precession définie plus haut ne donne que la rotation 
moyenne de l'axe de l'équaleur autour de celui de fccliptique, indé-
pendante des termes périodiques. 

Reprenons l'expression de la fonction perturbatrice 

U = |/(A - li)£ = i/(A- B) cos
5
/'. 

elle est proportionnelle au carré de la latitude /' de l'astre troublant. 

Considérons d'autre part la déviation ^produite à un instant donné 

où l'astre perturbateur sera considéré comme fixe ; alors 

dU dO 
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et il reste 

di A ω sin θ άθ 

Or, les expressions (ι i3) peuvent s'écrire 

~ = sin,6 sin1^ ρj· =. sin'ôsio'^'H- sin3 0 cos θ cos Ν', 

en désignant par N' les latitudes comptées à partir du point γ, 
du Soleil, delà Lune et du nœud descendant de la Lune. On aura, en 
prenant 

<"»> ài = » V _ ~>sia - + 'I* •^cosN )· 

D'après cette formule, la déviation instantanée de l'axe de rotation 
sera donc soumise aux mêmes variations que la nutation elle-même. 
On y distinguera une ondulation mensuelle due à l'action de la 
Lune avec maximum semi-mensuel pour £' = =fc une ondulation 

annuelle due au Soleil, maximum J* = =FC — aux solstices: enfin une 
période de 18 ans fj duc au déplacement des nœuds. 

En prenant la niasse de la Terre et son rayon comme unité, on 
obtient pour les coefficients : 

- = 2,07 Χ ΙΟ », pjzzzb, o3 χ 10-8, -0,092 xio-». 

Il y a maximum quand le Soleil et la Lune sont en opposition ou en 
conjonction: maximum absolu tous les 18 ans f; alors la somme des 
coefficients égale 9,10. Le maximum semi-mensuel de conjonction ou 
d'opposition est le plus considérable, il atteint sa plus haute valeur 
aux solstices (valeur moitié plus grande), et son summum quand le 
nœud descendant coïncide avec γ. 

Ces périodes de maximum seront des périodes de compression etde 
décompression maximum pour les différents parallèles de l'écorce 
solide, ce qui doit faciliter les glissements et le jeu des différents 
morceaux de la mosaïque superficielle. 

Ce serait là, scmble-t-il, une explication intéressante de la théorie de 
M. de Parville, théorie appuyée sur des statistiques de plusieurs 
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années, relevant la coïncidence de la fréquence des tremblements de 
terre avec les positions critiques du Soleil et de la Lune. Une vérification 
scientifique serait à reprendre avec les appareils sismiques nouveaux, 
car ce qui importe c'est plutôt la concordance et la localisation des 
secousses que leur importance, car dans un terrain préparé par des 
dislocations successives la moindre secousse peut être un désastre, 
comme on a vu des arbres résister à de terribles orages et s'abattre le 
lendemain sans cause apparente. 

CHAPITRE VII. 
CALCULS NUMÉRIQUES AU MOYEN L)K LA FORMULE DE LII'SCIIITZ 

APPLIQUÉS A LA TEKRE. 

Nous allons dans ce Chapitre reprendre tous les problèmes et toutes 
les hypothèses étudiées précédemment à un point de vue purement 
théorique et leur appliquer des calculs pratiques. 

1. Formule de Lipschilz ( '), ρ = ρ„(ι — α/·"). — Cette formule est 
à la fois assez simple et assez souple pour permettre d'effectuer des 
calculs numériques complets et de les appliquer successivement aux 
différentes hypothèses, en modifiant convenablement les paramètres. 
La loi de Roche en est un cas particulier, η = ·±. 

Cette formule donne 

(120) p,= p0(l — «), D, = pe^|— 

Si l'on se donne p, et Dn
 deux des trois paramètres de la forpiule 

sont déterminés, p
0
 et α par exemple. Ln faisant varier /1, on réalisera 

alors différentes lois de densités. 
Pour α == ο, on a p, — p

0
 = D, ; il y a homogénéité. Pour α = ι, on 

a ρ, = o. 
On a encore 

(121) p' =— αηρο/·"-*, p"~ — χ/ι (n — i)p0r"-2. 

Pour η = ι, la variation des densités est linéaire. 

(') Journal de Crelle> l. LX1I, i<S63. 
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Pour τι > ι, p"< o, la courbe des densités tourne sa concavité vers 
le bas. On a alors p^ = o, la densité tend vers une limite au centre. 
Cette limite tend vers D, si η augmente indéfiniment. 

Pour λ< i,p">o, la courbe tourne sa concavité vers le haut, 
ρ'

()
 = oo. L'accroissement des densités est de plus en plus rapide vers 

le centre. Il y a concentration d'autant plus prononcée que η est plus 
voisin de o. 

On obtient facilement les formules 

.(122) oc = 1 — Pi ου ζ = 3Î1 — ) 

(123) -pp = I -f- -» ΤΓ — ïT Γ ρ dr* — I — \ 

qui donnent α, p
0

, Fn
 en fonction de ζ et de η. Pour chaque valeur 

de η on donnera à ζ une série de valeurs telles que 2<p,<3ou 
réciproquement; la valeur de ρ sera parfaitement définieet l'on pourra 
l'introduire dans les différentes formules étudiées précédemment pour 
en faire l'application pratique. 

Tous les calculs numériques ont été faits avec la valeur D, = 5,56 ; 
en adoptant la nouvelle valeur donnée par Y Annuaire, D, = 5,5, il 

suffira de corriger les valeurs de p, en les multipliant par = 1,0109. 

D'ailleurs les valeurs de a, p
fl

, F,, et toutes celles qu'on en déduira, 
ne dépendent que de ζ, c'est-à-dire du seul rapport et non de la 
valeur absolue de p, ou D,. 

2. Limites de e
0

, p
0

, a. — La formule (66) 

f Ρ dr*e — J f ρ dr5 

donne, puisque e est croissant, 

<?O<J<É'M — >3o5,3f. 

La formule (5i') devient au centre 

(124) ι\ — 7 Φ 1 / ρ de y 
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or de > o, d'où (') 

(«a4') e
0
>7?-1> p

0
>7^-D,. 

Comme on a aussi 

(«) Pi(
e

i — ^o) < / pcle<p
0
(e

l
 — e

n
), 

on en déduit en portant la première inégalité dans (124) 

(„5)
 Pl

>|l
D

,fl
 +

 !
Pl

(fl_,). 

En faisant e
0
 = e

(
, on obtient (124') indiquée par Stieljes, et la 

limite p0>7,c>7. 
En faisant e

0
 = J

f
 on obtient plus simplement une limite plus 

resserrée 

(.20) po> 5 QD, + 3 

Endehors de toute hypothèse sur p, et e
)
 c'est-à-dire en ne tenant 

compte que du premier terme, on a p
0
 > 7,338. Le minimum déterminé 

par Stieljes et basé sur les valeurs de F,, formule (123), et de ρ,, donnait 
seulement p

0
> 7,3 pour n = 2. 

J'ai calculé, d'après cette formule (126), les minimums et les maxi-
mums qu'on en déduit pour λ, d'après(i23), dans les deux cas: - = 297 

et - = 292. 

0,. 2,0. 2,2. 2,4. 2,0. 2,8. 3,0. 

e 97 j n< 5,95 5,33 4,99 4,66 4,33 3,99 

e 292 | η < 5,52 5,17 4,84 4,49 4,»6 3,83 

11 suffira donc de considérer ο < η < 6 pour la Terre. 

(') On vérifie ici en même temps, en faisant de=zo, un des résultats du 
Chapitre II, à savoir que l'aplatissement central eu vitesse constante est plus 
grand que dans le cas des surfaces homothétiques, si la vitesse centrale ou la 
valeur de φ est la même. 
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La seconde inégalité (α) donne encore avec (12^) 

(127) í> C\ I . 0^ ” 9'\ i c{ e0 3 — 

En donnant au rapport —différentes valeurs, p
0
 sera compris entre 

les limites suivantes, déterminées par (12*)) et (127) : 

t. 1,1. 1,2. 1,3. 1,1. 1,5. t,G. l.GGGG. 
p0S.... 7,o5 9,12 12,06 17,06 24,70 42,3o 112,8 00 
p

9
~ .... 7,o5 8,07 9,10 10,12 m,i4 12,16 13,18 18,80 

Les formules (120) et (127) sont d'ailleurs, parmi beaucoup 
d'autres, les combinaisons qui donnent les limites les plus étroites. 

La formule (67) donne encore, d'après (ia3), 

3 \ 2 / L), \ 3 η 4- a J 3/t4-o J \ 3 y 

Les valeurs de n et p
0 sont alors complètement déterminées par 

celles de e et de ζ dans l'hypothèse de la vitesse constante et de 
l'application de la loi du Lipschitz. On a le Tableau suivant : 

p,. 2,0. 2,2. 2,1. 2,0. 2,8. 3,0. 

e 297 | n 2 2,jδ 1,72 i,3o 0,87 o,45 

1 | p„ 8,11 8,3i 8,67 8,92 9,46 io,33 

On aura donc en résumé dans l'hypothèse de Clairaut 

8,11 < Po< 22,62, 0,45 < n < 4,19. 

3. Application au problème de Clairaut, cas d'une vitesse uni-
forme. — Nous avons vu ((>i) qu'avec ρ = ρ

0
(ι — ala loi des 

aplatissements dans le cas de vitesse constante prend la forme 

e —e0(i 4- j3t/'" +· β2/'·"4-...), e, — e„(i -h β, ·+■ (3*4-.. .) — e0{i 4- 3). 

La formule (37) reliant ω, ρ, e, r s'écrit 

(,a8
>
 prf

'·—1 f
r

?de

-

Journ. de Math. (6* série), tome VIII. — Fasc. IV, 1912. 5θ 



438 ALEX. VÉBONNET. 

En y portant les valeurs de e, ρ et intégrant, on obtient 

( 128' ) ω
2
 — | τΐ/to p

0
 ( 4- /.·, /·" 4- /,·, /·*« 4-. ·. ), 

où Ton doit faire k, = k
2
 = /r, = ...= o, dans le cas de vitesse cons-

tante. On obtient facilement comme terme général, en sup-
posant β0= I, 

*, = fc - 3« β,_, f ' -1. _L~/), β, = β,,, ( 

En posant 

—/-*=a\ ab = —·, a-\-brz—2, c=-4-i. 

on obtient pour l'expression de β ci-dessus une série hypcrgéo-
métrique 

e = e„ H (a, b, c, λ·) = e, —· 

On en déduit 

. , re' r H' 2 η II (o 4- 1, h 4- 1. c 4-1, a?) ζ 

En tenant compte de la valeur de η, à la surface, les formules (64), 
(66) et (67) s'écriront 

. a ν « 2 η,+ 2 ι ι D, 3 —t), __ φ 3 f F, 

Ce sont les trois formules qui ont servi pour les calculs numériques. 
Mais on a donné à η, une autre forme plus pratique que (129). En 
effet, l'intégrale contenue dans (64) et (66) peut s'écrire 

( 131 ) j ρ <fr' e —: e, ρ, — Ι ρ er* dr r, p, ni, 

où 

m —. ■ + 3 S ΐ4-(//4-ο)β' Q β' . β* . 

Or (64) devient 

1 2/ 3 — ζ \ α η, 4- 2 
d ou 

a , V) Λ4-3 l + (« + '>)j3' 
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OÙ 
ι 4- (« ■+- 5)β' = II(«, />, c -h ι,λ?ι) 

est encore une série hypergéométrique ('). 
En faisant les calculs pour o< p, <D, et^ </«< 7, on obtient pour 

les valeurs de βφ, c,, cles trois Tableaux suivants : 

i° Valeurs de 1 : . 

p,. 0. 1. 3 4. 5. 5,56. 

n~\. 320, ο ί 296,08 23ο,70 
Ι. 373,04 344»·ι 316,34 290,12 265,5Ι 242,66 « 
2. 35ο,ΐ9 325,9^ 3oa,83 280,90 260,23 240,91 " 
3. 333,33 312,65 202,90 274*12 256,34 289,61 β 
4. 320,43 3θ2,53 280,29 268,96 » 
5. 31ο,38 294,58 279,25 264,87 * 
6. 3OQ,3I 288,21 274,63 261,56 » 
7. 296,69 282,96 270,66 258,83 ν 

2° Valeurs de ι : ex. 

n = t. 289,49 297,44 3ο5,31 
1. 269,6F 282,48 292,11 298,74 3Ο2,94 3Ο5,Ο4 " 
2. 279,86 289,01 295,79 3ΟΟ,57 3ο3,6ι 3ο5,ο9 " 
3. 286,36 293,12 298,17 3ο 1,75 3ο4,ο2 3ο5,ι5 // 
4. 290,74 295,88 299,82 3Ο2,53 h 
5. 293,76 297,81 3οι,θ2 3Ο3,Ο9 « 
6. 295,95 299,20 3OI,Ô9 3Ο3,52 » 
7. ?97»^7 3οο,25 3Ο2.33 3Ο3,82 « 

(*) Celle série esl beaucoup plus rapidement convergente que la précédente 
donnée par Lipschitz et Tisserand (Mèc. ce'/., t. II, p. 239). En effet, dans la pre-

mière (129), η à la surface devient t)t = où 9 = β, -+· 2βΐ 3β3 -H... et 

voici les valeurs comparées de 9 et β' pour n~i et p, =2. C'est ce fait 
de la convergence rapide de β' qui a rendu possible tous ces calculs numé-
riques, appliqués à une variation continue de la densité. 

6. fi\ 
0,18997 0,01555 
0,09904 o,oo45o 
0,06168 o,ooi58 
o,o36j8 0,00061 
0,02085 0,00025 
0,01170 0,00010 
.............. .............. 
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3° Valeurs de ι : 

n—o. 3/^3,3o 327,4« 312,92 299*74 287,48 276,26 270,34 
J. 335,09 321,24 3o8,5o 296,74 285,84 276,70 // 
1. 328,52 3I6,28 3O4,QI 291,34 284,48 276,25 ir 
2. 318,73 3o8,79 299,44 290,60 282,36 274,54 » 
3. 311,75 3O3,39 295,47 287,95 280,80 274,01 » 
4·. 3o6,53 299,33 292,45 280,89 " 
5· 3O2,48 296,15 290,07 284,20 " 
6. 299,25 293,60 288,17 282,93 " 
7. 296,61 291,51 286,59 281,83 » 

Fig. i5. —Courbes de—,—l—daus l'hypothèse de Clairaut, pour une même valeur de p,. 
A„, Α,, Λ,, Α., ligne des valeurs d'accord pour les difterentes valeurs de 0,. 

En faisant passer des paraboles par trois points voisins, on en déduit 
avec cinq chiffres exacts les valeurs d'accord où l'on a e9 = r'j = 
Elles sont consignées dans le Tableau suivant : 
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n= 1. 2. 3. 4. 5. 6. 6,25. 7. 
À 

~e «97 » 18 297,17 297,18 297,18 297,19 297,20 297,21 207,21 297,22 

a, 2,96 2,72 2,2.5 1,78 i,3o 0,83 o,36 0,0 — 0,12 

Enfin ces résultats sont traduits aux yeux par les deux graphiques 

Kifi. ιΰ — Graphique général des valeurs de — » —» — dans l'hypothèse de Clairaut, 
pour toutes les valeurs de p,, de ο à D,. 

:!()7,:î - - 6 - - 4 — est la ligne des valeurs d'accord, pour les différentes valeurs de n. 

i5 et 16 qui donnent les courbes de en fonction de « et de p,. On a 

en résumé: 297,17 < < 297,22 et ο < ρ, < 3 ( 1 ). 

(') Par interpolation pour η— o, on aurait 1 : e, — 297,20 et ρ, — 3,17. 
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On voit d'après le Tableau précédent que pour 2<p,<3 on 
a i On a repris les calculs avec les logarithmes à 7 décimales 

et6 chifires exacts pour η = *-·> ι, 2, 3. On obtient les valeurs sui-
vantes : 

11 *' 2,0. 2,2. 2,1. 2,6. 2,8. 3,0. 

1 : ΒΦ 325,O43 319,115 3I3,256 307,454 301,726 296,077 
1 : 289,486 291,336 293,048 294,643 296,106 297,440 
1 : j 3o8,5o2 306,074 3o3,685 3oi,333 299,016 296,736 

» = i. 

1 î βφ 3i6,339 310,970 3o5,66G 3oo,425 296,244 290,121 
Jî ej 292,108 293,647 296,078 296,403 297,624 298,745 
1 I ΫΦΊ 3O4,9«5 3O2,74O 300,096 298,482 296,397 294,341 

Λ = A. 

il 302,829 2g8,346 293,911 289,02.4 285, i86 280,897 
' : e

t
 295,795 296,902 297,930 298,883 299,764 300,07.4 

J ; <?<pj 299*444 297,644 295,865 294,LO8 292,371 290,655 

Ρι· 

n = 3. 1,4. 1,0. 1,8. 2,0. i,-i. 2,4. 

m l βφ 3o4,638 3oo,68g 296,77.0 292,901 289,068 285,273 
1 î ej 295,328 296,336 297,28.4 298,171 298,996 299,764 
I j βφΛ 3θθ,Ι7Ι 298,687 297,019 290,468 293,934 292,4i » 

Les valeurs calculées pour η, et qui conduisent aux résultats ci-
dessus ont pu être résumées dans les formules suivantes : pour /1 = i, 
on a 

Πι — ο,2ΐ 19'^^j "+■ ι, 021 984 ^ -+-0,0176^ il — ^)(-
λ

3 — /' 

qui donne les valeurs de-^à ο,υο3 près pour 2 <[ ρ, < 3, et à o,ot) près 

pour ο < ο, < D,. Cette formule contient donc et résume d'une façon 
très précise tousles résultats et calculs numériques ci-dessus pour η = ι, 
dans l'hypothèse de Clairaut. Les deux premiers termes représentent 

une parabole passant par les trois points^ — o,1. Le troisième est 

un terme de correction nul pour ces trois points. 
Celte formule montre que, pour // = 1, 011 a η, < ι,*-2-3, ce qui rend 
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impossible l'explication de l'aplatissement de Jupiter et de Saturne 
par cette formule. D'ailleurs on démontre facilement que, si n tend 
vers o, la condensation tend vers une limite, et la formule de Lipschitz 
n'est dans aucun cas applicable à Jupiter et Saturne, l'aplatissement 
qui en résulte étant trop faible. 

Four η = ι et n = 3, on a les formules 

y), = 0,16738^ -h 0,868^21 4-0,0092^1 — 

η, — 0,75622^ 4- o,i3338~ H- 0,000 | — |^21 , 

qui donnent η, avec plus de précision encore : 0,002 et 0,001. 

Enfin on déduit des Tableaux ci-dessus pour chaque valeur de /1, 
les valeurs d'accord de e

n
 e

0}
 p

n l'équation de la densité p, celles de βψ 
et ej en fonction de ρ, : 

/1 = 1:2; 1:^ = 297,187; ι i e
0
= 496*00; p,= 2,96o6; ρ =2i, 1564 — 18,1968 \/r. 

1 : e?= 388,327 — 33,4125p,4- 0,8875ρ; ; 1 j <?j = 264,o3i -t- 15,9170ρ, — 1,5938ρf. 

η — ι ; ι = e, = 297,171; 1 l e„= 4 ' 2,90 ; p,= 2,7252 ; ρ = i4,o64a — 11,3390 r. 
ι ; e<p= 373,277 — 29,9775pt 4- 0,7531 ρ; ; 1 : ex— 271,089 4- 13, ioop,— 1,2938p*. 

n — 2; 11^1 = 297,177; ι ι e
ti
— 35g,6o ; p, — 2,2525; p = io,52i2 — 8,2687 /■'. 

1 : e<ç — 3oo,323 — 24,957p,4- ο,6υ5ρ; ; ι \ ex = 280,651 4- 9,434pi — 0,93ipj. 

/ι = 3; 1 ; e, = 297,184 ; i?e0 = 34o,3a; pi = 1,7790; p = 9,341 — 7,502 r3. 
1 : e?~ 333,413 —21,242p, 4-0,493pî; 1 «j= 286,728 4- 7 , i4;pi — o,7i4p®. 

Les formules de densité données ci-dessus sont les seules qui 
permettent de retrouver le même aplatissement en tenant compte à la 
fois de l'attraction et de la précession. On obtient ^ à 0,01 près, en 
prenant trois décimales dans l'expression de p. La formule de Roche 
donnée par Y Annuaire devra donc s'écrire 

p — IO,52 1 — S, 269/·* pour Γ>ι = 5,56 
ou 

p = 10,41 — 8, 18/·2 pour D,5,5o. 

La formule actuelle p = 10,0 — 7,conduit aux aplatis- . 
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sements ι : e9= 291,14 et 1 : <?,= 298,53 qui ne sont guère concor-
dants. Elle donne en effet ρ, = 2,5 qui correspond à 2,527 du Ta-
bleau. 

4. Hypothèse des surfaces homothéliqucs. — La formule (G4) 
qui donne e9 devient 

( 133 ) — — — ( ι — τ ït~ ) — τ — ( ' H p· ) » τ) — τ* · 

(128) fournit ensuite 

ω5= ω*(ι — y/") avec y = r 

L'équation de précession (117)dans le cas de vitesse variable donne 

(.3/1) JF ,=e,
Wl

/Ê^ !=·£■„,' 

avec 

M
'= (

Α
· - ÏÏTS

 A
')=

3
 ̂  - <*'<; ) 

et 

h j — 1 H r y H y r· y -r.. ., 

** 1 β 2 // -+- 5 ^ 2 4 3 /ί 4- 5 ^ 

On voit que /ι, et h., sont encore des séries hypergéométriques, en 
posant 

a — - , b — — , c — H 1, 

Λ,= ι -h 5h[ — h(a, ΰ, c, y//2= 1-^5/^ = Λ(β, A + i,c + i, y). 

Les valeurs de—sont linéaires en ζ et facilement calculables. Les 

valeurs de j sont données dans le Tableau suivant et figure 17 : 
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?.· 

n. 0. 1. 1. 0. 4. 5. 5,50 

1 254,ιο 263,6i 272,08 280,63 289,53 299,21 3<»5,3i 

2 260,81 272,92 279,58 286,34 293,27 300,75 " 

•î 274,04 279,61 284,96 290,36 295,91 3oi ,97 // 

k 280,01 284,5ο 288,80 293,33 297,91 3o3,63 η 

5 284,45 288,0 291,76 290,45 299,25 3ο3,ι6 » 

6 287,90 290,g4 29^,00 297,17 3oo,54 3o4,i2 " 

Fis. '7· — Graphique général dans le cas des surfaces lioniotliéliqucs. 
BB', CC'...., lignes des valeurs d'accurd dans le eus général de vitesse variable. 

On en déduit pour les valeurs d'accord : 

η = 0. 1. 2. 5. 0. 0,70 
; J et =(278,97 ) 28l,56 283,54 28.1,26 286,7ο 287,98 289,11 289,84 
;t =( 3,621) 3,109 2 »589 2,O54 1,5(2 0,908 0,399 0,00 
,ι05ω,= i,38o i,2ii Ι,ι48 1,115 1,091 1,081 1,073 

Journ. de Math. (0· série), tome VIII. — Faso. IV, njri. 
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Ces valeurs d'accord sont comprises dans les formules : 

ρ, = 3,6ai — 0,507/1 — ο,οο5οι /·*, ζ= ι,0/462 -ι-ο,2735λ -+- 0,0027/1*. 

ζ porté dans l'expression de ef donne e, à o,o3 près. 
On voit dans le Tableau des valeurs d'accord que p, conserve à peu 

près la même valeur que dans l'hypothèse précédente, pour les mêmes 
valeurs de Λ, et que j- reste compris aussi dans des limites assez étroites : 
279 à 290. Si l'on veut réaliser un aplatissement intermédiaire en tre ces 
valeurs et celle qui est donnée par l'hypothèse de Clairaut : 297,17, 

il faudra étudier une hypothèse intermédiaire où les vitesses croîtront 
vers le centre, mais moins vite que dans le cas des surfaces homo-
thétiques. 

5. Hypothèse générale des surfaces à aplatissement variable et 
vitesse variable. — Je relie ce cas général aux deux hypothèses 
particulières précédentes : vitesse uniforme et surfaces homothétiques, 
en posant 

(i35) er=e
0
(i + εβ,Γ"-*-ε(32/·*" + ...), ex = c

0
( 1 4- ε£). 

Pour ε = o, on aura des surfaces homothétiques; pour ε — ι, une 
vitesse constante. Pour ο < ε < ι, cas intermédiaire, la vitesse croîtra 
de la surface au centre, mais moins vite que pour les surfaces homo-
thétiques. Pour ε > ι, les aplatissements décroissent de la surface au 
centre, mais plus vite que dans le cas d'une vitesse uniforme; la vitesse 
des couches décroîtra de la surface au centre. 

En portant cette valeur dee dans l'intégrale de (64) et opérant corn 111e 
dans l'hypothèse de Clairaut (les β étant les mêmes), on a les mêmes 
formules où tous les β sont multipliés par ε : 

(•3B) — = - 1 —MC\ — —» 

(Ι
3
7 )Τ

=.-^—knr*-· 

Portée dans (128) cette valeur de e donne : k., = k.x
 —... Â*/= ο et 

( 138 ) ω®= ? π/e
e
p

0
(*e+/mwj(i —//

Λ
), y — — — · 
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Or on a 

-<■,=^,(,-0 = ^4^ et 

en désignant par k'
ύ
 la valeur de /f

0
 en vitesse constante (f). En trans-

formant cette valeur en φ, e
n
 η,, on pourra l'écrire 

8π/ο'0ρ„ 2t'i η ζ η-\-ζ 5 

On en tire 

y — , ou y0= Γ =; 

γ
0
 est la valeur de γ pour ε — ο (surfaces homothétiques). 
La condition (i 17) donnée par la précession devient, en développant 

et intégrant, 

JK(=tll' Ι(Λι_«_^λΛ 

+£?'(/'!_s<Ï^I/'')+£?,( )"']! 

/i
0

 /*2,... sont les mêmes séries hypergéométriques que dans le cas des 
surfaces homothétiques. En les transformant en h' et représentant la 
parenthèse par m", on obtiendra 

m" ~ mz-+- ;wg, 

(1 + s,3) (1 — v.)m'
z
 — y>{h\ — ah't) 

4-ε[(/* + 5) ( Λί — « Λ ; ) β, H- ( a /1 -h 5)(/ij— αΛ1)βΐ.. 

(■■*9) - = j jr —3—V 1 — 7 -i- nu) 

_ 1 D, f 3 — rjj-H (3 — ζ) m't _ 1 D, 3 — ru 

(l) On aurait aussi en faisant r — 1 dans l'expression de r»r 

f* g k\ — χ ( I -+- SpJ ) X 5 (l -h Ê ) , 

puis on remplacerait r,, par 
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On a calculé alors pour η = ι les Tableaux suivants de — et — : 

P,· _____ 
e. 0. 1. 2,0 2,2. 2,4. 2,6. 2,S. 5,0. 4. 5. 

1,2 353,13 3«8, o5 3o4,2i 299,61 295,04 «90,53 286,08 «81,69 260,55 240,96 
1,0 3>O,MJ 3·«5,95 3O2,83 298,35 293,91 289,52 285,19 280,90 260,23 240,91 

0,8 346,94 3^3,64 3oi,34 297,00 292,71 288,46 284,24 280,08 259,90 240,86 

0,6 343,3i 32i,io 299,73 2g5,55 291,41 287,30 283,23 279,20 259,56 240,81 

0,4 339,28 3 r H, 31 297,99 293,98 290,02 286,09 282,17 259,20 240,76 
0,2..,.. 334,73 3I5,22 296,08 292,29 288,62 284,76 281,02 277,28 »58,83 240,71 

0,0 329,58 3n,8o 294,01 290,45 286,90 283,34 279,78 276,23 258,45 240,66 

e. 

1,2 » » 298,74 299,82 3oo,8o 3oi,68 3o»,49 3o3,2i » » 
1,0..... 279,86 289,01 295,79 296,90 297,93 298,88 ·>. 9,76 3oo,57 3ο3,6ι 3ο5,θ9 
0,8 » » 292,80 293,93 295,01 296,03 96,98 297,89 » » 

0,6 274,68 283,04 289,68 290,86 292,00 293,09 294,13 29"», 12 299,57 3o3,35 
0,4· » » 2.86,45 287,66 288,88 290,04 291,18 292,29 » » 

0,2 » » 283,09 2.84,38 285,65 286,91 288, ij 289,24 » » 

0,0. ... 265,81 272,92 279,58 280,94 282,26 283,62 284,98 286,34 293,27 300,74 

En calculant les valeurs de e
n

 ρ,, oT
0
 (accroissement du temps de 

rotation au centre) pour les points où ^φ = e
J7

 on a 

e= 0,0. 0,2. 0,4. 0,0. 0,8. 1,0. 1,2. etc. 

1 ; e\ 283,54 «86,36 289,14 291,87 294,55 297,18 299,76 .... 
ρ, 2,589 2,5i5 2,445 2,378 2,314 2,252 2,194 ···· 
γ o,3i8 0,267 0,210 0,147 0,077 0,00 —0,086 .... 
3Τ0 — 4h iom —— 2h4oul —il,5om —57m 0,0 +ihim 

Telles sont pour η = ί les valeurs qui s'accordent à la fois avec les 
données de l'attraction cl de la précession. On voit qu'on peut faire 
varier facilement ι : cx de 283 à 3oo et au delà, en faisant varier la loi 
des vitesses. De p, on déduit facilement p

0
 et la loi générale de p. 

Comme dans l'hypothèse de Clairaut, j'ai condensé toutes ces 
valeurs dans des formules qui permettent de les trouver rapidement 
ou de les déterminer dans les intervalles non calculés. Ces formules, 
exactes pour ε — ο et ι, le sont à 0,02 près pour les autres cas. Les 
voici pour η = ι, 2, 3 : 

1 : e = 297,171 — 15,6i 1 ( 1 — ε) -+- 2,612 e (Ί — t)
7
 pt — 2,72)2 -+- «,384 (1 — 3} — 0,110 e ( 1 — e), 

1 .'«? = 29", 177 ~i3,637(1 — ε) -+- 0,616 ε ( 1 -ε), pi = 2,2Γ>2)-t-ο,336(ι s ) — 0,039 s ( ι — ej, 

1 : e — 297,184 — 11,924 ( 1 — e) o,3i3 e ( 1 — ε), ρ, = ι ,779 o, <7> (ι — e ) — 0,021 ε ( ι — ι), 
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et 

(i4o) 1:^=297,18 — (o,i3ns—2,36λ H- 17,85 ) ( 1 — ε) 

4- (0,85/1*— 4, 54λ 4- 6,3ο)ε(ι — ε). 

Cette formule générale donne ι : c, compatible avec l'attraction et 
la précession pour ι < 3 et ο < ε< ι ,2, à ο,οι près. 

En appelant η, la valeur de pour ε = ι (vitesse uniforme), on a 

*="' +C ~ι)ΓΪΊ + £C-"rfisl'"-rrsj· 

On pourra poser 

(•40 

*1 = ετο, 4- (ι — ε)— 

— — — —z h ε (ι — ε ) ο — > 

ί = ΙΡ7 — +«<—*>·^ 

et les termes de correction seront donnés par les formules suivantes 
pour JI=I,2,3: 

ά^ = (,7·5ο3-4',7)ί a (°'4 '71—".««β), 

% = (7'9,3-3·04)!' ^ = <t-°,33), 

a^ = (4|-)5' 

Les résultats pour 2< p, < 3 et η = ι sont consignés dans le gra-
phique 18, où la ligne des valeurs d'accord A

0
 A, estreprésentée en poin-

tillé. Pour avoir la représentation générale de ce cas de vitesse variable, 
il su flit de se reporter au graphique 17 des surfaces homothétiques, où 
A, B, C, D est la ligne des valeurs d'accord pour les différentes valeurs 
de ii

y
 de ο à G. On a ajouté, la ligne correspondante A', B', C' pour le 

cas de vitesse uniforme, ε= 1. Donc BB' sera la ligne des valeurs 
d'accord pour η = 3, quand ε varie de ο à 1 ; CC' celle de η = ι, etc. 
Toutes les valeurs correspondant à i</<<3 et 2<p,<3 sont à 
peu près renfermées dans le quadrilatère BCB'C. 
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Remarque. — Pour Jupiter et Saturne, en négligeant le terme cfe 
correction, on pourra de η donné par (i40 tirer la valeur de ε qui 
permettrait de réaliser les valeurs observées η = i,G4 et i,5c). On 
obtient ε> 2,8 pour η ζ ι et γ]> ι, ce qui est impossible. La loi de 
Lipschitz ne peut donc pas expliquer l'aplatissement de Jupiter et 

l-'ig. 18. — Cas général des vilcsscs variables. Courbes de - pour et η = a. 
Atf At, ligne des valeurs d'uccori quand ε varie de <> à !, ·. 

de Saturne, même en admettant une loi de vitesse quelconque avec la 
loi de e ci-dessus. 

6. Hypothèse d une Terre solide. — Comme dans ce cas la 
vitesse est naturellement la même sur toutes les surfaces de 
niveau, e^ sont donnés encore par les formules (i3o), comme 
dans l'hypothèse de Clairaut. De plus βφ4 ne dépend que de la loi des 
densités et conserve les mêmes valeurs calculées déjà dans cette 
hypothèse. Au contraire et e

t
 dépendent de η et de la loi des 
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aplatissements. J'ai suivi alors deux méthodes: la première en 
rattachant celte loi des aplatissements à celle qui a clé déjà déter-
minée dans le cas d'une rotation uniforme ; la deuxième en lui donnant 
une forme indépendante et plus simple, analogue à celle des densités 
de Lipschitz. 

Première méthode. — Prenons pour e la même forme (i35) que 
dans le cas précédent, alors η, aura la valeur donnée par η

6
 dans (137). 

On en déduit aussi au moyen de(i38) la valeur de ω2 qui correspond à 
telle loi des aplatissements (1 ). 

Pour η — 2, j'ai fait les calculs depuis ε = — ο,35, limite minimum 
où pour p,=o on a f>v= ct = e9i (au delà il n'y a plus d'accord 
possible) jusqu'à ε =00. Pour ε = ο, on retrouve le cas de surfaces 
homothétiques et pour ε = ι celui de l'équilibre d'un fluide à vitesse 
constante. 

Le premier Tableau donne les valeurs de 1 : le second celles de 
1 : e

Jf
 la dernière ligne celle de 1 : eÇJ. 

0. 1. 2,0. 2,'î. 2,i. 2,6. 2.8. 3. 1. 5. 5,50. 
ε = ·χ.. 376,42 341,67 3<>8,34 276,53 9.46,58 230,70 
i;ο,ά. 381, >.·>. 349,51 3ΐΐ),3> 313, >ο 007,79 3ο?.,ίο 9<j6,3ο 290,99 264,83 ν.41,68 » 
ι : ο,4. 367,10 338,4ι 311,·*7 3ο6,ο3 300,87 2.95,78 2.90,7'» 9.85,82 262,32 241,22 » 
ι: 0,6. 35(),ο4 332.38 3»>7,ιο 3ο·?.,22 997,1" 292,64 287.9"» 9.83,33 261,9.3 240,99 » 
1:0,8. 353,8.3 328,28 3ο4,55 ·'*)'.),9" 29'*,3ι 290,78 2.86,29 281,86 260,62 240,96 » 
1 :Î:Î(I, 19 323,95 302,83 298,35 293,91 289,52 285,19 280,90 260,23 240,91 » 
ο,8... 3(0,94 .3 ·>. 3,64 3οι, 3j 297, 292,71 288,46 9.84,2 ί 280,08 9.59,9° 9.4ο,8.5 » 
ο,6... 343,3ι 3·?ι,ίο 999,7» 295,55 291,41 287,30 «83,9.3 279,2° 9.59,56 9.40,81 » 

339,28 318,31 297,99 978,9.7 259,20 9.40,76 » 
ο, 9.... 334,7^ 315,9« >96,08 >77,98 y.58,83 9.40,71 » 
0 329,58 311,80 294,01 290,45 280,90 283,34 279,78 276,24 258,43 240,(»6 
—ο,·?.. 3?.3, Î7 307,96 >91,7» >7», "9 2 5 8, ο 5 ·>4ο,6?. » 
— ο,35 318,73 30.4,76 289,80 >74,'9 '57,74 9.40,59 » 

( ') Mais on peut admettre aussi que la solidification ne s'est pas faite d'un 
seul coup, avec une seule et même loi des vitesses. Du moins ω* serait la loi des 
vitesses qui donnerait les mêmes aplatissements dans l'hypothèse de la fluidité. 
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ρ,. ο. 1. 2,0. 2,2. 2.1. 2,6. 2,8. 3. 4. 5. 5,50. 
ε = «.. ao3,oi 23ο,86 253,86 27®j'7° ^87,97 299,94 3o5,3i 
1:0,2. 2.ί i,5a 261,87 277,96 280,72 283,33 285,80 288,i3 290,32 299,20 3o4,3p » 
1:0,4. 258,97 274,65 286,68 288,71 290,61 292,38 294,04 295,58 3οι,6ι 3o4,8i » 
1:0,6. 268,93 281,60 291,19 292,78 29^,26 295,64 296,93 298,11 3o2,65 3O5,O2 » 
1:0,8. 275,36 286,33 293,94 295,24 296,45 297,68 298,63 299,59 3ο3,α4 3o5,o5 » 
1 279,86 289,01 295,79 296,90 297,93 298,88 299,76 300,57 303,61 305,09 » 
0,8... 283,88 291,68 297,41 298,33 299,21 3oo,oo 3oo,73 3οι,4ι 3o3,93 3ο5,ι5 » 
o,6... 288,36 294,60 299,10 299,89 3oo,57 3o1,20 3OI,77 3O2,3O 304,26 3o3,i9 » 
o,4... 293,35 297,82 3oi,o3 3O3,25 3o4,5g 3o>,23 » 
0,2... 298,96 301,37 3o3,og 3o4,26 3o4,g5 3o5,25 » 
0 305,31 305,31 305,31 305,31 305,31 305,31 305,31 305,31 305,31 305,31 
—0,2. 312,89 309,74 307,77 3o6,4g 3o5,7o 3o5,36 » 
—o,35 318,73 313,37 3io,y5 307,3g 3o6,oi 3o5,3<) » 

318,73 308,79 299,44 297,64 295,86 294,11 292,37 290,65 282,36 274,54 270,34 

On obtient ensuite pour chaque valeur de ε les valeurs d'accord 
pour lesquelles on a e9= et = eÇJ : 

ε. 1:0,2. 1:0,4. 1:0,C. 1:0,8. 1. 0,8. 
Pi 3,7 57 3,020 2,702 2, 5o2 2, 361 2,253 ·.»., 14g 
1 :«i... 284,4· 290,48 293,22 2g4,95 296,21 297,17 298,10 
i:e0..· 30 674,72 4^0,75 392,82 37>.,8o 360,48 351,85 
b)0:<ut.. 0,0 0,490 0,758 0,878 o,95o 1,000 i,o4'l 

e. 0,6. 0,4. 0,2. 0. -0,2. -0,35. 
pi 2,023 1,866 i,656 1,365 o,856 0,00 
1 : Cj 299,24 3oo,68 302,62 305,31 3io,ig 318,73 
1 : c„ 339,96 328,16 3i6,6o 305,31 292,35 281,75 
ω0:ω|... ι ,089 1,137 ·,Μ)° 1,269 ·,3ρ7 ι, ίβ ι 

On voit que ι : η
{
 peut varier de 28/1,41 à 318,73, quand p, varie 

de 3,707 à ο avec n = 2. Pour 2 < ρ, < 3, on a 290,60 < x- < 299,44* 

L'ensemble est représenté par le graphique 19. La courbe des valeurs 
d'accord se confond avec celle de e?J. 

Pour quelques autres valeurs de /*, il suffira d'indiquer les limites 
et les valeurs principales de 1 ; <»,. 

p, = o. P,= 2. Pi = 3. ε = 00. 

η — ο 343,3ο 312,92 299>7^ "—" "*■ "——' 
η = ι 328,5^ 3ο4,9· 2θ4>34 288,41 ρ,—. 3,6ΐ2 
η — 3 311,75 47 »9^ 281,90 ρ,--3,846 
η — 5 3Ο2,48 290,07 Q84,?.O 
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Pour ρ, = 2, 

pour ρ, = 3, 
290,07 < - <312,92; 

284,25 < - <299,74. 

Fig. 19. — Hypothèse d'une Terre solide. Graphique 
pour n= 3. ABCD, ligne des valeurs d'accord. Pour 
e = ο on a des lignes droites. 

Fig. ?o. — Graphique général dans le cas d'une Ter»'* 
solide avec e = e

0
 (ι -+- β/"·'). ABCEFL), ligne des valeurs 

d'accord pour /1 = 2. 

Deuxième méthode. — Posons 

e — ('0(' ~+~ er"') 

avec — ι et η > ο. La formule (i31) donnera à la place de (i'I-j) 

Y) ^ U -+- 3 I -4- 0(3 Q H 5 

Journ. de Math. (6* série), lonie VIII. — Fasc. IV, iyia. 58 
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La solution est ici très simple. 
La loi des densités étant supposée donnée, la série des valeurs de e9i 

est parfaitement déterminée et la même que dans l'hypothèse de 
Clairaut. 

Si de plus on se donne la loi des aplatissements, β et rï sont alors 
également déterminés, η : ζ est constant et ι : e9 varie linéairement 
avec ζ. On a comme représentation {fig. 20), des lignes droites qui 
coupent les e9l aux points extrêmes D pour η = ζ, puis en des points 
de plus en plus à gauche et de plus en plus élevés pour η <ζ. Oil a 
représenté le faisceau de droites de e9\ le faisceau de courbes de efJ 
pour ο < η < η, et quelques courbes de ct pour n = i. 

Pour 2 < ρ, < 3, on a, suivant les valeurs de n, 

«= 0. 1:2. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 

J <312,92 3o8, 5o 30/4,91 299,44 295,47 292,45 290,07 288,17 286,59 
> 299i74 296,74 2.94,34 290,65 287,95 282,89 284,25 282,93 2.8i,83 

Onauraitcommelimites extrêmes 1 : e
s
 = 343,3opour n = ο, ρ, = ο 

et 1 : e
{
 = 2^o,3o pour ρ, = 4>972· Lans cette hypothèse, on peut faire 

varier 1 : e de 73 unités. C'est la plus grande variation obtenue. 
Enfin cette loi permet de réaliser pour Jupiter et Saturne les apla-

tissements observés en faisant !l ̂  = o,25. La loi des vitesses 

correspondantes s'en déduirait en portant la valeur de e dans 
l'expression (128'). La vitesse superficielle serait plus grande que les 
vitesses intérieures, qui décroîtraient jusqu'au centre. 

7. Lois des densités ρ = p
0
(i — a/·2)2 et ρ = ρ

0
(ι — a/·2)3, ou 

p=p
0
(i — ar")7". — Ces lois admettent un point d'inflexion où la 

variation de la densité est maximum. On aura donc comme un noyau 
central à forte densité et une écorce superficielle à densité plus faible. 
Ellçg permettent de réaliser une condensation plus considérable et un 
inverse de l'aplatissement ev correspondant à l'attraction, plus grand 
qu'avec la loi de Lipschitz. Je ne les ai appliquées que dans l'hypo-
thèse d'une vitesse uniforme. Elles permettent dans ce cas d'expliquer 
l'aplatissement observé pour Jupiter et Saturne. 

Première loi. — On obtient successivement comme dans l'hypothèse 
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de Clairaut, avec l'exposant /«, 

D,=jf
 p

^=p,(,_-5£
5
 + -ifi

3
), 

F, = flpdr*=pji-

/i-h 3 ^'_1 \ t I/i + 5/ 2/Î H- 3 \ « m-+· 5 / 

p*= â^h + Λ +···· jfρ 

m—(. ?y. , a«« Γι + (ΛΗ-5)β' ι -+- ( a /i 4- 5 ) β" Ί 

— = - f — τ ΤΓ,Λ l· ---7Fffl· e?j--; + 7Jr 

Les calculs numériques donnent alors les résultats suivants 
avec η — ·ι \ 

α = 1. 0,9. 0,8. 0.7. 0,6. 0,54. 0,52. 0,50. 0,4. 0.2. 0. 
ιΐβφ.. 428,88 3g8,68 366,32 33g,70 3i5,o8 3o2,o4 2g7,<j7 29$, 06 276,48 256,84 230,70 
i:ej.. 234,83 255,4g «74,33 284,26 2.g2,44 «9$,99 297,00 297,91 3oi,34 304,76 3o5,3i 
353,8g 33g,86 326,38 3(4,49 3o4,3g 299,12 297,50 2g5,g3 288,88 278,06 270,34 

Pour les valeurs d'accord, on a ι : #?, = 297,183, 1 : e0
 — 372,55, 

ρ j — 2,63a, ρ =r 11,234(ι — o,5r6/·1)*. 

Remarque. — Les valeurs correspondantes pour Jupiter et Saturne 
s'en déduisent en multipliant p, par le rapport des densités moyennes 
et 1 : par le rapport des valeurs de φ. On trouve 

Pour Jupiter. Pour Saturne. 

α ι ο ,g o,8 ... ι o,9 ο,8 

ρ, ο ο,ο5 ο, ίο ο ο,ο3 ο,ο6 
lie,... 17,5 16,7 15,ο ιο,2 9*8 8,9 

Les valeurs observées ι : e= 17,11 et 9,18 correspondent aux 
densités superficielles o,o25 et o,o5, c'esl-à-dire 9 et 17 fois celle de 
l'air. 
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Deuxième loi. — On obtient de même 

1 \ ' « + 3 + ;î« + 3 3 n 4- 3 J* 

,, f ι5α ι5Λ2 5a3 \ 

*= Si) 
a m + 3 \ i in 5 J 3/i 4- 3 3 \ i m 4- 5 / 

3 a// Γι 4- (//-t-o)3' 1+(2/«-+-:>)3" 1+ 3η+,ι 3Ί 

(3*=7-^-r++··· (')· 

Le calcul donne alors les résultats suivants pour n = i\ 
%. 1. 0,9. 0,8. 0,6. 0,40. 0,38. 0,36. 

477,35 4^9,60 422,75 357,28 ... 3OI,72 296,92 292,16 ... 
192,88 204,68 240,89 278,14 ... 296,26 297,20 298,30 ... 
i-:e?4. 38o,6o 366,80 351,76 322,37 ··· 299>°9 297>°5 290,16 ... 

Accord 1 : e
{
 = 297,15; pt = 2,734; ρ = 11,527 (1 — ο,38ι /·2)3. 

Pour Jupiter et Saturne, les aplatissements observés exigeraient, 
dans ce cas, ρ, = o,o3 et 0,17, c'est-à-dire des densités 10 et 60 fois 
plus grandes que celle de l'air. 

8. Étude de la loi limite η == η, = const. — Si η est constant, on a 

— — Πι, —- = η, —-, e = e) rV 

On a aussi η' = ο, et l'équation Clairaut-Radau devient 
(i4-r>) ri(5 4-?î) -- ·ι£(ι 4-n). 

Comme η = η,, on a aussi 

ζ — ζ{— — const., 

(') ι 4- (2η 4- 5) β" et ι 4-(3« 4* 5) β" sont encore des séries hypergéomé-
triques. On voit de plus immédiatement Informe des expressions J3,· et m pour 
la loi générale ρ = p

0
 (t —<xrn)m. 
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équation qui donne η, en fonction de ζ, et réciproquement. On a 
ensuite 

-jj- Ci —. β = υ,Γ-ζ.. 

Puis 3 ^ ι — = ζ,, d'où 

ρ~π(,_~ τ):=:Γ),Γ~ζ,(,_τ)~ΡιΓ*;· 

L'équation de Glairaut ( 128) en y portant ces valeurs de e et p donne 

8π/ βιΡι\3 — 5 5+rji—ζ, 5 ζ, —η,) ' ' 5*,Ριζ,—r„ 

En tenant compte de ( ι4$), la parenthèse est nulle et ( 146) donne 
finalement 

(147) T)i —— 2 OU — = ζ 

Les équations qui donnent e, et deviennent à leur tour 

(148) ae,p, = J = =- ou — — -(1 l——)> 

ι r \ ? 1 Pi 3 ? τ 3 — Ct 

Pour^ = 297,0η a /), = 0,5747 et ( 145) donne ζ, = 1,0170 

et p, = 3,675. J'ai donc fait les calculs pour 3,5 <p, -<3,8, on obtient 
p,. 3,5. 3,6. " 3,7. 3,8. 

ΐΞ<?φ 3o5,5g 3oo,62 290,82 291,16 
295,60 296,71 297,72 298,67 

ι:βφΐ 3oo,8o 298,73 296,7.4 . 294,83 

L'accord a lieu pour l- = 297,39 et p, = 3,667. va
l
eur de ^est 

précisément la limite supérieure trouvée, en première approximation, 
dans le problème de M. Poincaré, quand on suppose Y] = η,, comme 
on l'a vu [Chap. IV, formule (71)]. 

Remarque. — En seconde approximation, dans l'hypothèse η' = ο, 
la valeur de e? serait donnée par l'expression (108) de η,, qui 
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s'écrira 

I _ari, + 2 + /69 TLiV 

Pour déterminer la valeur de η,, on aura d'abord, en faisant 
D,(i -πλ5) = Δ, = 5, 56 dans (93'), 

3 p, = 5,56(3 -ζ1
)(ι — ienl ). 

On donne à sa valeur en première approximation et l'on déduit 
de celte expression ζ, en fonction de p,. Cette valeur de ζ

4
, portée 

dans l'équation de Clairaut-Radau, complète (93), donne finale-
ment η,, qui permet de calculer er 

La valeur de e
3
 s'obtiendra au moyen de (104). Pour cela, il faut 

calculer λ2 et p. 
On a d'abord, comme en première approximation, 

η' Τ* λ' = λ» ro,. 

Puis (93) s'écrira 

D — 2 1 H- yîi 2 n-rj,' 

où ζ est légèrement variable avec χ. On en déduit l'expression de D, 
puis celle de p, d'après (92'). Elles contiendront un terme de correc-
tion dérivé de χ. 

9. Formules pour calculs numériques en tenant compte de e2. -
ω2 est déterminé par la formule (90) qui devient, en remplaçant λ2 

par 2 e -+- 3e2, 

K7 = 7'f ?dr'-Uf r'"'' 

- ^7 4 f odr*+ 'φ~ f pdr*e -4- Îe f P de 

^ f pdr'e - —1 f p cir'e* - 21 f p rlei r3Jc 1 io r J0 r 70 Jr 

En posant 

e = e9(\ -h β, /·»+ β,/*"
4
-!-...) + *5 (β', β','"'" 4-...), 
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la valeur des termes de correction βί,... sera déterminée par celle des 
termes en e2 dans ω2. 

Les formules (102) et(io4) donneront ensuite e9 et e
t
. Les quantités 

nouvelles à calculer seront données ou défîmes comme il suit : 

J J* pi^/'
5
(H-= JjT

 t

or/rsH-4J pi//'5e = JFj-h-^(2e—o)Di, 

f pdr*(i4-Xa) = D,(i4->^), Ç prfr8e = e,p
1
(/w-he

t
/n'), 

Jf pd^e2 — «fp,m
a

, 
0 

où F
n
 D|, m sont les valeurs calculées en première approximation et 

où m,, m'j m
2 sont des termes de correction. 

En éliminant l'intégrale commune à (102) et (104), on a d'abord 

(λ*-φ)(.+ λ')Γ>,- (®λ«- = + 4J(X«-<f)D„ 

puis 

ί==2 + 5·'ϋ:+μί' 1=7;,-*' 

où 

fl=-î+5(3-'l)V2«-V + 5-35 (,1+2)· 

De même les formules (102) et (104) s'écriront à leur tour 

Τ"'fn-e^) = T?-^ K = 

- = τ d (ηι — βΡ··ΐ) — —> Mj —4-ô r — ni— -m2; 

(Α, [χφ, (Aj détermineront les corrections à faire subir aux valeurs e9, ex, 
calculées en première approximation dans les Tableaux donnés. Ces 
corrections ne sont applicables qu'à l'hypothèse de Clairaut. Elles 
auraient d'ailleurs peu d'intérêt dans les autres cas où l'aplatissement, 
qui s'accorde avec l'attraction et la précession, peut varier dans de 
larges limites. De plus, dans l'hypothèse de Clairaut, ces termes de 
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correction ne peuvent influer que de quelques dixièmes sur la valeur 
de l'inverse de l'aplatissement, comme on l'a vu à la fin du Chapitre V. 

D'ailleurs la valeur d'accord ayant été alors calculée directement, 
ces calculs de correction longs et pénibles sur les trois valeurs ej, e?J, 
perdent toute leur importance. 

10. Calcul de A, γ, δ/*, valeurs de seconde approximation. — 
On a successivement 

* = 3 f'-p'a>W-py<ia, 

(λ*-7ΐλ') =b(er-y2e^ = 4 - 2 ~ eer 4-

e*=el[ι 4- 2^irn-f-(2pt+ βΐ)/,2"-+- ^(β3-+- βιβΐ)7'""-^· · ·]> 

A = \<xnelp0r»\ ' —, — 2 — ( h rn 4. /·*"-+-.. Λ 

+ f_!_
+

_»Ê!_
r
.
+
 ^l±Pl

r
..

+
 .. Λ1. 

A la surface r = ι, en représentant par β', et β',' la valeur des 
parenthèses en η -h 5 et η -f- 7, on aura 

A,-4rîr;P1(,+'j3)' (> -»-P)-t-PîJ. «,-*.(■ + ?)· 

Or β et β| ont déjà été calculés. La valeur de se déduit de celle 
de β,. On obtient ainsi celle de A,. Pour les trois cas principaux η = ι, 

« = 2, « = 3,on a calculé la valeur de et les valeurs maximums et 

minimums de γ et de or à 45°, où or = ^ αγ"λΑ = γ/ν?2 ; les limites dey 

étant définies par (99). On obtient le Tableau suivant (' ) : 

(l) Dans l'hypothèse de Roche, η —2, on a vu que l'accord des trois valeurs 
de e avait lieu pour pj= 2,26. On voit facilement, d'après le Tableau, que l'on 
a dans ce cas 

2,86 < <$/· < 3,71, dr — 3™, 28 zt om,42. 

La valeur moyenne probable serait pour le maximum de dépression de 3m,28. 
G. H. Darwin, dans la même hypothèse, trouve 3m,26 {On Ike figure of the 
earth, p. 107). L'accord est remarquable. 
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r,,-. V»· ?,0. 2,8. .'(,0. 
( η — () ο, ι /|6 138 ι .'Ίο 122 no ιο5 

Λ j 1 ο, ιο5 ιοο 9^ ^ 
Ι»λ" j *2 °»°99 ί)3 ^7 ~'ι ^. 

( 3 0,076 η·Λ Γ>7 63 58 53 
ί ( < ο,ο5<)ΐ 566 53ο /|9;> 4^4 /i»f) 

. J M > i'i7 |33 il H ,.^3<)i 3; ι 34ο 
k i < W»7 4,o9 3,83 3,58 3,35 3,ιο 

( j > 3 , 3,13 9., 98 9,83 ·.>.,68 a, 5a 
ί ( <7 o,o55c> 529 489 453 4'7 380 

J 7 j > /,a3 4OO 381 358 334 ' 3og 
j r-j/t j < im,oi 3,7 7 3,53 3,>.8 3,02 9,-5 

! ) > 3 ,06 2,89 2, -5 2,59 2,41 2,23 
ί ( <c 0,0429 4°'» 377 35a 3'.6 3o<> 

_ 1 ^ ( > o,o3a5 3OQ 294 278 2G1 a44 
1 . j < 3'",io 2,92 2,73 2,55 2,35 2,17 

\ °' ( > 2 ,35 2,23 2,11 2,01 1,89 1,76 

On aurait en résumé pour limites de or dans les trois cas 

2,52 < or < 4.27, 2,23 < < 4,o4, 1,76 < or < 3,10, 

et finalement pour limites pratiques de la dépression maximum 

« < pt < 3, Im,26 < Ο/· < 4«η,27. 

NOTE. 

Dans le n° 3 du Chapitre 1, p. 343, remplaçons C par \, l'équation (i3) devra 
s'écrire 

2π/ dan ~ b* ύαΛ <)α„ ·.».-/ οη rfan \b*J 

1£η outre, on aurait de fait sur l'axe polaire 

a- h- μ -- «» = » -7b ~1 ' ~ùr — *(t» < 

c>l> <Ί dl·' ((„ j"'" / bf, a'1, ,—p'<l<t 
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et finalement l'équation (i4) devient en posant 

, + *=£= e=*x*, 

04)
 β

.(,
 +

 Χ)_
+

__
5;
;__

4Π
/^

 7x7
,prfe, 

λ' et /' représentent les valeurs de λ et l où b est remplacé par c. On obtien-
drait une nouvelle relation en remplaçant dans (ι4)> λ et l par λ' < t /' et réci-
proquement. 

Conclusions« — i° Si nous supposons l'équilibre permanent réalisé, ~-

et -τ—- — o. Cette dernière relation exige, comme on l'a vu, ou bien p'—o, 

(ellipsoïde homogène), ou bien .-r-2—~ ~r——> c'est-à-dire ici k'i—Î1, 

ellipsoïdes homofocaux. Dans ce dernier cas (i4) se réduirait à dk* = o, 
c'est-à-dire qu'on devrait avoir des ellipsoïdes homothéliques. 11 y a incompa-
tibilité. Le premier cas reste seul possible. Une masse fluide, tournant tout 
d'une pièce, ne peut prendre la forme ellipsoïdale que si elle est homogène. 

2° Si les sur/aces de niveau sont des ellipsoïdes homofocaux, alors λ;) = ll 

et (14 ) donne 

, .,Ndr„* X CÙ} Χ a λ* 

car, dans ce cas, A2 — —' et -7— r= — —-î =:— —· La vitesse de rotation 

varie donc en sens inverse du rayon et décroit du centre à la surface. Au centre 
dw* = 0. 

3° Si les surfaces de niveau sont homothétiques
y
 di*= o et le second membre 

de (i4) est encore négatif, car p'< o et o. En effet, ici 

λ* — λ;· = const. 

et /2 = kf. < λ?. On a donc encore dws< o et la vitesse de rotation décroît du 

centre à la surface. Elle est maximum au centre. 
4° Enfin, si la vitesse de rotation est uniforme (au moins sur l'axe de rota-

tion ), -— ~ o, on a 

x Γ""'Ί-Ι< f, /ι + λ' ι + λ" ,j_ 

X et p' sont négatifs. Cette relation peut être vérifiée en général de deux façons 
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différentes : ou bien l < λ« el dl} > ο, ou bien l > et (Û? < o. Or, /* = -j λ' ; 

de plus, sur la surface S„, on a l—/n
 et l'intégration est prise de ο à a

n
. 

Si a*}.* reste constant, alors l = λ„ (ellipsoïdes homofocaux). Si α*λ*, à partir 
de S

w
 jusqu'au centre, devient plus petit que λ*, c'est-à-dire si l'aplatissement 

devient plus petit que l'aplatissement homofocal correspondant (lequel tend 
vers i), alors on a et efk* > o. Les aplatissements croissent du centre à 
la surface. C'est l'extension du théorème de Clairaut, à l'ellipsoïde à trois 
axes, la vitesse de rotation étant quelconque, dans le cas où les ellipsoïdes ne 
se réduisent pas à des disques aplatis. Les conclusions de la page 346 
demeurent. 

Mais on aurait un second cas d'équilibre, en vitesse uniforme, probablement 
instable, avec des aplatissements croissants à partir de la surface, et très grands, 
plus grands que les aplatissements homofocaux correspondants, puisqu'on doit 

avoir / > λ„ ou λ η (courbe 3, fig. ι, p. 35o). On voit par les discussions 

du Chapitre II que ce cas ne peut être réalisé que pour des aplatissements con-
sidérables, tendant vers l'unité. Ce serait le cas inverse de celui de Clairaut, 
les surfaces de niveau au lieu d'être voisines de la sphère, seraient voisines 
du disque aplati, et les vitesses de rotation également faibles. 


