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L\ PROPAGATION DES ONDES DANS LES MEMBRANES FLEXIBLES. 22$ 

Sur la propagation des ondes darts tes membranes 
flexibles; 

Une membrane parfaitement flexible est une surface matérielle 
d'épaisseur infiniment petite, qu'on suppose capable d'éprouver toutes 
les déformations qui n'altèrent pas sa continuité. Si l'on considère en 
un point de cette surface un élément d'aire dS, cet élément aura une 
masse pofS, ρ désignant, par définition, la densité superficielle de la 
membrane au point considéré. 

Si la membrane est partout de même nature, ce que nous suppose-
rons, l'état physique d'un élément de la membrane sera uniquement 
défini parla densité superficielle ρ de l'élément, par sa température 
absolue Τ et son aire </S; la position relative des divers éléments qui 
constituent la membrane est supposée ne pas intervenir dans la défi-
nition de chacun d'eux. 

Dans ces conditions, la membrane admettra un potentiel thermo-
dynamique interne Φ qui sera de la forme 

l'intégration s'étendant à la surface entière de la membrane et φ dési-
gnant une fonction continue des deux seules variables ρ, Τ mises en 
évidence. 

Les forces extérieures qui peuvent être appliquées à la membrane 
seront de deux sortes : 

i° Chaque élément linéaire, de longueur ds, du contour de la 
Journ. de Math. (6* série), tome VIII. — Fasc. III, tgia. 3θ 

PAR LOUIS ROY. 

INTRODUCTION. 

Φ= j ?(p»T)dS, 
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membrane sera soumis à une force dont les composantes, suivant les 
axes de coordonnées o#, 0/, oz seront désignées par 

(TRI T„ T-) ds\ 

20 Chaque élément superficiel, d'aire dS, de la membrane, sera 
soumis à une force dont les composantes suivant les mêmes axes seront 
désignées par 

P(X,Y,Z)DS. 

Tel est le point de départ qui nous servira à former les équations 
générales du mouvement et de l'équilibre des membranes. 

La recherche des conditions d'équilibre des membranes date de 
Lagrange, qui a indiqué sommairement comment ces conditions 
pouvaient ctre établies ('). Cette théorie fut reprise plus tard par 
Poisson (2), puis par Lamé (3), et enfin par M. Duhem (■'), qui lui a 
donné une forme entièrement satisfaisante en partant des principes 
de la Thermodynamique générale. Tous ces auteurs se sont bornés 
à considérer une membrane de température uniforme. 

Quant aux équations du mouvement, elles n'ont été établies, 
jusqu'ici, à notre connaissance, que dans le cas extrêmement parti-
culier des petits mouvements d'une membrane plane uniformément 
tendue, dénuée de viscosité et de température uniforme et constante. 
L'équation du mouvement transversal a été obtenue la première, 
d'abord par Εuler (*), au moyen de considérations peu rigoureuses; 
ensuite, par Lagrange et Poisson. 

Les équations du mouvement tangentiel n'ont été trouvées que plus 
tard, d'abord par Poisson, ensuite par Lamé. Mais ces deux derniers 
géomètres, par ce fait même qu'ils déduisaient les équations des rnem-

(') LAGRANGE, Mécanique analytique, édition I853, 1"' Partie, t. I, section V, 

Ch. Ill, § II. 
(*) POISSON, Mémoire sur les surfaces élastiques, lu à l'Académie des Sciences 

le icr août 1814. 

(3) LAMÉ, Leçons sur la théorie mathématique de l'élasticité des corps 
solides, neuvième leçon. 

(4) P. DUHEM, Hydrodynamique, Élasticité, Acoustique, t. II, Liv. III, 
Ch. Y, p. 78. 

(5) L. LULEH, IS ο ci Conimentarii Academiœ Petropolitanœ, t. X, p. ·ι!\η. 
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branes de celles des plaques élastiques, transportaient dans la théorie 
des membranes le désaccord qui les séparait dans la théorie de l'élas-
ticité relativement aux deux coefficients λ et p.. Et, en effet, les équa-
tions du mouvement tangentiel qu'ils ont données l'un et l'autre 
diffèrent par la valeur des coefficients. Enfin, M. Duhem, partant de 
la définition précise de la membrane que nous avons reproduite en 
commençant, et d'après laquelle une membrane apparaît comme un 
fluide à deux dimensions dont la continuité ne peut être altérée, a 
donné à ces équations leur forme définitive ('). Celle-ci a été adoptée, 
depuis, par tous les géomètres qui se sont proposés d'étudier les pro-
priétés analytiques des équations des petits mouvements d'une mem-
brane plane. 

Mais, comme nous l'avons dit, ces équations supposent en particu-
lier la température uniforme et constante et la viscosité nulle. Or, si 
le fait de négliger les variations de température est une hypothèse 
simplificatrice, qui n'a pas plus d'importance restrictive dans le cas 
actuel que dans le cas fles fluides, il en est tout autrement de l'hypo-
thèse qui consiste à supposer la membrane dénuée de viscosité. 

Il existe en effet, dans la nature, des fluides, tels que les gaz et les 
liquides très mobiles, dont le fluide parfait de l'Hydrodynamique 
constitue une image suffisamment approchée, tandis qu'au contraire 
toutes les membranes connues présentent une viscosité considérable, 
qu'on reconnaît très bien à l'amortissement prononcé qu'éprouvent 
les mouvements qui font varier la densité ; et cette viscosité existe 
même pour celles qui se rapprochent le plus de la membrane idéale 
parfaitement flexible comme la membrane de caoutchouc. L'étude 
des mouvements 011 la viscosité intervient, faite en partant d'équa-
tions qui la négligent, ne peut donc même pas fournir des résultats de 
première approximation; et c'est ce qui arrive précisément pour les 
équations du mouvement tangentiel. 

Ainsi, l'étude du mouvement des membranes est incontestablement 
moins avancée que celle du mouvement des fluides. On sait, en effet, 
que les géomètres ont abordé depuis longtemps, en Hydrodynamique, 
l'étude des mouvements finis et recherché l'influence de la viscosité 
et des variations de température. Les équations les plus géné-

(') P. DUHEM, loc. cit., P. I36. 
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rales obtenues dans ce domaine ont été données récemment par 
M. Duhem ('), qui a proposé une théorie de la viscosité dont les 
formules renferment, comme cas particulier, celles qu'avaient pro-
posées Navier, Cauchy, Barré de Saint-Venant et Stokes. De plus, 
M. Duhem a étendu aux fluides réels la théorie de la propagation 
des ondes, ébauchée par Hugoniot (2), précisée et développée par 
M. Hadamard (3) dans le cas des fluides parfaits; et l'on sait que 
cette théorie, jointe à celle des tourbillons, représente le progrès le 
plus important fait par l'Hydrodynamique moderne. 

Nous nous sommes proposé, dans le présent Mémoire, le même 
but que M. Duhem en Hydrodynamique, en prenant également comme 
base les principes de la Thermodynamique générale. Il nous fallait 
tout d'abord obtenir les équations générales du mouvement des mem-
branes, en tenant compte de la viscosité et des variations de tempéra-
ture. C'est ce que nous avons fait dans le Chapitre I, où nous avons 
traité de la viscosité dans les membranes, en nous inspirant de la 
théorie générale de la viscosité donnée par M. Duhem ( '). 

Les Chapitres suivants sont exclusivement consacrés à la théorie de 
la propagation des ondes. Bien des résultats auxquels nous sommes 
parvenu ont leurs analogues en Hydrodynamique; c'est ce qui arrive 
chaque fois que la membrane admet un plan tangent unique en 
chaque point de l'onde et que le vecteur discontinuité se trouve dans 
ce plan. Mais, si ce vecteur n'est pas contenu dans le plan tangent, les 
résultats auxquels on parvient sont spéciaux aux membranes. Cela 
tient à ce qu'en Hydrodynamique on étudie le mouvement d'un milieu 
continu à trois dimensions dans un espace à trois dimensions : quelle 
que soit alors l'orientation du vecteur discontinuité, celui-ci se trouve 
nécessairement dans le milieu étudié. Il n'en est plus de même dans le 
cas des membranes, puisqu'une membrane est un milieu à deux 
dimensions, mobile dans un espace à trois dimensions. C'est ce qui 

(J) P. DUHEM, Recherches sur VHydrodynamique, Paris, 1903-1904. 
(*) HUGONIOT, Mémoire sur la propagation du mouvement dans un Jluule 

indéfini (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4*' série, t. Ill et IV). 
(3) J. HADAMARD, Leçons sur la propagation des ondes et les équations de 

Γ Hydrodynamique, Paris, 1903. 
(V) P. DUHEM, Théorie thermodynamique de la viscosité, du frottement et 

des faux équilibres chimiques, Paris, 1896. 
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fait, par exemple, qu'une membrane affectée de viscosité peut pro-
pager des ondes correspondant à une discontinuité normale à la 
membrane, tandis que les fluides visqueux n'en propagent pas. 

Bien que la membrane dénuée de viscosité nous apparaisse comme 
une pure abstraction, d'après ce que nous avons dit, nous étudierons 
néanmoins la propagation des ondes dans les membranes dénuées de 
viscosité, parce que bien des résultats auxquels nous conduira cette 
étude correspondent à d'autres résultats obtenus dans l'Hydrodyna-
mique des fluides parfaits. 

CHAPITRE I. 

LES ÉQUATIONS DU MOUVEMENT DES MEMBRANES. 

§ I. — Préliminaires. 
Soient 

(|) = y — g (//,(', t), s = /i(u,t\i) 

les équations de la membrane à l'instant /, (w, p) désignant les coor-
données curvilignes d'un point quelconque M de la membrane, dont 
les coordonnées cartésiennes rectangulaires par rapport à trois axes 
fixes sont &·, y

)
 z. En employant les variables dites de Lagrange, 

chaque point matériel de la membrane se trouve, à chaque instant, 
caractérisé par le même couple de valeurs (M,P) des paramètres, de 
sorte que, pour suivre un point matériel déterminé dans son mouve-
ment, il faut faire varier fseul dans les équations (i), qui représentent 
alors la trajectoire de ce point. 

Posons, suivant les notations classiques, 

(2) 

E-(^) + + w --*··'· 

v_àjtd^ àydy dz^dz_s , 

I z ft V 1 

H = V^EG-F»; 
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l'élément linéaire ds relatif aux valeurs (u, p ; u ■+■ du, ρ -h dv) des 
paramétres et l'élément d'aire dS correspondant auront pour expres-
sions 

(3) 
ds* = Ε du7 -h 2 F du dv -+- G c/e', 

rfS= Il dudv. 

Comme les lignes du réseau correspondent toujours aux mêmes 
lignes matérielles, si le réseau est orthogonal à un instant t

0
, il ne le 

sera généralement plus à un instant l φ l
0

, de sorte que nous devons 
considérer le cas général des coordonnées curvilignes obliques. 

A la membrane de forme variable et de contour variable Γ corres-
pond, dans le plan des (u, P), une aire invariable de contour lixe C et 
dont chaque point, de coordonnées rectangulaires (u, p), est l'image 
du point de la membrane qui a pour coordonnées curvilignes (u, c). 
Nous supposerons la correspondance univoque entre les points de 
l'aire et ceux de la membrane. A un élément ds de Γ dont l'expres-
sion est donnée par la première des égalités (3), correspond un élé-
ment dv de C tel que 

άσ* = άιι* + dv*. 

Dès lors, α, β désignant les cosinus directeurs de la normale exté-
térieure menée au contour C en un point de l'élément dv, on aura 

du— zp β da, dv = ± α da, 

le signe à prendre dépendant de la position du point (u -h du, r 4- dv) 
par rapport au point (u, p), et il viendra 

ds — k de. 
en posant 

(4) k = y^Ga* — 2 F a (3 + Εβ*. 

Le contour Γ n'est, en somme, qu'une courbe particulière tracée 
sur la membrane ; considérons, maintenant, une courbe quelconque γ 
à laquelle correspond, dans le plan des (u, P), une image c. Nous 
nous proposons de calculer les cosinus directeurs a, b, c de la demi-
normale Mtt à la courbe γ, menée en un point M de cette courbe dans 
le plan tangent en M à la membrane et dans un sens tel qu'il corres-
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ponde à celui d'une demi-normale de cosinus directeurs α, β menée à 
la courbe c au point m image de M. 

Soit M' un autre point de la demi-normale Mrc de coordonnnées 
x->rdx,y-k-dy, z-+-dz,et correspondant aux valeurs (u+du, v-\-dv) 
des paramètres (u, v). En appelant dn sa distance au point M, on 
aura 

dn y/Ë du1-*- 2 F du dv 4- G dv* 

avec des expressions analogues pour b et c. Exprimons que l'élément dn 
est normal à γ. Pour cela, soient χ 4- D.r, y H- Dy, ζ -hDz les coor-
données d'un point M" de γ voisin de M ; on devra avoir 

IDxdx = o. 

Mais, le long de γ, u et ç sont fonctions d'un mcme paramètre ω, de 
sorte que, si ω 4- Dto est la valeur de ce paramètre au point M", on 
aura 

Ώχζ={χ'-^χ''%)0^ 
el l'égalité précédente deviendra 

2 (·*« ̂
+X

'
V DU+Œ

'
V =

°* 

Or, soient (M 4-DM, v 4- DP) les coordonnées du point m" image 
de M" ; on a la condition de perpendicularité 

«Du -h (3D<>= o. 
ou 

du . dv 

La condition de perpendicularité peut donc s'écrire 

2((3d?'
e

— <xx'v)(x'
u

du 4- x'v dv)~ o, 

d'où nous déduisons 

Got — Εβ ~ — Fa ■+· Εβ" 

Si nous remplaçons alors, dans la formule (5), du et dv par leurs 
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quantités proportionnelles, il viendra 

a = ± Ff3)4-.<( — Foc-4-Εβ) 

Pour choisir le signe, il suffit de remarquer que si les équations de 
la membrane se réduisent à x= u,y = ν, ζ = ο, celle-ci peut ctre 
amenée à coïncider avec son image et, par suite, la courbe γ avec son 
image c; on devra avoir ainsi a = «. Il faut donc prendre le signe 4-, 
et Ton a, en définitive, en tenant compte de la formule (4), 

(6) 

x'lt(G<x — Fp) ·+-χ'„ (—F α 4- E{3) 

r __ /„(Gg-Fp)4-,r:,(-F« + E(3) 

_ 3^(Ga — F(5) 4- 3'„( — Fa -4- Εβ) 

Les formules ci-dessus vont nous fournir presque immédiatement 
la valeur de la dérivée d'une fonction de point suivant la normale M/f ; 
cette dérivée a pour expression générale 

' du du du dv du 

Or, les égalités (5) nous donnent les suivantes 

, du . dv 

y,tdû + yv~dï\' 

~~ ~u dn + ^ du 

En les multipliant respectivement par oc'
ui

y'
in

 z'
u

, puis en les ajou-
tant membre à membre, on obtient la première des égalités 

hT
n

+VTn = laX"· 

l· -r- 4- G — — Zax
K
,, 
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la deuxième s'obtenant d'une manière analogue. Tenons compte alors 
des formules (6) et nous trouverons 

*H^ = G«-Ff3, *H^=-Fot+Ep. 

L'égalité (7) nous donne ainsi le résultat cherché 

<
8

>
 TU

^ = «(
G

ÂÎ-
F

S:)
+

P(-
|,

S;
+E

L> 

$ II. — Équation de continuité. 

Soit 
dm = ρ dS = ρ II du dv 

la masse de l'élément dS, ρ désignant la densité superficielle ; cette 
masse demeurant la même quand le temps varie, on a 

Ρ H = Po 

l'indice zéro se rapportant à un instant t„ choisi une fois pour toutes. 
On en déduit l'équation de continuité 

(9) -jr- = 0· 

analogue à celle de Lagrange en Hydrodynamique. Cette équation 
peut encore se mettre sous une autre forme : donnons à la membrane, 
à l'instant l, un déplacement· virtuel défini par les accroissements 
£ (x, y, s), fonctions continues de (M, P), des coordonnées de ses 
différents points. Il en résultera, pour les quantités K, F, G, H, des 
variations qui, d'après les formules (2) , seront 

(10) 
it=>y.Ä »-zum+<!£), 

2H δΗ = G 8E — aF 8F + F.8G 

et l'on aura, en outre, 
δ dS = ÔH du dv. 

Journ. de Math. (6· série), tome VIII. — Faec. III, 191 a. 3l 
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La dilatation superficielle sera ainsi 

ο rfS __ oH 

Supposons maintenant que le déplacement virtuel considéré 
coïncide avec le déplacement réel élémentaire à l'instant /; en appe-
lant 

(II) (Î:,V,W)=<K'^V';) 

les composantes de la vitesse du point M (.r, y, s), bn aura 

<5(.r,y,5)™(ϋ, V, W)dt 
et 

(12) oF-F/Λ, oF —F 'dt, oG-G'dL ôll-II'^, 

en posant 

(i3) 

L ύι ~ 2à ■■ â„ ' 

|,=i=A1"#+r"i)' 

G'— — -]Vi' —, 

illH'=GE'—aKF'+EG'. 

Soit alors 0 dl la dilatation superficielle réelle, on aura 

Λ IF GF/ — 2 FF'H- EG' 

d'où, d'après l'équation (9), 

( 15) pO+^ ~ o, 

ce qui est une autre forme de l'équation de conlinuité. En tenant 
compte des égalités (i3) et (i'i)» cette dernière équation peut s'écrire 
d'une manière plus explicite 

(.5') &Σ[{Gx'"~FK)£+(-fk+<*>>$]+ 57= 
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§ III. — Travail élémentaire des actions de viscosité ('). 

Imposons à la membrane un déplacement virtuel o(x, y, s); l'élé-
ment linéaire éprouvera une variation ods telle que 

2 ds ο ds — ο Ε did -^2 oF du dv -+- ο G dv1, 

o(E, F, G) étant donnés par les formules (io), et la dilatation cor-
respondante à de l'élément ds sera 

dds Ι OE du*- 4- r>.oV du dv H- ÔG dv* 

Soient, d'autre part, ds et DÎ deux éléments linéaires issus du même 
point M (x,y,z) de la membrane et correspondant aux accroisse-
ments respectifs (du, dv), (DM, Dr) des paramètres; ils font entre 
eux un angle φ tel que 

Ε du Ώιι ■+■ F (du Όν dvDu) -h GrfcDc 

Après la déformation élémentaire, ds est devenu ds, = ds -h $ds, 
Ds est devenu Ds, = Ds-h §Ds, et l'angle <p est devenu l'angle φ, tel 
que 

E, du D u -+- F, ( du D ν -h dv D u ) -+- Gi dv D ν 

formule où l'on a posé 

Ε, = Ε π- oE, F1 = F + ÔF, GtrrG + dG. 

Pour que la déformation conserve les angles et les longueurs, il faut 
et il suffit, d'après les égalités précédentes, que δ (Ε, F, G) soient 
nuls ; dans ces conditions, la surface déformée est applicable sur la 
surface primitive et l'élément dS est égal à l'élément transformé. La 
déformation de dS se trouve donc entièrement définie par les trois 
quantités SE, δ F, δ G. 

Soit δΤ la variation infiniment petite de la température absolue Τ 

(') De la viscosité dans le mouvement des membranes flexibles (Comptes 
rendus, t. CLIII, 4 décembre 1911, p. io3a). 
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de l'élément dS dans la modification virtuelle considérée; abstraction 
faite du déplacement d'ensemble dans l'espace éprouvé par cet élé-
ment, la modification virtuelle qu'il subit est entièrement déterminée 
par les quatre quantités 

ôli, δ F, δ Cl. ÔT. 

que nous supposerons constituer un système de variations nor-
males ('). 

D'après cela, le travail élémentaire de viscosité intrinsèque de l'élé-
ment dS sera de la forme 

— ( C a Ε — a 3 δ F + δ G ) dS. 

C, 3, ÇÎ désignant les actions de viscosité, fonctions des paramètres 
qui définissent l'état de l'élément et qui sont la densité ρ et la tempé-
rature absolue T, et aussi fonctions des dérivées F', F', G' données 
par les formules (i3). 

Les liaisons entre les divers éléments dS étant des soudures au sens 
de M. Duhem, le travail virtuel de viscosité relatif à la membrane 
entière sera la somme des travaux de viscosité intrinsèque étendue à 
tous les éléments dS, soit 

(17) (£3K-aJdF + (jàG)tfS. 

Il résulte de cette expression que le travail de viscosité est nul dans 
toute déformation transformant la membrane en une autre applicable 
sur la première, et ceci est bien conforme à l'idée que nous nous 
faisons de la membrane parfaitement flexible. 

Dans une modification réelle élémentaire, le travail de viscosité 
devient 

(18) dC^—. — dt f(£E'—2ÎF'+ CJ'G')dS, 

el l'on sait que cette expression doit être essentiellement négative. 
D'autre part, les actions de viscosité £, (f doivent s'annuler en 
même temps que les dérivées F', F', G'; l'hypothèse la plus simple 

(') Voir P. DUIIEM, Théorie thermodynamique delà viscosité, du frotte-
ment et des faux équilibres chimiques, i·* Partie, Ch. 1. 
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qu'on puisse faire est donc de regarder ces actions comme des fonc· 
tions linéaires et homogènes de K', F', G', dont les coefficients soient 
de simples fonctions de ρ, T. Lord Rayleigh suppose de plus l'exis-
tence d'une fonction dissipatwe a(D, c'est-à-dire d'une forme quadra-
tique de E', F', G', dont les coefficients soient simplement fonctions 
de ρ, T, et telle qu'on ait 

(»9) ^
—

 dG
7

" 

On a dès lors 
3iô = «!;e'-2£F'+Î,'G', 

de sorte que l'égalité (18) devient 

(20) dv
v
 = — dt Ç2(S) dS. 

Le travail élémentaire de viscosité relatif à une modification réelle 
devant être essentiellement négatif, il en résulte que la fonction dissi-
pa live doit être une forme quadratique définie positive. Nous 
verrons dans un instant les conditions qui doivent être vérifiées pour 
qu'il en soit ainsi. 

Gela posé, pour obtenir l'expression de 2(0, nous devons écrire que 
cette fonction, en un point de la membrane et à l'instant/, a une valeur 
indépendante du réseau de coordonnées curvilignes tracé sur la sur-
face et exprimer que la membrane est isotrope. Auparavant, voyons 
comment la déformation réelle (12) est caractérisée géométri-
quement. 

Au point M (M, V) de la surface à l'instant l et dans la direction 

(du, dv), portons une longueur MP = et cherchons,dans 

le plan tangent en M, le lieu du point P, dont nous appellerons ξ, η 
les coordonnées par rapport à deux axes (Μξ, Μη) respectivement 
tangents aux deux lignes du réseau (M//, Me) qui se coupent au 
point M. On a 

ds\ — l£, du* -+- 2 F, du dv -+- Gj 
avec 

(21) E,= E + E'<//, F.rrF + F 'dt, G, = G + G ' dt. 
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Comme, d'autre part, 

\jGdv ds <t*\ 

il résulte de ces égalités qu'on a 

\jGdv ds <t*\ 

Nous voyons que le lieu du point Ρ est une ellipse ayant le point M 
comme centre; on l'appelle ellipse des dilatations au point M. Cher-
chons les axes de cette ellipse en écrivant que leurs directions (du, dv), 
(D«, Dr) sont deux diamètres conjugués rectangulaires. 

Tout d'abord, pour que deux directions soient conjuguées, il faut 
qu'elles forment un faisceau harmonique avec les directions asymplo-
tiques de l'ellipse; de là la première relation 

E, du Du + Fi(i/ttD(' + dv 0«) + G, rfi'Dc = o, 

qu'on doit joindre à la condition de perpendicularité 

Ε du D u 4- F {du De -+- dv !)«) + G dv Dr = o. 

Les expressions données précédemment de cos o et de cos ç», 
montrent ainsi qu'il n'existe que deux directions en chaque point, 
qui, perpendiculaires avant la déformation, restent perpendiculaires 
après la déformation. Ce sont celles qui sont dirigées suivant les axes 
de l'ellipse des dilatations; les directions de ces axes s'appellent les 
directions principales au point M. En tenant compte des éga-
lités (21), on déduit des deux dernières 

E' du 4- F' dv _ F' du + G' dv _ E' du*-)- 2 V du dv + G'dv* _ ^ D 

Ddt représentant, d'après la formule ( 1G), la dilatation principale 
relative à la direction (du, dv). Les dilatations principales sont ainsi 
données par l'équation 

E'— aED F'-2FD 
F'-aFD G'-2GD 

— o, 
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qui s'écrit d'une manière plus explicite 

(22) 2(GE'- 2FF'EG')D + E'G'— F'* = o. 

Dès lors, si D, et D
a
 désignent les racines de cette équation, les 

demi-axes de l'ellipse des dilatations auront pour longueurs respec-
tives 

ι — D, dt, ι — Ds dt. 

Ce premier résultat obtenu, revenonsaux trois quantités δ(Ε, F, G) 
qui définissent la déformation éprouvée par un élément dS de la 
membrane; celles-ci peuvent s'exprimer linéairement en fonction de 
trois autres quantités qui sont : 

i° La dilatation linéaire d„ suivant la ligne M m du réseau le long 
de laquelle ν est constant; 

2° La dilatation linéaire d,. suivant la ligne du réseau le long 
de laquelle u est constant; 

3° L'accroissement δψ de l'angle formé au point M par les deux lignes 
(M//, Me) du réseau et défini par l'égalité 

COS']/ = -=· 

Nous aurons l'expression de d
u
 en faisant dans l'égalité (iG) dv — o 

et à = d„; nous obtenons ainsi la première des formules 

«îE = 2Ed„, âGrr'iGd^. 

la deuxième s'obtenant d'une manière analogue.D'autre part, la diffe-
rentiation de l'expression de cos ψ nous donne par un calcul facile et 
en tenant compte des deux précédentes formules 

ο F = F ( d
K
 4- d„ ) — H δψ. 

Supposons maintenant que la déformation virtuelle considérée coïn-
cide avec la modification réelle 

(ia) ÔE = E'dt, ÔF-F'dt, dG-G 'de, 811 =11 'dt; 

dans cette modification, nous poserons 

d» = D
ft
 dt, d

v
~ Dj,dt, 3ψ = ψ' dt, 
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de sorte qu'il viendra 

Ε = 2ED,„ F'= F(D„-t- D„) - Il ψ', G'=aGD„. 

D'après ces formules, nous pouvons, dans l'expression de la fonc-
tion dissipativc 2t0, substituer aux variables (E\ F', G') les variables 
(D

K
, D„, ψ'); 2(B devient ainsi une forme quadratique des variables 

(D
w

, D„, ψ') qui doit avoir une valeur indépendante du réseau tracé sur 
la membrane à l'instant t. Substituons alors aux coordonnées (u, r) 
d'autres coordonnées curvilignes («', r') telles que les deux lignes 
du nouveau réseau (Mw', MP') qui se coupent au point M soient diri-
gées suivant les axes principaux de dilatation en ce point. On aura 

D„ — G,, 

et comme le réseau est resté orthogonal pendant la modification réelle 
considérée, à la place des variables (D

M
, D,., ψ'), on a les variables ( D

n 

D
a

, O). La fonction dissipative 2tô devient donc une forme quadratique 
par rapport à D,, D2. 

Tenons compte, alors, de ce que la membrane est isotrope tout 
autour du point M : dans ces conditions, la fonction dissipative 2(0 
doit garder la même valeur, soit que la dilatation principale ait la 
valeur D, dlsuivant MM', la valeur D

2
dt suivant Mr', soit qu'on per-

mute entre elles ces deux valeurs. Il en résulte que 2cô est non seu-
lement une forme quadratique de D

4
, D

2
, mais encore une fonction 

symétrique de ces mêmes variables; elle s'exprime donc forcément par 
l'égalité 

2(J0 — Α(Ι), ■+· BD,D,, 

A et Β étant deux quantités qui dépendent seulement de l'état de la 
membrane au point M à l'instant t, c'est-à-dire de la densité et de la 
température. 

Mais, d'après l'équation (22) et l'égalité (I4)j 

D. + D .= 0, D,D,= ^[T ; 

si donc on pose 

IIS' 4H»' 
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il viendra 

(23) 2dE) = AH*^+M(E'G'-F,i) 

et la fonction dissipative se retrouvera exprimée au moyen des variables 
E', F', G'. Gomme H ne dépend que de la densité, en vertu de l'équa-
tion de continuité, les quantités Λ et M sont, ainsi que A et B, de 
simples fonctions de ρ, T, qu'on appelle les coefficients de viscosité 
de la membrane. 

Les égalités (i4)> (19) et (23) nous donnent les expressions sui-
vantes pour les actions de viscosité 

(24) 
2C = AG&4-MG', 
a£ = AF0+MF', 
2Ç = AE0 -4-ME'. 

Il reste à exprimer que la fonction dissipativc 2dô est une forme 
quadratique définie positive. Le discriminant de la fonction 2CDH:> a 
pour expression 

-G» -AFG -EG4-Mil1 

1= -AFG 2(AF*-MHs) -AEF ; 

-EG + MH1 -AEF -E5 

les conditions pour que la forme quadratique considérée soit définie 
positive sont alors 

^G»>o, a(AF«—MH«)>o, ^
Eî

>°> 

2 > ο, Δ > ο. 

— AFG 2 (VF1— MH1) 

Tous calculs faits, on trouve pour le discriminant A 

Δ = 2Η*Μ,(Λ -4- M), 

de sorte qu'on voit facilement que les conditions nécessaires et suffi-
santes sont 

( 25) M <0, A + M > o. 
Journ. de Math. (6* série), tome VIII. — Kasc. III, 19η. 32 
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Si les inégalités précédentes sont vérifiées, aucun des deux coeffi-
cients de viscosité A et M ne peut être nul; dans ces conditions, toute 
modification élémentaire pour laquelle on n'a pas à la fois 

E'=o, F' = o, G' = o, 

entraîne un travail négatif des actions de viscosité. Qu'arriverait-il si 
l'une des deux inégalités (25) se changeait en une égalité? 

i° Supposons qu'on ait M = o; la deuxième inégalité se réduira 
à 

Λ > Ο 

et l'égalité (23) deviendra 

(»6) aCDr=AH»9s; 

dans ces conditions, le travail de viscosité sera nul dans toute modi-
fication ne faisant pas varier la densité. 

2° Supposons qu'on ait Λ H- M — o; la première des inégalités (2j) 
s'écrira indifféremment 

A > o, ou M < ο 

et l'égalité (23) deviendra 

2(Ο = Α(Ι1!0!-ΕΌ' + Ρ,·!), 

ou, en tenant compte de ce que, d'après l'équation (22), 

D
1 + D

t
=ô, 0,0,= ° , 

1*tß = A11*( D. — Dj )s 

Dans ces conditions, le travail de viscosité sera nul si l'ellipse des 
dilatations se réduit à un cercle, c'est-à-dire si la déformation laisse 
l'élément dS semblable à lui-même. 

Si les deux inégalités (25) se changeaient toutes deux en égalités, 
on aurait 

A — o, M = o, 

et la membrane serait dénuée de viscosité. 
La première Hypothèse (M = o) est celle à laquelle nous aurions 

été conduits si nous avions tenu, dans l'étude de la viscosité, à rester 
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rigoureusement conséquents avec la définition de la membrane parfai-
tement flexible. Revenons en effet à cette définition. 

On appelle membrane parfaitement flexible une surface matérielle 
dont l'épaisseur est infiniment petite et dont l'état physique de chaque 
élément est entièrement défini par sa densité ρ et sa température 
absolue T. Pour déterminer entièrement la modification virtuelle 
éprouvée par un tel élément, il suffit de connaître son changement 
de position dans l'espace ainsi que les variations correspondantes de sa 
densité et de sa température ; il est tout à fait inutile de connaître le 
changement de forme que cet élément a pu subir pendant la modifi-
cation considérée. 

Mais, si l'on admet qu'il est nécessaire de tenir compte, pour définir 
la modification, non seulement des variations de la densité et de la 
température, mais encore des déformations éprouvées par l'élément; 
si l'on admet que deux états où l'élément a même densité, même tem-
pérature, mais des formes différentes, constituent non deux états 
identiques, mais deux états distincts, on ne doit plus dire que la sur-
face considérée est une membrane parfaitement flexible; on doit dire 
qu'on étudie les propriétés d'une surface élastique. 

Cela posé, voyons ce que devient l'expression du travail élémentaire 
de viscosité si l'on tient à rester rigoureusement conséquent avec la 
définition du mot membrane. 

Une modification virtuelle de l'élément Û?S est entièrement définie, 
d'après ce qui précède, par le système de variations normales (δρ, 8T), 
de sorte qu'au lieu de l'égalité (17), on aura simplement 

—j* Λδρί/S, 

Λ étant la seule action de viscosité relative à la variable p, fonction de 

ρ, T, L'hypothèse la plus simple qu'on puisse faire est d'admettre 

que Λ est proportionnelle à le coefficient de proportionnalité ne 

dépendant que de ρ et de T. Comme H ne dépend que de p, on pourra 
donc poser 

p* de 
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A étant une fonction de ρ et de Τ appelée coefficient de viscosité de 
la membrane. Il y aura forcément ici une fonction dissipative 2ce telle 
aue 

~'(îy 

car, si Ton tient compte de l'équation de continuité (15 ), il viendra 

(26) 2® = ΛΗ»0*. 

Nous retombons donc bien, en partant de la définition rigoureuse 
de la membrane parfaitement flexible, sur les conséquences de l'hypo-
thèse (M = o). A l'imitation de la terminologie employée par 
M. Duhem en Hydrodynamique ('), une membrane, pour laquelle 
M = o, peut être appelée une membrane proprement dite. 

L'égalité (26) entraîne immédiatement la conséquence suivante : 
le travail virtuel des actions de viscosité est identiquement nul pour 
une membrane de densité invariable; autrement dit l'hypothèse 
d'une membrane affectée de viscosité dont la dilatation superficielle 
ne peut différer de zéro, quoique la dilatation linéaire puisse ne pas 
être nulle, est en contradiction avec la définition de la membrane pro-
prement dite. Une semblable membrane serait l'analogue d'un fluide 
incompressible visqueux. 

Ainsi, en suivant les conséquences logiques de la définition stricte 
du mot membrane, nous serions conduits à cette conclusion qu'il 
n'existe pas de membrane visqueuse de densité invariable, de même 
qu'en Hydrodynamique il n'existerait pas de liquide visqueux. De 
telles conclusions sont évidemment contraires à l'expérience la plus 
vulgaire. 

C'est pour s'affranchir de ces contradictions que M. Duhem a 
élargi, en Hydrodynamique, la notion de fluide, quand il a traité des 
actions de viscosité. Nous n'avons fait que suivre son exemple en trai-
tant de la viscosité dans les membranes. 

Remarquons enfin que la seconde hypothèse (À + M = o) est ana-

(*) P. DUHEM, Recherches sur l'Hydrodynamique, 2'· série, sixième Partie, 
Chap. I, § 2. 
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logue à celle que Barré de Saint-Venant et Slokes avaient admise en 
Hydrodynamique. Suivant l'opinion de M. Duhem, nous n'établirons 
aucune relation entre les coefficients de viscosité A et M et nous nous 
bornerons à admettre les inégalités (25) auxquelles notre analyse nous 
a conduits. 

§ IV· — Équations du mouvement (*). 

D'après les principes de l'Énergétique, nous obtiendrons les équa-
tions du mouvement en écrivant qu'on a, dans toute modification 
virtuelle isothermique 

( l'j ) Ote'g ■+■ dis? *+* ÔJ <5χφ — Ο} 

GG
e
 désignant le travail élémentaire des forces extérieures, o^celu 

des actions de viscosité, celui des forces d'inertie et δτΦ la variation 
isothermique du potentiel thermodynamique interne. 

Soient Χ, Y, Ζ les composantes par unité de masse de la force 
appliquée à chaque élément de surface de la membrane, T*, T

r
, T

r 

les composantes par unité de longueur de la force appliquée à chaque 
élément de son contour, on aura 

0Cr g—^ p(X ùx -f- Y <îy ■+■ Ζ dz ) é/S -+» £ ( Τχ ê χ ■+- Τ ν dy -t- Τ 
=
 ôz ) ds. 

si
=-Hw

t
* + l?>

i
r
 +

 W>
s
>)

dS
· 

et si nous posons 

.* =
 P

H(X-£). ?T-PH(Y- Çg·), * = pl,(z_£). 

(F„er.p
8

) = ̂ (T„Ty,Ts), 
il viendra 

DC
E

-4-ÂJ = JJ
% 

(-V ôx -l· $ dy 4- & àz) dit civ -H ̂  (G
x
 èx -H G

x
ôy ■+■ G

z
 Ô5) de, 

la première intégrale s'étendant à l'aire comprise à l'intérieur du 
contour C, image de la membrane dans le plan des («, t>), et la 

(1 ) Les équations générales des membranes flexibles (Comptes rendus, 
t. CLIV, 15 janvier 1912, p. 109). 
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deuxième à ce contour lui-même. Nous écrirons pour abréger 

(a8) d(r.
e
 oS = J*J*2Λ- Bxdu dv ·+■ J*Σ àac ί/σ, 

et nous conserverons cette notation dans tout ce qui va suivre. 
Soit, d'autre part, φ(ρ, Τ) le potentiel thermodynamique interne 

par unité de masse ; si nous supposons qu'entre les différents éléments 
de la membrane ne s'exerce aucune action, le potentiel thermodyna-
mique interne Φ de la membrane entière sera de la forme 

Φ=f 

Dans une modification virtuelle isothermique, on aura 

^ =/5pdm =/ 

Mais, comme la masse élémentaire dm = pdS ne varie pas dans la 
modification considérée, on a 

<5p rfS -+- ρ ô dS = o, 
de sorte que, si 1 on pose 

(29) θ + ρ*^ = ο, 

il viendra 
δ
τ
Φζ= J Θοι/S. 

Or, d'après la quatrième des formules (10), δί/S a pour expression 

Λ GdE — aFdF + EdG 

nous avons donc en définitive 

0,.Φ =ff* GaE~\F
t
f+Ea° du rf

(
. 

Cela posé, d'après l'égalité (17) et la précédente, on peut écrire 

i9^-arO = -- f /T(ejj4-aHeW-a(e|-í-aH¿W 

£ (e ~ -+- a H g) töj du dv, 
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ou, en posant 

(3o) 

an =θπ + 2 II C, 

0ï> — θ g + iHi, 

fr =0^+3^ 

et en tenant compte des formules (10), 

<3.) àv du 

+ *2X^]A»A-

= -//Σ[<
3ΙΙ

*
,

·-**>^Γ 

4- (— dudv. 

Les expressions (28) et (31) transportées dans l'égalité (27) nous 
donnent alors 

(32) J* j*Σ X'Ox du dvj*Σ Ç
x
 οχ άσ 

—ff 2 [(°
11 x

'« —
 x

 *'«·)
 +

 ( ^
 dv=

°· 

En appliquant à la dernière intégrale l'intégration par parties et en 
se rappelant que si Ρ et Q désignent deux fonctions de (M, P) admet-
tant à l'intérieur du contour C des dérivées partielles du premier ordre 
finies, on a, d'après la formule de Green, 

//(£
 + §)''"dv=f( p « + Q P > *, 

l'équation (32) s'écrira en définitive 

//2 [* + + '<-»%+«*>] ôjcdti d, 

4- J*£[£* — «(Oil jc'
u

— Xoc'
v

) — β( — Xa7'
M

4- $&'»)] du — o. 
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Cette équation doit être vérifiée quel que soit le déplacement vir-
tuel δ (#,j, s) imposé à la membrane ; il en résulte qu'on doit avoir : 

i° En tousles points de l'aire intérieure au contour C 

(33) 

. — 31»χν) d(— $X'v) 

. d( JK- j;,- Ob r'„) , d(-at/. + «y„) 

, , d(OIIx'.-m·.) , «>(-.%z'„ + 9^) . 

2° En tous les points du contour C 

(34) 

G*— «(311 x'
u

— X#'„) — β( — Φjc'
v

) = o, 
— «(3IL/, — 3fc/„) — β(— + 9y'ç) = O, 
— oc( 311-3, — 3T-> C^, ) — β( — X 5

W
 H- Φ5,,) — ο. 

Ce sont les équations générales du mouvement des membranes ; 
mais, entre les six fonctions inconnues a?,/,s, ρ, Τ, Θ, nous n'avons 
encore que cinq équations indéfinies, les équations du mouvement (33), 
l'équation (29) et l'équation decontinuité(i5/). Pour que le problème 
soit entièrement déterminé, nous devons donc former une sixième 
équation appelée la relation supplémentaire que nous allons déduire 
des principes de la Thermodynamique et de la conductibilité calori-
fique. 

§ V. — La relation supplémentaire. 

Soient £Q la quantité de chaleur dégagée par une portion quel-
conque de la membrane dans une modification virtuelle, (β l'équiva-
lent mécanique de la chaleur; la Thermodynamique nous enseigne 
qu'on a 

€ <$Q =—J 

Dans cette égalité, ^ représente la variation de l'entropie 

par unité de masse et le travail des actions de viscosité relatif à la 
portion de membrane considérée à laquelle s'étend l'intégration. 
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Soit dQ la quantité de chaleur dégagée dans une modification 
réelle, il viendra, d'après l'égalité (20), 

« rlQ = (It fr{ dl9 dp OpOT di ÍÜ2 dJ. dT* <)t jpdS +dt J* ■2® <IS. 

Tenons compte de ce que 

ôi~~9 ' Ρ âpàf ~ dT 
et posons 

( 5) c - t άΎί} 

on aura 

(36) dQ = <ltf+ Hd«rfe, 

l'intégration s'étendant à la région du plan des qui correspond 
à la portion de membrane considérée. 

Mais on a aussi, d'après la théorie de la conductibilité calorifique 
et en supposant la membrane athermane, 

(3;) dQ — — dt j^K^ds + dt flK{T - T
0

) tfS, 

Κ désignant le produit par l'épaisseur de la membrane du coefficient 
de conductibilité interne de la substance qui constitue la membrane, 

~ la dérivée de la température absolue suivant la normale extérieure 

(a,b,c) au contour γ qui limite la portion de surface considérée, 
DC le double du coefficient de conductibilité extérieure que nous sup-
posons le même pour les deux faces et T

0
 la moyenne des tempéra-

tures absolues extérieures sur les deux faces de la membrane. La 
formule (8) nous donne alors, en nous souvenant que ds — kda, 

W> £
Λ

=Π[«(
Β
£-

Ρ
^

+
Ρ(-

Κ
£

 + Ε
£)]*· 

Si les dérivées secondes de la fonction Τ par rapport à u et ρ existent 
Journ. de Math. (6· série), tome VIII,— Fasc. III, 191a. 33 
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et sont finies, la formule de Green nous donnera 

J* as'*=J J l> Η V 35-lF 3?) + 5? π (-■Ρ 57, + :b * ) \ du'rf";1 

de là cette seconde expression de d Q 

(38) *2
 = Λ

^[_£]|(Ο£-Ρ£) 

-»H(-F£+B£)+Hi*(T-T·']*"*· 

Retranchons membre à membre les égalités (36) et (38), nous 
obtiendrons une certaine intégrale qui doit être nulle quelle que soit 
Taire d'intégration; il en résulte que son coefficient différentiel doit 
être égal à zéro. De la résulte l'équation cherchée 

( 9) cp || Ju II y ju ùv J 

+ n^n(-Fdïï+E^)-:H(T-T»>+ë(W+2®)· 

Il y a enfin une dernière condition au contour. Tout le long de Γ on 
doit avoir 

K^
 +

 ̂
(
T-T,)=o, 

Df ' désignant le produit par l'épaisseur de la membrane du coefficient 
de conductibilité extérieure relatif à la surface latérale de la mem-
brane. On a donc le long du contour C et outre les égalités (34) 

Kg^-f^J+H-F
^

+E
^)

+
K

,U(T_T
°
)==O

· 

§ VI. — Équations de l'équilibre. 

Si la membrane est en équilibre, les actions d'inertie et de viscosité 
sont nulles et les formules (3o) se réduisent à 

(«ο) (3Π,, JE, ff) = e(G,F'E>-
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Les équations indéfinies deviennent ainsi 

ι piix + ̂ Π(Cr'«-pjJ
"

) +
 T»ïi

{
-

p
<

+ ν
·
χ

'"
]
~°-

<4,) - Ρ H Γ + ±* (G/. - [·>;) + ± » (_!·>;,+ E/„) = O, 

[ PHZ +^n(-Fî« + Es'') =0· 

Soient a, b, c les cosinus directeurs de la normale extérieure au 
contour Γ menée en un point M de ce contour dans le plan tangent 
en M à la membrane ; ces cosinus sont donnés par les formules (6). 
Si nous tenons compte de ces formules et des formules (/|o), les équa-
tions au contour (34) se réduisent aux suivantes 

(4a) (T„ Tv,Ta)-e(tf. M)=o; 

elles expriment que la force (T
A
., TJ 3 Tz

) appliquée par unité de lon-
gueur à chaque élément du contour Γ d'une membrane en équilibre 
est dirigée suivant la normale extérieure (a, 5, c) à ce contour et a 
pour valeur©. Cette quantité Θ considérée en un point quelconque de 
la membrane s'appelle la tension superficielle en cepoint( ' ); d'après 
l'égalité (29), il existe donc en chaque point de la membrane une 
relation finie entre la tension superficielle, la densité etla température. 
Cette égalité s'appelle Y équation caractéristique de la membrane. 

La notion de tension dans la théorie des membranes correspond à 
la notion de pression en Hydrodynamique; les égalités (42) conduisent 
à des théorèmes analogues à ceux qu'on démontre relativement à la 
pression dans un milieu fluide (2). 

M. Duhem, dans son cours autographic de la Faculté de Lille, a 
donné les équations de l'équilibre d'une membrane sous une autre 
forme que nous allons déduire des équations (4i) et (42). Multiplions 
les équations (41) respectivement par et ajoutons-les membre 
à membre : les termes contenant les dérivées en η et ν se réduisent 

(!) Pour l'origine de cette dénomination, voir P. DUHEM, Hydrodynamique, 
Élasticité, Acoustique, t. Il, p. 88. 

(') Pour l'énoncé et la démonstration de ces théorèmes, voir P, DUHEM, loc. 
cit., t. II, p. 87. 
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à -τ- cl l'on Irouvc la première des équations 

(43) 
ρ(χ»:+γ/.+ζ»'.)+^=ο. 

P(\>;. + \y,+Z<) + ̂ =o; 

la deuxième s'obtient d'une manière analogue. 
Soient, d'autre part, a\b",c" les cosinus directeurs de la demi-

normale a la membrane menée d'un côté déterminé de sa surface; si 
nous multiplions les équations (41) respectivement par d',b",c" et 
que nous les ajoutions membre à membre, en tenant compte des rela-
tions de perpendicularité 

2La"x'„z=: ο, 
il viendra 

P2«"X 4- ba r'''~2l7/"' + K" = o. 

Mais on reconnaît, dans le coefficient de Θ, la courbure moyenne 
l|— 4— jj- de la surface en un point, les rayons de courbure princi-
paux II, etR

a
 étant comptés positivement suivant la direction^",//', c"). 

L'équation précédente peut donc s'écrire 

(44) pKX + i" γ
 + 0

·Ζ) + β(^- +ji) = o. 

Les équations (43) et (44) sont les équations indéfinies de l'équi-
libre données par M. Duhem ('), qui les a établies dans l'hypothèse 
d'un réseau orthogonal (F = ο) ; nous voyons que ces équations gar-
dent la môme forme dans le cas d'un réseau quelconque. 

Passons aux équations au contour et appelons(N, u) Tangle que 
fait, en un point du contour Γ, la demi-normale (a, b, c) à ce contour 
avec la tangente en ce point à la ligne du réseau (c = const.) dont les 
cosinus directeurs sont 

(x',, y',, zu ). 

(') Dans l'Ouvrage cité de M. Duhem, le terme en θ de l'équation (44) est 
précédé du signe — : cela tient à ce que l'auteur compte les rayons de courbure 
positivement dans la direction opposée à («", b\ c"). 
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si nous multiplions les égalités (42) respectivement par ces trois 
cosinus directeurs et que nous ajoutions membre à membre, il viendra 
la première des égalités 

(43) 

7= (τ
Χ

χ'
α
 + τy/

u
 -h Τ; z'

H
 ) — θ cos ( Ν, u ) = ο, 

4= {Ί
χ

χ'
ν
4-T

y
f

v
 + Ύ

:
ζ'
ν
)-Θcos(N, ρ) =0, 

la deuxième subtenant d'une manière analogue et (Ν, ρ) désignant 
l'angle que fait la demi-normale (a, b

t
 c) au contour Γ avec la tangente 

au même point à la ligne du réseau (η = const.) dont les cosinus 
directeurs sont 

x', y', z', S/G 

Multipliant, enfin, les égalités (42) respectivement par a", b"
y c" et 

ajoutant membre à membre, nous obtiendrons 

(45') a"'ïx-*r b"rÎy-\- c"T
s
 = o. 

Les équations (44) et (45') sont les conditions au contour données 
par M. Duhem. 

Quant à la relation supplémentaire (3p), elle se réduit, dans le cas 
de l'équilibre, à la forme 

IliK(T — T0) =o, 

et la condition au contour correspondante ne change pas. 

§ VII· — Équations des petits mouvements. 

Reprenons les équations générales du mouvement de la membrane 

(46) 
pH^\ J + g- + g- =0, 

i 

(47) 
Λ·Τλ— α(ί)ΓΙα^ — β(— Çx? ) = ο, 

·················! 
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et supposons-les vérifiées pour des valeurs de a?,y, ζ, Τ indépendantes 
du temps, c'est-à-dire satisfaisant aux équations de l'équilibre posées 
dans le précédent paragraphe. Si la position correspondante d'équi-
libre est stable, ces équations pourront encore être vérifiées par des 
valeurs 

* + T + Sr, 

infiniment voisines des précédentes, mais où les accroissements ξ, η, 
ζ, supposés infiniment petits ainsi que leurs dérivées, vont dépendre 
de t. Les équations que vont vérifier ces nouvelles fonctions sont les 
équations des petits mouvements. 

Pour les obtenir, il suffit de remarquer que les équations (40) 
et (47) devant être vérifiées par les systèmes de valeurs 

y» T. 
#-+-£. y -+- Y), j + l -h z. 

les différentielles totales des premiers membres de ces équations par 
rapport à a?, y, ζ, T, ou ξ, η, ζ, S désignent les accroissements des 
variables, doivent être nulles. En supposant, pour simplifier, qu'on 
ait 

rf(X,Y,Z) = o, d(T
a

, T
v

, T
s

) = o. 

et en remarquant que </(pH) = o, il vient 

(48) 

-fllw +s;(3R· 

+έ (- w
 è
+<m+d

*)=°· 
• · · · 

(49) 

Ύχ dk — α ^')lu ^ f/ΟΠ — 

+ ® <«) = o, 
........................ 

Dans ces équations, les (orc.,3fc, ftf) figurant hors des signes ont 
leurs valeurs correspondant à l'équilibre et comme, à l'équilibre, on 
peut supposer le réseau orthogonal (F = o), ces valeurs sont, d'après 
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les formules (4o), 

,')Γί r0ïï) χ = ο, Φ = 877» avec H — a/EG. 

D'autre part, puisque les quantités ç sont nulles à l'équilibre, 
on a 

(5o) 

rf3ÏL = rf^0gj 4-aIIC, 

= d(e + a H i, 

<W = ί/(θ|)+ίΙΙ(,\ 

les actions de viscosité ΰ, .7, (J étant données par les formules (24) et 
les dérivées E', F', G' par les formules (i3), dans lesquelles les com-
posantes U, V, W de la vitesse ont pour valeurs, d'après les for-
mules fnV 

(U, V,W)= 

En tenant compte de ce que 

+ ροίΗ + Ηί/ρ = ο, 

les égalités (5o) deviennent 

( 51 ) 

dSSL = i |»rfG -θ(β + ρ ^ + ,Μί, 

tfX = lei/F + allcf, 

«m =^[erfE_K(e+P|)f + 
avec 

dE = >l<Tu> 

(52) *=2('.Í-^S 

μ
=*Σ<§.' 

2Hîs?H ==G dE-bEdG. 

Pour obtenir la forme que prend la relation supplémentaire, il faut 
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remarquer que la théorie analytique de la chaleur suppose les quan-
tités^—-^ Τ — T

0
 infiniment petites du premier ordre. Il suffit 

donc, dans la relation supplémentaire (39), de faire porter la differen-
tiation sur Τ seulement. En remarquant d'autre part, que la fonction 
dissipativc 2φ est du second ordre de petitesse, il \ient 

Cp ât ~ H du V H du)
 + 11 d,'\ Il dv)

 + « «ΤΓ ' 

et la condition au contour est de même 

5 <fà K ip ein îH / à — o. 

Supposons, comme cas particulier, que la membrane soit plane à 
l'équilibre, contenue, par exemple, dans le plan des ; on aura 

χ ~ m, y — c, 5 = 0, 
d ou 

Ë =r |, F = O, G —- I. 
11 = ,; 

dE =u dF =z ■— + -r-> d(j = 2 —, r/| | — _2Ξ. 4. _i, 

Ε = 2 ■:—» F — -t h -3—» G — 2 -r—, 0 — 1 H -7— · 

Les actions de viscosité seront ainsi, d'après les formules (24), 

(53) 

2c=A(sr + ̂ ) + 2Mdr' 

•, = "(^ + 3ï·)' 

,5 = Λ(^+^) + 2ΜΛΓ· 

Substituons ces expressions dans les égalités (fi 1 ) ; il viendra 

d0% = 2 θ - lβ + ρ j- J / JJ + ̂  j + jy Sr + Λ J + » M ̂ . 

Arc, -
e
(f. + gj) +

 M
(^r+g^)' 

àe\fàt άη\ ί)β. . /Λΐ dV\ .. <Η 
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et, en supposant qu'à l'équilibre la membrane soit homogène, les 
équations (48) nous donneront 

I dn dû d (d\ dn\ d(èà5 M. à1 (ôl , dn\ ..ààc 

à'i, d& à (dl dr,\ d* dü .. •». d' ( d\ , dr,\ ..din 

1«=·« 

équations où l'on a posé 
A-jL HL 

Ces équations (54) généralisent celles qui ont été données jusqu'ici, 
où Ton supposait la température constante et la membrane dénuée de 
viscosité ; les deux premières sont analogues à celles des petits mouve-
ments plans d'un fluide visqueux et l'on voit que la troisième, qui 
détermine le mouvement transversal, est indépendante de la tempé-
rature et de la viscosité. Les résultats obtenus par les géomètres qui 
ont étudié cette équation sont donc absolument généraux et s'appli-
quent aux membranes réelles. Par contre, les équations qui se com-
pliquent par suite de la viscosité et des variations de la température 
sont précisément celles qui présentent les plus grandes difficultés 
d'intégration. 

On déduit des deux premières équations (54) l'équation de la dila-
tation ~ H- -

7.4U$+ÍSW-.£*Í$ dt1 V dtt úi'J do \du di*/ di 

et l'équation de la rotation moyenne ~ — ̂  

^ Oi1 ~~ ' dt 0*') 

Enfin, l'équation indéfinie de la température devient 

ep
w

 = K*3 _.*&+
 Έ Tr T(

^ + j-j. 

Journ. de Math. (6· série), tome VIII. — Fasc. III, 1912. 34 
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CHAPITRE II. 

L.ES ONDES AU POINT DE VUE CINÉMATIQUE. 

§ I. — Préliminaires. 

Soit Σ une courbe mobile tracée sur la membrane à l'instant t ; le 
long de cette courbe u et c sont des fonctions d'un même paramètre ω 
et du temps de sorte que ses équations s'obtiennent en adjoignant 
aux équations de la membrane 

(1) * = /(«, t',0» y — g{u, 0. z = h{u,v,t), 

deux équations de la forme 

(2) Μ=χ(ω. /), ΐ'=ψ(ω,0· 

Dans le plan des («,?) les équations (2) représentent une courbe 
mobile S qui est l'image de la courbe Σ. Nous supposerons que la 
courbe Σ partage la surface de la membrane en deux régions distinctes 
que nous désignerons par les indices 1 et 2 et auxquelles correspon-
dent, dans le plan des (M, e), deux régions 1 et 2 bien déterminées, 
séparées par la courbe ϋ. 

En un point m quelconque de la courbe i>, menons une demi-nor-
male mn à cette courbe et soient α, β (1 ) ses cosinus directeurs respec-

tivement proportionnels à —^ et à ~ Délinissons-les par la double 

égalité 

de Ou /·' 

où l'on a posé 

r = + J(p)'+(*)'; 

(') Nous désignons également par α, β les cosinus directeurs de la normale 
extérieure au contour C, mais il ne peut en résulter aucune confusion. 
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nous dirons que la demi-normale mn a été menée vers la région 2 par 
définition. Nous avons donc 

(3) — = — —— rct.. 

Cela posé, soient 

(A) #,=:/,(«, r, i). — -1 — Λ, («, F, t) 

les équations de la région 1 de la membrane et 

(5) Xf—c, i), y, — £2(^1 r,l), ·®ι— 

les équations de la région 2. Il peut arriver que la courbe I jouisse de 
cette propriété que les fonctions (4) et (5) aient deux à deux la même 
valeur tout le long de la courbe Σ, ainsi que toutes leurs dérivées par 
rapport à (w, p, t) jusqu'à l'ordre η — ι inclusivement, mais qu'il n'en 
soit plus de même pour une au moins des dérivées d'ordre n \ qu'on ait 
par exemple 

dnx{ d"xt 

On dit alors que la courbe Σ est une onde d'ordre η ou encore une 
ligne de discontinuité d'ordre η pour les coordonnées des différents 
points de la membrane ; cette courbe peut, en même temps, être une 
onde d'un ordre différent de η pour une autre fonction de (w, v, t). 
Une onde du premier ordre pour les coordonnées s'appelle aussi une 
onde de choc, parce qu'à la traversée d'une telle onde les composantes 
de la vitesse sont discontinues, tout comme cela arrive quand deux 
corps se choquent ; une onde du second ordre pour les coordonnées 
s'appelle aussi une onde d'accélération, parce qu'à la traversée d'une 
telle onde les composantes de l'accélération sont en général discon-
tinues. 

Si une telle onde Σ existe pour toutes les valeurs de t correspondant 
à un certain laps de temps, on dit que l'onde considérée est une onde 
persistante. Ce sont les propriétés des ondes persistantes que nous 
nous proposons d'étudier. 
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§ II. — Vitesse de propagation de l'image de l'onde. 

Soient 8 et .s' les images de l'onde dans le plan des (u,v) aux ins-
tants t et t H- dt : la demi-normale mn à la courbe 8 ou son prolonge-
ment rencontre 8' en un point m'. Soit dn = mm' la valeur algébrique 
du segment mm' compté positivement suivant la demi-normale mn\ la 
vitesse de propagation V

0
 de l'image 8 de l'onde Σ est définie par 

l'égalité 
Vo= dt '· 

elle est donc positive si la propagation se fait de la région ι vers la 
région ι et négative dans le cas contraire. 

Calculons V
0
 et soient (w, p), (M 4- du, ν -h dv) les coordonnées des 

points m et m', auxquelles correspondent les valeurs respectives (ω, /), 
(ω -h du, t dt) des paramètres. On a 

du — « cin — -τ— d(j) H—— al ; 

de là, la première des égalités 

aVo= dt + Έ' 

_ àv <fu <Λ· 

la seconde s'établissant d'une manière analogue. lin les multipliant 
respectivement par α, β et ajoutant membre à membre, le coefficient 

de — est nul en vertu des égalités (3) et il vient 

W y
°-«Tt

+?,
W 

D'après les égalités (3), on peut écrire aussi 

0_~ /· D(w, 0* 
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§ III. — Discontinuités du premier ordre. 

D'une manière générale, nous désignerons par £' l'accroissement 
brusque qu'éprouve une quantité discontinue, quand on franchit la 
ligne de discontinuité Σ en passant de la région ι à la région 2 ; l'ac-
cent ayant pour but d'éviter toute confusion avec le symbole S employé 
dans le calcul des variations. Supposons que Σ soit une onde de choc, 
c'est-à-dire une ligne de discontinuité du premier ordre : les expres-
sions (4) et (5) des coordonnées coïncident deux à deux tout le long 
de Σ, mais il n'en est plus de mcrne d'une au moins des dérivées par-

lielles · Suivant la notation que nous venons d'adopter, nous 

poserons donc 

Ou Ou Ou ' 

et l'on peut évidemment intervertir à volonté les caractéristiques 0 
et 0'. 

L'onde Σ étant du premier ordre, nous avons 

(7) Ô'(tf,y,5)=: Ο 

et ces égalités doivent avoir lieu tout le long de Σ à l'instant /, c'est-
à-dire qu'étant vérifiées par les valeurs («, e, t) des paramètres, elles 
doivent l'être encore parles valeurs (u 4- du> v-\-dv, i),dueldv ayant 
pour expressions 

(8) d[u% r) ()(U rfco; 

il en résulte qu'on doit avoir 

Oàχ Oh χj 

ou 

(9) h1 ̂ du 4- h'~ds> = 0, 

ainsi que deux égalités analogues pour/etc. Dès lors; d'après les 
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égalités (3) et (8), nous pourrons écrire 

du dv __ , 

λ désignant une certaine fonction de (M, ν, /). En appelant μ et ν deux 
autres fonctions analogues, nous aurons donc les deux formules 
triples 

(10) 
ο
 Tu

 -β β, μ,»), 

ά·
αΐ

"^·")=ββ.μ,,). 

Ces égalités, qui expriment qu'à chaque instant le lieu des points 
de discontinuité pour les dérivées partielles est une courbe continue 
tracée sur la membrane, s'appellent, d'après M. Hadamard ('), les 
conditions identiques. 

Il reste à exprimer que ce lieu des points de discontinuité continue 
d'être une courbe unique tracée sur la membrane quand l varie ; nous 
obtiendrons ainsi ce que M. Hadamard (-) appelle les conditions ciné-
maliques de compatibilité. Pour cela, il faut écrire que les égalités(7) 

sont vérifiées, non seulement par les valeurs (M, V, t) des paramètres, 
mais aussi par les valeurs (u-hdu, v-hdv, / + Λ), du et dv ayant 
pour expressions 

d(ù -h d(u,v) dw 

Nous avons donc 
è -r— du + ΰ — dv H- ο -τ- di — ο, 

ainsi que deux égalités analogues pour y et Si l'on remplace dans 
cette égalité du et dv par leurs valeurs (ι i), le coefficient de du est 
nul en vertu des égalités (8) et (9) et il vient 

v dx du dx dv ν dx 

(') J. HADAMARD, Leçons sur ta propagation des ondes et les équations de 
VHydrodynamique, CL». II, § 2. 

(*) J. HADAMARD, LOC. cit., CH. II, § 3. 
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Tenons compte enfin des formules(G) et (10), il viendra 

ο 0t - λ\0. 

Nous aurions deux formules analogues pour y et ζ ; de là les condi-
tions cinématiques de compatibilité 

(ia) ο
 d

\ =— (λ,ρ.,ν)Υ
0

. 

Les égalités (10) et (12) nous montrent qu'une onde de choc est 
caractérisée en chacun de ses points par trois quantités A,

 T
U, v, qu'on 

peut regarder comme les composantes d'un vecteur appelé disconti-
nuité au point considéré, et par la vitesse de propagation V„ de l'image 
de l'onde. 

§ IV. — Expressions des dérivées O',,, a?'„, ..., s'
v

) en fonction 
des cosinus directeurs de la normale et de la tan-
gente à Tonde. 

En un point M de l'onde Σ, menons la demi-normale ΜΛ
2
 à l'onde 

située dans le plan tangent en M à la région 2 et menée vers cette 
région. Nous allons calculer les cosinus directeurs a

a9
b
i9

c
a
 de cette 

demi-normale; pour cela, il y a bien peu à changer au calcul général 
de a, h, e·, qui a été fait au paragraphe I du Chapitre I. 

Au lieu de la formule (5) de ce Chapitre, nous aurons 

(i3) (dn)tdu + (atv)%dv 

Avec les mêmes notations, appelons χ ·+· Ώχ,γ -+- Dy, ζ -+- Ds les 
coordonnées d'un point M" de Σ voisin de M et correspondant à la 
valeur ω 4- Dω de la variable ω. On aura encore 

11 (*4) Dar / à" * ( 'r" d(iì dv \ d Gú / Du 

formule dans laquelle les dérivées x
u
 et x'

y
 peuvent être prises toutes 

deux indifféremment mais simultanément soit sur la région 1, soit sur 
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la région 2. En effet, il résulte des conditions identiques (10) qu'on a, 
en vertu des formules (3), 

, , ν du , dv ... du , àv 

ce qui démontre la proposition énoncée. Dorénavant, quand, dans 
une égalité, des quantités dépendant des dérivées du premier ordre 
pourront être affectées indifféremment et simultanément de l'indice 1 
ou de l'indice 2, nous n'écrirons pas ces indices. 

Avant d'aller plus loin, nous allons tirer de l'égalité précédente cette 
conséquence que k reste continu à la traversée de l'onde. En effet, 
d'après s cette égalité et l'égalité (i4), l'élément linéaire Ds= MM" 
suivant l'onde a la même valeur suivant qu'on y affecte les dérivées 
en m et ρ de l'indice 1 ou de l'indice 2 ; comme on a, d'autre part, 
Ds = kda, d<s désignant l'image mm" de l'élément D«, image qui a une 
valeur indépendante des indices, on a forcément 

(i5) o'k — o. 

Cela posé, revenons au calcul de a2? c: la condition de pcrpcn-
dicularité des éléments MM' et MM" s'écrira 

2 (*« ̂  + ,r«' ^du ch'^ -0 

et le calcul s'achèvera comme au Chapitre I ; nous trouverons ainsi 

, «)i(G5a — F,β) + (Λ·',.)ί(— F,a + E,(3) 

avec deux formules analogues pour b., etc
2

. Nous ne mettons pas 
d'indice au bas de k en vertu de la convention faite. 

Soient a
n

b
n

c
t
 les cosinus directeurs de la demi-normale ΜΛ, 

menée en M à l'onde Σ dans le plan tangent en M à la région 1 et 
dirigée vers l'extérieur de cette région. Un calcul tout pareil au pré-
cédent nous donnerait 

/.*,x (^'«)i(G,a — F,|3)-»-«),(— F,«+ Ε,β) 

et deux formules analogues pour b
t
 et c,. En vertu de la convention 
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faite relativement aux indices, les formules ( 16) et ( 16') et leurs ana-
logues rentrent ainsi dans les formules générales 

(17) 

_ a'„(Ga — F(3) + a^( — Fa-1-Εβ) 

_ y„ ( Gg — F β) 4- y„ ( — f« + Εβ ) 

F^) + 3;(— Fa 4- Εβ) 

que nous avons données au Chapitre 1 ; nous poserons 

d'a = at—a,, d'b-=zbt — à'c~ct — c{. 

Dorénavant, nous réserverons exclusivement les notations (a, b, c) 
pour désigner les cosinus directeurs de la demi-normale à Tonde 
menée dans le plan tangent et vers la région 2. 

Soient a\ b', c' les cosinus directeurs de la tangente en M à Tonde Σ 
menée, pour fixer les idées, dans le sens des ω croissants : on aura 

(α , 6 , c ) = , 

ou, d'après la formule ( 14) et puisqu'on suppose Dw>o, 

*»55 +*'3S 

Tenons compte des formules (3) et de ce que 

—flc¿rí,)1= A-, 

il viendra la première des égalités 

(.8) 
ka'= oca?',,, 
M'= βο 
kc' — β s

u
 — et ζ

 v
, 

les deux autres s'obtenant d'une manière analogue. 
Les formules (17) et (18) permettent d'exprimer les dérivées par 

rapport à u et à ν des coordonnées en fonction des cosinus directeurs 
Jcurn. de Math, (6· série), tome VIII. — Fasc. Ill, 1912. d5 
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de la normale et de la tangente à Tonde. Le calcul n'offre aucune 
difficulté ; si nous posons 

m= Ga — F(5, 
(,9) h = — F« -h Εβ, 

d'ôù il résulte que 

(20) mot -t- «β = A', 

nous trouverons 

(21) 

kxu — α H a + na\ 

ky'
n

— all b ·+■ nb\ 
ks'

a
 = a 11c + nc'\ 

(2.y 

kx'
v
~ β H a — ma 

ky'
v
— β II b — mb'. 

kz[, — β II c — me', 

formules dont nous ferons par la suite un usage fréquent. 

§ V. — Variations des quantités dépendant des dérivées 
du premier ordre. 

Les formules établies dans les deux derniers paragraphes vont nous 
permettre de donner une forme simple aux variations o' des princi-
pales fonctions dépendant des dérivées du premier ordre, et qui 
sont 

E, F, G, H, p, m, /t, a, A, c. 

De la première des formules (2) du Chapitre I on déduit 

â'E = 2Ô'W = Ζ[(*'Λ + ; 

mais, d'après les formules ( 1 o) et (21 ), on a 

= «λ, 

*[(<*«)!-ΚΟj] lljrtj) -H (n, -h «,)«'; 

il vient donc 

(2a) Α8Έ = «[α(Η|2α,λ ·+■ H,lat
λ) + (w,-+- /ι,)2α'λ]. 
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On aurait de même 

(23) ΜΌ = β[β(Μ12«1λ-4- ΙΙ12α1λ)-(/«14-Λΐΐ)ί«'λ]. 

Soient, d'autre part, A et Β deux quantités discontinues le long 
de Σ ; on a la suite d'identités 

(24) o'(AB) = Α,Β,— A, B, = Α,ο'Β -+- Β,ο'Α = A,δ'Β 4- Β,δ'Α 

= i [( A, + A,) 3' Β + ( Β, + Β, ) S'A ]. 

La deuxième des formules (2) du Chapitre I nous donne ainsi 

S'F = 2δ'(< Ο = ~ 2 !
[(

*«
)ι+

 (Ο·]
3

'®' + [«)·
+
 «)·]'-'·< !· 

ce qui peut s'écrire, d'après les formules (10), (21) et (21'), 

(25) kVF = αβζΗ,^α,λ 4- II4 ("»1 ++("ι + '**)β ν
α

^
λ> 

Passons au calcul de δ'Η. La quatrième des égalités (2) du Cha-
pitre I jointe aux identités (24) nous donne 

2δ'ΙΙι~ (G, 4- GÎ)3'E — 2(F,4- Fj)3'F 4- (E, 4- E,)i'G; 

en remplaçant dans cette égalité δ'(Ε, F, G) par leurs expressions 
(22), (23), (25), les termes en Σα'λ se détruisent, et il reste 

(26) (11,4- H;)o'H = λ·(Η,2α,λ 4- llt2a2>.). 

Nous avons vu (Chap. I, § II) qu'on a en un point quelconque de 
la membrane 

ρ II — p0 H„, 

l'indice zéro se rapportant à un état initial choisi une fois pour toutes. 
En appliquant cette égalité à deux points infiniment voisins situés de 
part et d'autre de la courbe Σ, et en passant au cas limite ou ces deux 
points se confondraient sur cette courbe, il viendra 

(27) Pi H1 — pi H,— po Ho, 

égalités d'où nous déduisons 

( , H, __ H, _ H,4- Ht __ p0H0 
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Nous pouvons ainsi exprimer H, et Ha en fonction de p,, p3 et 
de PoH, 

Mais la première des égalités (27) n'est autre que 

(28) 2'(pII) = o, 

ce que nous pouvons écrire encore, d'après les identités (24), 

(H,Hj)(5'p (p!-H- ps)3'II = 0. 

Remplaçons δ'Η par sa valeur tirée de l'égalité (26) et tenons 
compte des formules (27'), nous obtenons 

e«ljU y „ ^ Ρ· * + Pi w. 

Cette égalité tient lieu de l'équation de continuité dans l'étude des 
discontinuités du premier ordre. 

Les variations des quantités m et η se calculent aisément en partant 
des formules (19), (22), (23), (25); les termes en Σα,λ, ΣαΛ dis-
paraissent et l'on trouve 

(3o) o'm — — /.βΣα'λ, ο'η — kχΣα'1. 

On a donc bien, d'après l'égalité (20), 

è' /.'* = α ο' m -H {3 ο' η =r o. 

comme nous avions déjà eu l'occasion de le démontrer. 
Il reste, enfin, à calculer les variations δ'(a, b, c) des cosinus direc-

teurs de la normale à l'onde ; posons pour abréger 

Ν = m x'u + η x'„ 

et la première des formules (17) s'écrira 

Nous avons donc 

/N Ν, -ι- δ'Ν Ν, II,ô'Ν — Ν,δ'H _ ο'Ν d'il 

ka= N 
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Mais l'égalité (28) nous donne encore, d'après les identités (24), 

Pjo'II + H,o'p = ρ,δ'ΙΙ 4- H,ô'p = o; 

nous pouvons donc écrire la première des égalités 

A- 0 a = -π—h Α α, —L> 

/1 0 & — γι— "V- A4» > 

la deuxième s'obtenant d'une manière analogue. Calculons o'i\. 
D'après les identités (24), nous avons 

ô'Ν = rot δ') 4- (x'
u

)tè'm 4- /ι,0'(λ:'„) 4- (^),ô'/î; 

tenons compte des formules (10), (20), (21), (21'), (3o) et nous 
trouverons facilement 

3'Ν = &{1~α'ϊα'ϊ). 

Substituons alors cette expression dans celles qui viennent d'être 
obtenues pour k%a et nous trouverons la première des doubles éga-
lités 

(3.) 

0a — /l Π \-a
l

—£ = k ρ μ αι ~~ > 

S'b = k rr + 4, -C = /. c n H" 

d'e = k n h c, —£ = A· n h Cj— 

les deux autres s'obtenant d'une manière analogue. 

§ VI. — Vitesses de propagation d'une onde de choc. 

Considérons, sur la membrane à l'instant /, l'onde Σ et la courbe Σ', 
lieu des points de la membrane à l'instant t qui seront atteints par 
l'onde à l'instant t -h dl. Supposons que cette courbe Σ' soit située 
dans la région 2 : on dira alors que l'onde se propage de la région 1 
vers la région 2, ou encore que le mouvement 1 se propage dans le 
mouvement 2. Dans ces conditions, la demi-normale M/*a menée à 
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l'onde Σ au point M dans le plan tangent en M à la région 2 et vers 
cette région coupe la courbe Σ' en un point M

2
. Soit = MM

2
 la 

valeur algébrique du segment MM
2 compté positivement suivant la 

demi-normale; la quantité 

■ lit 

s'appelle la vitesse de propagation de Vonde se propageant de la 
région 1 vers la région 2. Nous allons calculer celte vitesse qui, d'après 
les hypothèses faites, est forcément positive. 

Soient χ 4- dx, y -h dy, ζ dz les coordonnées du point M'
2
 cor-

respondant aux valeurs (u-\-du, Ρ + rfc) des paramètres (M, c) ; 
puisque la courbe Σ' est tracée sur la membrane à l'instant /, pour 
calculer d(x,y, z), on doit laisser t constant dans les équations (5) 
qui représentent la région 2 et ne le faire varier que dans les équa-
tions (2). On obtient ainsi 

dx = (x'u)t du 4- (xDtdr, 
avec 

(II)
 ,/(„.ι0=^)Λ)+^Λ. 

et l'on aurait deux expressions analogues pour dy et dz ; nous avons 
donc 

dx — a,rfN,= ["(x'
u

\~ 4- «), J d(ù -h [(x'„)
2
 Y

t
 4- {x[,), jjj dt. 

Tenons compte des formules (3) et ( 18) et nous obtiendrons, après 
avoir divisé par dl, la première des égalités 

a'p'=tra-di-hM'Ti-h(-x")'7n' 

b
t
V,= krb + Ov)>37· 

c,V,= kre + (*>■)< 

les deux autres s'obtenant de la même manière. 
Multiplions-les alors respectivement par a

2
, b

2
, c

%
 et ajoutons-les 
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membre à membre : le coefficient de ̂  est nul et il reste 

V2= Z a, (x',) du x' 

Kn remplaçant a
a
, h.

2J
 c.

2
 par leurs valeurs fournies par les for-

mules (17), ou les quantités discontinues à la traversée de Tonde sont 
affectées de l'indice 2, on trouve aisément 

*=τ{"Έ+Ρχ)' 

et, d'après la formule (()), 

(3a) *?t=UfVe. 

Nous avons supposé que la courbe Σ' se trouvait dans la région 2 ; 
si elle se trouve dans la région 1, on dit que le mouvement 2 se pro-
page dans le mouvement 1. Dans ces conditions, la courbe Σ' rencontre 
en un point M', le prolongement de la demi-normale M/*, menée en M 
à la courbe Σ dans le plan tangent en M à la région 1 et vers l'exté-
rieur de cette région. Soit ûÎN, = MM', la valeur algébrique du 
segment MM, compté positivement suivant la demi-normale ; la 
quantité 

1 dt 

s'appelle la vitesse de propagation de l'onde se propageant de la 
région 2 vers la région 1. D'après les hypothèses faites, cette vitesse 
est forcément négative. 

Un calcul tout à fait analogue au précédent nous donnerait alors 

(32') /·*;, = H, v;, 

en mettant à la place de V
0
 pour désigner la vitesse de propagation 

de l'image de l'onde dans le plan des (w, p) et afin d'éviter toute 
confusion, car ces vitesses V0 et V'e sont de signes contraires. 

Mais, supposons qu'on ait 

Ve+V'e = o; 
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alors, les égalités (32) et (32'), multipliées respectivement par p2 

et p,, puis ajoutées membre à membre, donnent, d'après la première 
des égalités (27), 

(33) pi^i-+- ρ,Ψ,= ο. 

Nous obtenons ainsi l'extension au cas des membranes d'une rela-
tion établie en Hydrodynamique par Hicmann dans le cas des ondes 
planes et généralisée par M. Jouguet (1 ). 

§ VII. — Discontinuités du second ordre. 

Supposons, maintenant, que la courbe Σ tracée sur la membrane 
soit une onde du second ordre par rapport aux coordonnées, ou, 
comme on dit encore, une onde d'accélération : les dérivées du pre-
mier ordre de &*,ζ resteront continues à la traversée de l'onde et, 
avec la notation adoptée, nous aurons 

<?(•*% y> ó (a. t\ 

Dès lors, la membrane admettra un plan langent unique en chaque 
point de Σ, les demi-normales M/ι, et M/«

a
 se confondront en une 

demi-normale unique, et les formules (17), (18), (^19), (20), (21), 

(21') devront être utilisées telles quelles, sans indice au bas des quan-
tités qui tout à l'heure étaient discontinues. 

D'autre part, les égalités (3a) et (32') se réduisent à une formule 
unique 

(35) A ψ = IIV0. 

en appelant i? la vitesse de propagation de l'onde qui csl positive ou 
négative suivant que le mouvement 1 se propage dans le mouvement 2 

ou inversement. 
Revenons aux égalités (34) et écrivons qu'elles sont vérifiées tout 

(') P. DI'HEM, Recherches sur l'Hydrodynamique, Ι™ série, deuxième Put-lie. 
GB.I, § I. 



LA PROPAGATION DES ONDES DANS LES MEMBRANES FLEXIBLES. ΪΗΗ 

le long de la courbe 1 à l'instant t. Nous aurons, par exemple, 

(36) 

avec 

a -r-r au -h ο -t—r- dv = o, 

ο -z—— du ο -r-r dv= o. 

(8) d{u.v) = ï^p-dv. 

Si nous tenons compte des formules (3), les égalités (36) nous 
enseignent qu'il existe en chaque point de Σ une quantité λ, telle 
qu'on ait 

° du* ° du dv . 

° dv du _ ° dv1 1Λ 

Nous aurions pour j et ζ des égalités analogues; si donc nous 
désignons par u, et ν deux autres quantités, nous obtiendrons les for-
mules 

(3;) 

6
,^

±
)
=α

,
(λίΛιν)

_ 

8 àuàv =*0-**). 

a,d'(x,.v,
;
)

==p
,
(? μ ν)

-

En écrivant enfin que les autres égalités (3'|) 

(38) S'àix·/'^ = o 

sont vérifiées tout le long de Σ à l'instant t} nous aurons pour la pre-
mière 

SdTdï,d" + SdIàïd''=z0< 

du et dv étant donnés par la double formule (8); d'après les for-
Journ. de Math. (6* série), tome VIII. — Fasc. III, 1912. Ob 
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mules (3), nous pouvons donc écrire 

(09) ο' . Ρ — Q j—r « — ο. 

Cela posé, il reste à exprimer que le lieu des points de discontinuité 
continue d'être une courbe tracée sur la membrane quand l varie. 
Pour cela, il faut exprimer que les égalités (34) sont vérifiées, non 
seulement par les valeurs (u> c, /) des paramètres, mais aussi par les 
valeurs (a -h du

y
 ν -h dv, t h- dl), du et dv ayant pour expressions 

(11) d(v,v)= σο) al 

nous obtenons ainsi des égalités telles que 

0' -j—r du 4- ο' -τ—r dv 4- 0 —-τ: dl — o. 

0 -t—— c'/tt 4- 0 -r-T îA' 4- 0 -—r dl — o. 

Si nous remplaçons dans ces égalités du et rfrpar leurs valeurs (11), 
le coefficient de do> est nul d'après les égalités (30) et (8), et il 
reste 

^,d*x du d*x dv v à*.ν _ 

~ à* χ du v à* χ dv d*x 

Tenons compte enfin des égalités (37) et (6), nous aurons 

13 ()* X r . v “5 V»+'>^ = 0- ¡5) Vo+ 3 T—TT = O 

résultat qui vérifie identiquement l'égalité (3q). Nous aurions des 
résultats semblables pour/ et ζ ; de là, les deux groupes de formules 

<4o) 
*1 à*(x, yy ζ) /} \ γ 

yda(g..v» s) dvót ß(X, |/,V)V0. 

Ecrivons enfin que les formules (38) sont vérifiées tout le long 
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de l'onde Σ et à chaque instant; nous aurons, pour la première de ces 
formules, 

0 "77T CFU "+" 0 "771" DP -H Δ "TÏT dt = O. 

Si l'on remplace du et Î/P par leurs valeurs (ι i), le coefficient de d(a 
est nul en vertu des formules (3) et (/»o), et il reste 

"ΈΤυ. Ti+alïT«TtJr'> -dF=0· 

Tenons compte alors des égalités (6) et (4o), et nous obtiendrons 
la première des formules 

(40 a,J*(y)=a.fc.»)v;. 

les deux autres s'obtenant d'une manière toute semblable. 
Ainsi, tout comme une discontinuité du premier ordre, une discon-

tinuité du second ordre est caractérisée en chaque point de l'onde par 
un vecteur discontinuité (λ, (A, v)et la vitesse de propagation V

0
 de 

l'image de l'onde. 

$ VIII. — Variations des quantités dépendant des dérivées 
du second ordre des coordonnées. 

Les formules obtenues au précédent paragraphe vont nous per-
mettre de calculer aisément les variations des dérivées partielles du 
premier ordre des quantités 

E, F, G, H. ρ, tt. 

Tout d'abord, les formules ( 2) du Chapitre I nous donnent 

Ô' -r~ = 2 > X .0' -T-T-, d'-r = 2 y,XH 0 -5 r0' -r- = 2 > Λ· θ' -r — , 

• 35 =Hx'e 3? +x··5^)· 

*37=Σ(*' 3^"' + x* W 

Λ/dF / , _ , Λ, d*x \ 

v Ë2 _ 2y y Λ/ JÛfL, Ô' d^ — 2 V ν ô' dl£, ô' dG _ ■y # 
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Tenons compte, maintenant, des formules (21), (21') et des for-
mules (37) et (4o): les neuf égalités précédentes pourront se con-
denser dans les trois formules triples 

(42) 

*3'
 d{

™
t)
 = *«(«. β, - V.) (αΗΣαλ + nla'l), 

J7^7"7) = β> —ν,)[ί«βΗ2αλ + (—ιι«« + Λβ)2α'λ]. 

k93(^7) = - V.) (βΙΙ2«τλ - m2«'λ). 

Cela posé, la quatrième des formules (2) du Chapitre I nous 
donne 

..,, ù\\ n dE „ v dF ·># 

ainsi que deux égalités analogues pour les dérivées par rapport à ν et à (. 
En y remplaçant les variations des dérivées de E, F, (i par leurs 
valeurs (4^), nous obtiendrons la formule triple 

<43> *3(£h)=<"-f,-v·'"-*· 

Enfin, l'équation de continuité ρ H = p«H
0
 nous donne 

pô'—iiL-
 +

 HÔ'_£P— -o; 

nous avons donc, en vertu des formules (43), 

<«> 5'rf(Z^T)=- u(c*' i3' -

Nous savons, d'après l'équation caractéristique 

» + p*2 = o. dp 

que la tension Θ en un point de la membrane est une fonction finie de 
la densité ρ et de la température absolue T. D'après les formules(44)? 
l'onde d'accélération considérée est du premier ordre pour la densité ; 
supposons qu'elle soit également du premier ordre pour la tempéra-
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ture. On aura alors en chaque point de l'onde 

ô'T=o, 

une au moins des dérivées partielles du premier ordre de Τ étant dis-
continue à la traversée de l'onde. En raisonnant comme au para-
graphe III du présent Chapitre, nous reconnaîtrions qu'il existe en 
chaque point de Σ une quantité τ telle qu'on ait 

(45) 3' ÔT día, V, t) («, p, — V 

Ce résultat obtenu, les dérivées de Θ sont liées à celles de ρ et de Τ 
par des relations de la forme 

<)θ d® dp d® àT m 

nous en déduisons immédiatement les variations des dérivées de 0 qui 
sont, d'après les formules (44) et (45), 

=««·<»·~ν·>(~ 5ΐΤ)· 

§ IX. — Discontinuités d'ordre supérieur. 

Les formules auxquelles nous sommes parvenus pour les disconti-
nuités du second ordre se généralisent aisément. L'onde Σ étant 
supposée d'ordre η par rapport aux coordonnées a?, y, z9 toutes les 
dérivées de ces fonctions par rapport à (w, ν, l) jusqu'à celles d'ordre 
η — ι inclusivement sont continues quand on passe de la région ι à la 
région 2 ; mais il n'en est plus de même d'une au moins des dérivées 
d'ordre η, qui subit une variation brusque à la traversée de l'onde. 

On reconnaît alors que les variations des dérivées d'ordre η des 
coordonnées sont exprimées par les formules 

a' ~ v»>r(x' f' v> (/> + ? + »· = "). 

où λ, p., v désignent les composantes du vecteur discontinuité et V„ la 
vitesse de propagation de l'image de l'onde. 
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L'onde est, en général, d'ordre η — ι par rapport aux quantités 

E, F, G, 11, p, 

et l'on trouve les formules suivantes qui généralisent les formules 
(42), (/,3) et (44): 

m 

H' àufZl·" = îa'+' M- ν.)Μ(«ΗΧ«λ + «!«'». 

* '°' dJdvi L·-· = Ρ1 ~ V" )Γ~' ^ 2 "Ρ H S '"1+ (~ ^) " α'λJ1' 

H' àufGl·" = îa'+' M- ν.)Μ(«ΗΧ«λ + «!«'». 

du•' di'1' dt — = a.!' |3? (— Vg ) r-'kïa) 

10 â,l-'D o 

Enfin, si l'onde est aussi d'ordre η— 1 pourT, il existe une quan-
tité τ telle que 

12 ôn~l T é àu^.,^= y-'-.. 

et les variations des dérivées de Θ sont données par la formule 

* ~ v
°r-' (" ê φ »λ + 3? *) · 

CHAPITRE III. 

1RS ONDES DE CHOC ( 1 ). 

§ I. — Emploi de l'équation fondamentale de l'énergétique. 

Supposons qu'à l'instant l la membrane soit le siège d'une onde de 
choc Σ : traçons sur la membrane une courbe V la divisant en deux 

(' ) Les ondes de choc dans le mouvement des membranes flexibles 
(Comptes rendus, 18 mars 1912, t. CL1V, p. 759). 
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parties que nous désignerons par les indices a et b, et soient ΓΛ et 
les parties du contour Γ correspondant à chacune de ces deux régions; 
nous aurons, évidemment, Γ= Γ„ ■+■ IV 

La courbe Γ" est tracée de telle sorte qu'entre les instants l et 
l l'onde se trouve tout entière dans la région a sans toucher la 
courbe Γ en aucun point ; dans ces conditions et dans le même inter-
valle de temps, la discontinuité n'atteindra aucun point de la région h 
ni de son contour V -+- Γ*. 

Soient C', C
rt

, Q les images respectives dans le plan des (M,C) des 
courbes Γ', Γ,„ tracées sur la membrane; nous désignerons par les 
mêmes indices a et b les deux régions du plan limitées par les contours 
G' -hC

rt
, G' H- Cb et correspondant à celles déterminées sur la mem-

brane par la courbe Iv. 
Gela posé, l'équation fondamentale de l'Énergétique 

( ι ) ôk>g -4- οδν ■+■ ôj — Of Φ — ο, 

que nous avons employée (Ghap. I, § IV) pour obtenir les équations 
du mouvement, suppose les accélérations finies en chaque point du 
milieu considéré; il n'en sera plus de même si le milieu est le siège 
d'une onde de choc, car les accélérations des points rencontrés par 
l'onde sont infinies. Avec M. Duhem, nous ferons l'hypothèse que 
l'équation précédente est encore applicable dans ce cas, et c'est à très 
peu près la méthode employée par cet auteur en Hydrodynamique 
que nous allons suivre, pour étudier la propagation des ondes de 
choc dans les membranes ('). 

Évaluons les différents termes de l'équation (i) : on a d'abord 

oGe= / da + i XXèjcdm. 

Les composantes de la vitesse étant discontinues en certains points 
de la région a, nous écrirons, pour les points de cette région, les com-
posantes de l'accélération sous la forme 

l)'-U V— V W —w 

(1 ) P. DUIIKM, Recherches sur VHydrodynamique* 9." Partie, Ch. I, §2. 
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U', V', W désignant les composantes de la vitesse à l'instant / -w//; 
nous avons donc 

6 j=—j'' 2^^dm—¿ jf 2 (u' “u )8x d,n ; 

d'autre part, on a évidemment 

0(5,, —. à(ôva 4- èŒVbt ô f Φ — ότ Φί< 4- ο r Φ// j 

l'équation (i) peut donc s'écrire 

(2) A + Β o, 

en posant 

(3) 

A = —. Cl( U'— U ) dx dm 

4- d/^<5C„
a

— ôr Ht# ox do HXojc rfin^j , 

Β — dt — δτ Φ/, j" —ÔJ7 da -f- J£ °'
v

 · 
0-

Imposons tout d'abord à la membrane une modification virtuelle 
qui laisse immobiles tous les points de la région α et de son contour 
Γ" 4- V

a
. On aura, dans cette modification, A = ο et l'équation (2) se 

réduira à 
H-o. 

Par des calculs analogues à ceux qui nous ont donné les équations 
générales du mouvement d'une membrane (Chap. I, § IV), nous ver-
rions qu'on doit avoir : 

1. En tout point de la région b 

(4) Ou ôv r'v x'v 

i 

2. En tout point du contour C* 

(5) G*— at (3H,x'
u
 — 3K*xl) — β (— Xx'

tt
 4- x'

v
 ) = o, 

.............................. 

Imposons maintenant à la membrane un déplacement virtuel quel-
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conque; multiplions les équations (4) respectivement par δ(#, y, ζ), 
dudv, ajoutons-les membre à membre et intégrons dans la région b\ 
il yiendra 

ffy [« h-
 + d

(-x<+-^)j
 3x rf

„
 dv=0 

Ceci peut s'écrire encore, moyennant une intégration par parties, 

(
6

> f/Σ [Λ·- <;>R- '« - ^ d« de 

+ Γ ι [α ( on χ], _ .χ. Λ·;.) + ρ (-.% ,ί·;, + 'ί.,·;)\oxd<j 

+J2 [
α
'(

a
'u — ■+■ β'(— ^·*« + ^ ·*>;)] o·37da = o, 

α', β'désignant les cosinus directeurs de la demi-normale au contour C' 
menée vers l'extérieur de b. 

Mais, d'après l'égalité (3i) du Chapitre I, on a 

âT0,,= — j'j'f(On. x\, — Xx[.) -h(— 3t> x’„ 4- tf-O du rfc 

l'égalité (6) peut donc s'écrire, en vertu des équations (5), 

— ôT Φ/,-t- /*2 δΛ. àx da fj Σ «Λ.· r/v 

-4-J 2[«'(011λτ;
(
— X^) + |i'(-X<-4-«a£)]da?ifa=:o. 

La deuxième des égalités (3) devient alors 

Β =—dtj^l[a
r
(3\i-x'

M
 — X#'„) ■+· β'(— ΧΛ/

μ
-+· ^χ'

ν

)"\δχ da, 

de sorte que l'équation (2) s'écrit 

(7) f 2(U'- U)Ar</m 

— dt^à&v
a
—àj$

a
+J* 1G

x
qj?de + J*SXi&dm^ 

-h dtj^l[a'(0Hx'
H

-SX>x'
v

) + (3'(- PW
(t

-b «<)] <5*</σ = ο. 
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C'est là l'équation dont nous allons faire usage en particularisant la 
région a. 

Considérons, dans le plan des (a, p), les images s et* s' de l'onde 
aux instants teït +dl (fig. ι) ; ces deux courbes déterminent entre 
elles, soit seules si elles sont fermées et ne rencontrent pas le contour C, 
soit avec une portion du contour C comme dans le cas de la ligure, 
une région a

0
 dont la largeur en un point m de .s est mm' — V0*//, 

Fig. '· 

si la propagation se fait de la région ι vers la région 2, ce que nous 
allons supposer pour fixer les idées. Désignons par ε

η
 ε

2
 des quantités 

finies positives et prenons comme courbe C' l'ensemble de deux 
courbes, l'une C', située dans la région 1 à la distance ε, dt de .s, 
l'autre C'

2
 située dans la région 2 à la distance ε2 dl de $' et de telle 

façon qu'en passant de la région 1 à la région 2, on rencontre les quatre 
courbes considérées dans l'ordre C',, S, .s', C^. Si nous appelons a

K
 la 

région comprise entre Ç', et s, a2 la région comprise entre s' et C!,, 
nous aurons 

a — a0 4- at -h 

Si l'image s de l'onde est une courbe fermée, il en sera de même 
des trois autres courbes et la région a n'aura aucune partie commune 
avec le contour C ; on aura donc C,

4
 = o, Gé = C. Dans le cas de la 

figure, au contraire, où s rencontre le contour C, le contour C
rt
 se 
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compose de deux parties, cv:
2

, c',e'
a

, infiniment petites de l'ordre 
de cit. 

Cela posé, évaluons les différents termes de l'équation (7) en com-
mençant par le premier. 

Dans la région a0 qui appartient à la région 2, on a 

dm — pt H, du dv = ρ H du dv, 

en vertu de l'équation (27) du Chapitre II et de la convention que 
nous avons faite (Chap. II, § IV) relativement aux indices; si nous 
prenons comme élément d'aire dans le plan des (?/, ν) 

mm'de = V0 dt de. 

d<s désignant l'élément d'arc de s, on aura 

dm — ρ IIV
0
 dt de. 

D'autre part, les points de la région a
0
 sont dans la région 2 à l'ins-

tant t et dans la région 1 à l'instant t+dl\ avec la notation du Cha-
pitre II, nous avons donc 

U' — U — Ui — U, — — ô'U, 

ce qui donne, pour le premier terme de l'équation (7) relatif à a
0

, 

-dtfi 8'UpHV
0
àrrf*, 

l'intégration s'étendant à toute la courbe s. Les régions aK et a2
 don-

neraient chacune un terme analogue, mais où S'U, au lieu d'être une 
quantité généralement finie, serait de l'ordre de dt. Ces deux ternies 
sont donc négligeables et l'expression précédente représente bien à 
elle seule le premier ternie de l'équation (7); comme elle est de l'ordre 
de dt S (x, y, z), nous négligerons dans l'équation (7) les quantités 
d'un ordre supérieur. 

Dès lors, l'expression 

dt^—<5χΦ
α

-Η J* Σ S
x

àxde +J* 2X drn^j 

est négligeable comme étant de l'ordre de dt2 $(x, y, s). 
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Occupons-nous de la dernière intégrale de l'équation (7) qui doit 
être étendue au contour G' = C', H- C^. Le long de C'

n
 on a très sensi-

blement α' = α, β' = β, (a>?) désignant les cosinus directeurs de la 
demi-normale à s menée vers la région 2, et l'on peut, sans erreur 
sensible, intégrer le long de s en prenant pour δ (a?, y, z) la valeur de 
ces mêmes quantités sur $ puisqu'elles sont continues; le long de G

2
, 

on a très sensiblement α' = — a, β' = — β et l'on peut, de même, sub-
stituer ê à comme chemin d'intégration. Il viendra donc 

£ Σ[χ' (D\L x'
n

 — ΰΤ>χ[.) 4- β'(— &>x'
u
 4- èxric 

= ^Σ [ « ( OU x'
u
 — Dt x'„ ) 4- β (— -)b x'

u
 4- (JtV,,)], ox da 

—j*2[a (D\Lx'
u

 — j»j,) 4- β (— 4- Φ·»'„)]> <5.r ί/σ, 

les deux dernières intégrations s'étendant à la courbe 8. Posons alors, 
pour simplifier, 

(8) 

qx= a(o\ixn—4- β(- π^-f-
Qx=a(^y

n
 - x,y

v
) + β(- Λ^ + Φ/μ), 

Q-= «(OIL _ X <) 4- β(- s'„ 4- Φ 

l'équation (7) deviendra, après avoir divisé par dt
y 

(9) J2(pHV
0
ô'U 4- ô'Q-,.) dxde 4- ô£„

a
r= ο. 

Ainsi, il ne nous reste plus qu'à évaluer le travail virtuel des 
actions de viscosité os

m
 ; d'après l'équation précédente, nous ne 

devons conserver dans 0G
(
.
a
 que les termes de l'ordre de S (λ-, y, z). 

D'après les formules (3), (10) et (17) du Chapitre I, on a, d'une 
manière générale, 

(■ο) ox=-2y 

l'intégration s'étendant à la région du plan des (M, e) correspondant à 
la portion de membrane considérée. Pour calculer nous devons 
donc étendre l'intégration à la région a

i)
-ha

t
 4-a2. 

Tout d'abord, dans les régions a, et a
2
, les quantités E', F', G' sont 
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finies ; il en est donc de môme des actions de viscosité ΰ, données 
par les formules (24) du Chapitre I, et, comme les aires d'intégration 
sont de l'ordre de cil, ces régions donnent lieu à un terme de l'ordre 
de dt est n®gi^8ea^ei car les quantités 

et £ (x,y, z) sont du même ordre de grandeur. 
Les points de la région a

0
 étant balayés par l'onde de choc entre les 

instants t et l-t-dt, les dérivées E', F', G'y sont infiniment grandes de 
l'ordre de et, comme nous l'avons fait pour les composantes de 
l'accélération qui étaient du même ordre d'infinitude, nous écrirons 
pour les points de la région a

0 

Ε,= 1« £-Ε,=_£Ε g,=_££. 

Mais les expressions données des actions de viscosité suppo-
saient jusqu'ici les dérivées E', F', G' très petites ou, tout au moins, 
inférieures à une certaine limite ; nous ne savons donc pas si ces 
expressions conserveront un sens si nous y remplaçons ces dérivées 
par leurs valeurs actuelles (11). A l'imitation de M. Duhem, qui a fait 
une hypothèse semblable en Hydrodynamique ('), nous répondrons à 
la question qui se pose par l'hypothèse suivante : 

Les expressions 

(■a) 
= AG0 4- MO', 

q,:F = af9 + MF\ 
2f/ = AE0-BME\ 

qui font connaître les actions de viscosité £, (/, lorsque les dérivées 
E', F', G' restent très petites, sont encore valables lorsque ces dérivées 
croissent au delà de toute limite. 

Dès lors, dans l'expression (10)relative à la région a0, les quantités 
C, $, (j données par les formules précédentes seront de l'ordre de^ 
si les accroissements δ'(Ε, F, G) ne sont pas nuls; comme, d'autre 
part, la région a9 appartient à la région 2 à l'instant i où se fait l'inté-
gration, on peut prendre 

H du dv = H J V„ dt dv, 

(') P. DUHEM, toc. cit. 
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de étant un élément d'arc de s ; ceci montre que est de l'ordre 

de Nous aurons ainsi 

(i3) àS.,„=- i d t+ (-/J.+ H,V0<fo, 

l'intégration étant faite le long de s et l'indice 2 placé au bas des 
parenthèses indiquant que celles-ci se rapportent à la région 2. 

Au lieu des dérivées de δ (#>,/> s) suivant les axes du plan des 

(M, v), introduisons leurs dérivées ~ suivant la demi-normale (α, β) 

à s et leurs dérivées ̂  suivant la tangente à s menée, par exemple, 

dans le sens des ω croissants; on trouve aisément les formules 

àu~aàn ^ ϋσ* 

dv ^ dn a όσ ' 

qui permettent d'exprimer au moyen des dérivées \ 

D'après cela, l'équation (9) devient 

(i4) f 2[pHV
o

a'L7-+-a'Q
x
)^i/a 

- 2 dtj*l [α (C*'
u
 - êat'

v
), 4- (3(- 3x'

u
 + Cjx', ), ] ̂  II, V

0
 d* 

— 2 dtj
%

£<),— <*(— 1Ι,ν
0

ί/σ = ο. 

C'est là l'équation fondamentale que nous voulions obtenir et qu'il 
nous reste à discuter. 

§ II. — Cas d'une membrane affectée de viscosité. 

L'équation (i4) doit être vérifiée, quelles que soient les fonctions 
δ (a?, γ, s); supposons, tout d'abord, qu'on ait tout le long de la 
courbe s 

a(.r, 7, 5) = o, d'où ^ΞΐΙΐΛ — ο. 
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L'équation (i4) se réduira à sa deuxième ligne 

-2 dt f 2 [«(£¿4 — 3x'v)t-\r ß'v— ^x'w+_i,,a?;)1]^^H,Vorf<y = o 

et devra être vérifiée, quelles que soient les dérivées " ; on 
devra donc avoir tout le long de s 

dt[x{Cx'
u
 — ^zv)î4- β(— C,X)4] = o, 

àt [ a(cy
u

—$y
v

) j + β<— êy
H
+(//λ ]=ο, 

dl[a.(& z'
n
 — j" sj,)* -+- β(—ef -+- (j — o, 

équations où nous avons laissé dl, parce que les quantités (C,
 e
f, if) 

sont finies. 
Supposons qu'on ait β = ο, α= ι ; il reste trois équations linéaires 

et homogènes en i 2 dl, *
2
 efr qui, prises deux à deux, ne peuvent avoir 

leurs déterminants tous les trois nuls, puisqu'ils sont respectivement 
proportionnels aux cosinus directeurs aj, b't, c* de la normale au plan 
tangent à la région ι mené au point considéré de l'onde Σ. On doit 
donc avoir 

(i5) Ctdt-=o, $tdt — o 

et, par suite, 
ç, dt = o. 

D'après les égalités (ι i) et (12) et l'expression de 0 [Chap. I, égalité 
(1',)], les équations (15) et la suivante s'écrivent 

^ G* â' Ε - AJFJGî 8'F H- E,G, + M, à'G = o, 

— AiFâGâ ô'E -h 2(A,F* — M,H*) <5'F — A, E, Fs 8'G = o, 

^ E
t
G,4- M,H^ 8' Ε - Λ,Ε,F, 8'F H- ^ E| 8'G = o; 

nous avons ainsi un système de trois équations linéaires et homogènes 
entre δ' (Ε, F, G), système dont le déterminant est essentiellement 
positif, sans quoi la fonction dissipative ne serait pas, dans la région 2, 
une forme quadratique définie positive (Chap. I, § III). On doit donc 
avoir 
(16) 8'E = o, 8'F = o, 8'G = o. 
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Il résulte alors des formules (11) que, dans la région a0, on a 
(E', F', G') = o, ce que nous devons écrire (E.^, F^, Gj) = o, puisque 
cette région appartient à la région 2 à l'instant / ; on a, par suite, 

—°> (j«—°? 

d'après les formules (12). Si nous avions supposé un sens inverse de 
propagation, nous aurions eu l'indice 1 à la place de l'indice 2 dans ces 
égalités. Nous arrivons donc à cette première conclusion que les 
actions de viscosité sont nulles, en tout point de la membrane infini-
ment voisine de l'onde et pris sur la région vers laquelle l'onde se 
dirige. 

D'après les formules (22), (23), (2$) du Chapitre II, les égalités (i(>) 
s'écrivent d'une manière plus explicite 

4- Η,ία,λ) + («,-4- = o, 

αβ(Η,2α,λ 4- H
t
2<r

s
>.) H +;*»)β v„7 __ ^ 

β(ΙΙ,2Α,λ 4- Η82α,λ) — (/MJ4- ηι^Σα'ι ~ ο. 

La première et la troisième de ces égalités constituent deux équa-
tions linéaires et homogènes par rapport aux quantités 

Η,^λ + Η,^,λ, la'l, 

dont le déterminant vaut 2/12 d'après les formules (ιΓ>) et (20) du 
Chapitre II. On doit donc avoir 

Η,ΐα,λ = ο, 2α'λ — ο, 

ce qui vérifie la deuxième des équations précédentes. Il résulte alors 
des formules (26) et (28) du Chapitre II qu'on a 

o'H = o, ô'p = o, 

de sorte que la formule (29) du même Chapitre nous donne 

(17) 2(a,4- α»)λ = ο. 

En définitive, une onde de choc qui se propage dans une membrane 
affectée de viscosité est caractérisée par les égalités 

(18) ô'p = o, 2α'λ = ο, 
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d'où se déduit immédiatement l'égalité (17). Elles expriment qu'en 
chaque point M de l'oniie Σ, le vecteur discontinuité (λ, μ., ν) se 
trouve suivant l'intersection du plan normal à l'onde Σ en M et du plan 
bissecteur des deux plans tangents en M aux régions 1 et 2, qui tra-
verse la membrane au point M. 

Fig. ο. 

La figure 2 représente l'intersection de la membrane par le plan 
normal à l'onde. 

Il résulte des égalités (15) que l'équation (14) se réduit à sa pre-
mière ligne et qu'on doit avoir pour tout déplacement virtuel 

(19) y^pIIVoô'U + §xda =: o. 

Puisque H est continue à la traversée de l'onde, les formules (32) 
et (32') du Chapitre ΙΓ rentrent dans la formule unique 

*y> = HV0. 

désignant la vitesse de propagation de l'onde, positive ou négative 
suivant le sens de cette propagation. Introduisons 1? à la place, de V„ 
dans l'équation (19) : celle-ci devant être vérifiée, quelles que soient 
les fonctions δ (J?, y, J), on doit avoir, en chaque point de l'onde, 

( ÎO ) 
'pA'\^<5'U -4- à'Qx—o, 
pkX>è' V +-ô'Qy = o, 

pkVè'\\-hà'Q
z
 = o. 

Ces équations tiennent lieu d'équations indéfinies dans le problème 
des ondes de choc. 

Calculons les quantités (Q^., Qy, Q
z
) données par les formules (8) 
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en tenant compte des formules (21) et (21') du Chapitre 11 : si nous 
posons 

(21) Λβ=3ΐυα,~2;Κ,αβ4-£β1, 
X"ill = Λ(ί)ΫΛ— %>$) — m(— ίΚ,α 4- <£β), 

on trouve, par un calcul facile, 

(Q*. Qr> Q=) = («. b, c) " .1, + (a', b\ c')*!'· 

Pour expliciter les equations (20), nous devons calculer les varia-
tions δ' éprouvées par les quantités (Q

x
, Q

r
, Q

s
) à la traversée de 

Tonde. 
Il résulte tout d'abord des formules (18) que les formules (31) du 

Chapitre II se réduisent h 

ô'(rt, b, c)=~C*. μ, v); 
nous avons alors 

à' Q^—λΛ.ι 4- α, ^r<5M. 4- «' o' ill» = λ Ά., 4- a
x
 ̂  ô'<A> 4- α'ά'ιιΐ», 

ainsi que deux formules analogues pour Qr, Q*. Tenons compte enfin 
de ce que 

<5'(U, V, W) = - (λ, μ, ν) V,= - (λ, μ. ν) ~ * 

et les équations (20) pourront s'écrire des deux manières suivantes 

(22) 

— ρ ~ / 4- α2 ~ ο'Λ. 4- α' ο' Hl» ο, 

^<Λ>ι — ρ jj μ 4" èj ο'«Λ» 4- 6' o'ill) — ο. 

^<Α>, — ρ jj- ν 4- c, ̂  ο'Λ 4- c' d'i)J> = ο ; 

(22') 

^Λ>2 — ρ λ 4~ Λ\ -j- ο' Λ> 4- λ' ο' ιΐ»> — ο> 

- ρ ^ ρι 4- bx " ο' «Α, 4- b'V m, rr ο, 

2 — Ρ Jj" v 4- c, ^ À' Λ 4- c'δ' ill» = ο. 
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Multiplions les équations (22) ou ( 22') respectivement par a', b\ c' 
et ajoutons membre à membre; en tenant compte de ce que 

Σα'λ = ο, 2(«i, rtj)a'=o, 
il vient 

ô' il!» = o. 

Tenons compte de cette simplification dans les équations précé-
dentes; deux cas sont à distinguer : 

I. δ'οΐ^ο. Les équations (22) et (22') considérées deux à deux nous 
donnent alors 

(α,, a,) {bu 6,) (c„ c,)' 

(24) &=* = £!=: P" = -,. 

la valeur commune de ces derniers rapports ne pouvant être égale 
à 4- 1, car il en résulterait o'd, = o, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Les égalités (23) expriment que la discontinuité est longitudinale, les 
égalités (24) que la courbe d'intersection de la membrane par le plan 
normal à l'onde présente en M un point de rebroussement. La dernière 
des égalités (24) fait connaître la vitesse de propagation de l'onde 

(25) „
=±ν

/Η*Ξ, 

le radical devant être pris avec le signe + ou le signe — suivant que 
la discontinuité se propage de la région 1 vers la région 2, ou en sens 
inverse. 

Cette vitesse peut d'ailleurs se mettre sous une forme plus expli-
cite : la formule (21) jointe aux formules (3o) du Chapitre I nous 
donne en effet 

i X = β + 2 ί£ (Ce·-2#«iî + çp»), 

de sorte que la formule ( 25 ) peut encore s'écrire 

(26) <?—I H' (£|~*-£,)a8—+ 
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ainsi que nous l'avons déjà fait remarquer (£2, £2) = ο si le mou-
vement ι se propage dans le mouvement 2 et alors on prend le 
signe ■+■ devant le radical; (C,, ) = ο si la propagation se fait en 
sens contraire et alors on doit prendre le signe —. 

Nous appellerons ondes de deuxième espèce les ondes qui rentrent 
dans la catégorie précédente ; nous rencontrerons au paragraphe sui-
vant des ondes de première espèce, que propagent seulement les 
membranes dénuées de viscosité. 

II. δ'Λ = ο. Les équations (22) et (22') se confondent et se réduisent 
aux suivantes 

— Pïî^'jcx. v) = o, 

d'où l'on déduit pour la vitesse de propagation 

0 . /0 11* £ oc* - 2 £«(3(3* 

Comme la quantité cL est continue par hypothèse à la traversée de 
l'onde, les quantités Θ, €, if, (j peuvent être affectées indifféremment 
mais simultanément des indices 1 ou 2; si le mouvement 1 se propage 
dans le mouvement 2, nous mettrons les indices 2 et alors on aura 
(«1*2) «L, <j

2
) = o; si la propagation se fait en sens inverse, nous mettrons 

les indices 1 et alors on aura (i*,, (i,) = 0. Revenant aux notations 
·<?,, <?2, nous aurons donc 

<*/)
 ^ =

 ν

'
 = +

 \/τ 

Nous appellerons ondes de troisième espèce les ondes qui rentrent 
dans cette catégorie. 

§ III. — Cas d'une membrane dénuée de viscosité. 

Par hypothèse, on a (£, Q) = 0 en tout point de la membrane; 
l'équation ( 14) se réduit donc à sa première ligne 

(28) f2(pIIV
0

ô'U+é'<;L)<5.zi/* = o. 
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Les formules (3o) du Chapitre I se réduisent à 

(OU, f)=:e(G' E> 

et l'on trouve aisément, d'après les formules (8), 

(Qx» Qr' Qs) = k®(a, b, c). 

L'équation (28) nous donne alors les suivantes 

(29) 

— pHVJX -h £ό'(θα) = ο, 
— pHVJ/ji 4- Αο'(θ6) = o, 
— pH VJv +/â'(0c) = o. 

Mais les identités (24) du Chapitre II nous donnent 

■3'(θα) = θ,δ'α -+- α2δ'θ = θ
2
ο'α -h α,ο'θ, 

de sorte qu'en tenant compte des expressions générales de δ'«, il 
vient 

δ'(θβ) = / (λ - a'la'l) -H at s £*/,·( λ - α'Ια'λ) -h a, 

et l'on aurait deux autres formules analogues pour δ' (0Z/ ), δ' (Oc). Dès 
lors, les équations (29) peuvent s'écrire sous les deux formes équi-
valentes 

(3o) 

(ί-ρ(40λ+ο·τ^-!β-α'λ=ο' 

UVJ\ ον(ρβ) θ, ,, ,, 

U~PHFjv + Cî-4; jj-c'2a λ = ο; 

(So') 

(ΐΐ;~ΡΗΐΐ)λ+0'-4;—π;α2ολ=0· 

(|-
Ρ
Η^),

 + 4ι
^>_|6'

2ο
'Χ = Ο, 

(π;+ «-ijr,— n;c2al=0· 

Multiplions les équations (3o) ou (3o') respectivement par a\ b\ c' 
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et ajoutons membre à membre, il vient 

( 31 ) VJ Σα'λ = 0. 

Multiplions de même les équations (3o) respectivement par les cosi-
nus directeurs a.

iy
 b\

y
 cde la normale au plan tangent en M à la 

région 2 et ajoutons membre à membre; les équations (3o') parles 
cosinus directeurs a\, b'\, ct de la normale au plan tangent en M à la 
région 1 et ajoutons membre à membre. Etant données les conditions 
de perpendicularité, il viendra 

(39.) 
O V! \ pH Vo Z a 

„VJ\v n--pII7îji«,X = «. 

Kn multipliant enfin les équations (3o) par a
2

, b.,, r2, les équations 
(3o') par an

 bn cn on trouvera de même 

(33) 
|fê-P„£WÆ=o, 

(pfl) kp, V q 

Ces équations vont nous permettre de discuter les différents cas qui 
peuvent se présenter. 

Α. Σα'λ φ ο. Alors, d'après l'égalité (3i), V
0
 = o; l'onde est donc 

stationnaire. Comme la tension en un point d'une membrane est 
essentiellement positive en vertu des conditions de stabilité ('), les 
les équations (32) deviennent 

(34) la\l = ο, 2α';λ = ο. 

Si les normales (a\2 b\, c",), (α
2

, Z/
2

, c'
2
) sont confondues, il en est de 

même des normales M/a, et M/ia menées dans les plans tangents en M 
aux régions 1 et 2 et l'on a S'(a, b

f
 c) = 0. S'il n'en est pas ainsi, ces 

normales ne peuvent pas être opposées, car on aurait 

a, -4- at= o, = c,-f- cs= ο, àr(a, b, c)?£o, 

(' ) P. DUHKM, Hydrodynamique, Élasticité, Acoustique, t. II, p. 98. 
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et, comme les équations (29)s'écrivent, dans le cas actuel où V
0
 = o, 

(35) (θ, 4-θ,) ô'a-h (tfj-h α,)ό'θ — ο, 

avec deux équations analogues, on serait conduit à une impossibilité. 
Ainsi, si les normales aux plans tangents ne sont pas confondues, elles 
font entre elles un angle différent de π. Dès lors, d'après les équa-
tions (34), la discontinuité est tangente à l'onde, c'est-à-dire trans-
versale et l'on a par suite 

2α,λ = ο, Σα,λ = o. 

On a donc δ'(ρΘ) = 0, d'après les formules (33), βίδ'ρ = 0, d'après 
la formule (29) du Chapitre II. En outre, les formules (3o) ou (3o') 
se réduisent à 

(λ, μ, ν) — («', b\ c')2a'). = o, 

égalités qui expriment précisément la transversalité de la discon-
tinuité, et finalement les formules (3i) du Chapitre II donnent 
δ'(a, h, c) = o. 

Les cosinus directeurs a, c restent donc assurément continus à 
la traversée de l'onde ; l'équation (35) et les deux autres analogues 
nous donnent δ'Θ = o. D'après les équations (34), qui se réduisent à 

2α'λ = o, 

la discontinuité se trouve dans le plan tangent en M à la membrane 
et c'est tout ce qu'on peut dire ; elle peut n'être ni longitudinale ni 
transversale. 

Β. Σα'λ = o. Alors, la discontinuité se trouve dans le plan normal 
à l'onde; d'après l'équation (3i), la vitesse de propagation peut dif-
férer de zéro. Les équations (3o) et (3o') deviennent 

(36) 

(ΐΠ —p *·) β,~*ρ»~ = 0' 

/ θ, ,,νη . δ'(ρθ) 

U-pU*Uv + c'T7r=° 
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et 

(36') 

(*t „ν»\ 0Ν'(ρθ) · 

Tt-pu'^)it+bí~nr ~°’ N i / rvV 

u-pHF;v+ci-^r=°· 

Il nous faut alors distinguer deux cas suivant que ο'(ρΘ) est diffé-
rent de zéro ou égal à zéro. 

« 

I. ο'(ρΘ) φ ο. Les équations (3(3) et (3(3') considérées deux à deux 
nous donnent dans ces conditions 

(«ι, «i) ~~ (bu bt) ~~ (c„ Ct)' 

( ' α, - - c, - ρ, θ, - pli VJ -

De désignant la valeur commune ± ι des derniers rapports égaux. Les 
égalités (37) montrent que la discontinuité est longitudinale, mais il 
y a encore deux cas à distinguer suivant la valeur de DC. 

1. De = + 1. Les égalités (38) nous donnent alors 

ô'(«, b, c) — o, 

*(δ-'»£Η'(δ->»ΐΟ· 

Si nous introduisons dans cette dernière égalité les vitesses Ψ, ou 
de propagation de l'onde liées, comme nous l'avons vu, à V

0
 par les 

égalités 
= (Hi, H,)V0I 

on trouve aisément 

<■»> '-V-Sî?· W-Ê*· 

Nous appellerons ces ondes ondes de première espèce; elles sont 
analogues à celles que propagent les fluides. Les conditions de stabilité 
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des membranes exigent que la quantité soit négative ('); les 
vitesses de propagation (39) sont donc réelles. Ces formules sont 
identiques à celles que nous avons trouvées dans le cas du fil 
flexible (2). 

Si V
0
 = 0, la dernière des égalités (38) donne ~ = 3e; on a donc 

forcément 3e = ·+■ 1. 

2. 3C = — 1. Les égalités (38) nous donnent alors 

û\ + rtg -— o. b\ + bi — O) c | + Cg —■ O) 

» (*' V* VI pII Vo 

Les premières expriment que la courbe d'intersection de la mem-
brane par le plan normal à l'onde présente en M un point de rehaus-
sement; la dernière nous donne aisément 

(4o) *>,=_«/£< Sii®·,
 Vs= +

 ./ëT5Elî. 

Ces ondes rentrent dans la catégorie des ondes de deuxième 
espèce que peuvent aussi propager les membranes affectées de visco-
sité; il est intéressant, à ce point de vue, de comparer les formules 
(2Û)et(4o). Nous avons rencontré pour la première fois ces ondes 
dans le mouvement des fils (3); ces ondes sont spéciales aux fils et aux 
membranes car les fluides ne présentent rien d'analogue. 

II. δ'(ρΘ) = o. Les équations (36) et (36') se réduisent alors aux 
suivantes 

(ïïi P. »> = ·. 

(ιπ-ρΗτ!)(λ· f'v)=°· 

Nous voyons tout d'abord que, si la discontinuité n'est pas nulle, ce 

(') P. DUHBM, loc. cit., t. II, p. 98. 

{*) L. ROY, Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, 19 juin 1911, 

t. CLII, p. 1743. 
(3) L. ROY, loc. cit. 

Journ. de Math. (G· série), tome VIII. — Fasc. III, 1912. 3q 
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que nous supposons, la vitesse de propagation ne peut être égale à 
zéro. En rapprochant ceci de ce que nous avons dit plus haut, quand 
nous suivions les conséquences de l'hypothèse 3e = -+- i, nous arrivons 
donc à cette conclusion qu'une onde stationnaire, pour laquelle 
Σα'λ = ο, est forcément de première espèce. 

Les égalités précédentes nous donnent aisément 

«0 Vl=-\/w' 

Ces ondes rentrent dans la catégorie des ondes de troisième espèce 
que peuvent aussi propager les membranes affectées de viscosité; il est 
intéressant à ce point de vue de comparer les formules (27) ou (27') 
et(4i). Ces ondes ont été rencontrées pour la première fois par 
M. Jouguel dans le mouvement des ills (*). 

§ IV. — De la relation supplémentaire. 

Revenons, comme au paragraphe 1 du présent Chapitre, à la consi-
dération des deux régions a et b séparées par la courbe Γ et en les-
quelles nous avons partagé la membrane; la courbe Iv a été tracée de 
telle sorte que l'onde de choc, entre les instants / et /-4- dl, se trouve 
tout entière dans la région a sans toucher la courbe T'en aucun point. 
Nous nous proposons tout d'abord de calculer la quantité de chaleur 
dQ6 dégagée par la partie b de la membrane pendant le temps dt. 

D'après ce que nous avons vu antérieurement (Chap. I, g V), 
on a 

<0 rfQ„ = + dm - de*. 

ce que nous pouvons écrire encore 

. . . j C rr f à2 ο dp à* φ DT \ , 

11 —dt fiïd 

(*) E. JOUGUET, Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, t. CLIII, 27 no-
vembre 1911, p. 1062. 
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en nous souvenant que 

dtqpΛ d? 01 

Soit alors η l'énergie interne par unité de masse définie par l'égalité 

En=p-T 

nous voyons que l'équation (/|2) devient 

(43) (ÊrfQ/, = — tèvj dm 4- άτΦ/, — d&
vh

. 

D'après l'égalité (31) du Chapitre I appliquée à une modification 
réelle, on peut écrire 

il
x
 Φ/, — dZ

vU
 — dtJJ^ |^(;)li x'

u

 — &jc'
v

) ~ 4> (— X <4- $x'
v

) du dv 

=-■dtffl[d{3ïiJC''^ Xx:,) + Ui^" 

+ dt I 2 [ α ( 3)l ̂
K
 - X x'

v
 ) 4- β (- X x'

u
 4- §x'

v
 )] U do 

-H dtjl X>x'
v

) 4-β'(— X< 4- $*'„)]U άσ, 

et, si nous tenons compte des équations (4) et (5), nous aurons 

(44) </
τ
Φ

Λ
 — cfë„

A
 = eft f f dudv + dt Γ 25

X
U de 

-f dt CΣ [a'(3H/Jî'
/t

— X#(,) 4- β'(—Xa:^ 4- 4'#!,)] U da. 

Posons 
Wé+ U'+ V2 

il viendra 

j jiXUdudv =J2XU dm — J^—dm (»), 

(') Celte égalité jointe à l'égalité (44) met en évidence un résultat intéressant; 
si nous appelons JR la demi-force vive d'une portion de la membrane, l'équa-
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de sorte que les égalités ( 43) et (44) nous donneront 

(45) €dQ
bSS

-dt-~
t
£(^· dm + dt£lXVdm + dt£le

x
Udff 

4- dt f 2[α'(0ΐΚ-^<) + β'(- ^œ'„->r9x'
v
)]\jd9

t 

Cela posé, faisons, comme M. Duhem en Hydrodynamique ('), 
l'hypothèse que l'égalité (4r>), établie pour la partie b qui n'est le 
siège d'aucune discontinuité, reste valable pour la partie a qui est le 
siège d'une onde de choc. Appliquons-la à une portion de la région 
a = a, H- a., telle qu'elle a été définie au paragraphe I et limitée 
par deux lignes N,N2, Ν', N', normales à l'onde Σ, dont nous repré-
sentons par Λ,Λ

2
, η\τι

%
 les images dans le plan des (M, v) {fig. 3). 

Les différents termes du second membre de l'égalité (45) s'évaluent 
comme ceux de l'équation (7) et l'on trouve 

(46) <E RFQ„= Λy Γρ HV„ 3' (f + + lï ( Q, 1: ) j th. 

l'intégration s'étendant à la partie de la courbe s comprise entre les 
deux lignes n

t
n.

21 η\η\. Nous voyons que cette quantité de chaleur est 
de l'ordre de dt. 

tion (44) peut s'écrire 

disyb -f* dt 2XU dm + dt fie,υ d<7 

4- dtj*2[a'(.m œ'
H
 — dZ,x'

v
) 4- β'(— Xx'

a
 4- )] U άσ — — d

t
Φ/, = ο. 

Or, l'équation fondamentale de l'Knergétique appliquée à une modification 
réelle donne 

d(Lvi, 4- d(Z
c
/
t
— dAl/,— ί/χΦ/,— ο. 

lin comparant ces deux égalités, on voit que le travail élémentaire des actions 
exercées parla partie a de la membrane sur la partie b est exprimé par l'intégrale 

dt Γ— )Z, x'
v

) 4- β'(— &>jc'
u
 4- U dz. 

(') P. DUHEM, Recherches sur VHydrodynamique, 2·' Partie, Ch. I, $ 8. 
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Mais on a aussi, d'après l'égalité (37) du Chapitre I, 

(47) dQ
a

 = -dtJ Κ Qds + dtJ AC(T-T
E

)RFS, 

la première intégrale s'étendant au contour Ν, N, N', N'4N, de la por-
tion de membrane considérée et la seconde à la surface limitée par ce 

Fig. 3. 

contour; comme l'aire de cette surface est de l'ordre de dl, le dernier 
terme de cette égalité est négligeable. 

Les égalités ( 4b) et (47) nous donnent alors 

(48) «y*
 + yTpHV, 4'(^ + «Yi) +1 o

v
,<Q

x
L' )1 da~o. 

Supposons que la température absolue Τ puisse être discontinue à 
la traversée de l'onde et posons, suivant notre notation, 

δ'Τ:=Τ*—T,. 

Si le coefficient de conductibilité interne Κ est différent de zéro, les 
principes delà théorie analytique de la chaleur exigent qu'on ait 

Ô'T = o, 

car il ne peut y avoir de différence de température finie entre deux 
portions contiguës d'un milieu dont les densités sont du mcine ordre 
de grandeur. Supposons donc qu'on ait 

Κ = 0, 

égalité qui exprime l'hypothèse d'adiabatie. 
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Dans ces conditions, l'égalité (48) se réduit à son second terme et, 
comme elle doit être vérifiée quelle que soit la longueur du chemin 
d'intégration, il en résulte qu'on doit avoir en tous les points de 
l'onde 

(4g) pHV
0
d'^+«r))+2â'(Q

1

,U) = o. 

Or on a 
o'W~l(Vl + Vî)è'U, 

s <3'(QXU) = (Q.r,+ Q,,) Ô'U H- (U.+ l\) S'Qr. 

Mais, que la membrane soit ou non affectée de viscosité, on a, 
d'après les équations (19) et (28), 

pHV0<5'U + â'<
v
>x=o 

et deux autres égalités analogues; nous avons donc 

et 
a 8- ( Q, U ) = - ( y,, + Q,., ) ijS- _ ρ 11V. ( u, + υ, ) 6' u 

ïS'^u)=-^k23'«-pHV»a'?· 

L'égalité (49) devient ainsi 

(5o) 2p*H»V*«a'Yj-25'Ql = o; 

c'est la forme la plus générale de la loi adiabatique dynamique ; nous 
allons voir les différentes formes qu'elle prend dans chaque cas parti-
culier de propagation que nous avons rencontré. 

§ V. — Loi adiabatique dynamique ('). 

Supposons d'abord la membrane affectée de viscosité ; nous avons 
dans ce cas 

ΛΑ·> = Ην0, 

Q
x
=a<£A-f- α iltr, 

(') La loi adiabatique dynamique dans le mouvement des membranes 
flexibles (Comptes rendus, t. CLIV, 6 mai Î912, p. i2i3). 
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Nous déduisons de cette dernière égalité 

îq»=£.V+««, 
d ou, puisque Ο'λ»1> = ο, 

2Ô'Q« = 

L'équation (5o) devient ainsi 

(δι) s — ll«aM,«=o. 

I. o'&b φ ο. Alors l'onde est de seconde espèce et la vitesse de pro-
pagation χ> donnée parla formule (25); l'équation précédente devient 
ainsi 

^•(ρ^ΊΊ'η —Η3'Λ) = Ο, 

de sorte que, si φ ο, on a 

(52 ) ρk*<£ô'η — Ilô'Λ, ~ o. 

II. £'d = o. Alors, l'onde est de troisième espèce et, d'après les 
formules (27'), la vitesse <? ne peut être nulle; l'équation (5i) donne 

(53) ô'n=o. 

Gomme l'énergie interne est une fonction finie de la densité et de la 
température et qu'on a déjà o'p = o, il résulte de l'équation (53) 
qu'on a en outre δ'Τ = ο. Ainsi, ni la densité ni la température 
n'éprouvent de discontinuité à la traversée d'une onde de troisième 
espèce se propageant sur une membrane affectée de viscosité ; il en 
est donc de même de toute fonction de (ρ, T) telle que la tension, et 
comme on a forcément o'T = ο si Κ φ ο, on voit que la proposition 
énoncée s'applique à une membrane quelconque conductrice ou non 
conductrice de la chaleur ('). 

Supposons maintenant la membrane dénuée de viscosité; nous 
avons dans ce cas 

(Q*.Qr, Qs) = £θ(α, M), 
et par suite 

2ô'Q* = /Î«Ô'0«. 

(') Puisque 3'θ = ο. il s'ensuit que les formules (27') se réduisent à la 

formule unique i? ' 
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Inéquation (5o) devient ainsi 

(54) apU^Vjea'yj -Â'o'e4 = o. 

Envisageons alors les différents cas qui peuvent se présenter : 
Α. Σα'λ φ ο. Nous avons vu qu'on aV, = o; l'équation (54) nous 

montre que δ'Θ = ο, ce que nous savions déjà. 

Β. Σα'λ = ο. Nous devons distinguer deux cas suivant que δ'(ρΘ) 
est différent de zéro ou égal à zéro. 

I. δ'(ρΘ) φ ο; nous savons qu'il y a encore deux cas à distinguer : 
1. oe = -f-1. Alors l'onde est de première espèce et l'on a 

y»_ μΡΙΡ»Ο'θ. 

l'équation (54) devient ainsi 

-Μθ,-ΗθΟδ'ρΙτττο. 
ou, si V

0
 φ ο, 

(55) 2pip*<Êà'n -h (θ, Θ.) ô'p = o, 

relation analogue à celle trouvée par Ilugoniot dans le mouvement 
rectiligne des gaz et généralisée par M. Jouguet. 

2. oc = — i. L'onde est de deuxième espèce et l'on a 

V* — / a P'P» Θ' + Θ*. 

comme V
0
 est forcément différent de zéro, l'équation (54) devient 

(56) 2p
i
pi<Bâfn — (pi p

t
)d'8z= o. 

Cette relation est analogue à celle trouvée par M. Jouguet dans le 
mouvement des fils ('). 

II. δ'(ρΘ) =o. L'onde est de troisième espèce et sa vitesse de pro-
pagation différente de zéro. Nous avons dans ce cas 

v» _ m Ρ'θι _ Ρ«β« __ M pi βι + PiΘ» 

(F) E. JOUGUET, Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, t. CLIII, 23 oc 
tobre 1911, p. 761. 
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et l'équation (54) nous donne 

(57) p,0,)<£<5'r, — <5'θ5 = ο, 

ce qui est encore une autre forme de la loi adiabatiquc dynamique. 
En particulier, si S'p = 0, on a aussi δ'Θ = ο, en vertu de l'hypothèse 
faite δ'(ρΘ) = ο; on a donc également δ'Τ = ο et l'équation (57) se 
trouve identiquement vérifiée. Les conclusions deviennent donc iden-
tiques à celles qui résultent de la considération des ondes de troisième 
espèce, quand la viscosité n'est pas nulle. 

CHAPITRE IV. 

LES ONDES D'ACCÉLÉRATION. 

§ I. — Cas d'une membrane affectée de viscosité. 

Supposons qu'à l'instant l la membrane soit le siège d'une onde 
d'accélération persistante Σ; pour étudier les propriétés de cette onde 
au point de vue dynamique, nous ne pouvons pas encore faire usage 
des équations du mouvement que nous avons établies au Chapitre I. 
En effet, l'établissement de ces équations repose sur la transformation 
de la dernière intégrale de l'équation [Chap. I, équ. (32)] 

(') //
 HX'àxdudv CΣδ

Λ

 àxda 

-ff +(- **;) ψ\ du dv=o, 

intégrale à laquelle nous avons appliqué la formule de Green après 
une intégration par parties. Or, cette transformation suppose essen-
tiellement que les fonctions (ona^— (— 3&a^-+- Ça?J,), ... soient 
continues en tous les points de l'aire limitée par le contour C à laquelle 
s'étend l'intégration, condition qui ne se trouve pas remplie dans le 
cas actuel, puisque les fonctions DU-, 0ΐ>, φ sont discontinues le long 
de Σ par l'intermédiaire des actions de viscosité £, £, ç, qui dépendent 
des dérivées secondes des coordonnées. Pour étudier les ondes d'accé-

Journ. de Math. (6· série), tome VIII.— Fasc. III, 191a. 4® 
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lération dans une membrane affectée de viscosité, nous devons donc 
reprendre l'établissement des équations du mouvement à partir de 
l'équation (i). 

Comme nous l'avons fait dans la théorie des ondes de choc, par-
tageons encore la membrane en deux régions a et b, la région h 
n'ayant aucun point commun avec l'onde Σ. La première a est limitée 
par le contour Γ -+- Γ

λ
, la seconde b par le contour Γ'-h Γ

Ό
 et l'on a 

Γ = T
rt

-h Γ*, le contour Γ„ pouvant même ne pas exister, si l'onde Σ 
n'atteint pas le contour Γ. Désignons encore par C', C«, Q les images 
respectives des contours Γ, Γ

α
, Γ* dans le plan des (M, P), telles que 

C = C
RT

-F- CJ. 

Choisissons tout de suite la région a et soient ε,, ε
2
 des quantités 

Fig. 4. 

finies positives : nous prendrons comme courbe C l'ensemble de deux 
courbes, l'une C, située dans la région ι à la distance £,<//dc#, 
l'autre C, située dans la région 2 à la distance ζ,μΐΐ de s. La région a 
sera alors représentée par l'aire comprise entre les deux courbes C',, 
C',, aire qui n'aura aucun point de contact avec le contour C si 
l'image s de l'onde Σ est une courbe fermée ; aire qui sera, au contraire, 
partiellement limitée par une portion C

rt
 de C, comme dans le cas de 

la figure, si l'onde atteint le contour de la membrane (fîg. 4)· 
Dans ces conditions, les intégrales doubles de l'équation (1) 

s'étendent à l'image totale a-h b de la membrane et l'intégrale curvi-
ligne au contour C

rt
-H C4. Les intégrales relatives à la région b et au 
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contour sont de l'ordre de S s), car on doit admettre que les 

quantités et δ( a?,y, z) sont du même ordre ; celles relatives 

à la région a et au contour C
a
 sont de l'ordre de z). Celles-ci 

sont donc négligeables vis-à-vis des premières, de sorte que l'équa-
tion (i) peut s'écrire plus explicitement 

( a ) f f Σ-% dx du dv -h f Σ C* dx do 

~~ f f Σ [(0IL ^x'^ + Λ x'u+®Xv) ilr]du dv ~ °' 

Les fonctions ΰϊΐ, χ, Φ sont continues en tous les points de la 
région b et de son contour C' -f- Cb ; nous pouvons donc appliquer à la 
dernière intégrale de l'équation (2) la transformation qui était illé-
gitime quand cette intégrale s'étendait à l'image entière a 4- b de la 
membrane. Nous avons ainsi 

f f Σ-Χ* àx du dv -f- f Σ ox do 

— f Σ [a (OK x'
u
 — y(=x'

v
) -h β(— x'

a
 dx do 

—jf 2[a'(3Hii4- &x'„) + β'(— <Sx'„)\ixda 

9 4- ra r dx du dv — o 

a', β' désignant, comme au Chapitre III, les cosinus directeurs de la 
demi-normale au contour C — C', 4- C, menée vers l'extérieur de la 
région b. 

Imposons, tout d'abord, à la membrane un déplacement virtuel 
qui laisse immobile tous les points de la région a et de son contour 
C -h C

rt
; la troisième ligne de l'équation précédente disparaît, et cette 

équation ainsi simplifiée nous montre, comme au paragraphe IV du 
Chapitre I, qu'on doit avoir : 

i° En tous les points de la région b 

(3) 
Λ, , d(^x'a-X,x'v) . d(-Kx'u+tix'v) 

! 
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2° en tous les points du contour Cj 

Çx— a(5Itcr'u - X x’v ) - ß(- + *y„) = o, 

Cela posé,· donnons à la membrane un déplacement virtuel quelconque ; 
multiplions les équations (3) respectivement par o(x

f
 y, z)dudv, 

ajoutons-les membre à membre et intégrons dans la région b. Une 
intégration par parties transforme l'équation ainsi oblcnue en une 
autre identique à l'équation (6) du Chapitre III; en tenant compte, en 
outre, des équations (4), l'équation dont il s'agit devient 

ff. 2-V δχ du dv -H 

—J£2 [^
11 x

'~
 + dX3ûr

'" *
u du dv 

-hj*l[a'{D\1x'
u
 - 3^x'

v
) 4- β'(— -+- 'fa·;)] ox do — ο. 

En comparant cette dernière équation à l'équation ( 2), il vient im-
médiatement 

f 2[a'(«Tex'
n
 — 4- β'(— Τ4- U?^,)] o.r do = o. 

Or, le long de C',, on peut prendre a' = a, β' = β; le long de C2, 
a' = — a, β' = — β; de plus, on peut substituer s à C, et C'

3
 comme 

chemin d'intégration. L'équation précédente peut donc s'écrire 

j 1 δ' [ a ( OK x'
u
 — Dî, x'

v
 ) + β (— X x'„ «fa·',, )] δχ do = o, 

l'intégration s'étendant à la courbe s. Cette dernière équation devant 
être vérifiée pour tout déplacement virtuel, on doit donc avoir tout le 
long de s 

« (x'
lt
 δ' Oil — x'

v
δ' <X> ) 4- β(— x'

u
 δ' ·Χ> 4- x[.o' (j?) = o. 

........................... 

ou, en tenant compte de ce que les quantités oil, ot>, ne sont discon-
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tinues que par l'intermédiaire des actions de viscosité £, (J, 
a(x'

lt
d'C — x'

v
à'$) -+- β(— =o, 

— + β(—= ο, 
a(z'

u
 ô'£- z'

v
V§) -+- (3(— z'

H
o'$ 4- <ov£) = o. 

Supposons qu'on ait α = ι, β = o; ces équations se réduisent à trois 
équations linéaires et homogènes par rapport à δ'ΰ, qui, prises 
deux à deux, constituent trois systèmes d'équations linéaires dont les 
déterminants ne peuvent être tous les trois nuls, puisqu'ils sont pro-
portionnels aux cosinus directeurs a", b", c"de la normale à la mem-
brane. On doit donc avoir 

(5) δ'£ = ο, δ'£ = ο, d'où δ'(/ = ο. 

Reportons-nous aux expressions [Chap. I, équ. (24)] des actions de 
viscosité £, G; celles-ci sont discontinues par l'intermédiaire des 
quantités E', F', G'. Les équations (5) s'écrivent donc plus explici-
tement 

AGd'9-4-M5'G'=o, 

AFa'04-M$'F' = o, 
Λ Eô'9-h M δ'Ε' = o, 

avec 
νΛ Gô' Ë' — a Fo' F' 4- EÔ'G' 

Nous avons ainsi un système de trois équations linéaires et homo-
gènes en δ'(Ε', F', G') dont le déterminant n'est pas nul, sans quoi la 
fonction dissipative 2(0 cesserait d'être une forme quadratique définie 
positive. La seule solution de ce système est donc 

δ'Ε' = o, d'F=o, <3'G'= o. 

D'après les formules (42) du Chapitre II, ces équations s'écrivent 

(fi) 

Υ0(αΗ2αλ 4- ηΣα'1 = ο, 
VdfaaSHirtX 4- (— ma 4- w3)2«'X] — o, 

\'ο((3Ι1Σαλ— ηιΣα'\) ~ ο. 

Supposons d'abord V0 ̂  o; la première et la troisième de ces équa-
tions constituent un système de deux équations linéaires et homogènes 
en Σαλ, Σα'λ, dont le déterminant — HP n'est pas nul; la seule solu-
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tion est donc 

(7) Σ«λ — ο, Σα'1 ~ ο 

et la deuxième des equations ((j) se trouve vérifiée. En vertu des for-
mules (21) et (21') du Chapitre 11, les égalités (7) entraînent les 
suivantes 

(7') 2.r^X = o, Ix'^zzzo. 

Ces égalités (7) ou (7') expriment que la discontinuité est normale 
à la membrane. 

Ainsi, quand une membrane affectée de viscosité est le siège d'une 
onde d'accélération, les actions de viscosité restent continues à la tra-
versée de l'onde. Les seules discontinuités que puisse propager l'onde 
sont des discontinuités normales à la membrane. 

Supposons maintenant V
0
 = ο : les équations (6) se trouvent 

vérifiées d'elles-mêmes. 
Pour obtenir la vitesse de propagation de l'onde, reportons-nous 

aux équations ( 3); la première s'écrit plus explicitement 

P« (x - *r) *r) "ST
 +

 y) 

H- 3ÎL -r-r — 2X-r—r- ·+-<£-— — O. 

Écrivons cette équation pour un point infiniment voisin de Σ 
situé dans la région 1, puis pour un autre infiniment voisin de Σ et du 
précédent mais situé dans la région 2; enfin, retranchons membre à 
membre les deux équations ainsi écrites. Les composantes Χ, Y, Ζ de 
la force appliquée par unité de masse ne dépendent, dans le cas le 
plus général, que du temps, des coordonnées et de leurs dérivées pre-
mières ; elles sont donc continues à la traversée de l'onde et nous 
avons ainsi 

- PH* w +*.* {■- -5rj + + 77) 

-+- 3Β.·ν%£. -
 +

 «5' *£ - O. 

Tenons compte alors des formules (35), (37) et (40 du Chapitre II 
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et posons encore, comme au Chapitre III, 

(8) ^\
fl
=0Rα»-2.X,«β4-ίe(3,= ^Θ4-2H(CαI-2^αj3-^-^β,)·; 

nous obtiendrons la première des équations 

(9) 

\x-fa v,)l+*'t{-w--3r) + "'i[-7Î + 7?) = 0' 

/. \ ti,(dWi d&\ , dot, , d$\ 

[Λ·~ Ρ τι *Vv + ( ΛΓ " w)+ Γ1ΪΓ + ΛΓ) = °< 

les deux autres s'obtenant d'une manière analogue. 
Supposons tout d'abord V

0
 ̂ o, c'est-à-dire φ ο; dans ce cas, les 

composantes de la discontinuité vérifient les formules (7) et (7'). Les 
équations (9) multipliées respectivement par λ, μ, ν, puis ajoutées 
membre à membre, nous donnent alors 

(10) (x - ρ (λ» + μ* + ν») = ο. 

On en conclut que la discontinuité se propage avec la vitesse 

^Vvj· 

ou, d'après la formule (8), 

. . β Hs ΰαί-2^«3 + ί,'33 

C'est l'expression que nous avions trouvée [Chap. Ill, équ.(27)] 
pour la vitesse de propagation des ondes de choc de troisième espèce. 

Supposons maintenant V
0
 = o, c'est-à-dire x? = o; les formules (7) 

ou (7') ne sont plus valables, mais multiplions les équations (9) res-
pectivement par les cosinus directeurs a", //, c" de la normale à la 
membrane et ajoutons-les membre à membre. En vertu des conditions 
de perpendicularité x'

v
) = 0, il vient 

(l2) 6-1a2rt"X = 0. 

Vraisemblablement, on doit supposer et > o, sans quoi les vitesses 



3i6 L. «ΟΥ. 

de propagation données par la formule (ι 1) seraient imaginaires. Dans 
ces conditions, régalité (12) exige qu'on ait Σα"λ = ο. 

Nous arrivons donc à ce résultat qu'une onde d'accélération sta-
tionnaire est caractérisée par une discontinuité qui se trouve néces-
sairement dans le plan tangent. 

§ II. — De la relation supplémentaire. 

Gomme au Chapitre II, supposons que l'onde d'accélération soit du 
premier ordre pour la température absolue Τ ; nous savons qu'il 
existera une quantité τ telle qu'on ait 

(,3> =<"■*-*·>*· 

Si Κ = o, les développements qui nous ont conduits (Chap. I, § V) 
à la relation supplémentaire demeurent valables et celle-ci devient 

04) ip^ = -ÎK(T-T,)+l(Tgfe +
 a

®). 

Si Κ ^éo, la transformation, au moyen de la formule de Green, de 

en intégrale double est illégitime, puisqu'elle sup-

pose la continuité des dérivées premières en chaque point de l'aire 
d'intégration. Aussi devons-nous reprendre l'établissement de la rela-
tion supplémentaire à l'endroit même où nous avons fait cette trans-
formation. 

Nous avons d'une manière générale [Chap. I, équ. (36) et (37)] et 
pour une portion quelconque de la membrane 

(16) Λ
//(! «</«*·. 

(,<5) <tq = -dtj *£* + difβ*(Τ — Τ 
0

) Il du dr. 

Appliquons ces formules à la région a de la membrane représentée 
dans le plan des (u, v) par l'aire limitée par le contour C

rt
-h C', -+- C'

a 

(fin' 4)· D'après la formule (15) et les hypothèses faites quant à l'ordre 
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de la discontinuité, la quantité sous le signe j* j* est finie ; comme 

l'aire d'intégration est de l'ordre nous voyons que la quantité de 
chaleur dQ dégagée par la région a pendant le temps dt est de l'ordre 
de dt*. Il doit donc en être de même de la valeur de dQ donnée par la 
formule (iG). 

Considérons donc cette dernière formule : le deuxième terme est 

de l'ordre de dl2 puisque la quantité sous le signe J j" est finie. Le 

premier s'écrit, d'après la formule (37') du Chapitre ï, 

r.rt + <<i -f-C3 

α", β" désignant les cosinus directeurs de la demi-normale extérieure 
au contour C

rt
-h C, -h C

2
 de la région a. L'intégrale relative à la por-

tion C
rt
 du contour est de l'ordre de dl et fournit, par suite, dans l'ex-

pression précédente un contingent de l'ordre de dt*. Le long de C', on a 
très sensiblement α" = — α, β"= — β ; le long de C

2
, a" = a, β" = β. 

En substituant la courbe s à C, et C'
2
 comme chemin d'intégration, on 

voit que la portion C\ -+- C'
2
 du contour fournit à l'expression précé-

dente le contingent 
— dtj ̂  k*z dç. 

l'intégrale étant prise le long de la courbe g. Nous voyons ainsi que 
la seconde expression de dQ donnée parla formule (iG) ne peut être 
de l'ordre de dt2 que si 

τ = ο. 

Donc, si l'on a Κ φ ο, l'onde est au moins du second ordre pour la 
température et cette conclusion est vraie que la membrane soit ou non 
affectée de viscosité. 

§ III. — Cas d'une membrane dénuée de viscosité. 

Pour étudier le cas d'une membrane dénuée de viscosité, nous 
pouvons faire usage des équations générales du mouvement, telles 
qu'elles ont été établies au Chapitre I; mais il est plus simple de 

Journ. de Malh. (6* série), tome VIII. —· Fasc. Ill, 191a. 4* \ 
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partir des équations générales (9), en tenant compte des expressions 
simplifiées de Oïl, 0C>, Φ 

(17) (3R,3I..tf)-e(G,^'E)· 

Tout d'abord, les égalités (8) nous donnent 

(18) Α = ^θ; 

nous avons d'autre part, d'après les formules (17), 

„ àML- „ ύθ ,, dG G <m 

Il — ν ύβ ι Β —H— ^11 

II ~ = Ε +θ ~ -0^ ™ 

Il vient donc 

G 9) 

„ô'( = oi-F^+9j'( «>*)*?( Gf-FÎ^i 

\ du dv ) \ du dv J \ du dv J 11 \ du ôv 

Reportons-nous alors aux formules (42), (43), (46) du Chapitre II 
et nous trouverons aisément 

(20) 

/ n dQ r dQ \ ( ρ . t)0 y « <)(■) \ 

η-1, κ+E^J = "( - r τ9*α1+*ϊή· 

°Λ κτ~ ^)=-Ρ«^λ· 3?) = «"«'*· 

— F = *»ι 2α>„ à' (- F ^ -ι- Ε = kn 2« λ. 

Les égalités (18), (19), (20) permettent d'écrire les équations (9) 

sous une forme plus explicite ; en tenant compte, en outre, des for-
mules (21) et (21') du Chapitre II, nous voyons que les équations(9) 
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deviennent 

(a.) 

Ϊ + ?)Ιβ1-/ϊ5?ΐ] + ?·'ϊ«'λ=ΐ0· 

vIV ) + c —ι— Σαλ r-ppT H—c'Za ï. ~ o. 

vIV ) + c —ι— Σαλ r-ppT H—c'Za ï. ~ o. 

Multiplions ces équations respectivement par a', bc' et ajoutons-
les membre à membre, il vient 

(22) ψ*Σα'λ~ο. 

Multiplions-les de même respectivement par a", b", cil viendra 

(a3) ®^Σβ"λ = ο. 

Multiplions-les enfin par a, b, c, nous aurons 

(»4) 2n
>.^

+
_j___

T=0
. 

Tenons compte de cette dernière égalité dans les équations (21), 
celles-ci deviendront 

(25) 

~ β^αλ) π- ^α'Σα'λ = ο, 

(φ*— ~^(Η· ~ blal) -Η ®b' Σα'λ = ο, 

~~ c^a^) "+" ^<?'Σα'λ= ο. 

Ces équations vont nous permettre de discuter les différents cas qui 
peuvent se présenter. Tout d'abord, si l'onde est stationnaire (ψ = ο), 
l'équation (23) nous donne Σα" λ = ο ; la discontinuité se trouve donc 
dans le plan tangent. 

Comme pour les ondes de choc, nous considérerons deux cas prin-
cipaux, suivant que la discontinuité ne se trouve pas ou se trouve dans 
le plan normal à l'onde (Σα'λ ̂ o, ou Σα λ = ο). 

Α. Σα'λ φ ο. L'équation (22) nous montre que = ο; l'onde est 
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donc stationnairc. Si Κ φ ο, nous savons que τ = o; l'équation (24) 
nous donne alors Σα λ = 0. Gomme la discontinuité se trouve déjà 
dans le plan tangent, elle est, de plus, tangente à l'onde Σ, c'est-à-dire 
transversale. C'est d'ailleurs ce que montrent les équations (25). 

Β. Σα'λ = ο. L'équation (22) se trouve vérifiée, de sorte que la 
vitesse de propagation t? peut différer de zéro ; nous distinguerons 
encore deux cas, suivant qu'on a Σαλ = ο, ou Σα\ φ ο. 

I. Σαλ = ο. La discontinuité est normale à la membrane; la vitesse 
de propagation <? ne peut donc pas être nulle. L'équation (24) nous 
montre que τ = ο ; l'onde est donc au moins du second ordre pour la 
température et aussi pour la densité et la tension, d'après les for-
mules (44) et (46) du Chapitre IL Les équations (23) se réduisent à 

tw !)(>•. **)=* 

et nous donnent comme vitesse de propagation 

(26) = 

II. Σαλ^ο. Il nous faut encore subdiviser ce cas en deux autres 
suivant que Κ est différent de zéro ou égal à zéro. 

1. Κ.φ· o. Nous savons alors que τ = ο; l'équation (24) se ré-
duit à 

Ì2gH<,,+^p)=0' 

d'où nous déduisons 

11 (27) v= + V dq 

Cette formule correspond à celle donnée par Newton dans le mou-
vement des fluides. 

2. Κ = o. Alors, l'équation (i4)> où nous avons effacé le terme 200, 

est applicable. En y remplaçant 0 par sa valeur — - nous obtenons 

r ât (Bp 01 OC 
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d'où, d'après les formules (44) et (45) du Chapitre II, 

Ρ
Ι
τ
-7Γ

?
ΤΐΗ

ίαΧ
) = °· 

Cela posé, supposons φ ο; cette équation jointe à l'cquation (24) 
nous donne 

+ dp ciBp*\dT) _ -0' 

d'où nous déduisons 

N V àp +c<tp*\dT) ' 

ce qui s'écrit encore 

(28') *=±v/” 

en introduisant la chaleur spécifique à tension constante C ('). Dans 

(') L'équivalence des deux expressions (28) el (28') données pour ψ peut se 
démontrer de la manière suivante : soit ôq la quantité de chaleur dégagée dans 
une modification virtuelle par un élément de masse dm de la membrane; d'après 
la formule (36) du Chapitre I et vu l'expression de Θ, on a 

i?=-(^î^â'0H-CÎT)dm· 

c désignant, dans le cas où il n'y a pas de viscosité, la chaleur spécifique à den-
sité constante. On peut écrire aussi 

ôq =— [h de -+- C dT ) dm, 

C désignant la chaleur spécifique à tension constante et Λ un autre coefficient 
calorifique. La comparaison de ces deux égalités jointes à l'égalité 

οθ = —- dp -+■ — ο Γ 
nous donne 

. de τ de . de „ 

d'où nous déduisons, en éliminant A, 

_ de τ fàev_ c de 
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le cas actuel où la membrane est dénuée de viscosité, c s'appelle la 
chaleur spécifique à densité constante. Cette formule (28') correspond 
à celle donnée par Laplace dans le mouvement des fluides. 

Dans les deux cas que nous venons de considérer et correspondant 
à la mcme hypothèse S α λ φ ο, que la vitesse x? soit nulle ou donnée 
parles formules (27) ou (28'), la quantité <î>2 est différente de 
zéro ; les équations ( 25) se réduisent ainsi aux suivantes 

(λ, μ, ν) — (α, b, c)1a\ = ο 

et nous enseignent que la discontinuité est longitudinale. Les for-
mules (26) et (27) n'avaient été obtenues jusqu'ici, à notre connais-
sance, qu'en partant des équations des petits mouvements d'une 
membrane plane [Chap. I, équ. (54)] de température uniforme. 

Les résultats exposés dans ce paragraphe, relativement à la propa-
gation des ondes d'accélération dans les membranes dénuées de vis-
cosité, sont absolument généraux. Nous laissons au lecteur le soin de 
reconnaître, au moyen des formules que nous avons données antérieu-
ment(Chap. II, § IX), que ces résultats s'étendent aux ondes d'un 
ordre quelconque η > ι par rapport aux coordonnées. Nous les avons 
démontrés dans le cas de η = 2, uniquement pour simplifier les for-
mules qui nous ont servi de point de départ dans ce paragraphe. 

§ IV. — Les ondes d'ordre supérieur dans les membranes 
affectées de viscosité. 

Supposons que la membrane soit le siège d'une onde Σ du troisième 
ordre par rapport aux coordonnées : les équations indéfinies du mou-
vement [Chap. I, équ. (33)] sont applicables en tout point de la mem-
brane ; considérons, par exemple, la première de ces équations 

„/v d\v\ , [dm, dX>\ ,( 

+'wdi?~î3iM;>+*W'-0· 

Les dérivées sont discontinues & la traversée de l'onde, 
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par l'intermédiaire des dérivées qui dépendent des dérivées 
du troisième ordre des coordonnées ; écrivons alors l'équation (29) en 
deux points infiniment voisins et situés l'un dans la région 1, l'autre 
dans la région 2 ; en retranchant membre à membre les deux équa-
tions ainsi écrites, nous obtiendrons 

,.,/dOK/ d&\ ddï, d<&\ 

Tenons compte, alors, des égalités 

;)ïl- = 0jj 4-atIC, = + 2H(,\ 

et nous obtiendrons la première des équations 

,„(dC ài\ ,,,/ d$ d({\ 

,,,/DC / dS , <)(j\ 

dJ 4- — o 

les deux autres s'obtenant d'une manière analogue. Ces équations 
considérées deux à deux constituent trois systèmes de deux équa-
tions linéaires et homogènes entre les quantités — 

o'(—~ H- dont les déterminants ne peuvent pas être tous les 

trois nuls, puisqu'ils sont respectivement proportionnels à a", bc". 
On doit donc avoir 

<*>
 5

U~^)
=

°' °(-3ïï
 +

 ̂ ) =
 0

· 

Développons ces deux équations : les égalités (i5) et (2/1) du 
Chapitre I nous donnent immédiatement 

« £ =-\(i-S' H-Mff 

d(u,i') " ρ dtd{u,v) dtà(u,v)y 

dv ρ dt dv dt dv 
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Tenons compte des formules (48) du Chapitre II et il viendra 

m«(3 Σα'λ^, 

= — V0£a^A βΜΗαβ^Σαλ -h Μα(—m<x 4- /ιβ)Σα'λ^|, 

kà'^ =- Vo^A ^ A'4- aMIIaj^ lal 4- Μβ(— ma 4- /i|3)2a'>.~|, 

kè' ^ =z - V9 |β ^A ^ 4- 2 Mil a» ^ la λ 4- 2 M /1 xp 

Dès lors, il est facile de voir que les équations (3o) deviennent 

\ ν0
(Λ/?ίΣαλ — ΜΗβΣα'λ) = ο, 

( 2) I V0(A λ Σ^λ 4- ΜΗαΣο'λ) — ο. 

Supposons d'abord V
0
^o : le déterminant de ces deux équations 

en Σαλ είΣα'λ est différent de zéro, puisqu'il vaut ΛΜΗΛ2 ; la seule 
solution est donc 

Σαλ = ο, Σα'ι — ο. 

d'où 
Ζ χ 

lt
}. — ο, i.r;,/ —ο. 

Les égalités (3ι) nous montrent alors que les dérivées 

restent continues à la traversée de l'onde, et nous voyons qu'il en 
est également ainsi lorsque V

0
 = o. 

Donc, quand une membrane affectée de viscosité est le siège d'une 
onde du troisième ordre, les quantités restent continues à 

la traversée de l'onde; les seules discontinuités qu'elle puisse pro-
pager sont des discontinuités normales à la membrane. 

Si maintenant V
0
=o, les équations (3-2) sont vérifiées d'elles-

mêmes. 
Pour obtenir la vitesse de propagation de l'onde, reportons-nous à 

l'équation (29) et dérivons-la par rapport à u ; en n'écrivant que les 
quantités discontinues à la traversée de l'onde, nous obtiendrons 

p dt* du x" du V du d\> )
 + x" du \ du + dv ) 

+ rfï? — 3 dîï*dv ôt^dâ °' 
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Tenons compte des formules (47) du Chapitre II et nous aurons 
par différence) et en introduisant la quantité Λ définie par 1'égalilé (8), 
la première des équations 

(33) 

α(Λ'-ρπ«')Γ«(ώΓ-*τ) S7,{~iûr
+

T,)=
0

· 

Ci (λ — ρ
π

 Ο )μ+/.ά ̂  + /„0 3Î (- TÛT
+

 λγ) -
0

' 

a ( Ρ ΪΓ ) v+ *··3 Tu (.Tï· ■- ώΤ) + ̂  àû du lv)=0' 

les deux autres subtenant d'une manière analogue. Nous aurions de 
même, en dérivant par rapport à P, 

(33') 

Ρ(χ-ρπV J λ + ®.ί ̂  (-gj- - + *,»,Tf (- _o, 

P(·^-pîr
v)c+o'»3 Si (—d5"

 +
 d?)-°' 

?(x-PîrV'jvH- j
 +

 -3' = o. 

Ces équations (33) et (33') sont analogues aux équations (9). Dès 
lors, la discussion s'achève comme au paragraphe I. Multiplions les 
équations (33) respectivement par λ, μ, ν et ajoutons-les membre à 
membre ; faisons de même pour les équations (33'), nous obtiendrons 
les deux équations 

(«, β)(Λ - <")(λ«+ μ«+ ν«) = ο, 

si, du moins, \·> est différent de zéro. Nous voyons ainsi que les dis-
continuités normales à la membrane se propagent avec les vitesses 

-:'-±ι/Θ ι 

Si, au contraire, l'onde est stationnaire (1? =o),les équations (33) 
et (33') nous donnent 

(α, β)ΰΙ)Σα"λ == ο, 

égalités d'après lesquelles la discontinuité correspondante se trouve 
contenue dans le plan tangent. 

Ces résultats, analogues à ceux que nous avons obtenus pour les 
Journ. de Math. (6* série), tome VIII. — Fasc. Ill, 191a. 42 
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ondes d'accélération, sont entièrement généraux et s'étendent aisé-
ment aux ondes d'un ordre supérieur à 3. Nous laissons au lecteur le 
soin de vérifier cette affirmation. 

Pour terminer, jetons un coup d'œil récapitulatif sur les principaux 
résultats auxquels nous sommes parvenus dans l'étude de la propa-
gation des ondes dans les membranes. Nous considérerons successi-
vement ce qui se passe quand la membrane est dénuée de viscosité 
et quand elle est affectée de viscosité. Nous avons dit, dans notre 
Introduction, que ce dernier cas correspond seul aux membranes 
réellement existantes. 

Une membrane dénuée de viscosité peut être le siège d'ondes de 
choc (Λ = Ι) et d'ondes d'ordre supérieur (n > 1). 

Ondes de choc. — Ces ondes peuvent être de deux catégories, 
suivant que la discontinuité (λ, ρ, ν) se trouve ou non dans le plan 
normal à l'onde Ç2*a'\ = ou φ ο). 

I. Σα'λ = ο. Les ondes de cette catégorie peuvent être de trois 
espèces distinctes caractérisées principalement par la valeur de l'angle 
des deux plans tangents en chaque point de l'onde Σ. 

Les ondes de première espèce sont caractérisées par les relations 
δ'(ρΘ) φ ο, δ'(α, b, c) = o; les deux plans tangents sont donc con-
fondus. Elles se propagent avec les vitesses 

et sont analogues à celles que propagent les fluides parfaits. Les ondes 
stationnaires sont forcément de première espèce. 

Les ondes de deuxième espèce sont caractérisées par les relations 
δ' (ρΘ) φ ο, α

κ
 ■+■ α

2
 = ο, b

t
 -+- b

2
 =0, c, -hc

2
 = 0 ; les deux plans tan-

gents sont donc opposés, de sorte que la courbe d'intersection de la 

§ V. — Résumé, 

MEMBRANE DENUEE DE VISCOSITE 

V Ρ1 0 Ρ V pî ο Ρ 
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membrane par un plan normal à l'onde présente sur Σ un point de 
rebroussement. Elles se propagent avec les vitesses 

et sont analogues à celles que nous avons signalées dans le mouvement 
des iils parfaits. Les ondes des deux premières espèces sont longitu-
dinales. 

Les ondes de troisième espèce sont caractérisées par l'égalité 
δ' ( ρ Θ) = o, l'angle des deux plans tangents pouvant être quelconque. 
Elles se propagent avec les vitesses 

et sont analogues à celles que M. Jouguet a signalées dans le mouve-
ment des fils parfaits. 

II. Σα'λ^ο. Les ondes de cette catégorie sont stationnaires et 
caractérisées par un plan tangent unique dans lequel se trouve la dis-
continuité. 

Ondes (Tordre supérieur. — Si l'onde est stationnaire, la discon-
tinuité est contenue dans le plan tangent. Les ondes d'ordre supérieur 
peuvent être, comme les ondes de choc, de deux catégories, suivant 
que la discontinuité (λ, JA, V) se trouve ou non dans le plan normal à 
l'onde (£a'X = ow^o). 

I. Σ α'λ = ο. Il faut distinguer deux cas, suivant qu'on a 

Α. Σαλ = ο. La discontinuité est normale à l'onde et se propage 
avec la vitesse 

L'onde est au moins d'ordre η pour la température, la densité et la 
tension. 

Β. Σαλ φ ο. Si Κ est différent de zéro, l'onde est au moins d'ordre η 

«.--./ε*?I±èî, <?,=+ ./ειϋιϋ! 

<5® v2=+ Vp 

Σ βλ = OH 7^0. 

"Vr 
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pour la température ; elle se propage avec la vitesse 

M _L. / C M 

Si Κ = o, l'onde est stationnaire ou se propage avec la vitesse 

Dans tous les cas, que l'onde soit stationnaire ou que sa vitesse soit 
donnée par l'une ou l'autre des deux formules précédentes, la discon-
tinuité est longitudinale. Ces ondes sont analogues à celles que pro-
pagent les fluides parfaits. 

II. ΣαΧφο. Les ondes de cette catégorie sont stationnaires ; la 
discontinuité se trouve dohc dans le plan tangent. Si l'on a Κ φ ο, la 
discontinuité est transversale. 

Une membrane affectée de viscosité peut être le siège d'ondes de 
choc (/ι= i) et d'ondes d'ordre supérieur (λ> i). 

Ondes de choc. — La densité reste continue à la traversée de 
l'onde. La discontinuité (λ, p., v) est dirigée suivant l'intersection du 
plan normal à l'onde et du plan bissecteur des deux plans tangents 
qui traverse la membrane suivant Σ ; ces ondes rentrent donc dans la 
catégorie I (Σα'λ = ο). De plus, les actions de viscosité c, 3, (j sont 
finies de part et d'autre de l'onde et nulles immédiatement en avant de 
celle-ci dans le sens de sa propagation. Ces ondes sont forcément de 
deuxième ou de troisième espèce ; leurs vitesses de propagation 
dépendent de la quantité 

V=±
\/-7F 

MEMBRANE AFFECTÉE DE VISCOSITE. 

Λ = ~Θ2Η(ΫΑ*—H-G(3«). 

Les ondes de deuxième espèce, caractérisées par les relations 
δ'Λ^ο, = ο, -h£

a
 = o, C|-hca = ο, se propagent avec les 
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vitesses 

__ . /β, + θ, , H* £tot* — 2,?,αβ ({φ* 

,/«, + «, . il* €,«·-»ί,β?-Η,·,β«. 

Les ondes de troisième espèce, caractérisées par l'égalité δ'Λ> = ο, 
l'angle des deux plans tangents pouvant être quelconque, se propagent 
avec la vitesse 

-v? 

Ondes d'ordre supérieur. — Ces ondes sont au moins d'ordre 
η — ι pour les actions de viscosité £, £, (j. Si Tonde est stationnaire, 
la discontinuité (λ, μ., ν) est contenue dans le plan tangent ; si l'onde 
se propage, la discontinuité est normale à la membrane et sa vitesse 
de propagation est 

V p k* p 


