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Sur la propagation des ondes dans les membrancs
propag

Slexibles

Par Louis ROY.

INTRODUCTION.

Une membrane parfaitement flexible est une surface matériclle
d’épaisseur infiniment petite, qu’on suppose capable d’éprouver toutes
les déformations qui n'altérent pas sa continuité. Si I'on considére en
un point de cette surface un ¢lément d’aire dS, cet ¢lément aura une
masse o dS, o désignant, par définition, la densité superficielle de la
membrane au point considéré.

Si la membrane est partout de méme nature, cc que nous suppose-
rons, I'état physique d’un élément de la membrane sera uniquement
défini par la densité superficielle  de I’élément, par sa température
absolue T et son aire dS; la position relative des divers éléments qui
constituent la membrane est supposée ne pas intervenir dans la défi-
nition de chacun d’eux.

Dans ces conditions, la membrane admettra un potentiel thermo-
dynamique interne @ qui sera de la forme

d’:fq)(p,T)dS,

I'intégration s’étendant a la surface entiére de la membrane et 9 dési-
gnant une fonction continue des deux seules variables p, T mises en
¢vidence.

Les forces extérieures qui peuvent étre appliquées i la membrane
seront de deux sortes:

1 Chaque élément linéaire, de longueur ds, du contour de la

Journ. de Math. (6¢ série), tome VIII. — Fase. III, tg12. 3o
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membrane sera soumis i une force dont les composantes, suivant les
axes de coordonnées ox, oy, o3 seront désignées par

(Tz T,w T:) ds;

2° Chaque élément superficiel, d'aire dS, de la membrane, sera
soumis & une force dont les composantes suivant les mémes axes seront
désignées par

o(X.Y,Z)dS.

Tel est le point de départ qui nous servira a former les équations
générales du mouvement et de I'¢quilibre des membranes.

La recherche des conditions d’équilibre des membranes date de
Lagrange, qui a indiqué sommairement comment ces conditions
pouvaient étre établies ('). Cette théorie fut reprise plus tard par
Poisson (?), puis par Lamé €?), ct enfin par M. Duhem ('), qui lui a
donné une forme entiérement satisfaisante en partant des principes
de la Thermodynamique générale. Tous ces auteurs se sont bornés
a considérer unc membrane de température uniforme.

Quant aux équations du mouvement, elles n'ont été établics,
jusqu'ici, & notre connaissance, que dans le cas extrémement parli-
culier des petits mouvements d’'une membrane plane uniformé¢ment
tendue, dénuée de viscosité et de température uniforme et constante.
L’équation du mouvement transversal a été obtenue la premicre,
d’abord par Euler (*), au moyen de considérations peu rigoureuses ;
ensuite, par Lagrange et Poisson.

Les équations du mouvement tangentiel n’ont ¢été trouvées que plus
tard, d’abord par Poisson, ensuite par Lamé. Mais ces deux derniers
géomeétres, par ce fait méme qu'ils déduisaient les équations des mem-

(') LacraNGe, Mécanique analytique, édition 1853, 1™ Partie, L. 1, section V,
Ch. 111, § 1L

(?) Potssox, Mémoire sur les surfaces élastiques, lu aI’Académie des Sciences
le 1¢r aoit 1814. .

(®) Lang, Lecons sur la théorie mathématique de Udllasticité des corps
solides, neuviéme lecon.

(*) P. Dunew, Hydrodynamigue, Elasticité, Acoustique, t. 11, Liv. 1II,
Ch. V, p. 78.

() L. EvLer, Noei Commentarii Academéo Petropolitancee, t. X, p. 247,
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branes de celles des plaques élastiques, transportaient dans la théorie
des membranes le désaccord qui les séparait dans la théorie de I’¢las-
ticité relativement aux deux coefficients A et w. Et, en effet, les équa-
tions du mouvement tangentiel qu’ils ont données 'un et l'autre
difféerent par la valeur des coefficients. Enfin, M. Duhem, partant de
la définition précise de la membrane que nous avons reproduite en
commencant, ct d’aprés laguelle une membrane apparait comme un
fluide & deux dimensions dont la continuité ne peut &tre altérée, a
donné i ces équations leur forme définitive ('). Celle-cia été adoptée,
depuis, par tous les géométres qui se sont proposés d’'étudier les pro-
pri¢tés analytiques des équations des petits mouvements d’'unc mem-
brane plane. ,

Mais, comme nous I'avons dit, ces équations supposent en particu-
lier la température uniforme et constante et la viscosité nulle. Or, si
le fait de négliger les variations de température est une hypothcse
simplificatrice, qui n’a pas plus d'importance restrictive dans le cas
actuel que dans le cas 8es fluides, il en est tout autrement de I’hypo-
thése qui consiste & supposer la membrane dénuée de viscosité.

Il existe en effet, dans la nature, des fluides, tels que les gaz et les
liquides trés mobiles, dont le fluide parfait de I’'Hydrodynamique
constitue une image suffisamment approchée, tandis qu’au contraire
toutes les membranes connues présentent une viscosité considérable,
qu’on reconnait trés bien a4 'amortissement prononcé qu’éprouvent
les mouvements qui font varier la densité; et cette viscosité existe
méme pour celles qui se rapprochent le plus de la membrane idéale
parfaitement flexible comme la membrane de caoutchouc. L’étude
des mouvements ou la viscosité intervient, faite en partant d’équa-
tions qui la négligent, ne peut donc méme pas fournir des résultats de
premiére approximation ; et c’est ce qui arrive précisément pour les
équations du mouvement tangentiel.

Ainsi, I'étude du mouvement des membranes est incontestablement
moins avancée que celle du mouvement des fluides. On sait, en effet,
que les géométres ont abordé depuis longtemps, en Hydrodynamique,
I'étude des mouvements finis et recherché I'influence de la viscosité
et des variations de température. Les équations les plus géné-

(*) P. Dunex, loc. cit., p. 136.
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rales obtenues dans ce domaine ont été données récemment par
M. Duhem ('), qui a proposé une théorie de la viscosité dont les
formules renferment, comme cas particulier, celles qu'avaient pro-
posées Navier, Cauchy, Barré de Saint-Venant et Stokes. De plus,
M. Duhem a étendu aux fluides réels la théorie de la propagation
des ondes, ébauchée par Hugoniot (), précisée et développée par
M. Hadamard () dans le cas des fluides parfaits; et I'on sait que
cette théorie, jointe a celle des tourbillons, représente le progreés le
plus important fait par ’'Hydrodynamique moderne.

Nous nous sommes proposé, dans le présent Mémoire, le méme
but que M. Duhem en Hydrodynamique, en prenant également comme
base les principes de la Thermodynamique générale. Il nous fallait
tout d’abord obtenir les ¢quations générales du mouvement des mem-
branes, en tenant compte de la viscosité el des variations de tempéra-
ture. C'est ce que nous avons fait dans le Chapitre I, oil nous avons
traité de la viscosit¢ dans les membranes, en nous inspirant de la
théorie générale de la viscosité donnée par M. Duhem (*).

Les Chapitres suivants sont exclusivement consacrés 4 la théorie de
la propagation des ondes. Bien des résultats auxquels nous sommes
parvenu ont leurs analogues en Hydrodynamique; c’est ce qui arrive
chaque fois que la membrane admet un plan tangent unique en
chaque point de I'onde et que le vecteur discontinuité se trouve dans
ce plan. Mais, si ce vecteur n'est pas contenu dans le plan tangent, les
résultats auxquels on parvient sont spéciaux aux membranes. Cela
tient & ce qu'en Hydrodynamique on ¢étudie le mouvement d’un milieu
continu & trois dimensions dans un espace a trois dimensions: (uelle
que soit alors l'oricntation du vecteur discontinuité, celui-ci se trouve
nécessairement dans le milieu étudié. Il n’en est plus de méme dans le
cas des membranes, puisqu’une membranc est un milicu & deux
dimensions, mobile dans un espace & trois dimensions. C’est ce qui

(') P. Dunem, Recherches sur I’Hydrodynamigque, Paris, 1903-1go4.

() Hugontor, Mémoire sur la propagation du mouvement dans un fluide
indéfini (Journal de Mathématiques pures et appliqudées, 4 série, t. 111 et 1Y),

(%) J. Hapamarn, Legons sur la propagation des ondes el les équations de
U’Hydrodynamique, Paris, 1g03.

(*) P. Dunem, Théorie thermodynamique de la viscosité, du frottement et
des fauz équilibres chimiques, Paris, 1896.



LA PROPAGATION DES ONDES DANS LES MEMBRANES FLEXIBLES., 233

fait, par exemple, qu'une membrane affectée de viscosité peut pro-
pager des ondes correspondant 4 une discontinuité normale & la
membrane, tandis que les fluides visqueux n’en propagent pas.

Bien que la membrane dénuée de viscosité nous apparaisse comme
une pure abstraction, d’aprés ce que nous avons dit, nous étudicrons
néanmoins la propagation des ondes dans les membrancs dénuées de
viscosité, parce que bien des résultats auxquels nous conduira cette
étude correspondent a d’autres résultats obtenus dans I'Hydrodyna-
mique des fluides parfaits.

CHAPITRE L

LES EQUATIONS DU MOUVEMENT DES MEMBRANES.

{ I. — Préliminaires.
Soient

(1) r=f(u.v.t), y=g(uv1t), s=h(u,vt)

les ¢quations de la membrane & linstant ¢, («, 0) désignant les coor-
données curvilignes d'un point quelconque M de la membrane, dont
les coordonnées cartésiennes rectangulaires par rapport & trois axes
fixes sont «, y, 5. En employant les variables dites de Lagrange,
chaque point matériel de la membrane se trouve, 4 chaque instant,
caractérisé par le méme couple de valeurs (u,¢) des paramétres, de
sorte que, pour suivre un point matériel déterminé dans son mouve-
ment, il faut faire varier ¢seul dans les équations (1), qui représentent
alors la trajectoire de ce point.
Posons, suivant les notations classiques,

C o (9z\! dy\* 05\ ¢ 1o
o= (G) ~ () (@) ==

_9dxdz Jdydy 9dsds o , |
(2) ¥ —aTl dv +5¢7 ade +;&a;‘~‘rlt'rva

_ dx\? ﬂ ® E :_“ 'y
o=(5) + (&%)~ (&) =2,
\ H=\EG — I7;
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I'élément linéaire ds relatif aux valeurs (u, ¢; u + du, v + dv) des
paramétres et 1'¢lément d’aire dS correspondant auront pour expres-
sions
(3) } dst=Edu?+ 2F du dv + G dv?,

Q dS = H du dv.

Comme les lignes du réseau correspondent toujours aux mémes
lignes matérielles, si le réseau est orthogonal & un instant ¢,, il ne le
sera généralement plus & un instant ¢ 3£ ¢,, de sorte que nous devons
considérer le cas général des coordonnées curvilignes obliques.

A la membrane de forme variable et de contour variable I corres-
pond, dans le plan des (u, ¢), une aire invariable de contour fixe C et
dont chaque point, de coordonnées rectangulaires (%, ¢), est I'image
du point de la membrane qui a pour coordonnées curvilignes (u, ¢).
Nous supposerons la cofrespondance univoque entre les points de
l'aire et ceux de la membrane. A un élément ds de I' dont I'expres-
sion est donnée par la premiére des égalités (3), correspond un ¢élé-

ment do de C tel que
do* = du® + dv?.

Dés lors, a, 3 désignant les cosinus directeurs de la normale extc-
térieure menée au contour C en un point de I’élément ds, on aura

du == 3 do, dv =* ads,

le signe 4 prendre dépendant de la position du point (u + du, ¢ + dv)
par rapport au point (&, ¢), et il viendra

ds— kdg.
en posant

(4) k=yGa*—2FaP + Ef%,

Le contour T n’est, en somme, qu’'une courbe particuliére tracée
sur la membrane ; considérons, maintenant, une courbe quelconque y
a laquelle correspond, dans le plan des (u, ¢), une image c. Nous
nous proposons de calculer les cosinus directeurs a, b, ¢ de la demi-
normale Mr & la courbe y, menée en un point M de cette courbe dans
le plan tangent en M & la membrane et dans un sens tel qu'il corres-
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ponde & celui d’une demi-normale de cosinus directeurs «, 3 menée &
la courbe c au point m image de M.

Soit M’ un autre point de la demi-normale Mn de coordonnnées
x+dzx,y +dy, 5+ dz,et correspondant aux valeurs (z+du, ¢ + dv)

des paramétres («, ¢). En appelant dn sa distance au point M, on
aura
(5) a=_d_w___ i x, du+y, dv ,

dn — \[Edu*+ aF dudv + G dv*

avec des expressions analogues pour b et c. Exprimons que I'élément dr.
est normal a y. Pour cela, soient z + Dz, y + Dy, 5+ Dz les coor-
données d’un point M” de v voisin de M ; on devra avoir

XDz dr—o.

Mais, le long de vy, « et ¢ sont fonctions d’un méme paramétre v, de
sorte que, si w + Do est la valeur de ce paramétre au point M”, on
aura

, O , OV
Dz = (.Z,‘a—(’; “+ x, %) D(A).,

et I'égalité précédente deviendra

, du AW R
Z(xu%+x‘,%>(.v,‘du+a‘,d«)_o.

Or, soient (z + Du, v +Dv¢) les coordonnées du point /m” image
de M"; on a la condition de perpendicularité

aDu+pBDv=o,
ou

L0 g0
dm+‘60w'—'o'

La condition de perpendicularité peut donc s'écrire
2Bz, —az,) (x, du+ x,dv)=o,

d’ott nous déduisons
du dy

Ga—FB~ —Fa+EB

Si nous remplacons alors, dans la formule (3), du et do par leurs
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quantités proportionnelles, il viendra

P z,(Ga—FB)+z,(—Fa + E@).
- HyYGa?—2Faf + EpB}

Pour choisir le signe, il suffit de remarquer que si les équations de
la membrane se réduisent 4 x=u,y=y¢,35=o0, celle-ci peut étre
amenée & coincider avec son image et, par suite, la courbe y avec son
image c; on devra avoir ainsi ¢ = «. 1l faut donc prendre le signe +,
et I'on a, en définitive, en tenant compte de la formule (4),

_ % (Ga—Fp) +a; (—Fa+EB)
- o)

K
_ Yu(Ga—FPB)+y.(—Fa+EB)
(6) b= kH ’
o — u(Ga—Fp) +z,(—Fa+EB)
- I3l

Les formules ci-dessus vont nous fournir presque immédiatement
la valeur de la dérivée d'une fonction de point suivant la normale Mn ;
cette dérivée a pour expression générale

d_ddu ddv
(7) 71;_.(—3_1‘1%*_0(' dn

Or, les ¢galités (5) nous donnent les suivantes

1=z, fii‘-&-x’ dv
C=%uldn *dn’
, du , dv
b:y,‘a—,:-i-yu%’
yde o de

c=:’u&7¢+~'v an’

En les multipliant respectivement par x;, y,, 5,, puis en les ajou-
tant membre 4 membre, on obtient la premiére des égalités

Jdu dv '
LEE +Fa-;_2ax,,.
Ldu de
I-J,-i—!-G% —aaxz,,
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la deuxi¢me s’obtenant d’une maniére analogue. Tenons compte alors
des formules (6) et nous trouverons
du

: ady -
kHa;_Ga——lﬁ, AH%_.-——Faz-khﬁ.

L’égalité (7) nous donne ainsi le résultat cherché

wd (e d L0 0 .4

§ II. — Equation de continuitsé,
Soit
dm—=pdS =plldude

la masse de I'élément dS, ¢ désignant la densité superficielle ; cette
masse demeurant la ménie quand le temps varie, on a

pH = p,H,.

I'indice zéro se rapportant 4 un instant ¢, choisi une fois pour toutes.
On en déduit I'équation de continuité

H
(9) Ae) o,

analogue & celle de Lagrange en Hydrodynamique. Cette équation
peut encore se meltre sous une autre forme : donnons a la membrane,
a l'instant ¢, un déplacement- virtuel défini par les accroissements
¢ (z, y, ), fonclions continues de (u, v), des coordonnées de ses
différents points. Il en résultera, pour les quantités E, I¥, G, H, des
variations qui, d’apreés les formules (2) , seront

I

, 002 o , dox , 00 -
6E—22$,,W) oF = (‘r,‘w-i-wi), oG

2H ¢H =G éE —aF oF + EdG

921" dox
2 -
Y oov

et l'on aura, en outre,
odS = dH du dp.

Journ. de Math. (6 série), tome VIIl, — Fasc. 111, 1912, 31
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La dilatation superficielle sera ainsi

ads _
dS — H

Supposons maintenant que le déplacement virtuel considéré
coincide avec le déplacement réel ¢élémentaire & I'instant ¢; en appe-
lant
dir.y,3)

(11) (U, W)= =2

les composantes de la vitesse du point M (, y, 3), on aura

3,y 3)= (L. V, W)de

et
(12) M=Fd, oF=Fd, oG=GCd. l=Ild,
en posant

‘ F= %lf = 221",,37[;,
(13) lr=G =¥ (5 + 0 %)

( G = %?—— :22.’:{, %[‘i:’

2 W = GE'— 2FF' + EG'.
Soit alors 0 d! la dilatation superficielle réelle, on aura

16) 9:%:GE’—22[:::'+EG”
d’oti, d’aprés I'équation (9),
(15) pI+ %’2 o,

ce qui est une autre forme de I'équation de continuité. Lin tenant
compte des ¢galités (13) et (14), cette derniére équation peul s’éerire
d'une maniére plus explicite

| ' ' oU ' / iAY —
(15") HQ;ZL(GJ-‘,—F;vV)a‘—+(—qu+ E.rv)-a—‘-’-]-i-‘-)—t__o.
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~.~.

.

§ III. — Travail élémentaire des actions de viscosité (!).

Imposons 4 la membrane un déplacement virtuel 3(z, y, 5); I'élé-
o . R o e LS
ment linéaire éprouvera une variation ods telle que

adsods = ol dut + 20F dudv + oG dvt,

¢ (E, IV, G) étant donnés par les formules (10), et la dilatation cor-
respondante d de I’élément ds sera

6 J— M _1 ol dut 4+ 20K duw dy +6Gdc”.
(16) =5 32 Fdi+ 2Fdudy + Gdvt

Soient, d'autre part, ds et Ds deux éléments linéaires issus du méme
point M (¢, y, 5) de la membrane et correspondant aux accroissc-

ments respectifs (du, dv), (Du, Ds) des paramétres ; ils font entre
eux un angle g tel que ‘

EduDu +F(duDv+dveDu)+ GdeDy
CosSQ = .
‘ dsDs

Aprésla déformation élémentaire, ds est devenu ds, = ds + ¢ds,
Ds est devenu Ds, = Ds+ & Ds, et I'angle ¢ est devenu I'angle ¢, tel
ue
1 EiduDu+F (duDo+4+dvDu)+ Gyde Dy
’

€o8Q, = s, Ds,

formule ou I'on a posé
E,=E +JE, F,=F + JF, Gy=G +4G.

Pour que la déformation conserve les angles et les longueurs, il faut
et il suffit, d’aprés les égalités précédentes, que ¢ (E, F, G) soient
nuls; dans ces conditions, la surface déformée est applicable sur la
surface primitive et I'élément dS est égal a 1'élément transformé. La
déformation de dS se trouve donc entiérement définie par les trois
quantités 8E, ¢F, 8G.

Soit 8T la variation infiniment petite de la température absolue T

(') De la viscosité dans le mouvement des membranes flexibles (Comptes
renclus, t. CLIII, 4 décembre 1911, p. 1033).
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de I'¢élément 4S dans la modification virtuelle considérée; ahstraction
faite du déplacement d’ensemble dans I’espace éprouvé par cet élé-
ment, la modification virtuelle qu'il subit est entiérement déterminée
par les quatre quantités

oli, oF, oG. oT.

que nous supposerons constituer un systéme de variations nor-
males (*).

D’aprés cela, le travail élémentaire de viscosité intrinséque de I'¢lé-
ment dS sera de la forme

—(LOE — 23 dF +§3G)dS.

&y 3, ¢ désignant les actions de viscosité, fonctions des paramctres
qui définissent I’état de I'élément et qui sont la densité ; et la tempé-
rature absolue T, et aussi fonctions des dérivées 19, 1, G’ données
par les formules (13).

Les liaisons entre les divers ¢léments S étant des soudures au sens
de M. Duhem, le travail virtuel de viscosité ¢¢, relatif a la membrane
entiére sera la somme des travaux de viscosité intrinséque étendue a
tous les éléments dS, soit

(17) 6(70:-—f(£61'3—aj&l“-i—{,’éG)dS.

Il résulte de cette expression que le travail de viscosité est nul dans
toute déformation transformant la membrane en une autre applicable
sur la premiére, et ccci est bien conforme & I'idée que nous nous
faisons de la membranc parfaitement {lexible.

Dans une modification réelle élémentaire, le travail de viscosité
devient

(18) chV:—dtf(CE’—ail”+(J'G’)ds.

el 'on sait que cette expression doit étre essentiellement négative.
D’autre part, les actions de viscosité ¢, 4, ¢ doivent s'annuler en
méme temps que les dérivées 1, F', G'; Thypothése la plus simple

(') Voir P. Dunem, Théorie thermodynamique de la viscosité, de frotte-
ment et des faux équilibres chimiques, 1™ Partie, Ch. L.
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qu'on puisse faire est donc de regarder ces actions comme des fonc-
tions linéaires et homogenes de k', F, G’, dont les coefficients soient
de simples fonctions de g, T. Lord Rayleigh suppose de plus I’exis-
tence d'une fonction dissipatice 2®, c'est-a-dire d'une forme quadra-
tique de E’, I, G', dont les coefficients soient simplement fonctions
de g, T, et telle qu’on ait

. 0D o® . 0®
(lg) L,:W, —-‘,’.j:-w, g:-a(—}—,-
On a dés lors

2® = EE' — 3 §F' + GG,

de sorte que I'égalité (18) devient

(20) de,=— —dt fz(D ds.

Le travail élémentaire de viscosité relatif 4 une modification réclle
devant étre essentiellement négatif, il en résulte que la fonction dissi-
pative 2® doit étre une forme quadratique définie positive. Nous
verrons dans un instant les conditions qui doivent étre vérifiées pour
qu'il en soit ainsi.

Cela posé, pour obtenir I'expression de 2®, nous devons écrire que
cette fonction, en un point de la membrane et a I'instant 7, a une valeur
ind¢pendante du réscau de coordonnées curvilignes tracé sur la sur-
face et exprimer que la membrane est isotrope. Auparavant, voyons
commenl la déformation réelle (12) est caractérisée géométri-
quement.

Au point M(«, ¢) de la surface & l'instant ¢ et dans la direction
ds I
(du, dv), portons une longueur MP = & =150 cherchons,dans
lc plan tangent en M, le lieu du point P, dont nous appellerons &, 7,
les coordonnées par rapport &4 dcux axes (M%, M) respectivement
tangents aux dcux lignes du réseau (Mu, M¢) qui se coupent au
point M. On a
ds? = &, du?+ aF, du dv + G, d¢?,

avec

(2]) I‘:|=E+E,([t, Fl:l“"*-l?/dtg G]:G+G'([l~
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Comme, d'autre part,
g n __ MP 1

VEde  JGdv  ds _ ds,’
il résulte de ces égalités qu’on a

E F,

VEG®

Nous voyons que le lieu du point P est une ellipse ayant le point M
comme centre; on P'appelle ellipse des dilatations au point M. Cher-
chons les axes de cette ellipse en écrivant que leurs directions (du, dv),
(Du, D¢) sont deux diamétres conjugués rectangulaires.

Tout d’abord, pour que deux directions soient conjuguées, il faut
qu’elles forment un faisceau harmonique avec les directions asymplo-
tiques de I'cllipse; de la la premiére relation

G,
Eit2m=in+ gut=1.

EyduDu +Fi(duDe+de D)+ GydoDe =0,
qu’on doit joindre & la condition de perpendicularité

EduDu+F(duD¢+doDu)+GdeDo=o.

Les expressions données précédemment de cos et de cos g,
montrent ainsi qu’il n’existe que deux directions en chaque point,
qui, perpendiculaires avant la déformalion, restent perpendiculaires
apreés la déformation. Ce sont celles qui sont dirigées suivant les axes
de Dellipse des dilatations; les directions de ces axes s’appellent les
directions principales au point M. En tenant compte des éga-
lités (21), on déduit des deux derniéres

Edu+Fde Vdu+Gde _ Edu*+2F dude 4 G det
Edu+Fdv = Fdu+Gdv ~ Edu*+ 2Fdude + Gdv?

=12D,

Ddt représentant, d’aprés la formule (16), la dilatation principale
relative & la direction (du, dv). Les dilatations principales sont ainsi
données par I'équation

E'—2ED F' —2FD
F'—aFD G'—2aGD

:Oq
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qui s’¢crit d’une maniére plus explicite
(22) 411'D*— 2(GE'— aFF' + EG')D + E'G'— F'*—=o.

Dés lors, si D, et D, désignent les racines de cette équation, les

demi-axes de P'ellipse des dilatations auront pour longueurs respec-
tives
1—Dydt, 1—D,dt.

Ce premier résultat obtenu, revenons aux trois quantités S(E, IF, G)
qui définissent la déformation éprouvée par un élément S de la

membrane; celles-ci peuvent s’exprimer linéairement en fonction de
trois autres quantités qui sont :

1° La dilatation linéaire 9, suivant la ligne M« du réseau le long
de laquelle ¢ est constant;

2° La dilatation linéaire 9, suivant la ligne M¢ du réseau le long
de laquelle u est constant;

3¢ L’accroissement ¢ de'angle formé au point M parles deux li‘gnes
(Mu, M¢) du réseau et défini par I'égalité

cosy =

VEG
Nous aurons I'expression de d, en faisant dans I'égalité (16) dv = o
et 0 = d,; nous obtenons ainsi la premiére des formules

dE=2EJ,. 0G =2Go,.

la deuxi¢me s’obtenant d’une maniére analogue.D'autre part, la diffé-
rentiation del’expression de cos{ nous donne par un calcul facile et
en tenant compte des deux précédentes formules

6F = F(dy+ 0,) — HdJ.

Supposons maintenant que la déformation virtuelle considérée coin-
cide avec la modification réelle

(12) oE=Fdt, oF=Fd, &G=G'de, ol =1H"d;
dans cette modification, nous poserons

d,=D,dt, ,=D,dt, b= dt,
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de sorte qu'il viendra

E'=2ED,, F=F(D,+D,)— I, G'=12GD,.

D’aprés ces formules, nous pouvons, dans I'expression de la fonc-
tion dissipative 2®, substituer aux variables (E’, F, G') les variables
(Dy, D, ¥'); 2@ devient ainsi une forme quadratique des variables
(D D:,, ¢') qui doit avoir une valeur indépendante du réseau tracé sur
la membrane a I'instant £. Substituons alors aux coordonnées (u, )
d’autres coordonnées curvilignes (&, ¢) telles que les deux lignes
du nouveau réseau (Mu', Mc") qui se coupent au point M soient diri-
gées suivant les axes principaux de dilatation en ce point. On aura

D,=D. D,=D,

et comme le réseau est rest¢ orthogonal pendant la modification réelle
considérée, a la place des variables(D,, D,, }’), ona lesvariables (D,,
D., o). La fonction dissipative 2® devient donc une forme quadratique
par rapport a D,, D,.

Tenons compte, alors, de ce que la membrane est isotrope tout
autour du point M : dans ces conditions, la fonction dissipative 2®
doit garder la méme valeur, soit que la dilatation principale ait la
valeur D, d¢suivant M«', la valeur D, d¢ suivant M, soit qu’on per-
mute entre elles ces deux valeurs. Il en résulte que 2® est non seu-
lement une forme quadratique de D,, D,, mais encore une fonction
symétrique de ces mémes variables; clle s’exprime donc forcément par
I'égalité

20 = A(D;+ D,)*+ BD,D,,

A et B étant deux quantités qui dépendent seulement de I’état de la
membrane au point M & l'instant ¢, c’est-d-dire de la densité et de la
température.

Mais, d’aprés I'équation (22) et I'égalité (14),

:IG'— F't
D,+D’:6, D‘Dg= -—-!.—“—’-—;
si donc on pose

A B

A: l” “’I:m)
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il viendra

(23) a® = AH! 9t M(E'G' — F*)

et la fonction dissipative se retrouvera exprimée au moyen des variables
E, F’, G'. Comme Hne dépend que de la densité, en vertu de I'équa-
tion de continuité, les quantités A et M sont, ainsi que A et B, de
simples fonctions de p, T, qu'on appelle les coeflicients de viscosité
de la membrane.

Les égalités (14), (19) et (23) nous donnent les expressions sui-
vantes pour les actions de viscosité

2 =AGH+ MG/,
(24) 2¥ = AF§ + MF,
? 2G=AE9 + ME'.

Il reste & exprimer que la fonction dissipative 2® est une forme
quadratique définie positive. Le discriminant de la fonction 2 ®H* a
pour expression

%G* — AFG %EG+MII*
A=| —AFG 2(AFt — MH?) _AEF |;
2:—EG + M — AEF %E’

les conditions pour que la forme quadratique considérée soit définie
positive sont alors

%G’> o, 2(AF*— MH?®) > o, %E’> o,

‘—\G’ — AFG
2 A>o.

— AFG a(AF:— MH?)
Tous calculs faits, on trouve pour le discriminant A
A=2HMI(A + M),

de sorte qu’on voit facilement que les conditions nécessaires et suffi-
santes sont ’

(23) M<o, A+M>o.
Journ. de Math. (6* série), tome VIII. — Fasc. MI, 1g12, 32
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Si les inégalités précédentes sont vérifiées, aucun des deux coeffi-
cients de viscosité A et M ne peut étre nul; dans ces conditions, toute
modification élémentaire pour laquelle on n’a pas & la fois

E'—o, F'—o, G'=o,
entraine un travail négatif des actions de viscosité. Qu’arriverait-il si

I'une des deux inégalités (25) se changcait en une égalité?
1° Supposons qu'on ait M = o; la deuxiéme inégalité se réduira

a
A >0
el 'égalité (23) deviendra
(26) 2® = A4

dans ces conditions, le travail de viscosit¢ sera nul dans toute modi-
fication ne faisant pas varier la densité.
2° Supposons (u’on ait A + M = o; la premiérc des inégalités (25)
s'écrira indifféremment '
A>o, ou M<o

et I'égalité (23) deviendra
a® = A(H26t— /G + F™),
ou, en tenant compte de ce que, d’aprés I'équation (22),

E'G —F'2
Aar
2® = \lI2(D; — D,).

D,+D,==0, D,D,=

Dans ces conditions, le travail de viscosilé sera nul si I'ellipse des
dilatations se réduit & un cercle, c’est-a-dire si la déformation laisse
I'élément dS semblable a lui-méme.

Si les deux inégalités (25) se changeaient toutes deux en égalités,

on aurait
A=o, M=o,

et la membrane serait dénuée de viscosité.
La premiére liypothése (M = o) est celle & laquelle nous aurions
été conduits si nous avions tenu, dans I'étude de la viscosité, a rester
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rigoureusement conséquents avec la définition de la membrane parfax-
tement flexible. Revenons en effet & cette définition.

On appelle membrane parfaitement flexible une surface matérielle
dont I'épaisseur est infiniment petite et dont I'état physique de chaque
¢lément est entiérement défini par sa densité p et sa température
absolue T. Pour déterminer entiérement la modification virtuelle
éprouvée par un tel élément, il suffit de connaitre son changement
de position dans I’espace ainsi que les variations correspondantes de sa
densité et de sa température; il est tout & fait inutile de connaltre le
changement de forme que cet élément a pu subir pendant la modifi-
cation considérée.

Mais, si I'on admet qu'il est nécessaire de tenir compte, pour définir
la modification, non seulement des variations de la densité et de la
température, mais encore des déformations éprouvées par I’élément;
si I'on admet que deux états ou I'élément a méme densité, méme tem-
pérature, mais des formes différentes, constituent non deux états
identiques, mais deux états distincts, on ne doit plus dire que la sur-
face considérée est une membrane parfaitement flexible; on doit dire
qu'on étudie les propriétés d'une surface élastique.

Cela posé, voyons ce que devient I'expression du travail élémentaire
de viscosité si I'on tient & rester rigoureusement conséquent avec la
définition du mot membrane.

Une modification virtuelle de I'élément dS est entiérement définic,
d’aprés ce qui précéde, par le systéme de variations normales ( 3z, 2T),
de sorte qu’au lieu de I'égalité (17), on aura simplement

asv=_f¢n 3p dS.

a étant la seule action de viscosité relative  la variable ¢z, fonction de

£s T —-- L’hypothése la plus snmple qu'on puisse faire est d’admettre
que & est proportionnelle a? 37’ le coefficient de proportionnalité ne
dépendant que de p et de T. Comme H ne dépend que de p, on pourra
donc poser

—H, 0%

Adt
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A étant une fonction de p et de T appelée coefficient de viscosité de
la membrane. Il y aura forcément ici une fonction dissipative 2® telle

ue
1 Iw

o(%)

car, si I'on tient compte de I'équation de continuité (15), il viendra

! =

(26) 2® = AH0L,

Nous retombons donc bien, en partant de la définition rigoureuse
de la membrane parfaitement flexible, sur les conséquences de I'hypo-
thése (M =o0). A l'imitation de la terminologie employée par
M. Duhem en Hydrodynamique ('), une membrane, pour laquelle
M = o, peut étre appelée une membrane proprement dite.

L’égalité (20) entraine immédiatement la conséquence suivante :
le travail virtuel des actions de viscosité est identiquement nul pour
une membrane de densité invariable; autrement dit I'hypothése
d’une membrane affectée de viscosité dont la dilatation superficielle
ne peut différer de zéro, quoique la dilatation linéaire puisse ne pas
étre nulle, est en contradiction avec la définition de la membrane pro-
prement dite. Une semblable membrane serait I'analogue d'un fluide
incompressible visqueux.

Ainsi, en suivant les conséquences logiques de la définition stricte
du mot membrane, nous serions conduits a cette conclusion qu'il
n’existe pas de membrane visqueuse de densité invariable, de méme
qu'en Hydrodynamique il n’existerait pas de liquide visqueux. De
telles conclusions sont évidemment contraires a ’expéricence la plus
vulgaire.

C’est pour s’affranchir de ces contradictions que M. Duhem a
élargi, en Hydrodynamique, la notion de fluide, quand il a traité des
actions de viscosilé. Nous n'avons fait que suivre son exemple en trai-
tant de la viscosité dans les membranes.

Remarquons enfin que la seconde hypothése (A +~ M = o) est ana-

(') P. Duuew, Recherches sur UHydrodynamique, a° série, sixiéme Partie,
Chap. I, § 2.



LA PROPAGATION DES ONDES DANS LES MEMBRANES FLEXIBLES, 249

logue & celle que Barré de Saint-Venant et Stokes avaient admise en
Hydrodynamique. Suivant 'opinion de M. Duhem, nous n’établirons
aucune relation entre les coefficients de viscosité A et M et nous nous
bornerons 4 admettre les inégalités (25) auxquelles notre analyse nous
a conduits.

§ IV, — Equations du mouvement (').

D’aprés les principes de 'Energétique, nous obtiendrons les équa-
tions du mouvement en écrivant qu'on a, dans toute modification
virtuelle isothermique

(27) 3G+ 06, + 6 — 6r® = o,

¢, désignant le travail élémentaire des forces extericures, ¢&, celu
des actions de viscosité, 8J celui des forces d’inertic et $;® la variation
isothermique du potentiel thermodynamique interne.

Soient X, Y, Z les composantes par unité de masse de la force
appliquée a chaque élément de surface de la membrane, T,, T,, T,
les composantes par unité de longueur de la force appliquée a chaque
¢lément de son contour, on aura

. =fp(xax+ Y&y—}-ZSz)dS-&—f(Txax+T~ra‘y+']‘:a‘-,)ds’

o'y
fp(m, dr+ 0% gy 4 27 6..>dS

el si nous posons

. . Oz , aty . 'z
.\._—:pl-](k—b?>, 5=pH(Y~—dt—{), I’:.::p"(z—m-,—)a

I (Cas Ty F)= k(Tz, Ty’ T;),
il viendra

3c, + ai =ff(.\: 3z + F oy + % 85) du de +f(e,,ax+ &, 3y + & 0) do.

la premiére intégrale s'étendant & l'aire comprise & l'intérieur du
contour C, image de la membrane dans le plan des (, v), et la

(') Les équations générales des membranes flexibles (Comptes rendus,
t. CLIV, 15 janvier 1912, p. 10g).
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deuxiéme & ce contour lui-méme. Nous écrirons pour abréger
(28) ae,+aj=ffz.\: Sz du dv-.-fze,axds,

et nous conserverons cette notation dans tout ce qui va suivre.

Soit, d’autre part, ¢(p, T) le potentiel thermodynamique interne
par unité de masse; si nous supposons qu’entre les différents éléments
de la membranc ne s’exerce aucune action, le potentiel thermodyna-
mique interne @ de la membrane entiére scra de la forme

@ :fq;(p,'l‘)dm.

Dans une modification virtuelle isothermique, on aura

or® :f-:;—:é‘odm:f—g%papds.

Mais, comme la masse ¢lémentaire dm = ¢dS ne varie pas dansla
modification considérée, on a

dodS +pddS=o,
de sorte que, si I'on pose

09
(29) 9+pd =o,

3@ =f96dS.

Or, d’aprés la quatriéme des formules (10), ¢dS a pour expression

GOE —2FJF + EoG
aH

il viendra

0dS = dudy;

nous avons donc en définitive
3,0 __ffe G6E-—2F6l' +E6Gd do.

Cela posé, d’aprés 'égalité (17) et la précédente, on peut écrire

G F
66,—61¢=—-;-ff[(eﬁ+aﬂc>6f£— a(en—+2ﬂ5)6F

+ (e% +nug)aG] dudy,
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ou, en posant

o =89 4 oK
M =05 +2H¢,

(30) /4 =0% +aH3,

E ,

et en tenant compte des formules (10),

(31) ée, “6""-"—ff[3"'2 d_aw__g-z< “adax+ “da?)

+‘1‘2 doéx] du dy
=—[[ $]onsi—xa )"6”
du

+ (— Rz, + P,

] dudy.

Les expressions (28) et (31) transportées dans l'égalit¢ (27) nous
donnent alors

(32) ff};.\lé‘xdudv-&-fze_,axdc
—ffz (M 2! -—Otax’)o—o}+(——é)‘(,w' +‘1’x’)-(-’ir dudy=o.
13 [ 4 dl‘ [ (3 14 d"

“n appliquant a la derniére intégrale l'intégration par parties et en
se rappelant que si P et Q désignent deux fonctions de (u, v) admet-
tant & I'intérieur du contour C des dérivées partielles du premier ordre
finics, on a, d’aprés la formule de Green,

ff(;g+3_(‘,2)‘!"d"=f(P¢+Qﬁ)da,

I'équation (32) s’écrira en définitive

.\, ! — ' —_ ~‘. J !
ffz [;\'- + 9 ILJ:,(,)“ Xz, + I= X ;2"_‘- (Bx,,)] oz du dy

+fz[s,— a2, — 3o} — B(— Fo, + P, )] 82 do == o,
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Cette équation doit étre vérifiée quel que soit le déplacement vir-
tuel 8 (,y, 5) imposé & la membrane ; il en résulte qu'on doit avoir :

1° En tousles points de I'aire intérieure au contour C

o JORE, -0, I R+ B
Ju dv
B , ! — ’- g — '] ’
(33) .;-Y + d(‘)lt'yu )b.YV) + d( )t’yu'*' “t‘.rv) — 0‘
du dv
! -l — :I 5,
g 4 NI — 3 | I(= N3+ D3
du av

2° En tous les points du contour C

Gi““(snxlu_o.(’x,v)_ﬁ(— ‘)t"t;"— (r‘r'v) =0,
(3%) Ey—a(My,—5y,) ~B(— Ny, +2y,)=o,
& — a(‘()u"slu —%:,u) - 13(— ‘)t"::l +‘£5,v) =0.

Ce sont les équations générales du mouvement des membranes ;
mais, entre les six fonctions inconnues z,y,s,p, T,®, nous n’avons
encore que cing équations indéfinies, les équations du mouvement(33),
I’équation (29) et I'équation de continuité (15'). Pour que le probléme
soit entiérement déterminé, nous devons donc former une sixi¢éme
équation appelée la relation supplémentaire que nous allons déduire

des principes de la Thermodynamique et de la conductibilité calori-
fique.

§ V. — La relation supplémentaire,

Soient 8Q la quantité de chaleur dégagée par une portion quel-
conque de la membrane dans une modification virtuelle, € I'équiva-
lent mécanique de la chaleur; la Thermodynamique nous enseigne

qu'on a
—_—— _ 19 —9&
€dQ = f,g T6< - iT) dm —4&,.

Dans cette égalit¢, ¢ <— % %}—’) représente la varialion de 'entropie
par unité de masse et 85, le travail des actions de viscosité relatif a la
portion de membrane considérée & laquelle s’étend l'intégration.
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Soit d) la quantité de chaleur dégagée dans une modification
réelle, il viendra, d’aprés 'égalité (20),

_ d'o dp ()qo()T Jp
€d) = dth(d 2L ()t)pds-i-dtfz(l)rlb.

Tenons compte de ce que

dp Mo 98

o ="  PGor =0T
el posons

—_Toa9
(35) c=—7g orv
on aura
T9®, I 10

(36) dQ = u[f(e a0 —cp O + Ju du de,

P'intégration s’étendant 4 la région du plan des (,¢) qui correspond
a la portion de membrane considérée.

Mais on a aussi, d’aprés la théorie de la conductibilité calorifique
et cn supposant la membrane athermane,

(3-) dQ=_d¢fK‘f,—Tds+d¢f:>c(1‘—T°)ds,
Y n

K désignant le produit par I'épaisseur de la membrane du coefficient
de conductibilité interne de la substance qui constitue la membrane,

d" [ ’ 14 . r_*

Elz la dérivée de la température absolue suivant la normale extérieure
(@, b,c) au contour y qui limite la portion de surface considérée,
o le double du coefficient de conductibilité extérieure que nous sup-
posons le méme pour les deux faces et T, la moyenne des tempéra-

tures absolues extérieures sur les deux faces de la membrane. La
formule (8) nous donne alors, en nous souvenantque ds = £ dp,

dar , 1 aT oT ,0T JT
(37") ﬁds_ﬁ[“(Gﬁ_FW) ﬁ( l‘———i—Eo )] G

Si les dérivées secondes de la fonction T par rapport & u et ¢ existent
Journ. de Math. (6* série), tome VIII, — Fasc. III, 1912, 33
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et sont finies, la formule de Green nous donnera

B OT\ 0 K/ dT _ oT )
fK LY ff[ (M Fd—v)+5m(-—rd_“+hw)]dum,

de la cette seconde expression de Q

(38) dQ= d‘ff[ ou n( du F;ﬂ‘)

J K JT aT
-2 H( Fo-+ES ) +IIM(T—T0)] du db.
Retranchons membre & membre les égalités (36) et (38), nous
obtiendrons une certaine intégrale qui doit étre nulle quelle que soit
I'aire d'intégration ; il en résulte que son coefficient différentiel doit
étre égal & zéro. De li résulte I'équation cherchée
T _ 14 K(Gor dT)

(39) cpgr= 1 as You

K/ _oT _oT
1( FT-*-F") X (T =Ty + = (dTOHm)

—+-

==
=i

I1y a enfin une derniére condition au contour. Tout le long de T on

doit avoir
dT

\ — ¢ ! —_ =

l\ dll -+ R (T TO) 0,
o’ désignant le produit par I’épaisseur de la membrane du cocfficient
de conductibilité extérieure relatif & la surface latérale de la mem-
brane. On a donc le long du contour C et outre les égalités (34)

JT 0T OT 0T\ .
a(Gﬁ_Fd—v)q-ﬁ( ro¢+Ed—v) + T HA(T—T,) =o.

§ VI. — Equations de Véquilibre.

Si la membrane est en équilibre, les actions d'inertie et de viscosité
sont nulles et les formules (30) se réduisent &

(4o) (on, ot, @) =8 S B,
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Les équations indéfinies deviennent ainsi

J o

% H( Fr,+Ex,) =o.

pllX+ l(G r,—Fr) + —

G Y+ 2 Ve D (Gr—Fy) + & R (— Y+ Ey) =o,

o 8, ., .., .08
| PHZ + o (G =¥ + 5o (=

Fz,+E3,) =o.

Soient a, b, c les cosinus directeurs de la normale extérieure au
contour I menée en un point M de ce contour dans le plan tangent
en M 4 la membrane ; ces cosinus sont donnés par les formules (6).
Si nous tenons compte de ces formules et des formules (40), les équa-
tions au contour (34) se réduisent aux suivantes

(42) (T, T,,T;) — B(a. b,c) =o;

elles expriment que la force (T,,T,, T,) appliquée par unité de lon-
gueur & chaque élément du contour I d’une membrane en équilibre
est dirigée suivant la normale extérieurc (a, b,c) & ce conlour et a
pour valeur ©. Cette quantité © considérée en un point quelconque de
la membrane s’appelle la tension superficielle en ce point('); d’aprés
I'égalité (29), il existe donc en chaque point de la membrane une
relation finie entre la tension superficielle, la densité etla température.
Cette égalité s'appelle I'équation caractéristique de la membrane.

La notion de tension dans la théorie des membranes correspond &
la notion de pression en Hydrodynamique; les égalités (42) conduisent
a des théorémes analogues & ceux qu’on démontre relativement a la
pression dans un milieu fluide (?).

M. Duhem, dans son cours autographié¢ de la Faculté de Lille, a
donné les équations de I'équilibre d’'une membrane sous une autre
forme que nous allons déduire des équations (41) et (42). Multiplions
les équations (41) respectivement parz,, y,,, 5, et ajoutons-les membre
4 membre : les termes contenant les dérivées en u et v se réduisent

(1) Pour l'origine de cette dénomination, voir P. Dunem, Hydrodynamique,
Elasticité, Acoustique, t. II, p- 88.

(*) Pour V'énoncé et la démonstration de ces théorémes, voir P, Duney, loc,
cit., t. 11, p. 87.
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a g—e ct 'on trouve la premiére des équations
u

p(Xz, + Yy, +713,)+ -3% =o,

p(Xa, + Yy, +Z3,)+ %?—:o;

(43)

la deuxiéme s’obtient d’'unc maniére analogue.

Soient, d’autre part, a’,d”,¢” les cosinus directeurs de la demi-
normale 3 la membrane menée d’un coté déterminé de sa surface;si
nous multiplions les équations (41) respectivement par a’,4",¢" et
que nous les ajoutions membre & membre, en tenant compte des rela-
tions de perpendicularité

Yo"z, =0, Xa"x,=o,
il viendra
. Ga"xls—2Fa"x),,+ Ea"x's
p2a’X + 92 J i e Y=o

Mais on reconnait, dans le cocfficient de 0, la courbure moyenne
1

R,
paux R, etR, étant comptés positivement suivant ladirection(a’, d",¢").
L’équation précédente peut donc s’écrire

' . 13 .
+ g de la surface en un point, les rayons de courbure princi-
2

(44) p(a”x+b"Y+c"Z)+e(-l;—+l—i—):o.
1 ]

Les équations (43) et (44) sont les équations indéfinies de I'équi-
libre données par M. Duhem ('), qui les a établies dans ’hypothése
d’un réseau orthogonal (F = 0); nous voyons que ces équations gar-
dent la méme forme dans le cas d’un réseau quelconque.

P’assons aux équations au contour et appelons (N, u) I'angle que
fait, en un point du contour I, la demi-normale (a, b, ¢) & ce conlour
avecla tangente en ce point & la ligne du réseau (v = const.) dont les

cosinus directeurs sont
(x:u y:u 5:1).
E 3

(') Dans I'Ouyrage cité de M, Duhem, le terme en O de I'équation (j4) est
précédé du signe — : cela tient a ce que I'auteur compte les rayons de courbure
positivement dans la direction opposée a (a”, ", ¢").
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si nous multiplions les égalités (42) respectivement par ces trois
cosinus directeurs et que nous ajoutions membre & membre, il viendra
la premiére des égalités

2 (T2, + Ty y,+T.z,) — @ cos(N, u) = o,

. VE

(43) :
\/—ﬁ(T,x{,ﬁ\-Tyy:, +T.2,) —0cos(N,v) =o,

la deuxiéme s'obtenant d’une maniére analogue et (N, ¢) désignant

I'angle que fait la demi-normale (a, b, ¢) au contour I avec la tangente

au méme point & la ligne du résean (u = const.) dont les cosinus

dirccteurs sont

(B2 )0 30),

VG

Multipliant, enfin, les égalités (42) respectivement par a’, b",¢" et
ajoutant membre & membre, nous obtiendrons ‘

(45") @' Ty+ b'Ty+ ¢' T, = o.

Les équations (44) et (45") sont les conditions au contour données
par M. Duhem.

Quant & la relation supplémentaire (39), elle se réduit, dans le cas
de I'équilibre, a la forme

0 K/ 0T 0T\ oK/ doF _oT\ .. B
mﬁ< H—FT‘») d—‘—)-l—i-(—l*d—u+Eﬁ-)—-lch(T—To)_o,

et la condition au contour correspondante ne change pas.

§ VII. — Equations des petits mouvements.

Reprenons les équations générales du mouvement de la membrane

"pu<x «P_x)_'_d(an..z;t-ar.x',)+o(_;)t,x;‘+@xrv) _

(46) O du dv %

(7) hTp— a(IMz), ~ I r,) — B(— Nz, + Rz, )=o,
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et supposons-les vérifices pour des valeurs de &, y, 5, T indépendantes
du temps, c'est-h-dire satisfaisant aux équations de I’équilibre posées
dans le précédent paragraphe. Si la position correspondante d’équi-
libre est stable, ces équations pourront encore étre vérifiées par des

valeurs
z+E y+n 3+ T+5,

infiniment voisines des précédentes, mais oii les accroissements &, 7,
¢, 3, supposés infiniment petits ainsi que leurs dérivées, vont dépendre
de 7. Les équations que vont vérifier ces nouvelles fonctions sont les
équations des petits mouvements.

Pour les obtenir, il suffit de remarquer que les équations (406)
et (47) devant étre vérifiées par les systémes de valeurs

x, y. 35 T.
z+E y+mn, s+¢ T+3.

les différentielles totales des premiers membres de ces équations par
rapport & x,y,z, T,0u%, n, {, 9 désignent les accroissements des
variables, doivent étre nulles. Iin supposant, pour simplifier, qu’on

ait
d(X,Y,Z)=o, d(T,. T,.T;)=o,

et en remarquant que d(pH) = o, il vient

0 i} Jz d: C .
—pH a2 T o (OK Ju B[] a5 T % dn —az, d .)g‘)
(48) d - 0% 24 oy . —
-+ 5; (—' B8 'a-‘—t +q ‘-’; -2, dYe + £y, d‘f) =0,
T,dk —a (.)Iu Ja BY o 4z, dI — x, d)b)
(49) 0 d " —
- ﬁ(— Foue + @ 30— T ag + x, d‘i’) =o,

.................................................

Dans ces équations, les (o, 96, @) figurant hors des signes d ont
leurs valeurs correspondant i I'équilibre et comme, & ’équilibre, on
peut supposer le réseau orthogonal (F = o), ces valeurs sont, d’aprés
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les formules (40),

o —ald _ — —
.)R_G—H, I = o, 93_9—'—1, avec H =VEG.

D’autre part, puisque les quantités ¢, §, ¢ sont nulles & ’équilibre,
ona

do = d((-) HG_) +all¢,

N

4% :d(O-—) +aH7,

(50) -

T N

de = (1(9 -E—') + 2 H(,

les actions de viscosité ¢, 3, G étant données par les formules (24) et
les dérivées 12, 1, " par les formules (13), dans lesquelles les com-
posantes U, V, W de la vitesse ont pour valeurs, d’aprés les for-
mules (11),

(U, v, W)= Leml),

‘n tenant compte de ce (ue

08 20
de_.?‘o-dp-l—d—,l—ﬁ‘, pdl +Hdp=o,

les égalités (50) deviennent

oo . 98\ dH 08, .
‘ don =1 LedG—(J<e+p_()?)-ﬁ—+ 0—,[,-4] +aHlC¢,
(51) { d)% :l—'{OdF-f-zllf,
LT 08\ dH 98 ,
d¥ —H _OdE—-E(e—i-p?)F)Tl—-i-d—Ta +2"((].
avec
| .
dE:szj‘%,
— 0g .08
(52) dF = ((l'uw‘*’a',ou))
.
dG:aZx;‘;—G,

2aHdH =G dE + EdG.

Pour obtenir la forme que prend la relation supplémentaire, il faut -
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remarquer que la théoric analytique de la chaleur suppose les quan-
tités FIoRk T — T, infiniment petites du premier ordre. 1l suffit
donc, dans la relation supplémentaire (39), de faire porter la différen-

tiation sur T seulement. En remarquant d’autre part, que la fonction
dissipative 2® est du second ordre de petitesse, il vient

0 1 0 /(,-Go3 1 0/, Ko we T 00
Por = Tdu("ﬁ%)"‘l‘l%("ﬁ%)"”‘*’@ﬁe’

et la condition au contour est de méme

£
K i.- +N'T=o.
dn
Supposons, comme cas particulier, que la membrane soit plane i

I'équilibre, contenue, par exemple, dans le plan des (x,y) ; on aura

r=u, y=¢, 5 =o0.
d’ou
E=:, F=o, G=1,
N=1;
)3 0 On ~ ___0On __ oz 0r,
dl 2‘%) dF..._.dv -+ -d_l;’ d(J—Q(—);, ("l——()l ()(’
aU ol 4V aV U oV
I o Y 01 gy 1YY _J9v

E'—gdu’ r_'dv_*-du’ G—z()v’ o—du+:)‘

Les actions de viscosité seront ainsi, d’aprés les formules (24),

W [OU 9V oV
2\,_/\<d—u-+-5(—’)+2M-J‘-;,

; U 4av

(53) QJ_M(W-F'JIT)’
ou oV Ju
“9—A<E2+W) Mo

Substituons ces expressions dans les égalités (51) il viendra

_ 08\ [0 _ dn\ 0O (dU oV o

o = 265‘—("*909)(63*53)*01‘3*“ Ju 0|'>+2M()v’
o aU gV

d%_e(d W)-}-M(-d—‘;+—d-l—t),

' o 98 U gg) oU
(AR =285 (9*'909)(01, ov)*‘oT53 ‘<E7+o« +aMG
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et, en supposant qu’a I'équilibre la membrane soit homogéne, les
équations (48 ) nous donneront

ML 00 9 (0:  on\ 0893 05 . 9n\ . 0A:
Pw—"ma(az*ﬁ) gt ou T >o—wu(w+ov) M
s ] Ot 989 (0i  dn\, 0803 0! (95 dn\_, 9n
GO (PgE="25; W(EZ‘*’JF)*‘B’T‘,)‘- +("+M)om(w+$) M=
2% .
p(—)—t—’-::GA,.
équations ou l’on a posé
q pos o
=@t g

Ces équations (54) généralisent celles qui ont été données jusqu'ici,
oti 'on supposait la température constante et la membrane dénuée de
viscosité ; les deux premiéres sont analogues i celles des petits mouve-
ments plans d’un fluide visqueux et I'on voit que la troisiéme, qui
détermine le mouvement transversal, est indépendante de la tempé-
rature et de la viscosité. Les résultats obtenus par les géométres qui
ont étudié cette équation sont donc absolument généraux et s’appli-
quent aux membranes réelles. Par contre, les équations qui se com-
pliquent par sutte de la viscosité et des variations de la température
sont précisément celles qui présentent les plus grandes difficultés
d’intégration.

On déduit des deux premiéres équations (54) I'équation de la dila-

98¢  On
tation = + ==
O[O  dn\_ 08 (0 dn) L) WO A[9E  on
P%(mmv)— pdpA(dzt+¢)s' +ﬁ“*“&“(0—u+a)
d:

’ . o dn
et I'équation de la rotation moyenne Ju " dv

d* (dn  Ji d . (dn d:
Pon (du dc') — M5 at A(du ()_‘>
Enfin, Péquation indéfinie de la température devient

03 o o T 98 0 [  on
C"W—KA"_‘XS“'edroc(cE’*‘W)'

Journ, de Math. (6 série), tome VIII, — Fasc. III, 1912, 34
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CHAPITRE 1I.

LES ONDES AU POINT DE VCE CINEMATIQUE.

§ I. — Préliminaires.

Soit £ une courbe mobile tracée sur la membrane & 'instant 3 le
long de cette courbe « et v sont des fonctions d’'un méme paramétre o

et du temps ¢, de sorle que ses équations s’obtiennent en adjoignant
aux équations de la membrane

(1) = f(u,v,t), y=g(uv,t), s=h(u,v,t),
deux équations de la forme
(2) w=y(o.t), v =d(mw, ).

Dans le plan des (u,¢) les ¢quations (2) représentent une courbe
mobile $ qui est I'image de la courbe . Nous supposerons que la
courbe I partagela surface de la membrane en deux régionsdistinctes
que nous désignerons par les indices 1 ct 2 et auxquelles correspon-
dent, dans le plan des (#,v), deux régions 1 et 2 bien déterminces,
séparces par la courbe .

En un point m quelconque de la courbe s, menons une demi-nor-
male mn & cette courbe et soient «, 3 (') ses cosinus directeurs respec-

tivement proportionnels & —%;—’) et i :%- D¢tinissons-les par la double
)
égalité
a B 1
o du 1
T 0w do

ot |'on a posé

r=+\/(5%)+ (%)
- O (dm) ’

() Nous désignons également par o, 3 les cosinus directeurs de la normale
extérieure au contour C, mais il ne peut en résulter aucune confusion.
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nous dirons que la demi-normale mn a été menée vers la région 2 par
définition. Nous avons donc

du Jv
(3) '(‘)_(""—-lﬁ, ‘)—w——ld.
Cela posé, soient
(4) z = fi{u, e t). Y=g, e 8), Sy=h(u,v,t)

les équations de la région 1 de la membrane et
(5) zy= fo(u, e, t), Y=g (u, e, ). Za=hy(u, v, t)

les ¢quations de la région 2. Il peut arriver que la courbe X jouisse de
cette propriété que les fonctions (4) et (5) aient deux & deux la méme
valeur tout le long de la courbe X, ainsi (ue toutes leurs dérivées par
rapport & (u, ¢, ¢) jusqu’a 'ordre n — 1 inclusivement, mais qu'iln’en
soit plus de méme pour une au moins des dérivées d’ordre #; qu’onait
par excmple

d"z, _, 0".r,

Jdur Jdut

On dit alors que la courbe X est une onde d’ordre n ou encore une
ligne de discontinuité d’ordre n pour les coordonnées des différents
points de la membrane ; cette courbe peut, en méme temps, étre une
onde d’un ordre différent de n pour une autre fonction de («, ¢,¢).
Une onde du premier ordre pour les coordonnées s’appelle aussi une
onde de choc, parce qu’a la traversée d’une telle onde les composantes
de la vitesse sont discontinues, tout comme cela arrive quand deux
corps se choquent; une onde du second ordre pour les coordonnées
s'appelle aussi une onde d’accélération, parce qu'a la traversée d’une
telle onde les composantes de l'accélération sont en général discon-
tinues. '

Si une telle onde X existe pour toutes les valeurs de ¢ correspondant
a un certain laps de temps, on dit que 'onde considérée est une onde

persistante. Ce sont les propriétés des ondes persistantes que nous
nous proposons d’étudier.
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§ II. — Vitesse de propagation de Vimage de ’onde.

Soient § et 8’ les images de 'onde dans le plan des («,¢) aux ins-
tants ¢ et £+ d¢ : la demi-normale mn a la courbe 8 ou son prolonge-
ment rencontre 8’ en un point m'. Soit dn = mm’ la valeur algébrique
du segment mm’ compté positivement suivant la demi-normale man; la
vitesse de propagation V, de I'image s de 'onde X est définie par
Pégalité

Vo= dn,
de’

elle est donc positive si la propagation se fait de la région 1 vers la
région 2 et négative dans le cas contraire.

Calculons V, ct soient (u,¢), (u+ du, v + dv) les coordonnées des
points m et m’, auxquelles correspondent les valeurs respectives (w, ¢),
(w + dw, t + dt) des paramétres. On a

du Jdu
du=—oadn= -d—&:dm + Wdt,
de 14, la premiére des égalités
Jdu dw  Jdu
ono_ ()_&) E -+ Wa
. dv dn  dv
ﬁ\'o-— ;)‘0; ?lz -+ ‘—)""

la seconde s'¢tablissant d'unc maniére analogue. En les multipliant

respectivement par «, 3 et ajoutant membre 4 membre, le coefficient
dw ’ LI . R

de - est nul en vertu des égalités (3) et il vient

. _ Ou oy
(0) Vo-—am +ﬁm'

D’aprés les égalités (3), on peut écrire aussi

1 D(u, )
7 D(w, t).

V, =
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§ III. — Discontinuités du premier ordre.

D’une maniére générale, nous désignerons par &' I'accroissement
brusque qu’éprouve une quantité discontinue, quand on franchit la
ligne de discontinuité X en passant de la région 1 a la région 2 l'ac-
cent ayant pour but d’¢viter toute confusion avec le symbole ¢ employé
dans le calcul des variations. Supposons que Z soit unc onde de choc,
c’est-a-dire une ligne de discontinuité du premier ordre : les expres-
sions (4) et (5) des coordonnées coincident deux a deux tout le long
de X, mais il n'en est plus de méme d’une au moins des dérivées par-

tielles %—((—”z—%l’—:)—) Suivant la notation que nous venons d’adopter, nous
1

poserons donc
Jdr Oz, Oz,
de ™~ du  ou’

et 'on peut évidemment intervertir a volonté les caractéristiques o
ete.
L’onde X étant du premier ordre, nous avons

(7) ¢(z, y,5)=o0

et ces égalités doivent avoir lieu tout le long de Z & I'instant ¢, c'est-
a-dire qu’étant vérifiées par les valeurs (u, v, 2) des paramétres, elles
doivent I'étre encore par les valeurs (v + du, ¢ + dv, ¢),duet dv ayant
pour expressions

(8) d(u, ('):d(;‘(;v)dm;

il en résulte qu’on doit avoir

00'x 00'x
-T)lel ~+ —d‘v—d( =0,
ou
Jz dx
. ) YL 9%,
(9) 0 o du + 90 7 dv=o,

ainsi (ue deux égalités analogues pour y et 5. Dés lors, d’apres les
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égalités (3) et (8), nous pourrons écrire

ox ox
'\I——— \I~
° dJu __O dv -3
x =g =h

A désignant une certaine fonction de (u, ¢, 7). En appelant p. et v deux

autres fonctions analogues, nous aurons donc les deux formules
triples

alﬂ_‘%%ﬁ =a(h,p,),
(10) Iz . 2)
FETTE =60 ).

Ces égalités, qui expriment qu’a chaque instant le licu des points
de discontinuité pour les dérivées partielles est une courbe continue
tracée sur la membrane, s’appellent, d’aprés M. Hadamard ('), les
conditions identiques.

Il reste & exprimer que ce licu des points de discontinuité continue
d’étre une courbe unique tracée sur la membrane (uand ¢ varie ; nous
obtiendrons ainsi ce que M. Hadamard (*) appelle les conditions ciné-
matiques de compatibilité. Pour cela, il faut écrire que les égalités(7)
sont vérifiées, non seulement par les valeurs (u, v, ¢) des paramétres,

mais aussi par les valeurs (u + du, v +dv, t + dt), du et dv ayant
pour expressions

N 9(wy¥) d(u,¢)
(11) d(u,v) = o do + ot de.
Nous avonsdonc
,0x 4 0 Y dr ,
6 3—‘-“(!“ -+ 0 d_V oy ~+ 0 m‘dl-—o,

ainsi que deux égalités analogues pour y et 5. Si I'on remplace dans
cette cgalité du et dv par leurs valeurs (11), le coefficient de dw est
nul en vertu des égalités (8) et (9) ctil vient

gdz ou o dxdv L dx
ovot " T

(') J. Havamarp, Legons sur la propagation des ondes et les équations de
U’Hydrodynamique, Ch. 11, § 2.

(*) J. Hapamaro, Loc. cit., Ch. 11, § 3.
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Tenons compte enfin des formules (6) et (10), il viendra

9%

T =—2AV,.

Nous aurions deux formules analogues pour y et 5 ; deli les condi-
tions cinématiques de compatibilité

(19.) 610(‘1".7'95):

5t — (A 12 ¥) Vg

Les égalités (10) et (12) nous montrent qu'une onde de choc est
caractérisée en chacun de ses points par trois quantités A, w, v, qu'on
peut regarder comme les composantes d’un vecteur appel¢ disconti-
nuité au point considérc, et par la vitesse de propagation V, de 'image
de I'onde.

§ IV. — Expressions des dérivées (z,, =\, ..., 5,) en fonction
des cosinus directeurs de la normale et de la tan-
gente & 'onde,

En un point M de I'onde 2, menons la demi-normale Mz, 4 I'onde
située dans le plan tangent en M & la région 2 et menée vers cette
région. Nous allons calculer les cosinus directeurs a,,b,, c, de cette
demi-normale; pour cela, il y a bien peu & changer au calcul général
de a, b, ¢, qui a été fait au paragraphe I du Chapitre I.

Au lieu de la formule (5) de ce Chapitre, nous aurons

(13) e () du+ (2, )s dv .
" VEsdur+aF,dudv + G, do?

Avec les mémes notations, appelons  + D, y + Dy, 5 + D3z les
coordonnées d'un point M” de £ voisin de M et correspondant i la
valeur w + Dw de la variable w. On aura encore

(t4) Dx:(w’ Ju + z, dv)Dw.

“Jo T 0s

formule dans laquelle les dérivées x, et =, peuvent étre prises toutes
deux indifféremment mais simultanément soit sur la région 1, soit sur
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la région 2. En effet, il résulte des conditions identiques (10) qu'on a,
en vertu des formules (3),

,y du by O0e L du \ 0v
(w")‘;)_m-—*_(w“)‘%—‘(xu)z‘%’i' xv)!b—"‘)’

ce qui démontre la proposition énoncée. Dorénavant, quand, dans
une égalité, des quantités dépendant des dérivées du premier ordre
pourront étre affectées indifféeremment et simultanément de I'indice 1
ou de I'indice 2, nous n’écrirons pas ces indices.

Avant d'aller plus loin, nous allons tirer del’égalité précédente cette
conséquence que # resle continu a la traversée de 'onde. En effet,
d’aprés s cette égalité et 'égalité (14), I’élément linéaire Ds = MM”
suivant 'onde a la méme valeur suivant qu'on y allecte les dérivécs
enuet v de 'indice 1 ou de l'indice 25 comme on a, d’autre part,
Ds = kds, do désignant I'image mm” de |'¢lément Ds, image qui a une
valeur indépendante des indices, on a forcément

(15) 0’k = o,

Cela posé, revenons au calcul de a,,b,, ¢, : la condition de perpen-
dicularité des éléments MM’ et MM” s’écrira

, du L v , , 1 —
2 (x“b:; + ), 5;) [(#),):du + (2, )ydv]=0

etle calcul s’achévera comme au Chapitre I ; nous trouverons ainsi

(16) a2:(x'u)e(G,oc—FeB)Tlix:.)g(—F,a+E,p)’
A )

avec deux formules analogues pour b, etc,. Nous ne mettons pas
d’indice au bas de £ en vertu de la convention faile.

Soient a,,b,,c, les cosinus directeurs de la demi-normale Mn,
menée en M & l'onde £ dans le plan tangent en M & la région 1 et
dirigée vers P’extérieur de cette région. Un calcul tout pareil au pré-
cédent nous donnerait

(16') al:(-Z'lu)l(Gna-—F:ﬁ)-/t'}g;z‘:.).(—p,oz-i-Iilﬁ)

et deux formules analogues pour b, et ¢,. En vertu de la convention
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faite relativement aux indices, les formules (16) et (16') et leurs ana-
logues rentrent ainsi dans les formules générales

I3 ’

g a— z,(Ga—FB)+x,(—Fz+EB)
Yu(Ga—FpB)+y,(—Fa+EB)

(17) i1 b=

kH
_ 5(Gae—FpB)+3,(—Fa+EB)
¢= 7H '

(ue nous avons données au Chapitre 1; nous poserons
e =a,—a,. 0'b=by— by, de=cy—cy

Dorénavant, nous réserverons exclusivement les notations (a, 0, c)
pour désigner les cosinus directeurs de la demi-normale & l'onde
menée dans le plan tangent et vers la région 2.

Soient a’, I’ ¢’ les cosinus directeurs de la tangente en M & 'onde ¥
menée, pour fixer les idées, dans le sens des w croissants : on aura

(a'\¥,¢')= D(x]:_),:~ 3),
ou, d’apres la formule (14) et puisqu’on suppose Dw > o,

2 du b dv
“ 0w Y dw

a = .
2 x, 2li+m’ LAY
“ doy Y dw

Tenons compte des formules (3) et de ce que

\/z(ﬁxic _“x:f )’= k?
il viendra la premiére des égalités
ka'= Bz, — ax,,
(18) kb =By, —ay.,
ke =Bz, —as),,
les deux autres s’obtenant d’'une maniére analoguc.
Les formules (17) et (18) permettent d’exprimer les dérivées par

rapport a u et & ¢ des coordonnées en fonction des cosinus directeurs
Journ. de Math. (6° série), tome VIII, — Fasc. III, 1912, 35
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de la normale et de la tangente & I'onde. Le calcul n’offre aucune
difficulté ; si nous posons

m= Ga—Fp,
(19) n =—Fa+EB,
d’ot il résulte que
(20) mao + nf =4k,

nous trouverons
kz,,=aHa + na',

(21) ky,=aHb+ nb',
k3, = alle + nc';
kz,==BHa — md',

(21) ky,=BNb—mb.
ks,=BHc — mc'.

formules dont nous ferons par la suite un usage fréquent.

§ V. — Variations des quantités dépendant des dérivées
du premier ordre.

Les formules établies dans les deux derniers paragraphes vont nous
permettre de donner une forme simple aux variations ¢’ des princi-
pales fonctions dépendant des dérivées du premier ordre, et qui

sont
E. F, G, H, p. my, n, a, b, v

De la premiére des formules (2) du Chapitre I on déduit
O'E=2d"(#,) = X[(#, )+ (#,):]0" 2,5
mais, d'aprés les formules (10) et (21), on a

o', = ah,
k(@) + (x )2 ] = a(Hya,+ Hya,) + (v + na)a’s

il vient donc

(22) kd'E=a[a(H,Xa,2 4+ HyZa,)) + (ny+ ny) Za’l].
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On aurait de méme
(23) kd'G=B[B(H,Za,k +11,Za,))— (m,+ my)Xa'l].

Soient, d’autre part, A et B deux quantités discontinues le long
de X; on a la suite d’identités

(24)  #(AB)=A,B,—A,B,=A,5B + B,#’A =A,3'B +B,d'A
= %[(A,+A,)6’B + (B, + B,)¢'A].
La deuxiéme des formules (2) du Chapitre I nous donne ainsi
VF=238(z, 2,)= é 2 (@ )+ (20218 2, + [(2) )+ (2,):13 2, |

/N

ce qui peut s'écrire, d'aprés les formules (10), (21) et (21'),

(a5) A¥F=oB(H,Saih+ Uy Xayd) + Tt et (it 1)By 4y

Passons au calcul de &'H. La quatriéme des égalités (2) du Cha-
pitre I jointe aux identités (24) nous donne

28'H!= (G, -+ G4)&'E — 2 (F, + F,)'F + (E, + E,)§'G;
en remplacant dans cette égalité ¢&'(E, F, G) par leurs expressions
(22), (23), (25), les termes en Za’A se détruisent, et il reste
(26) (I, +H,) 8 H=4k(H,Za,} + H,Za,).
Nous avons vu (Chap. I, § II) qu'on a en un point quelconque de

la membrane
pH =g, H,,

P'indice zéro se rapportant & un état initial choisi une fois pour toutes.
En appliquant cette égalité & deux points infiniment voisins situés de
part et d’autre de la courbe X, et en passant au cas limite ou ces deux
points se confondraient sur cette courbe, il viendra

(27) P1Hi=P:H:= po o,
égalités d’oti nous déduisons

(27") }—l'-—Ele—l+H’:p"—li3-

P2 P1 P1+ P2 P1P2
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Nous pouvons ainsi exprimer H, et H, en fonction de g, g, et
de p, H,.
Mais la premiére des égalités (27) n'est autre que

(28) ¢(pH)=o.
ce que nous pouvons écrire encore, d’aprés les identités (24),
(H| -+ H,)a’? -+ (p|+ Pg)a'll =o0.

Remplacons ¢'H par sa valeur tirée de 1'égalité (26) et tenons
compte des formules (27'), nous obtenons

poll, o —=—»Fk prEayd -+ p,.‘.:a,l'
Pipa 1+ pa

(29)

Cette égalité tient lieu de I'équation de continuité dans 1'étude des
discontinuités du premier ordre.

Les variations des quantités i et n se calculent aisément en partant
des formules (19), (22), (23), (25); les lermes en Za, A, Za,\ dis-
paraissent et I'on trouve

(30) dm=—IB32a'), dn="rkala'l.
On a donc bien, d’aprés I'égalité (20),
dhr=adm~+B3n=o.
comme nous avions déja eu 'occasion de le démontrer.

Il reste, enfin, & calculer les variations ¢'(a, b, ¢) des cosinus direc-
teurs de la normale &4 'onde ; posons pour abréger

—_— ! 1
N=maz, +nax,

et la premiére des formules (17) s’écrira

ka _-_-E-

i
Nous avons donc

pya=tN N IIN—NIH_&N_ . ol
TN n T LT W(hwem o n, T MY,
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Mais I'égalité (28) nous donne encore, d’apres les identités (24),

ps¢' 1l + H,8'p = p,¢'ll + H,d'p=0;

nous pouvons donc écrire la premiére des égalités

N b
kt'a = — + ka e
H, ! [ ’

a N A
kd'a = 2 + lca,—-ﬁ,
1 P

la deuxiéme s’obtenant d’'une maniére analogue. Calculons ¢'N.
D’aprés les identités (24 ), nous avons

O'N=m, 8" (x;,) + (2},)20' m + ny8'(x,) + (x),),0'n;

tenons compte des formules (10), (20), (21), (21°), (30) et nous
trouverons facilement
IN=R(A—a2a'd).

Substituons alors cette expression dans celles qui viennent d’étre
obtenues pour £¢'a et nous trouverons la premiére des doubles éga-
lités

A L—a'la'd a'p A—a'la') d'p

'a =k ————— — =k ——

oa 0, +a, o H, —~ (g Py ’

o —b'2a'd d'p r—b2xa') d'p
3 'b:k“——— oy L =" "4+ h,—L
(31) 0 H, + b o H, -+ 0y o2 ’

N v—c'Za'} dp ,v—c'la') d'p

OC—A—T— +C|E—-——II"——TT|—— +c,"5‘:’

les deux autres s'obtenant d’une maniére analogue.

§ VI. — Vitesses de propagation d’une onde de choc.

Considérons, sur la membrane 4 'instant 7, I'onde X et la courbe ¥,
lieu des points de la membrane & I'instant ¢ qui seront atteints par
'onde & l'instant ¢+ dt. Supposons que cette courbe X' soit sitnée
dans la région 2 : on dira alors que I'onde se propage de la région 1
vers la région 2, ou encore que le mouvement 1 se propage dans le
mouvement 2. Dans ces conditions, la demi-normale M#., menée &
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'onde X au point M dans le plan tangent en M & la région 2 et vers

cette région coupe la courbe £ en un point M. Soit dN, = MM, la
valeur algébrique du segment MM, compté positivement suivant la
demi-normale; la quantité

__aN,
T e

sappelle la vitesse de propagation de Uonde se propageant de la
région 1 vers la région 2. Nous allons calculer cette vitesse qui, d’aprés
les hypothéses faites, est forcément positive.

Soient  +dx, y + dy, 5 + ds les coordonnéces du point M, cor-
respondant aux valeurs (# +du, ¢ + dv) des paramétres (u,¢);
puisque la courbe X’ est tracée sur la membrane & I'instant ¢, pour
calculer d(z, y, 5), on doit laisser ¢ constant dans les équations (5)
. qui représentent la reglon ct ne le faire varier que dans les équa-
tions (2). On obtient ainsi

dz = (x,)sdu + (1)), dv,
avec

N a{(u,v) d(u.v)
(11) d(u,¢)= I doy + it dt,

et 'on aurait deux expressions analogues pour dy et dz; nous avons
donc

d.z‘_-a,sz-—- [(x“)zo +(z V),() ]d +[($11)23z (J") z‘](”

Tenons compte des formules (3) et (18) et nous obtiendrons, aprés
avoir divis¢ par di, la premigre des égalités

dw Jdu
az'os-—/\"a d +( u) ()l+( v)!dt

d
b0 = krb &2 (0, 2 (0

cgWa= krc' —- dw +(:’,,),7':+

-l _‘_.
dt (32 G2

les deux autres s’obtenant de la méme maniére.
Multiplions-les alors respectivement par a,, b,, ¢, et ajoutons-les
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membre 4 membre : le coefficient de f‘% est nul et il reste
. .\ du . %
V,:Za, [(“‘u)z'&' + (2, ) 5?]'

‘n remplacant a,, 0,, ¢, par leurs valeurs fournies par les for-
mules (17), ou les quantités discontinues & la traversée de ['onde sont
affectées de 'indice 2, on trouve aisément

_y/ du dv
Vy= T(a—d—t- + ﬁ:’?)’
ct, d’aprés la formule (G),
(32) 9, = 11, V,.

Nous avons supposé que la courbe ¥’ se trouvait dans la région 2;
si clle se trouve dans la région 1, on dit que le mouvement 2 se pro-
page dans le mouvement 1. Dans ces conditions, la courbe X' rencontre
en un point M/ le prolongement dc la demi-normale Mz, menée en M
4 la courbe X dans le plan tangent en M & la région 1 et vers I'exté-

ricur de cette région. Soit dN, = MM, la valeur algébrique du
segment MM, compté positivement suivant la demi-normale; la
quantité

o=

T d

s'appelle la vitesse de propagation de londe se propageant de la
région 2 vers la région 1. D’aprés les hypothéses faites, cette vitesse
est forcément négative.

Un calcul tout a fait analogue au précédent nous donnerait alors
(32) kv =H,Vy,
en mettant V; & la place de V, pour désigner la vitesse de propagation
de I'image de I'onde dans le plan des (u, ¢) et afin d'éviter toute

confusion, car ces vitesses V, et V) sont de signes contraires.
Mais, supposons qu’on ait

Vo+ V:,: [+ 34
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alors, les égalités (32) et (32°), multipli¢es respectivement par p,
et p,, puis ajoutées membre & membre, donnent, d’aprés la premiére
des égalités (27),

(33) pl\')l+ Pz\‘),: 0.

Nous obtenons ainsi I'extension au cas des membranes d’une rela-
lion élablie en Hydrodynamique par Riemann dans le cas des ondes
planes et généralisée par M. Jouguet (').

§ VII. — Discontinuités du second ordre.

Supposons, maintenant, que la courbe I tracée sur la membrane
soit une onde du second ordre par rapport aux coordonnées, ou,
comme on dit encore, une onde d’accclération : les dérivées du pre-
mier ordre de x, y, 5 resteront continues a la Lraversée de I'onde ct,
avee la nolation adoptée, nous aurons

0 y O ys) _

d(u.v t) — o

Dés lors, la membrane admettra un plan tangent unique en chaque
point de X, les demi-normales M», et Mn, se confondront en unc
demi-normale unique, et les formules (17), (18), (19), (20), (21),
(21') devront étre utilisées telles quelles, sans indice au bas des quan-
tités qui tout & I'hcure ¢taient discontinues.

D’autre part, les égalités (32) et (32') se réduisent & une formule
unique

(33) £y = IV,

en appelant ¢ la vitesse de propagation de I'onde qui est positive ou
négative suivant que le mouvement 1 se propage dans le mouvement 2
ou inversement.

Revenons aux égalités (34) et écrivons qu'elles sont vériliées tout

(") P. Douen, Recherches sur UHydrodynamique, 17 sévie, deuxiéme Purtie,
Chl § 1
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le long de la courbe 2 & I'instant {. Nous auron;, ar exemple,
8 P P

d T8 du+0 “'de’ =o.

d dudv
(36)

6’—()———du +6’£—‘£d0=0

av du dev? !

avec
_d(u.9)

(8) d{u,v) = ~Ja do.

Si nous tenons compte des formules (3), les ¢égalités (36) nous
enscignent qu'il cxiste en chaque point de X une quantité A, telle

(u’on ait

& N By 0%
ot du oy e
P - p T
g e
dvdu __ de?
p =5 =AB.

Nous aurions pour y et s des égalités analogues; si donc nous
désignons par w et v deux autres quantités, nous obtiendrons les for-

mules
ACE)

it =t @, v).
. .0 3
(37) ¢ K ——(dﬁu-gT---a,B(z.p.u).
d Z, ¥ 5
o LI E) — 6y ).

kin écrivant enfin que les autres égalités (3)

Id(x y’“)
(38) RS

sont vérifices tout le long de X & I'instant ¢, nous aurons pour la pre-
micre
dr

' , 0%
o —— dtdl dt+6 md" == 0,

du et dv étant donnés par la double formule (8); d'aprés les for-
Journ. de Math. (6 série), tome VIII. — Fasc. I, 1g12. 36
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mules (3), nous pouvons donc écrire

, 0z , 0z
(39) ¥ 5t0ul — % grg =0

Cela posé, il reste & exprimer que le lieu des points de discontinuité
continue d’étre une courbe tracée sur la membrane quand ¢ varie.
Pour cela, il faut exprimer que les égalités (34) sont vérifiées, non
sculement par les valeurs («, ¢, ¢) des paramétres, mais aussi par les
valeurs (& + du, ¢ + dv, t + dt), du et dv ayant pour expressions

oy 9w, ) d(u.e)
(11) d(u,¢)= ™ dw -+ T dt;
nous obtcnons ainsi des égalités telles que
Jrr or . 0z

M \I_____ y ’ — —_—

” o du+ 3 ou o¢ dv+a duedt dt=o

N Y Ny

o' 5 duclu-i-o o0t de+a Jodt dt=o

Sinous remplacons dans ces égalités du et dv par leurs valeurs (11),
le coefficient de dw est nul d’aprés les égalités (36) et (8), ct il

reste
w0l du ., 0z d¢ . d'r
P09t T guov ot T Juar =™
6'ﬂ—@+6'& Qf-i-a'—(f;t—*_:o v
dv du Jt dger  J¢t dJdv dt ’

Tenons compte enfin des égalités (37) et (6), nous aurons

., Oz . r
a).Vo-i-O’m:o. p?.Vo-hB'—‘—-_o,

résultat qui vérifie identiquement I'égalité (39). Nous aurions des
résultats semblables pour y et 5; de la, les deux groupes de formules

o0¥x, y, 5
(4o0) 0 (z, v.3)
"’—-—7‘:'—(”'-—— =—B(A )V,

Jcrivons enlin que les formules (38) sont vérifiées tout le long
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de l'onde I et a chaque instant; nous aurons, pour la premicre de ces
formules,
iz di*r

1 —
(”d’dv-i—é dl’d =o.

.\

.
'
dtd‘du+o

Si I'on remplace du et dv par leurs valeurs (11), le coefficient de dw
est nul en vertu des formules (3) et (40), et il reste

e d*z du ., Oz dv \,d’

dtda ot Flaotgva 0o =

Tenons compte alors des égalités (6) et (40), et nous obtiendrons
la premiére des formules

’ -\,d ) ~
(41) EL2) = (o po Vi

les deux autres s’obtenant d’une maniére toute semblable.
Ainsi, tout comme une discontinuité du premier ordre, une discon-
tinuité du second ordre est caractérisée en chaque point de 'onde par

un vecteur discontinuité (A, &, v) et la vitesse de propagation V, de
I'image de I'onde.

§ VIII. — Variations des quantités dépendant des dérivées
du second ordre des coordonnées.

Les formules obtenues au précédent paragraphe vont nous per-
mettre de calculer aisément les variations des dérivées partielles du
premier ordre des quantités

E. F. G. H. p 6.

Tout d’abord, les formules (2) du Chapitre I nous donnent

,‘,oE__ ,.\,d.r \,QE_ X iz \,dF o Nt

Yo T ’Z oz’ %o ""‘2"’ duov’ ot 22 ¢ duor’
'\, dl —_ I -\’ ‘Tﬁ a7 d.

du - v du
) a d x , o 0

dV = ( I (l'ua, B“",—)’

(e e
duor T Fu dvdt

i 0G oz
P VX .Y TRl Y] \y~__. '
¥ Ja *22 28550 %o “"‘2“ o’ at ""2“ ¢ v o d(‘dt
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Tenons compte, maintenant, des formules (21), (21°) et des for-
mules (37) et (40): les neuf égalités précédentes pourront se con-
denser dans les trois formules triples

S /ca'b-(Tj’f‘v_t_) = 2a(a. B, — Vo) (eHZah + nZa')),

. F !
(42) ko'd—({?mz(a,5,—vo)[gasﬂzax+(—ma+n@)£a'z].
G .
( ka,()(u. o) 28(a, B, —V,) (BUZa) — m2a'}).

XY L4 .
Cela posé, la quatriéme des formules (2) du Chapitre 1 nous
donne

ol JoE JF JG
b iy LI VB N AB-Y Sl T U
2llg du =G du 2Fo gu T 1O ou’
ainsi que deux égalités analogues pour les dérivées par rapportaeeta /.
En y remplacant les variations des dérivées de E, I, G par leurs

valeurs (42), nous obtiendrons la formule triple

. ol
(../;3) (/] m:(a. ﬁ.—\’“)/{xal.

“nfin, I'équation de continuité pH = 3, H, nous donne

~ Ol o Op .
po d(u. e, t) +Hd d(u,v. t) =03
nous avons donc, en vertu des formules (43),
(44) 5P Plap —V,)klal
d(u.v. t) e ’ "

Nous savons, d’aprés I’équation caractéristique

J9

2
0 +p o

= 0.

que la tension © en un point de la membrane est une fonction finie de
la densité p et de la température absolue T. D’aprés les formules(44),
'onde d’accélération considérée est du premier ordre pour la densité ;
supposons qu’elle soit également du premier ordre pour la tempéra-
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ture. On aura alors en chaque point de 'onde

N

o'T =o,

unc au moins des dérivces partielles du premier ordre de T étant dis-
continue a la traversée de I'onde. En raisonnant comme au para-
graphe [II du présent Chapitre, nous reconnaitrions qu’il existe en
chaque point de 2 une quantité = telle qu’on ait

: ., dT
(45) 0 m:(“s@,—-vo)‘f-

Ce résultat obtenu, les dérivées de O sont liées & cellesde p etde T
par des relations de la forme
90 _ 08 dp

— +

08 o,
du~ Jdp du

aT dw’
nous en déduisons immédiatement les variations des dérivées de © qui
sont, d’aprés les formules (44) et (45),

Vo o 00 _ p , 00 a8 _
(q‘)) (4] m_(a.ﬁ,—vo)(-ﬁ.o—p-al+—6,—f.).

§ IX. — Discontinuités d’ordre supérieur.

Les formules auxquelles nous sommes parvenus pour les disconti-
nuités du second ordre se généralisent aisément. L’onde ¥ étant
supposée d’ordre n par rapport aux coordonnées z, y, s, toutes les
dérivées de ces fonctions par rapport & («, ¢, ¢) jusqu’a celles d’ordre
n — 1 inclusivement sont continues quand on passe de la région 1 4 la
région 2 ; mais il n'en est plus de méme d’une au moins des dérivées
d’ordre n, qui subit une variation brusque a la traversée de 'onde.

On reconnait alors que les variations des dérivées d’ordre n des
coordonnées sont exprimées par les formules

*(x, v, 5
(47) 6’3;%%?%;3:0("&1(—\’0)’()\, B ¥) (p+qg+r=n),

ol A, i, v désignent les composantes du vecteur discontinuité et V, la
vitesse de propagation de 'image de I'onde.
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L'onde est, en général, d’ordre n — 1 par rapport aux quantités
E F, G I p

et I'on trouve les formules suivantes qui généralisent les formules

(42), (43) et (44):

; n—F
: ""3'071%07(])}7—‘1 = aar*187(— Vo)t (aH2ah + n3a'h),
“ dll-—lF _ . ..
v 0 W:a”ﬁ"(—vo)’ '[2&{3“2«7.+(—-nla¢+nﬁ)-a )‘],
n--1
(48) (A'a’dulf)—w(j?:::20(1'@7“(—\'0)"‘({illﬁal—n22a’}.).
o"'H c .
O e = W (— Vo) kX,
-1
y 2l =— Eargr(—Vyy-t4Zal.

Enfin, si I'onde est aussi d'ordre 7 —1 pour T, il existe une quan-

tité = telle que
o ()n—l']‘

® Gar dvi o — aPB7(— V,) 1.

et les variations des dérivées de O sont données par la formule

, oo

—_— 00 pr:)
dwr dvi grr—t — aPB34(— Vo) ! (—- £+ %34 y R Ebis -) .

H" 9p~ JT*

CHAPITRE HI.

LES ONDES DE cHoC ().

{ I. — Emploi de I'équation fondamentale de 1'énergétique.

D

Supposons qu’a I'instant ¢ la membrane soit le sitge d’une onde de
choc 2 : tracons sur la membrane une courbe TV la divisant en deux

(') Les ondes de choc dans le mouvement des membranes [flexibles
(Comptes rendus, 18 mars 1912, t. CL1V, p. 759).
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parties que nous désignerons par les indices @ et b, et soient T, et T,
les parties du contour T correspondant & chacune de ces dcux régions;
nous aurons, évidemment, '=T, +T,.

La courbe I" est tracée de telle sorte qu'entre les instants ¢ et
¢ +dt, onde se trouve tout entiére dans la région a sans toucher la
courbe I” en aucun point ; dans ces conditions et dans le méme inter-
valle de temps, la discontinuité n’atteindra aucun point de la région b
ni de son contour I' + T}.

Soient C’, C,, C, les images respectives dans le plan des (u,¢) des
courbes I, T',, [, tracées sur la membrane; nous désignerons par les
mémes indices a el b les deux régions du plan limitées par les contours
C' +C,, " + C; ct correspondant & celles déterminées sur la mem-
brane par la courbe I".

Cela posé, I'équation fondamentale de I'Energétique

(1) 08+ 08, + 8 — 6y ® = o,

que nous avons employée (Chap. I, § IV) pour obtenir les éguations
du mouvement, suppose les accélérations finies en chaque point du
milicu considéré; il n’en sera plus de méme si le milieu est le siége
d’une onde de choc, car les accélérations des points rencontrés par
Ponde sont infinies. Avec M. Duhem, nous ferons I'hypothése que
I'équation précédente est encore applicable dans ce cas, et c’est & trés
peu prés la méthode employée par cet auteur en Hydrodynamique
que nous allons suivre, pour étudier la propagation des ondes de
choc dans les membranes (*).
Evaluons les différents termes de 'équation (1) : on a d'abord

6Ge:f26,6£dc+ EXdx dm.
¢ a+b

Les composantes de la vitesse étant discontinues en certains points

de la région @, nous écrirons, pour les points de cette région, les com-
posantes de I’accélération sous la forme

U—-U V—V W—-W
de ' dt dt

(') . Dunex, Recherches sur U llydrodynamique, 2« Partie, Ch. [, § 2
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U, V', W’ désignant les composantes de la vitesse a l'instant ¢ + de;
nous avons donc

o8J :—ﬁz%%;axdriz— JTLZ(U’— U)ordm;
d’autre part, on a évidemment
06, = 08,0+ 0wy  Op P == 01 @, + o;D,;
I'équation (1) peut donc s’¢crire
(2) A+B=o,
en posant

A :—f.‘.‘.(U’-— U)dx dm

3) +d¢(aem.-a,¢‘,+ f Ne,budo + f XX b r/m),
Ca a

B=dt (66‘,/, — 0p®,4 | X&.0rdo+ f XX ordu dc‘) )
"

Cu

Imposons tout d’abord & la membrane une modification virtuelle
qui laisse immobiles tous les points de la région a et de son contour
I" +T,. On aura, dans cette modification, A = o et I'équation (2) sc
réduira a

B=o.

Par des calculs analogues & ceux qui nous ont donné les équations
générales du mouvement d’une membrane (Chap. I, § 1V), nous ver-
rions qu’on doit avoir :

1. En tout point de la région

C L O(Mah— oxl)  O(— Four!,+ Dol
AN ¢ u v —
(4) { + ou + 3o ;

...................... et
2. En tout point du contour C,
Gr— (M, — INx,)—p(— Vo, + Ya,)=o,

(3) !

Imposons maintenant & la membrane un déplacement virtuel quel-
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conque; multiplions les équations (4) respectivement par 8 (=, y, 2),
dudy, ajoutons-les membre & membre et intégrons dans la région 0;
il viendra

ffz [& + o(Mzx,—Nx,) + =~ Nz, + Qw,)] S dude = o
" Ju dv

Ceci peut s’écrire encore, moyennant une intégration par parties,

J _— .\ 00z TN L '
(6) f‘/(,‘z [ﬂ\. Ow—-(.)]'g L= ")G‘rv) _a-u— _(_ %.l‘"—i- E‘Ev) ov ]d” d

+ | S[a(Ma, — RNox,) + B(— N, + Luap)] dx do

Cp
+ f 3 [@(M 2} — Fo) + Bl(— Yo+ D] bz do=o,
[

o', 3 désignant les cosinus directeurs de la demi-normale au contour C’
menée vers l'extérieur de .

Mais, d’aprés Iégalité (31) du Chapitre I, on a

88— 3y D) = — f f 3 [(:m 2, — Koal) Qd-"l.‘"f (= Pz, + Pl %i‘i] du d;

"
I'égalité (6) peut donc s’écrire, en vertu des équations (5),

08,5 — 0 B+ EGxéxde—l-fj SN b dude
b

Cy

+fz[a'(:m 2 Toxl) + B (— 6!+ ®zl)] 8z do =o.
o
La deuxié¢me des égalités (3) devient alors
B =—dt f 3o (M, — 36 2}) + B (— T, + Rarl)] 62 d,
p
de sorte que I'équation (2) s’écrit
() fz(u'_ U) e dm

a

—dz(aeva—6,¢¢+ 36, 0z do + f zxaxdm)
a

Ca
-+ dtf.‘:[oz'(mb.r,’,-— Noxy)+ f'(— N, + Rx,)] dxz do=o.
«

Journ. de Math. (6* série), tome VIII. — Fasc. III, 1gua. 37
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C’est 1a 1'équation dont nous allons faire usage en particularisant la
région a.

Considérons, dans le plan des («, ¢), les images s et s’ de I'onde
aux instants Zet 2 +dt (fig. 1); ces deux courbes déterminent entre
elles, soit seules sielles sont fermées et ne rencontrent pas le contour C,
soit avec une portion du contour C comme dans le cas de la figure,
une région a, dont la largeur cn un point 7 de 3 est mm’' =V, di,

Fig, 1.

si la propagation se fait de la région 1 vers la région 2, ce que nous
allons supposer pour fixer les idées. Désignons par ¢,, €, des quantités
finies positives et prenons comme courbe C' I'ensemble de deux
courbes, 1'une C| située dans la région 1 & la distance ¢, di de s,
I'autre C, située dans la région 2 & la distance ¢, dt de 8’ ct de telle
fagon qu’en passant de la région 1 & la région 2, on rencontre les quatre
courbes considérées dans l'ordre C;, 8, s’, C,. Si nous appelons «, la
région comprise entre C) et 8, a; la région comprise entre 8’ et C,

nous aurons
a=—a, -+ ;- a,.

Si I'image s de l'onde est une courbe fermée, il en sera de méme
des trois autres courbes et la région @ n’aura aucune partie commune
avec le contour C; on aura donc C,=o0, G;=C. Dans le cas de la
figure, au contraire, ou 8 rencontre le contour C, le contour C, se
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compose de deux partics, ¢,¢,, ¢;c,, infiniment petites de l'ordre
dedt.

Cela posé, évaluons les différents termes de I'équalion (7) en com-
mencant par le premier.

Dans la région a, qui appartient & la région 2, ona

dm =p,H,dudv=pHdudy,

en vertu de l'équation (27) du Chapitre II et de la convention que
nous avons faite (Chap. II, § IV) relativement aux indices; si nous
prenons comme ¢lément d’aire dans le plan des (u, ¢)

mm' de =V, dt ds,
ds désignant Iélément d’arc de 8, on aura
dm =1V, dt ds.
D’autre part, les points de la région a, sont dans la région 2 & l'ins-

tant ¢ et dans la région 1 4 Uinstant ¢+ d¢; avec la notation du Cha-
pitre II, nous avons donc

U—U=U—-Uy=-4dU,
ce qui donne, pour le premier terme de I'équation (7) relatif & a,,

—dt | 23'UpHV,drdo,

I'intégration s’étendant a toute la courbe s. Les régions a, et @, don-
neraient chacune un terme analogue, mais ot 8'U, au lieu d’étre une
quantité généralement finie, serait de ’ordre de dt. Ces deux termes
sont donc négligeables et 'expression précédente représente bien &
elle seulele premier terme de I'équation (7); comme elle est del’ordre

de dt & (x, y, 5), nous négligerons dans I'équation (7) les quantités
d’un ordre supérieur.

Dés lors, I'expression

dt(— 61-0“+f26,, S da +fzx Sxdm)
Ca a

est négligeable comme étant de I'ordre de di*8(x, y, 3).
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Occupons-nous de la derniére intégrale de I'équation (7) qui doit
étre étendue au contour C' = C + C;. Le long de C;, on a trés sensi-
blement o’ =a, §'=f, («, 3) désignant les cosinus directeurs de la
demi-normale 4 8 menée vers la région 2, et I'on peut, sans erreur
sensible, intégrer le long de s en prenant pour & (=, y, z) la valeur de
ces mémes quantités sur 3 puisqu’elles sont continues; le long de C;,
on a trés sensiblement o' = — a, ’= — 3 et 'on peut, de méme, sub-
stituer 8 & C, comme chemin d'intégration. Il viendra donc

[ (M), — o)+ B/ (— Nox, + Lx,)] dzde

[F

— fz[a (R &y — Noz,) + B (— Nl + Dz)], 6z da
—fi[a (M), — W)+ B (— x|, + €,)], ox da,

les deux derniéres intégrations s’étendant & la courbe 8. Posons alors,
pour simplifier,

Qr=a(Ix,— INz,) + B(— Nuo,+ L)),
(8) Qy=a(My, = Ny,) +3(— %y, +Lyl),
Q:=a(I 5, — I 3,) + B(— 6 5, + 4 3.);5

I'équation (7) deviendra, aprés avoir divis¢ par dt,

(9) fﬁ(pHVoé’U+6’Qx)6xda+ 8 o= 0.

Ainsi, il ne nous reste plus qu'a évaluer le travail virtuel des
actions de viscosité ¢&,, ; d’aprés I'équation précédente, nous ne
devons conserver dans 8, que les termes de I'ordre de ¢ (z, ¥, 3).

D’aprés les formules (3), (10) et (17) du Chapitre I, on a, d'une
maniére générale,

“,;,()6-3 s ,,06
(10) 86,:—2ff2[(uw,t—ef.p,)—ar+(—5.t,,+{,x,.)—-(j—g] H du dy,

Pintégration s’étendant & la région du plan des («, ¢) correspondant &
la portion de membrane considérée. Dour calculer &,,, nous devons
donc étendre l'intégration a la région a, +a, -+ a,.

Tout d’abord, dans les régions a, et a,, les quantités I¥', I, (&' sont
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finies ; il en est donc de méme des actions de viscosité ¢, ¥, § données
par les formules (24) du Chapitre I, et, comme les aires d'intégration
sont de 'ordre de dt, ces régions donnent lieu & un terme de l'ordre

de dt 2%%%;—) qui est négligeable, car les quantités @}g‘%‘—)@
et 8 (z, y, 5) sont du méme ordre de grandeur.
Les points de la région a, étant balayés par I'onde de choc entre les

instants ¢ et ¢+ dt, les dérivées E', F', G’y sont infiniment grandes de
I'ordre de ‘%, et, comme nous Iavons fait pour les composantes de

I'accélération qui ¢étaient du méme ordre d'infinitude, nous écrirons
pour les points de la région a,
. L E— o'E o' F o'G
(11) I&'::%—t-::-&mg’:—-%, F’:—od—t-, G’::——dT~
Mais les expressions données des actions de viscosit¢ ¢, &, § suppo-
saient jusqu'ici les dérivées I, I, G’ trés petites ou, tout au moins,
inférieures & une certaine limite ; nous ne savons donc pas si ces
expressions conserveront un sens si nous y remplacons ces dérivées
par leurs valeurs actuelles (11). A I'imitation de M. Duhem, qui a fait
une hypothése semblable en Hydrodynamique (*), nous répondrons &
la question qui se pose par I'hypothése suivante :
Les expressions
2¢ = AGI + MG/,
(12) 2F=\AF9+ MF',
2¢ = AE9 + ME,

(ui font connaitre les actions de viscosité ¢, §, §, lorsque les dérivées
I¥, F’, G’ restent trés petites, sont encore valables lorsque ces dérivées
croissent au dela de toute limite.

Dés lors, dans I'expression (10)relative a la région a,, les quantités

7 ] e I
¢, %, G données par les formules précédentes seront de I'ordre de o,

si les accroissements & (E, FF, G) ne sont pas nuls; comme, d'autre
part, la région a, appartient & la région 2 4 I'instant ¢ ou se fait I'inté-
gration, on peut prendre

Hdudy =H,V,dt ds,

() P. Dunen, loc. cit.
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do étant un élément d’arc de $ 5 ceci montre que 3¢,, est de I'ordre

de 230—(‘2—}—"—"—) Nous aurons ainsi
(u,v)

(13) ot,,,:-zdth[(w,, 3! ),Qﬁ“—’+(—fx,,+0xv), ]II,V.,da,

'intégration étant faite le long de s et I'indice 2 placé au bas des
parenthéses indiquant que celles-ci se rapportent a la région 2.
Au lieu des dérivées de & (2, y, z) suivant les axes du plan des

(u, ¢), introduisons leurs dérivées - suivant la demi-normale (a, §3)

dan
4 8 ct leurs dérivées 2 suivant la tangente & 3 menée, par exemple,
ds ’
dans le sens des @ croissants; on trouve aisément les formules
d d
w=%m™t B da’
(/] )
> =05
qui permettent d’exprimer &¢,, au moyen des dérvivées f’_&d(_(’;}%)j_),
D’aprés cela, I'équation (9) devient
(15) fZ[pllV°6’U 4+ 8Q,)drdo
dor
--ndtfz[a(tx,‘—&":v ),+@(-—Jx + Gz, ),] H,Vods
. , , () o.r .
—adt | 2[B(Cx,~Fz,)y—a(—Fz,+ ()] 55 I:Voda=o.

L]
Clest 1a I'équation fondamentale que nous voulions oblenir et qu'il
nous reste a discuter.

§ II. — Cas d’'une membrane affectée de viscosité.

L’¢quation (14) doit étre vérifiée, quelles que soient les fonctions
d(z,y, 3); supposons, tout d’abord, qu’on ait tout le long de la
courbe 8
08(2, y,3) _ o

é(z, y,3)=o0, dob %
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L’équation (14) se réduira & sa deuxiéme ligne
N ¥ ' [P da«v
—a dth [¢(Ex),—TFz,)y+ B! —Fx, + Gx)),] —7’1—-}1,\/0 de=o0

et devra étre vérifiée, quelles que soient les dérivées -do—(%"%"—:—z, on
devra donc avoir tout le long de $

dl[ﬁ(\':.l‘:‘—jw;)2+ p('—j‘r:c_*' gi"z.:l 1]:0s
di[a(Cy,—Fy )+ B(—Fy.+Gral=o,
di[a(Ls,—Fz,),+ B(—F 5, +¢5,)]=o0,

équations ot nous avons laissé dt, parce que les quantités (¢, 3, ¢) dt
sont finies.

Supposons qu’on ait =o0, a=1; il reste trois ¢quations linéaires
ct homogencs en ¢, dt, %, di qui, prises deux & deux, ne peuvent avoir
leurs déterminants tous les trois nuls, puisqu'ils sont respectivement
proportionnels aux cosinus directeurs a;, b;, ¢, de la normale au plan

tangent a la région 2 mené au point considéré de I'onde X. On doit
donc avoir

(15) Codt =0, Fpdt=o

¢ dt = 0.
J2

D’aprés les égalités (11) et (12) et I'expression de ) [Chap. I, égalité
(14)], les équations (15) et la suivante s’écrivent

éng; 6"3 - I\QFng 6’1“ -+ (“;‘3 E,G,-*— M’ H:) 6,G =0,

— \,F3G, &'E + 2(A,F2 — M,H}) 'F — \,E,F, 'G = o,
(12! E,G,+ M,H;) YE— AR, 8 F + M1 5G=o;

nous avons ainsi un systdme de trois équations linéaires et homogenes
entre &' (E, F, G), systtme dont le déterminant est essentiellement
positif, sans quoi la fonction dissipative ne serait pas, dans larégion 2,

une forme quadratique définie positive (Chap. I, § III). On doit donc
avoir

(16) o'E=o, dF=o, 0'G =o.
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Il résulte alors des formules (11) que, dans la région a,, on a
(E, F', G")=o, ce que nous devons écrire (E,, F,, G,)= o, puisque
cette région appartient & la région 2 a l'instant ¢; on a, par suite,

&y=o, $,=o, Gr=o,

d’aprés les formules (12). Si nous avions supposé un sens inverse de
propagation, nous aurions eu l'indice 1 & la place de I'indice 2 dans ces
¢galités. Nous arrivons donc a cette premiére conclusion que les
actions de viscosité sont nulles, en tout point de la membrane infini-
ment voisine de I'onde et pris sur la région vers laquelle I'onde se
dirige.

D’aprés les formules (22), (23), (25) du Chapitre I, les égalités (16)
s'écrivent d’'une maniére plus explicite

a(ll;2a,) + Hy2Za;2) + (ny+ n,)3a'k = o,

of(H,Zah+ HySap) + —Lat "”’i*‘ (428 15 = o,

Bl 3a, A+ H,2a,h) — (m,+ my)Ea'l. = o.

La premiére ct la troisitme de ces égalités constituent deux équa-
tions linéaires et homogénes par rapport aux quantités

H,Xa,) + Hyda,}, 2a'd,

dont le déterminant vaut 2A* d’aprés les formules (15) et (20) du
Chapitre II. On doit donc avoir

H,:a‘l—-k— nga,lzo, 2(1'}&:0,

ce qui vérifie la deuxiéme des équations précédentes. 1l résulte alors
des formules (26) et (28) du Chapitre Il qu'on a

dH=o, d'p=o,
de sorte que la formule (29) du méme Chapitre nous donne
(17) Z(a,+ a)h=o.

En définitive, une onde de choc qui se propage dans une membrane
affectée de viscosité est caractérisée par les égalités

(18) d'p=o, 2a'h=o,
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d’'oti se déduit immédiatement 'égalité (17). Elles expriment qu'en
chaque point M de ’onde %, le vecteur discontinuité (A, i, v) se
trouve suivant I'intersection du plan normal a 'onde £ en M et du plan

bissecteur des deux plans tangents en M aux régions 1 et 2, qui tra-
verse la membrane au point M.

4
Flan lrssecteur

Fig. 2,

La figure 2 représente I'intersection de la membrane par le plan
normal 4 'onde.

11 résulte des ¢galités (15) que I'équation (14) se réduit a sa pre-
micre ligne et qu’on doit avoir pour tout déplacement virtuel

(19) fﬁ(pl-lV,,&'U+3’Qx)6xda=o.

Puisque H est continue & la traversée de I'onde, les formules (32)
et (327) du Chapitre I rentrent dans la formule unique

AV = HV,,

© désignant la vitesse de propagation de 'onde, positive ou négative
suivant le scns de cette propagation. Introduisons © & la place de V,
dans U'équation (19) : celle-ci devant étre vérifiée, quelles que soient
les fonctions & (z, ¥, 3), on doit avoir, en chaque point de I'onde,

kv U +4d'Q.=o,
(20) tpkVIV +4d'Qy=o0,
pkV'W+d'Q.=o.

Ces équations tiennent lieu d’équations indéfinies dans le probléme
des ondes de choc.

Calculons les quantités (Q,, Q,, Q.) données par les formules (8)
Journ. de Math. (6 série), tome VII. — Fasc. 11, 1na, 38
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en tenant compte des formules (21) et (21’) du Chapitre 1I : si nous
posons ’

(21) do =M at— 2 af + £,
kv = n(Ma— I6B) — m(— Foa + 4B),

on trouve, par un calcul facile,

(Qx’ ny Q )={(a, b C) *‘ ‘n ~+ (al, b,, C’)\'!;.

Pour expliciter les équations (20 ), nous devons calculer les varia-
tions ¢’ éprouvées par les quantités (Q,, Q,, Q.) & la traversée de
'onde.

Il résulte tout d’abord des formules (18) que les formules (31) du
Chapitre II se réduisent &

. k.
o'(a, b, c)= ﬁ("’ s v);
nous avons alors

6’Qx—_—ht,,+a,—6 A&+ a "u.,__}w\,,-i-a.lTlo o+ a’ &' vy,

ainsi que deux formules analogues pour Q,, Q.. Tenons compte enfin
de ce que
§(U, V, W)= — (1 oy ¥) Vo= — (2, ptu ¥) 1I“1 "

et les ¢équations (20) pourront s’écrire des deux maniéres suivantes
/ .,
(t —p-—\")l +a170 A+ a’ o' =0,

(22) ( —"pll\). F+bﬂA0e}’l9+blofu.~~0

H

!

l
( —p—V’)v + c,~o "o + 0’6"1!!»:0;

Aoy — p-ﬁ\”>l +a, 7 o ' fo 4 a'd' Wb = o,

H N
Ay — —\)’)V+C1—/‘—Od\9+c”l"_0

kit
(22) (e,% —p-—\”)p.-kb,—«o,t,-l- Vo'W =o,
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Multiplions les équations (22) ou ( 22’) respectivement par a’, ¥/, ¢’
et ajoutons membre i membre; en tenant compte de ce que
Ia'l=o, 2(ay, ay)a’'=o,

il vient
6’ W —o.

Tenons compte de cette simplification dans les équations précé-
dentes; deux cas sont & distinguer :

L. &L 5 0. Les équations (22) et (22') considérées deux & deux nous
donnent alors

A ¢ v
23 = =
(23) (@1, as)  (by, b3) — (cgy €5)
Ao 0 2 e
(2—’!) c_z_!:_b_,:&-_:__—___" PH |
ay b| ¢y Ag— P f_;w:

la valeur commune de ces derniers rapports ne pouvant étre égale
4 + 1, car il en résulterait ¢’<%, = o, ce qui est contraire & ’hypothése.
Les égalités (23) expriment que la discontinuité est longitudinale, les
égalités (24) que la courbe d'intersection de la membrane par le plan
normal & 'onde présente en M un point de rebroussement. La derniére
des égalités (24) fait connaitre la vitesse de propagation de I'onde

- l'i QA.'+ J‘»i
: 9 —
(25) X -_._‘/ 7 2p ’

le radical devant étre pris avec le signe + ou le signe — suivant que
la discontinuité se propage de la région 1 vers la région 2 ou en sens
inverse.

Cette vitesse peut d’ailleurs se mettre sous une forme plus expli-
cite : la formule (21) jointe aux formules (30) du Chapitre I nous
donne en effet

H 1 '
F%=9+2F(La’—25a§+gﬁ’),

de sorte que la formule (25) peut encore s’écrire

" \': 2__ J > )
(26) © ==+ Ot:;ex_*_%;(w*‘ 1) 2(31+sz)“p+((l1+(lz)ﬁ’;
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ainsi que nous ’avons déja fait remarquer (&,, 45, G,) = o si le mou-
vement 1 se propage dans le mouvement 2 et alors on prend le
signe -+ devant le radical; (¢,, #,, ¢, ) = o si la propagation se faiten
sens contraire et alors on doit prendre le signe —.

Nous appellerons ondes de deuxieme espéce les ondes qui rentrent
dans la catégorie précédente; nous rencontrerons au paragraphe sui-
vant des ondes de premiére espéce, que propagent seulement les
membranes dénuées de viscosité,

I1. & = o. Les équations (22) et (22) se confondent et se réduisent
aux suivantes

K
(al‘ — P}—{‘ '\‘)’) (xs s V) =0,
d’oti 'on déduit pour la vitesse de propagation

PSP Y >3
(27) \‘):t\/%-*—n%”“ 2'7:5""95.

Comme la quantité <, est continue par hypothése  la traversée de
'onde, les quantités 0, ¢, &, G peuvent étre affectées indifféremment
mais simultanément des indices 1 ou 23 si le mouvement 1 se propage
dans le mouvement 2, nous mettrons les indices 2 et alors on aura
(&4y %1y G, ) = 05 si la propagation se fait en sens inverse, nous mettrons
les indices 1 et alors on aura (¢, &, (,) = o. Revenant aux notations
©,, ©,, NOUs aurons donc

(%) 0,
(27") 1‘),:—\/—;—‘, x‘),=+\/—;-

Nous appellerons ondes de troisicme espéce les ondes qui rentrent
dans cette catégorie.

§ III. — Cas d’une membrane dénuée de viscosité.

Par hypothése, on a (¢, , §) = o en tout point de la membrane;
I’équation (14) se réduit donc & sa premiére ligne

(28) fz(puv.,a'u +8'Q,) 0z dz=o.
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Les formules (30) du Chapitre I se réduisenta

(G, F, E)

(9N, 9, B) =8 "p

et I'on trouve aisément, d’aprés les formules (8),
(Qa Q)" Q:)=k6(a, b, c).
L’équation (28) nous donne alors les suivantes

. —pHVIA + kd'(@a)=o,
(29) . ( —pHVip+4 kd'(8b)=0,
—pHV2v +4d'(Bc)=o.

Mais les identités (24) du Chapitre Il nous donnent
3 (0a)=0,0a+ a,0'0 =0,5'a 4 a,d'0,

de sorte qu'en tenant compte des expressions générales de ¢a, il
vient

0,
__u/.

! .y A
0'(0a)= 8 k(A —a'Xa')) + a, 9(p8) (A—a'Sa'}) + a, 9(p8)
H, Pa p1
et I'on aurait deux autres formules analogues pour ¢’ (80), ¢’ (@c). Dés
lors, les équations (29) peuvent s’écrire sous les deux formes équi-

valentes
8, V: 3(e®) 8 ¢ . _
(“l pllk,)l-i— *Tor —Ea'Za)\_o,
(30) «( AL ) +b,“99) %b'za'x:o,
i
2
—pHZ-‘l)v+cgo(pe) g'c’Za')\:o;
2 Vi 3’(90) 92
(u, PH/.=>) “her @'2a'h=o,
r2
(30") (—--—{JHV ) +b‘6(p0) S’b’Za’l:—_o.
2
93 V’ 6’(99) e’ N —
( pH ) + ¢ for T L ==c'2a'd=o.

Multiplions les équalions (30) ou (30’) respectivement par @', I, ¢’
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et ajoutons membre & membre, il vient

(31) ViZa')=o.

Multiplions de méme les équations (30) respectivement par les cosi-
nus directeurs 4, b}, ¢,, de la normale au plan tangent en M 4 la
région 2 et ajoutons membre & membre; les équations (30’) par les
cosinus directeurs o, b, c; de la normale au plan tangenten M i la
région 1 et ajoutons membre & membre. Etant données les conditions

de perpendicularité, il viendra
0 Vi .
s (F: —pH ﬁ)‘azl:o,

(32)
( (—Qi—pll%lé)Xa",l:—_o.

i,

<n multipliant enfin les équations (30) par a,, b,, ¢,, les équations
(30") par a,, b,, ¢, on trouvera de méme

2 5
(9, pH—V—")ZaJ-i-O(PO):o,

H 2 k
(33) 9' ‘/,, 3 ( P )
=2 °o\y o' (p®
' (H, PHA‘z)-‘“I)"*‘ %o, =o.

Ces équations vont nous permettre de discuter les différents cas qui
peuvent se présenter.

A.Za'\ £ 0. Alors, d’aprés 'égalité (31), V, = 03 I'onde est donc
stationnaire. Comme la tension en un point d’une membrane est
essentiellement positive en vertu des conditions de stabilité ('), les
les équations (32) deviennent

(34) 2a\h=o, la,h=o.

U

3i les normales (d', U, ¢,), (d,, D, c,) sont confondues, il en est de
méme des normales Mz, et Mn, menées dans les plans tangents en M
aux régions 1 et 2 et 'on a &' (@, b, ¢) = o. S'il n’en est pas ainsi, ces

normales ne peuvent pas étre opposées, car on aurait

a,—+ a,= o, b+ by=o, €y -+ C3= 0, ¢'(a, b, ¢) Zo,

(*) P. Dungn, Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique, 1. 11, p. g8.
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et, comme les équations (29)s’écrivent, dans le cas actuel ot V, = o,

(35) (8,+8,)a + (a,+a,) 80 =o,

avec deux équations analogues, on serait conduit a une impossibilile.
Ainsi, si les normales aux plans tangents ne sont pas confondues, elles
font entre elles un angle différent de =. Dés lors, d’aprés les équa-
tions (34), la discontinuité est tangente a I'onde, c'est-a-dire trans-
versale et I'on a par suite

2a,)=o, Xasl =o.

On a donc ¢'(p®) = o, d'aprés les formules (33), et &'z = o, d’upris
la formule (29) du Chapitre II. En outre, les formules (30) ou (30")
se réduisent 4

(A, pyv)—(a', . ") Xa'k=o,

égalités qui cxpriment précisément la transversalité de la discon-
. tinuité, et finalement les formules (31) du Chapitre 1I donnent
¢'(a, b, c)=o0.

Les cosinus directeurs a, b, ¢ restent donc assurément continus a
la traversée de I'onde; I'équation (35) et les deux autres analogues
nous donnent &'® = o. D’aprés les équations (34), qui se réduisent &

Sa'l=o,

la discontinuité se trouve dans le plan tangent en M & la membrane
ct c’est tout ce qu’on peut dire; elle pcut n’étre ni longitudinale ni
transversale.

B. Za’A =o. Alors, la discontinuité se trouve dans le plan normal
al'onde; d’aprés I'équation (31), la vitesse de propagation peut dif-
férer de zéro. Les équations (30) et (30') deviennent

6, Vi 9(p0) _
(n—l-—pﬂﬁ)l—{—a, l\p’ =0,

8, Vi o' (p8) __
(36) (n-‘—pfl-/?,-)p-kb, Ton =o,

0, __nVi\, 9'(:8) _
<E—pllF)J+02 %o =0
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et
) \F
(W:—pllk—:)a.+a.—(&-)_o,
0 Vi &' (p8)
(36") 1(g-:—pll,',>y+bl ,"; =o,
8, v 3 (00) -
(H:_Pﬂk’)v-*_C' key

Il nous faut alors distinguer deux cas suivant que ¢’ () est diffé-
rent de zéro ou égal a zéro.

¢'(¢0) = o. Les équations (36) ct (36') considérées deux adeux
nous donnent dans ces conditions

) ® v
3

(37) (a,, ay) (bn by) (cls Cz)

9, - \H

L - pH =2

a, l)z c, p, lll p A2 _

(38) 1)‘ Cy P1 92 ’—pll \l2 - Jc’

[T A

3¢ désignant la valeur commune == 1 des derniers rapports ¢gaux. Les
égalités (37) montrent que la discontinuité est longitudinale, mais il
y a encore deux cas & distinguer suivant la valeur de Je.

1. % = + 1. Les égalités (38) nous donnent alors

d'(a, b, c)=o,
0, A& 8, \'E
P2 (ll, pH ):p,(-l-'—3 — pll-/?%).

St nous introduisons dans cetle dernicre ¢galite les vitesses v, ou v,
de propagation de 1'onde lices, comme nous I'avons vu, 4 V, par les
égalités

k(W0 ©,) = (“l) H,) Vo:
on trouve aisément
0'6 0'e
(39) Oy=—y/ -2, \CERS WA
P dp pz 0'p

Nous appellerons ces ondes ondes de premiére espéce; clles sont

analogues & celles que propagent les fluides. Les conditions de stabilité
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des membranes exigent que la quantité %—,9 soit négative ('); les

vitesses de propagation (39) sont donc réelles. Ces formules sont

identiques 4 celles que nous avons trouvées dans le cas du fi
flexible (?).

Si Vg = o, la dernitre des égalités (38) donne I gc; on a done

o,
forcément ¢ = + 1.
2. 3¢ = -- 1. Les égalités (38) nous donnent alors
a,+ as=o. b+ by= o, i+ o,

(2] Vi 0 Vi
o —ongd) =—o(m - o)

Les premiéres expriment que la courbe d'intersection de la mem-
brane par le plan normal 4 ’onde présente en M un point de rebrous-
sement; la derniére nous donne aisément

0,+06 8,+06
V= [P AT Vy=+ JP1 2t T
(4o) ' Py PH‘P:, B P2 Pyt P2

Ces ondes rentrent dans la catégorie des ondes de deuxicme
espéce que peuvent aussi propager les membranes affectées de visco-
sité ; il est intéressant, & ce point de vue, de comparer les formules
(20) et (40). Nous avons rencontré pour la premiére fois ces ondes
dans le mouvement des fils (*); ces ondes sont spcéciales aux fils et aux
membranes car les fluides ne présentent rien d’analogue.

1. &'($0) = o. Les équations (36 ) et (36') se réduisent alors aux
suivantes

) viy
(—ﬁ-} - PHF)()\, @, v)=o,

e V2
(H—:—pll—/‘y")(l, B, v)=o.

Nous voyons tout d’abord que, si la discontinuité n’est pas nulle, ce

(') P. Dunew, loc. cit., t. 11, p. g8.
(?) L. Rov, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 19 juin 1911,
CLII, p. 1743.

t.
(*) L. Rov, loc. cit.

Journ. de Math. (6* série), tome VIII. — Fasc. II1, 1g1a. 39
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que nous supposons, la vitesse de propagation ne peut étre égale i
zéro. En rapprochant ceci de ce que nous avons dit plus haut, quand
nous suivions les conséquences de I’hypothése 5 = + 1, nousarrivons
donc & cette conclusion qu'une onde stationnaire, pour laquelle
Ia’'A =0, est forcément de premiére espéce.

Les égalités précédentes nous donnent ais¢ment

] (]
'—l" \,a:——"{‘ =2.

(41) Vy=— o o

Ces ondes rentrent dans la catégorie des ondes de troisiéme cspéce
que peuvent aussi propager les membrancs affectées de viscosité; il est
intéressant a ce point de vue de comparer les formules (27) au (27')
et (41). Ces ondes ont été rencontrées pour la premiére fois par
M. Jouguet dans le mouvement des fils (*).

§ IV. — De la relation supplémentaire.

Revenons, comme au paragraphe I du présent Chapitre, & la consi-
dération des deux régions a et b séparées par la courbe 1V et en les-
quelles nous avons partagé la membrane; la courbe I a été tracée de
telle sorte que 'onde de choc, entre les instants ¢ et ¢+ d, se trouve
tout cntiére dans la région a sans toucher la courbe I en aucun point.
Nous nous proposons tout d’abord de calculer la quantit¢ de chaleur
dQ, dégagée par la partie b de la membrane pendant le temps t.

D’aprés ce que nous avons vu antérieurement (Chap. I, § V),

ona
9 dp o JT
€dQ,= a'th (0 oo W) dm — dt .

ce que nous pouvons écrire encore

d0°¢ do 0% JT
/ —_—
(42) GdQ,,.._dlj l()odl‘ 9t +¢)T’ dt)dm

J
—dt f J‘P dfdm+d7tb,,—-dcrf,,,,,

(*) E. Joucter, Comptes rendus de U' Académie des Sciences, t. CLIII, 25 no-
vembre 1g11, p. 1062,
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en nous souvenant que

9% dp
dp 9 dm,

di®,=dl
Soit alors v I'énergie interne par unité de masse définie par I'égalité
de.
=9 T dT,
nous voyons que I'équation (42) devient

(43) EdQ,=—dt ;% j €n dm + di®, — dG .
b

D’apres 'égalité (31) du Chapilre I appliquée & une modification
réelle, on peut écrire

dy ¥, — d& = dtffZ[( )I"L.t,,——)bx",) Ju -i-(—J'C,.z‘;‘-%— Ya,) ()L-l dudy

Iz, — Iox,) ()(—Jt,wﬂ,-{—‘l"t:,) !
—dtf[Z[ f 22 ] U du ds

+ dtj S[a(Mz, — Na)) -+ B (— Koz, + )] U do
clr

-+ dtfz [&' (M, — N z,) + p'(— Nz, + F)] U do,
Cl
et, si nous tenons compte des équations (4) et (5), nous aurons

(43) d,(bb—de,,,-:dtff.‘.’.:\‘.Ududv+dt 26U do
b Cy

+de f S [ (Mo, — J62,) + B (— 962, + C,)] U do.
C’

Posons
W= Ut VI We,

ff"\Ududv ._f"XUdm——f—dm "),

(") Cette égalité jointe a I'égalité (44) met en évidence un résultat intéressant;
si nous appelons M la demi-force vive d’une porlion de la membrane, I'équa-

il viendra
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de sorte que les égalités (43) et (44) nous donneront

(43) €dO,=—dt?.

s (3’%' +en) dm+dtf£XUdm+dtf.‘.’.GzU do
b

b €

+ dzfz [« (O 7 — Foal) + B! (— Moz, + @) ] U do.
o

Cela posé, faisons, comme M. Duhem en Hydrodynamique (*),
I'hypothése que P'égalité (45), établie pour la partie b qui n’est le
siége d’aucune discontinuité, reste valable pour la partie @ (ui est le
siége d’une onde de choc. Appliquons-la & une portion de la région
a = a,+ a, + a, telle qu'elle a été définie au paragraphe I et limitée
par deux lignes N,N,, N, N normales & I'onde Z, dont nous repré-
sentons par n,n,, n,n, les images dans le plan des (x, ¢) (fig. 3).

Les différents termes du second membre de I'égalité (45)s’évaluent
comme ceux de I’équation (7) et 'on trouve

5)2 -
(46) em,:mf[pnvua'(l;'— +1£1,>+2‘.6’(Qxll)l¢la.
I'intégration s'étendant & la partie de la courbe s comprise entre les

dcux lignes n,n,, ' r,. Nous voyons que cette quantité de chaleur est
de I'ordre de d.

tion (44) peut s’écrire
45, -+ dthXU dm + dthG,U ds

+ dtf.‘.'. [2" (I x|, = Nox,) + B (— oz, + %.r,)]Udo—dfl, — dy b, =o.
o

Or, léquation fondamentale de I'Energétique appliquée & une modification
réelle donne
dG,, + L[Gc/,— dm,,— d'r(l’/,: 0.

kin comparant ces deux égalités, on voit que le travail élémentaire des actions
exercées par la parlie @ de la membrane sur la partie b est exprimé par I'intégrale

dL f S (M), — o) + B (— 9oz, + Dz) U s,
g

>

(') P. Dungy, Recherches sur I’ Hydrodynamique, 2* Partie, Ch. 1, § 8.
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Mais on a aussi, d’aprés I'égalité (37) du Chapitre I,
dT
(47) =

la premiére intégrale s’é¢tendant au contour N, N, N; NN, de la por-
tion de membrane considérée et la seconde & la surface limitée par ce

\
\
\

n

o~

e =

~n

Fig. 3.

contour; comme l'aire de cette surface est de I'ordre de d¢, le dernier
terme de cette égalité est négligeable.

Les égalités (46) et (47) nous donnent alors
8) tﬁfl{;—%;is +f[pHV° a'(%f + en> 3 "‘(QzU)] do=o.

Supposons que la température absolue T puisse étre discontinue &
la traversée de I’onde et posons, suivant notre notation,

(4

3’ T = Tz— Tgo
Si le coefficient de conductibilité interne K est différent de zéro, les
principes de la théorie analytique de la chaleur exigent qu’on ait
0'T = o,

car il ne peut y avoir de différence de température finie entre deux

portions contigués d'un milieu dont les densités sont du méme ordre
de grandeur. Supposons donc qu’on ait

K=o,

égalit¢ qui exprime hypothése d’adiabatie.
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Dans ces conditions, 'égalité (48) se réduit & son second terme et,
comme elle doit &tre vérifiée quelle que soit la longueur du chemin
d’intégration, il en résulte qu'on doit avoir en tous les points de
'onde

(49) PV, a'(ﬁi-’ +en) 25(Q.U)=o.
Orona

dPr=3(U,+U,)d' U,
23(QzU) = (Qu,+ Qs) U + (Uy + Uy) Q.

Mais, que la membrane soit ou non affectée de viscosité, on a,
d’aprés les équations (19) et (28),

pHV,d'U+ Q=0
et deux autres égalités analogues ; nous avons donc

N
20 (QzU) =~ (Qn,+ Q‘,-,)f;o'l’-l(:)\% —plV,(U; 4+ U,)d'U
0

et
1

@3
QPHVQ ’

2

36'(Q,U)=— 35QL—pHV,d

" L'égalité (49) devient ainsi
(50) 2ptHIVI€ &'y — 23'Q1 = o;

c’est la forme la plus générale de la loi adiabatique dynamique; nous
allons voir les différentes formes qu’elle prend dans chaque cas parti-
culier de propagation que nous avons rencontré.

§ V. — Loi adiabatique dynamique (!).

Supposons d’abord la membrane affectée de viscosité; nous avons
dans ce cas
k\‘) = HVo,

sza%u'o+ a'ah;

(*) La loi adiabatique dynamique dans le mouvement des nembranes
Slezibles (Comptes rendus, t. CLIV, 6 mai 1912, p. 1213).
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Nous déduisons de cette derniére ¢galité

i
ZQ;._.: ./\”—’EL’ -+ '“!)’,

d’ou, puisque ¢'# = o,
"/Qi —_— ___610\,

€T k’
L’équation (50) devient ainsi

(51) ' 2pt AV EG 0 — (1244 =0,

L. ¢’sL # 0. Alors ’onde est de seconde espéce et la vitesse de pro-
pagation © donnée par la formule (25); ’équation précidente devient
ainsi

VY pk?€d'n— Hd'b)=o,
de sorte que, si ¢ # o0, on a

(52) pk*€d'n—Hd A =o.

II. &L =o. Alors, Ponde est de troisiéme espéce et, d'aprés les
formules (27"), la vitesse © ne peut étre nulle; ’équation (51) donne

N

(33) da'n=o.

Comme I’énergie interne est une fonction finie de la densité et de la
température ct qu'on a déji ¢'p =o, il résulte de P’équation (53)
qu'on a en outre &'T =o. Ainsi, ni la densité ni la température
n'¢prouvent de discontinuité i la traversée d’une onde de troisitme
espéce se propageant sur une membrane affectée de viscosité ; il en
est donc de méme de toute fonction de (p, T) telle que la tension, et
comme on a forcément §'T = o0 si K o, on voit que la proposition
énoncée s’applique 4 une membrane quelconque conductrice ou non
conductrice de la chaleur (*).

Supposons maintenant la membrane dénuée de viscosité; nous

avons dans ce cas
(Q.vQ,ﬁ Q:) = kO(a, b,c),

et par suite
38'QL= k238,

(') Puisque 0'@ —o. il s’ensuit que les formules (27') se réduisent & la

8.
p

formule unique © ===
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L’équation (50) devient ainsi
(54) aptlIVIEd'n — k3'0r=o.
Envisageons alors les différents cas qui peuvent se présenter :

A. Za’\ 5 0. Nous avons vu qu'on a V, = o; I'équation (54) nous
montre que &'0 = o, ce que nous savions déji.

B. Za’'A = o. Nous devons distinguer deux cas suivant que ¢'(z0)
cst différent de zéro ou égal i zéro.
L. &'(p©) # 0; nous savons qu'il y a encore deux cas & distinguer :

1. 3¢ = +1. Alors I'onde est de premicre espéce et I'on a

0'0
Vi=—# pP;lPli’ 379';

I’équation (54 ) devient ainsi

Vi[2p,p,€0'n + (6,4 0,)d'p] =o.
ou,si V, %o, '

(55) 20,0,€0'n+ (8,+0,)d'p=o,

relation analogue & celle trouvée par Hugoniot dans le mouvement
rectiligne des gaz et généralisée par M. Jouguet.

2. 3¢ = — 1. L’onde est de deuxitme espice et I'ona

[ X} Plp! el+9!.
Vi=w Sl T

comme V, est forcément différent de zéro, 'équation (54) devient
(56) 20,02 €0'n — (p)+ p2) 'O =0,

Cette relation est analogue i celle trouvée par M. Jouguet dans le
mouvement des fils (*).

II. &'(p®) =o0. L’onde est de troisi¢éme espéce et sa vitesse de pro-
pagation différente de zéro. Nous avons dans ce cas

e e 0,4 0,0
V},=k’:,'ﬂ’,=k*::H;=k=p' ;p’lf: 1

(1) E. Jouauer, Comptes rendus de U’ Académie des Sciences, t. CLIII, 23 oc-
tobre 1911, p. 761,
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et I'équation (54) nous donne
(37) (p18;+ p10,) €3 7, — 3'@2 =0,

ce qui est encore une autre forme de la loi adiabatique dynamique.
En particulier, si 8’p = o, on a aussi §'® = o, en vertu de I'hypothése
faite &' (p©) = o; on a donc également &'T = o et I'équation (57) se
trouve identiquement vérifiée. Les conclusions deviennent donc iden-
tiques & celles qui résultent de la considération des ondes de troisiéme
espéce, quand la viscosité n’est pas nulle.

CHAPITRE 1V.

LES ONDES D’ACCELERATION.

§ 1. — Cas d’une membrane affectée de viscosité.

Supposons qu'a P'instant ¢ la membrane soit le sitge d'une onde
d’accélération persistante Z; pour étudier les propriétés de cette onde
au point de vue dynamique, nous ne pouvons pas encore faire usage
des équations du mouvement que nous avons établies au Chapitre I.

‘n effct, I'établissement de ces équations repose sur la transformation
de la dernitre intégrale de 'équation [ Chap. I, équ. (32)]

(1) f‘/.}\‘-&xdudv—i-fZG_t&xdc

! ! da‘v ’ Yy 03.13- _
— [ [ B[ = ) G (= et 22 S | du o =,

intégrale a laquelle nous avons appliqué la formule de Green aprés
une intégration par parties. Or, cette transformation suppose essen-
tiellement que les fonctions (on z), — o)), (— K, + @x), ... soient
continues en tous les points de I'aire limitée par le contour C i laquelle
s'étend l'intégration, condition qui ne se trouve pas remplie dans le
cas actuel, puisque les fonctions o, 9v, € sont discontinues le long
de X par I'intermédiaire des actions de viscosité ¢, §, G, qui dépendent
des dérivées secondes des coordonnées. Pour étudier les ondes d’accé-
Journ. de Math. (6¢ série), tome VIII, — Fasc. III, 1912, 40
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lération dans une membrane affectée de viscosité, nous devons donc
reprendre P’établissement des équations du mouvement & partir de
Péquation (1).

Comme nous I'avons fait dans la théorie des ondes de choc, par-
tageons encore la membrane en deux régions a et b, la région b
n'ayant aucun point commun avec l'onde Z. La premiére a est limitée
par le contour I" + T, la seconde b par le contour [+ T, et l'ona
I'=T,+ T}, le contour I', pouvant méme ne pas exister, si 'onde X
n’atteint pas le contour I'. Désignons encore par C', C,, C, les images
respectives des contours I, T',, T; dans- le plan des (u, v), telles que
C= Ca + Cb.

Choisissons tout de suite la région « et soient¢,, £, des quantités

Fig. 4.

finies positives : nous prendrons comme courbe C’ I'ensemble de deux
courbes, 'une C/ située dans la région 1 A la distance ¢, df de s,
I'autre C, située dans la région 2 4 la distance ¢,d! de 8. La région a
sera alors représentée par l'airc comprise entre les deux courbes C),
C,, aire qui n'aura aucun point de contact avec le contour C si
P'image $ de I’onde 2 est une courbe fermée ; aire qui sera, au contraire,
partiellement limitée par une portion C, de C, comme dans le cas de
la figure, si I'onde atteint le contour de la membrane ( fig. 4).

Dans ces conditions, les intégrales doubles de I'équation (1)
s'étendent 4 I'image totale @ + & de la membrane et I'intégrale curvi-
ligne au contour C,+ C;. Les intégrales relatives a la région b et au
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contour C, sont de l'ordre de ¢ (z, y, z), car on doit admettre que les

dd(x, y, %)
a(u, )

a la région a et au contour C, sont de ’ordrede di ¢ (x,y, 3). Celles-ci

sont donc négligeables vis-i-vis des premiéres, de sorte que I'équa-

tion (1) peut s’écrire plus explicitement

uantités et 8(x,y, 5) sont du méme ordre ; celles relatives
q 'Y

(2)f INozdude + [ 38,8zds
b

Cn
.—ffZ[(mLx —Dt,w,)-d—of-f-( )Cx;-i—‘l’x,) o ]dudv—-o
)

Les fonctions o, 9%, ® sont continues en tous les points de la
région b et de son contour C’+ C,; nous pouvons donc appliquer & la
derniére intégrale de 'équation (2) la transformation qui était illé-
gitime quand cette intégrale s'étendait 4 'image entiére « + b de la
membrane. Nous avons ainsi

fff.s\‘»t)xdudv+ & 02 do
b Cy

— | Z[a(M 2, — No2}) + B(— Nz, + Lx,)] drds
Cy

__fz[a'(am;‘-— Koir)) + B (— Jo, + R')] 8z do

+/'f2[0(3“~3u Nx,) + (= m"::;"_*‘(’?'1::')]6zdudv=0,
"

«’, @' désignant, comme au Chapitre III, les cosinus directeurs de la
demi-normale au contour C’'= C| + C, menée vers I'extérieur de la
région b.

Imposons, tout d’abord, & la membrane un déplacement virtuel
qui laisse immobile tous les points de la région @ et de son contour
C’ + C,; la troisiéme ligne de I'équation précédente disparait, et cette
équation ainsi simplifiée nous montre, comme au paragraphe IV du
Chapitre I, qu’on doit avoir :

1° En tous les points de la région b

d(Mz,— Rzx,) JI(—Nx,+ Lx))
(3) N du + dv =
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2° en tous les points du contour G,

) Te—a(Ma,— NKox,)— B(— N, + €r,)=o,

Cela posé¢; donnons 4 la membrane un déplacement virtuel quelconque ;
multiplions les ¢quations (3) respectivement par &(x, y, z)dudy,
ajoutons-les membre & membre et intégrons dans la région b, Une
intégration par parties transforme I’équation ainsi oblenue cn une
autre identique i I'équation (6) du Chapitre 1II; en tenant compte, en
outre, des ¢quations (4 ), I'équation dont il s’agit devient

ffz;\'-éa:du dy +f26,6xdc‘
b Cy

- f f > [(an @, — ) %"iﬁ + (— Nl + D)) %gﬁJ du dp
b

+ | Z[a' (M), — Nox,) + B/ (— oz, + Luy)] 6 do = o.
c‘

in comparant cette derniére équation & I'équation (2), il vient im-
médiatement

f,‘.][ac’(.‘)l'&, ), — ba2,) + B (— Wa', + Qx, )] or dg = o.
w

Or, lelong de C,, on peut prendre ¢ = «, }’=3; le long de C,,
o' = —a, 3= — B; de plus, on peut substituer s a C| et C, comme
chemin d’intégration. L’équation précédente peut donc s'éerire

fz ¥ a(M 2, — Do.2,) + B(— o, + D' )] 82 do = o,

I'intégration s’étendant & la courbe 3. Cette derniére équation devant
étre vérifiée pour tout déplacement virtuel, on doit donc avoir tout le
long de 8

o (), 0'M — x,6' I6) + B(— 2,6’ N + 2,6’ X) = o.

ou, en tenant compte de ce que les quantités or, J%, © ne sont discon-
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tinues que par l'intermédiaire des actions de viscosilé ¢, %, ¢,
a(z, ' —a,8'F) + B(— z, 0% + z,6'¢) =o,
a(y 3~y 08 +B(—yud3+70G) =0,
a(5,0'C — 2,8'F) + B(— 2,03 + 3,9G) =o.

Supposons qu’on ait 2 =1, } = 0 ces equations se réduisent a trois
PP y ;

équations linéaires et homogenes par rapport a &'¢, &'d qui, prises
deux & deux, constituent trois systémes d’équations linéaires dont les

b
déterminants ne peuvent Ctre tous les trois nuls, puisqu’ils sont pro-
y

portionnels aux cosinus directeurs a’, ", ¢’ de la normale & la mem-
brane. On doit donc avoir

(5) ¥&=o0, ¢F=o0, dou d¢=o.

Reportons-nous aux expressions [ Chap. I, équ. (24)] des actions de
viscosité ¢, #, G; celles-ci sont discontinues par l'intermédiaire des
quantités E', I, G’. Les équations (5) s'écrivenl donc plus explici-
tement

AGd o+ MdG' =o,
AFd G+ Mi'F =o,
AEG G+ MJ'E' =o,
avec
Go'E' —aFd' '+ Ed'G’
2 H?

04 =

Nous avons ainsi un systéme de trois équations linéaires et homo-
genes en &' (E', F', G’) dont le déterminant n’est pas nul, sans quoi la
fonction dissipative 2@ cesserait d'étre une forme quadratique définie
positive. La seule solution de ce systéme est donc

o' E'=o, dF=o, &G’ =o.

D’aprés les formules (42) du Chapitre I, ces équations s’écrivent

S Vo(aHZ2ad +nZa'h=o,
Vi[2aBHZEah + (—ma+nB)Ea’')]=o,
Vo(BHZal—mZa'}) =o.

(6)

Supposons d’abord V|, 3£ 0; la premiére et la troisiéme de ces équa-
tions constituent un systéme de deux équations linéaires et homogénes
en Zal, Za’), dont le déterminant — H4? n'est pas nul; la seule solu-
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tion est done
(7) Xak =o, Sai—o

et la deuxiéme des équations (6) sc trouve vérifice. En vertu des for-
mules (21) et (21°) du Chapitre 11, les égalités () entrainent les
suivantes

(7) Srh=o, ah=o.

Ces égalités (7) ou (7') expriment que la discontinuité est normale
a la membrane.

Ainsi, quand une membranc affectée de viscosité est le siége d'une
onde d’accélération, les actions de viscosité restent continues a la tra-
versée de I'onde. Les seules disconlinuités que puisse propager 'onde
sont des discontinuités normales i la membrane.

Supposons maintenant V,=o : les équations (6) se trouvent
vérifiées d’elles-mémes.

Pour obtenir la vitesse de propagation de l'onde, reportons-nous
aux équations (3); la premicére s’¢erit plus explicitement

H X._fj_’f. + 2 ()iﬂa. ﬂ +’I"<—£)-&+££
P i “\ Ju av o du =~ odv
d*x J°x Pz
-+ —=o0.
M Ga g g =
Ecrivons cette équation pour un point infiniment voisin de X
situé dans la région 1, puis pour un autre infiniment voisin de X et du
précédent mais situé dans la région 2; enfin, retranchons membre &
membre les deux équations ainsi écrites. Les composantes X, Y, Z de
la force appliquée par unité de masse ne dépendent, dans le casle
plus général, que du temps, des coordonnées et de leurs dérivées pre-
micres ; elles sont donc continues & la traversée de l'onde et nous
avons ainsi
iz oM 96 a5 d‘f
— ! ' N —_— / ! ity
pHS ot + 29 ( du av ) vd ( Ju dv)

‘”’ 2360 2L ey 9T

'
+:ma m d’ 0,

Tenons compte alors des formules(35), (37) et (41) du Chapitre I1
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et posons encore, comme au Chapitre [1I,
2
(8) b =IMead—aNal +¥pr= %0 + aH(Cat—aFaf + GB);

nous obtiendrons la premiére des équations

Kt s (OO O , 0P

(gl ay (28— 2., 'a( oy,
k (0L 9%\ af_9% 9%

(9) 1(~u-p—t‘>’)u+y.ﬁ(au o)t (‘7;7+av)=°’
) ' 2 * 4

(w‘n—-pk \‘),)‘J -+ 0, '\’(od):}} _— ‘10-);)-*‘ 3;0,(—% -+ %f):o

les deux autres s’obtenant d'une maniére analogue.

Supposons tout d’abord V, 5 o, c’est-a-dire © £ o; dans ce cas, les
composantes de la discontinuité vérifient les formules (7) et (7'). Les
équations (9) multipliées respectivement par A, u, v, puis ajoutées
membre & membre, nous donnent alors

(10) (e{o-"f) }l's‘">(?.’+p’+v’)=o.

Onen conclut que la discontinuité se propage avec la vilesse

. /U Qo
V===£ 7‘3?,

ou, d’aprés la formule (8),

(1) \‘)zi\/g_‘_nﬂ: Cal—aFaf + (B!
PN p

Clest I'expression que nous avions trouvée [ Chap. 111, équ. (27)]
pour la vitesse de propagation des ondes de choc de troisieme espéce.

Supposons maintenant V, = o, c'est-a-dire © = 0; les formules (7)
ou (7') ne sont plus valables, mais multiplions les équations (g) res-
pectivement par les cosinus directeurs a’, )", ¢” de la normale a la
membranc et ajoutons-les membre i membl e. En vertu des conditions
de perpendicularité La’(z), z,) = o, il vient

(12) Za’h=o.

Vraisemblablement, on doit supposer <. > o, sans quoi les vilesses
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de propagation données par la formule (11) seraient imaginaires. Dans
ces conditions, I’égalité (12) exige qu’on ait 2a’A = o.

Nous arrivons donc & ce résultat qu’une onde d’accélération sta-
tionnaire est caractérisée par une dlscontmuue qui se trouve néces-
sairement dans le plan tangent.

§ II. — De la relation supplémentaire.

Comme au Chapitre II, supposons que I'onde d’accélération soit du
premier ordre pour la température absolue T ; nous savons qu'il
existera une quantité 1 telle qu’on ait
aT

(13) 6'm—"—'(as B,

- VO)To
Si K = o, les développements qui nous ont conduits (Chap. 1, §V)
a la relation supplémentaire demeurent valables et celle-ci devient
JaT 08

(14) ep Ol = —X(T—Ty)+ '(rﬁw—z@)

Si K =# o, la transformation, au moyen de la formule de Green, de
< dT - 1t .
l'intégrale £K27 en intégrale double est illégitime, puisqu’elle sup-

posc la continuité des dérivées premiéres en chaque point de Pairve
d’intégration. Aussi devons-nous reprendre I'établissement de la rela-
tion supplémentaire & 'endroit méme ot nous avons fait cette trans-
formation.

Nous avons d'une maniére générale [ Chap. T, équ. (36) ct (37)] et
pour une portion quelconque de la membrane

(13) dQ_ﬂdtff(i 32 cad'f 2(\-)“‘1“(1('
. _dT »
(16) dQ =— dt I\E;dsq-dtff(x(T—-To)llduclv.

Appliquons ces formules a la région a de la membrane représentée
dans le plan des (u, ¢) parl'aire limitée par le contour C,+ C, + C,
(fig.4). D’aprésla formule (15) etles hypothéses faites quant & 'ordre



LA PROPAGATION DES ONDES DANS LES MEMBRANES FLEXIBLES. 317

de la discontinuité, la quantité sous le signe f f est finic; comme

l'aire d’intégration est de 'ordre dt, nous voyons que la quantité de
chaleur 4Q dégagée par la région a pendant le temps d¢ est de 'ordre
de d¢*. 11 doit donc en étre de méme de la valeur de 4Q donnée par la
formule (16).

Considérons donc cette derniére formule : le denxiéme terme est

de 'ordre de di* puisqne la quantité sous le signe f f est finie. Le
premier s’écrit, d’aprés la formule (37') du Chapitre I,

K or 0T\ ., or o7
—a [ gl (oG -rE) o8 (- E ) e
Cat G4 €y
%", 3” désignant les cosinus directeurs de la demi-normale extérieure
au contour C,+ C| + C, de la région a. L’intégrale relative a la por-
tion C, du contour est de P'ordre de @ et fournit, par suite, dans I'ex-
pression précédente un contingent de I'ordre de di*. Le long de C| on a
trés sensiblement «"= — a, "= — f3; le long de C,, a" = a, f"=.
En substitnant la courbe $ & C, et C, comme chemin d’intégration, on

voit que la portion C + C, du contour fournit & I'expression précé-
dente le contingent

K (.2
—de [ gk de,

intégrale étant prise le long de la courbe s. Nous voyons ainsi que

la seconde expression de dQ donnée par la formule (16) ne peut étre
de I'ordre de de* que si

T=0.
®

Donc, sil'ona K = o, I'onde est au moins du second ordre pour la
température et cette conclusion est vraie que la membrane soit ou non
affectée de viscosité.

§ III. — Cas d’'une membrane dénuée de viscosité,

Pour étudier le cas d'une membrane dénuée de viscosité, nous
pouvons faire usage des équations générales du mouvement, telles
qu'elles ont été élablies au Chapitre I; mais il est plus simple de

Journ, de Math. (6 série), tome VIII. — Fase, 1I, 1912, 41

\
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partir des ¢quations générales (g), en tenant compte des expressions
simplifiées de on, 9%, @

e(G F.E)

(17) (M, ., ®) = T

Tout d'abord, les ¢galités (8) nous donnent
(18) a=Fe

nous avons d'autre part, d’aprés les formules (17),

AN Je G G Jl
2% . 09 JrF r Jil
“()(u, ) . Jd(a, (')+6()(u. v) M o(u,v)
M ;) Ik E Jl

Il vient donc

R N AN ) 0(-) oG IF 8. oll Il
! 2Py hutnd A1 gy __Z. hedf v — Y,
(19) e ( Ju dv )—— ¢ ( Gdu dv) +89 ( ou t)v) n’ < G Ju F ()v)
' . 9%  Iv . 09 00 o JF  OE 0, ()Il dl]
"6( ou T ()v> °'( Fou + g )*9"( Ju UZ) H"’( il ()v)

Reportons-nous alors aux formules (42), (43), (46) du Chapitre Il
et nous trouverons aisément

: 99 _ P90 ﬁ)
,a( G(—’;—-ld‘ _m(——“/\dp ah+ 53
Py 1"@+n"9 = (=P rCsa 990,
(20) 4 du ll dp a1
L/ oG  dF\ _ , L OF R\ _ o,
(G )= (= g )=
6’(G—ql—l-—l‘gll-)_/\’m.§a7., 6’( l*()u-i—l:dﬂ) —knlal.
du oJv Jdu

Les égalités (18), (19), (20) permettent d’écrire les équations (g)
sous une forme plus explicite ; en tenant compte, en outre, des for-
mules (21) et (21°) du Chapitre II, nous voyons que les équations (9)
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deviennent
x(o*—9)+a[<i§ + 9-)2(:1— M08 1, 8usan=,,
P d - p phkdl "] p
(21) p(\9’—g)+b[(%-{-%)!al——g—%%—%{ +§b’2a’)\=o,
\ v(’(‘”—-%>+ c[(%%+%)2al—--9—l%-3,—?{ +§c’2a’)«:o.

Multiplions ces équations respectivement par a’, ¥/, ¢’ et ajoutons-
les membre & membre, 1l vient

(22) ViXa'l.=o.
Multiplions-les de méme respectivement par a, §*, ¢’, il viendra
(23) (o*-ﬁ)zm;—. o.
. p
Multiplions-les enfin par a, , ¢, nous aurons

(24) 2(11(’@’—!— 2(2) It 96

5 _—;Z ﬁr:o.

Tenons compte de cette derniére égalité dans les équations (21),
celles-ci deviendront

(\9’-— %)(7\ —aZal)+ %a’Ea’X: 0,
(23) (@‘—g)(p—bzal)+%b'!a’)\:o,
(\"’— (—:-)(v —cZal)+ %c’Za’)\ =o.

Ces équations vont nous permettre de discuter les différents cas qui
peuvent se présenter. Tout d’abord, sil'onde est stationnaire (¢ = o),
I’équation (23) nous donne Za" A = o; la discontinuité se trouve donc
dans le plan tangent.

Comme pour les ondes de choc, nous’ considérerons deux cas prin-
cipaux, suivant que la discontinuité ne se trouve pas ou se trouve dans
le plan normal 4 'onde (Za’A #£0, ou £a'A = o).

A. Za'\ s o. L'équation (22) nous montre que © = o; I'onde est
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donc stationnaire. Si K = o, nous savons que T = o; I'équation (24)
nous donne alors £a A = o. Comme la discontinuité se trouve déja
dans le plan tangent, elle est, de plus, tangente a4 'onde Z, c'est-a-dire
transversale. C'est d’ailleurs ce que montrent les équations (25).

B. Za’A = 0. L'équation (22) se trouve vérifiée, de sorte que la
vitesse de propagation © peut différer de zéro; nous distinguerons
encore deux cas, suivant qu'on a ZaA = o, ou Xal Fo.

1. £a\ = 0. La discontinuité est normale 4 la membrane; la vitesse
de propagation © ne peut donc pas étre nulle. L’équation (24) nous
montre que 7 = o ; 'onde est donc au moins du second ordre pour la
température et aussi pour la densité et la tension, d’apres les for-
mules (44 ) et (46) du Chapitre II. Les ¢quations (23) se réduisent &

('k‘)’- g) (Lypyv)=o

et nous donnent comme vitesse de propagation

()
6 o=/ =.
(26) N \/p

IL. Xa A =£o. 1l nous faut encore subdiviser ce cas en deux autres
suivant que K est différent de zéro ou égal a zéro.

1. K+ o. Nous savons alors que t=o0; ['équation (2}) se ré-
duit &
Zal(\‘”—t— 5—) ~o,
d’ot1 nous déduisons

(37) Y = _———

Cette formule correspond & celle donnée par Newton dans le mou-
vement des fluides.

2. K = o. Alors, I'équation (14), oli nous avons effacéle terme 2,

est applicable. En y remplacant 0 par sa valeur — é 3—-“-’, nous obtenons

T _ T 08.ds

cp6 Ft—-—ﬁ—p()—l'o ()l,
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d’ou, d’aprés les formules (44) et (45) du Chapitre II,
T 00 k )_
'O('l' .E-ﬁ_p' ﬁ HZal = 0.

Cela posé, supposons v = o; cette équation jointe a I'¢quation (24)

nous donne
.98 T (98\*]
Za).[v'+ 7); _ ;@;’(ﬁ) ] =0,

d’ot nous déduisons

' 0 00 T [00\?
8 o=\~ G+ s (i)

ce qui s’écrit encore

(28') V=x\/—

en introduisant la chaleur spécifique & tension constante C (*). Dans

(') L’équivalence des deux expressions (28) et (28') données pour ¥ peut se
démontrer de la maniére suivante : soit 8¢ la quantité de chaleur dégagée dans
une modification virtuelle par un élément de masse din de la membrane; d’aprés
la formule (36) du Chapitre I et vu I'expression de 4, on a

T 90
0g =— (E-f;; (—)71—,69 +c6T) dm,

c désignant, dans le cas o il n'y a pas de viscosité, la chaleur spécifique & den-
sité constante, On peut écrire aussi
0q =— (h 96 + CoT ) dm,

C désignant la chaleur spécifique a tension constante et . un autre coefficient
calorifique. La comparaison de ces deux égalités jointes a I'égalité

N 00 ..
nous donune
,09__ T 08 h09+C_‘
‘0 T €pt aT’ 9T T T ¢

d’ou nous déduisons, en éliminant 4,

98 T (08y:_ _ C 08
dp " c€pi\dT) T ¢ op’
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le cas actuel oit la membrane est dénuée de viscosité, ¢ s’appelle la
chaleur spécifique & densité constante. Cette formule (28') correspond
a celle donnée par Laplace dans le mouvement des fluides.

Dansles deux cas que nous venons de considérer et correspondant
4 la méme hypothése Za) = o, que la vitesse © soit nulle ou donnée

par les formules (27)ou (28’), la quantité ©* —g est différente de

zéro ;les équations (25) se réduisent ainsi aux suivantes
(A pyv)—(a.b,c)Zal =0

et nous cnseignent que la discontinuité est longitudinale. Les for-
mules (26) et (27) n’avaient été obtenues jusqu'ici, & notre connais-
sance, qu'en partant des équations des petits mouvements d’unc
membrane plane [ Chap. I, équ. (54)] de température uniforme.

Les résultats exposés dans ce paragraphe, relativement 2 la propa-
gation des ondes d’accélération dans les membranes dénuces de vis-
cosité, sont absolument généraux. Nous laissons au lecteur le soin de
reconnaitre, au moyen des formules que nous avons données antéricu-
ment (Chap. II, § IX), que ces résultats s’étendent aux ondes d’un
ordre quelconque n > 1 par rapport aux coordonnées. Nous les avons
démontrés dans le cas de » = 2, uniquement pour simplifier les for-
mules qui nous ont servi de point de départ dans ce paragraphe.

§ IV. — Les ondes d’ordre supérieur dans les membranes
affectées de viscosité.

Supposons que la membrane soit le si¢ge d’une onde X du troisi¢ine
ordre par rapport aux coordonnées : les ¢quations indéfinies du mou-
vement [ Chap. 1, équ.(33)] sont applicables en tout point de la mem-
brane ; considérons, par cxemple, la premicre de ces équations

o'z (O 9N ./ 00 9%
(29) P“(x‘W)”«(W‘W)”w(“&:*%)

Ntz iz drxr
- M — — 26 —— _—
+ du? 2% dudv + ovt

=0,

IO, 9%, §)

Les dérivées IO

sont discontinues & la traverséc de I'onde,
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par l'intermédiaire des dérivées 0‘;( &4, ) qm dépendent des dérivées

du troisiéme ordre des coordonnées ; écrivons alors 1'équation (29) en
deux points infiniment voisins et situés 'un dans la région 1, 'autre
dans la région 2 ; en retranchant membre 4 membre les deux équa-
tions ainsi écrites, nous ohtiendrons

' dN a3 > 296 o
,0 (”JJ”W)* 3’(“'—*‘ w) o.

Tenons compte, alors, des ¢galités

M=0F +alle, F=Or .raHj P=6r +allg,

H

et nous obtiendrons la premic¢re des équations
.Z‘I Y 9 Qj '6' ()" d(l
?\ou " o¢ da ™ ) =%
Y ()U dj rEy de" ()(’
& (b'ra;)”v" (‘55* oa)
(9 _ 08\ . (03 oo
T \de T ov W \T g ta)=2

les deux autres s’obtenant d’une maniére analogue. Ces équations
considérées dcux 4 deux constituent trois systémes de deux équa-

tions linéaircs et homogénes entre les quantités 3(—;‘ - 21)

ov
3’( 3‘; +3 ) dont les déterminants ne peuvent pas étre tous les

trois nuls, puisqu’ils sont respectivement proportionnels & a”, b”, ¢’
On doit donc avoir

(08 oF\ _ of O0F  9G\
Développons ces deux équations : les égalités (15) et (24) du
Chapitre I nous donnent immédiatement

v 90 L O , 9°G
du 4\(196 dtgu T M3 dtou’
¥ J'p 0'F

4 4 J

D) d(«, a(w,v) \Pp6 ota(u,v) b 0to(u,v)’

p 99 __Agly 2P , OE

§ G STARSY Gy MY G5



324 L. ROY.

Tenons compte des formules (48) du Chapitre Il et il viendra

ka'g;— v, ~a(AEk’+2MHp’)Zal—2M maf Za'l],
A*'zz V|« (A o +zmnap)za>+ Ma(—ma +nB)3a 7],
@ ~";f—- Y, -ﬁ(A}—ll.’+ zmuap)zaz+ M@(— ma -+ nB)2a’ fl,
;/ca"’" —v, L@(A%k'-}- ngw));«AHM naj Ea’?\]

Dés lors, il est facile de voir que les équations (30) deviennent

{ Vo(AmZal—MHBZa'2) =0,

(32) I Vo(An Zal+MHaZa')) =o.

Supposons d'abord V =~ o : le déterminant de ces deux ¢quations
en ZaA et Za') est différent de zéro, puisqu’il vaut AMHA?; la seule
solution est donc

d’on

Zak=o, Xa'l. =o,

Srid=o0, Sali=
9(&, 3, ()
d(u,v)

restent continues & la traversée de I'onde, et nous voyons qu'’il en
est également ainsi lorsque V,=o.

Donc, quand une membrane affectée de viscosité est le siege d’une
d (I, I, &)

0 (u, )
la traversée de I'onde; les scules discontinuités qu’elle puisse pro-
pager sont des discontinuités normales & la membrane.

Si maintenant V,=o, les équations (32) sont vérifiées d'elles-
mémes.

Pour obtenir la vitesse de propagation de I'onde, reportons-nous &
I'équation (29) et dérivons-la par rapport 4 u; en n’écrivant que les
quantités discontinues & la traversée de I’'onde, nous obtiendrons

Pr 9 (a»m .m) ,d( PEd 0‘1’)

Les égalités (31) nous montrent alors que les dérivées

onde du troisiéme ordre, les quantités - reslent continues &

-‘pH()t’du +x"3_12 9w ov Ty Jdu du + jo
P FPx ., Px _
O — NS +...=0.

detou
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Tenons compte des formules (47) du Chapitre Il et nous aurons
par différence, et en introduisant la quantité & définie par I'égalité (8),
la premiére des équations

‘g I 9% sy d (9% 9%
(.&-—p—'ﬂ”)l-}-x ey (du o +z,9 du\" o T
d
[}

k P ST AU a% ad\
(33) a(.a.,-pu )y y,,ad“(d“ w)“’“’"(“‘ﬁ*w)—’

, 0 (M X oy a6 AL\
(J' puv’)v—i—z,ﬁ (du W)-’.““ '3;(—7&"*“5‘—’)_ ’

=o,

les deux autres s’obtenant d’une maniére analogue. Nous aurions de
méme, en dérivant par rapport & ¢,

k . am 4% s N d‘l‘ _
B(J" p—--’\")7\+ 28 5 (du W) adn o (—_ Ju dv) =%
. , d M 9% d [ 0% of
@) | B(—rqre)urnid 5 (G —55) + 700 55 (~ 5+ ) =
K, Ly O (9N AT\ a9 [ I 9\ _
5(«‘:-—-pﬁ-‘\”>v+ e dv) + 2,9 dv ( ()v) =o

Ces équations (33) et (33’) sont analogues aux équations (9). Dés
lors, la discussion s’achéve comme au paragraphe 1. Multiplions les
équations (33) respectivement par A, i, v et ajoutons-les membre &
membre ; faisons de méme pour les équations (33’), nous obtiendrons
les deux équations

(2,8 (4 — p 7)o b 1) =o,

si, du moins, ¥ est différent de zéro. Nous voyons ainsi que les dis-
continuit¢s normales 4 la membrane se propagent avec les vitesses

+\/ H’ Cat—aFaf + (B!
P

Si, au contraire, 'onde est stationnaire (¥ =0), les équations (33)
et (33') nous donnent

(«, B)bZa"h = o,

égalités d’aprés lesquelles la discontinuité correspondante se trouve
contenue dans le plan tangent.

Ces résultats, analogues & ceux que nous avons obtenus pour les
Journ. de Math. (6* série), tome VIII, — Fasc, 111, 1g12, 42
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ondes d’accélération, sont entiérement généraux et s’étendent aisé-
ment aux ondes d’un ordre supérieur & 3. Nous laissons au lecteur le
soin de vérifier cette affirmation.

Pour terminer, jetons un coup d’eil récapitulatif sur les principaux
résultats auxquels nous sommes parvenus dans |’étude de la propa-
gation des ondes dans les membranes. Nous considérerons successi-
vement ce qui se passe quand la membrane est dénuée de viscosité
et quand elle est affectée de viscosité. Nous avons dit, dans notre
Introduction, que ce dernier cas correspond seul aux membranes
réellement existantes.

MEMBRANE DENUEE DE VISCOSITE.

Une membrane dénuée de viscosité peut étre le siége d’ondes de
choc (r=1) et d’ondes d’ordre supéricur (2 > 1).

Ondes de choc. — Ces ondes peuvent étre de deux catégories,
suivant que la discontinuité (A, g, v) se trouve ou non dans le plan
normal & I'onde (Za'A=ou # o).

I. Ta’'A=o0. Les ondes de cette catégorie peuvent étre de trois
espéces distinctes caractérisées principalement par la valeur de I'angle
des deux plans tangents en chaque point de I'onde .

Les ondes de premiére espéce sont caractérisées par les relations
&' (p®) #£ o, ¢'(a, b, ¢)=o0; les deux plans tangents sont donc con-
fondus. Elles se propagent avec les vitesses

) 0'e
Y/ . RNy
prop p: 0'p

et sont analogues & celles que propagent les fluides parfaits. Les ondes
stationnaires sont forcément de premiére espéce.

Les ondes de deuxiéme espéce sont caractérisées par les relations
o' (pO®)+#o, a, +a,=o0,b,+b,=0, ¢, +c¢,=0; les deux plans tan-
gents sont donc opposés, de sorte que la courbe d'intersection de la
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membrane par un plan normal & I'onde présente sur X un point de
rebroussement. Elles se propagent avec les vitesses

—_ &9,-}-9, — &91‘*’9’
he \' Py Px+Px’ At +\/ P2 Py P

et sont analogues 4 celles que nous avons signalées dans le mouvement
des fils parfaits. Les ondes des deux premiéres espéces sont longitu-
dinales.

Les ondes de troisiéme espéce sont caractérisées par I'égalité
¢ (p®)=o, l'angle des deux plans tangents pouvant étre quelconque.
Elles se propagent avec les vitesses

'012"" 917 ‘&‘),=+\/§
Pt P

et sont analogues a celles que M. Jougdet a signalées dans le mouve-
ment des fils parfaits. '

II. Za’A=£o0. Les ondes de cette catégorie sont stationnaires et
caractérisées par un plan tangent unique dans lequel se trouve la dis-
continuité.

Ondes d’ordre supérieur. — Silonde est stationnaire, la discon-
tinuité est contenue dans le plan tangent. Les ondes d’ordre supérieur
peuvent étre, comme les ondes de choc, de deux catégories, suivant
que la discontinuité (A, g, v) se trouve ou non dans le plan normal &

I'onde (Za'A =ou o).
I. Za’A=o. Il faut distinguer deux cas, suivant qu'on a

Zak=ou#o.

A. Za)\=o. Ladiscontinuité est normale 4 I'onde et se propage
avec la vitesse

Y=t -e-.n

L'onde est au moins d’ordre z pour la température, la densité et la
tension.

B. Za)=o. Si K est différent de zéro, 'onde est au moins d’ordre n
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pour la température ; elle se propage avec la vitesse

D) — -+ —— o
V==x d

Si K =0, 'onde est stationnaire ou se propage avec la vitesse

v o=y 98

c dp

Dans tous les cas, que 'onde soit stationnaire ou que sa vitessc soit
donnée par'une ou 'autre des deux formules précédentes, la discon-
tinuité est longitudinale. Ces ondes sont analogues & celles que pro-
pagent les fluides parfaits.

II. 2ad'A # 0. Les ondes de cette catégorie sont stationnaires ; la
discontinuité se trouve donc dans le plan tangent. Si I'on a K #£0, la
discontinuité est transversale.

MEMBRANE AFFECTEE DE VISCOSITE.

Une membrane affectée de viscosité peut étre le siége d'ondes de
choc (n=r1) et d’ondes d’ordre supérieur (n>1).

Ondes de choc. — La densité reste continue a la traversée de
'onde. La discontinuité (A, g, v) est dirigée suivant l'intersection du
plan normal & l'onde et du plan bissecteur des deux plans tangents
qui traverse la membrane suivant X ; ces ondes rentrent donc dans la
catégorie I (Za'A =o0). De plus, les actions de viscosité ¢, 7, ¢ sont
finies de part et d’autre de I'onde et nulles immédiatement en avant de
celle-ci dans le sens de sa propagation. Ces ondes sont forcément de
deuxiéme ou de troisiéme espéce; leurs vitesses de propagation
dépendent de la quantité

fo = §e+ aH(Ca'—aFaB + GfY).

Les ondes de deuxiéme espéce, caractérisées par les relations

¥db£o0, a,+a,=0, b, +b,=o0, c,+c,=0, se propagent avec les
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vitesses
o 8, + G, Hr &yt — 252“@ + (12 3*
Vy=—— P A’ 3
p p
5 9; ~+ 9, ll! (:‘ oal— 251 ag -+ ‘,f( @’ .
V= \/ 2p + p

Les ondes de troisi¢me espéce, caractérisées par l'égalité ¢'w=o,
P'angle des deux plans tangents pouvant étre quelconque, se propagent

avec la vitesse
\‘) e \/9 .
p

Ondes d'ordre supérieur. — Ces ondes sont au moins d’ordre
n —1 pour les actions de viscosité ¢, 4, §. Si 'onde est stationnaire,
la discontinuité (A, i, v) est contenue dans le plan tangent ; si 'onde
se propage, la discontinuité est normale a la membrane et sa vitesse
de propagation est

9 +a He Ca’—zjaﬁ+(,ﬁ’

V===
Kt P




