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Théorie géométrique, pour un corps non rigide, des
déplacements bien continus, ainsi que des déforma-
tions et rotations de ses particules ;

Par J. BOUSSINESQ (').

Sommaire. — §. Déplacements et déformation d’une particule élémentaire. — II. Exis-
tence, dans la particule, d'un triddre de fibres principales et de feuillets principaux,
qui reste rectangulaire. — III. Rotations de ce tri¢dre et dilatations principales de
la particule. — 1V. Cas particulier des grandes déformations que n'accompagne
aucune rotation de la particule.

1. — Déplacements et déformation d’une particule élémentaire.

1. Soit un corps déformable comprenant une multitude de points
matériels, assez rapprochés pour qu’il puisse étre censé en posséder
un dans toute situation (x, y, 3) comprise & son intérieur; et admet-
tons, de plus, que ces points matériels (, y, 3), ainsi distingués les
uns des autres par les coordonnées x, y, z de leurs situations primi-
Lives, viennent & éprouver suivant les axes fixes des z, y, s trois dépla-
cements respectifs &, v, { (accroissements de leurs coordonnées), bien
définis et continus, c'est-a-dire exprimés par des fonctions de x, y, 3
graduellement variables ou & dérivées partielles premiéres en x, y, 3

(1) Comme il est peu probable que je puisse jamais publier le Cours sur {'élas-
ticité, qui a fait plusieurs fois déja 'objet de mon enseignement a la Sorbonne,
il m’a paru utile de résumer ici quelques idées particuliérement élémentaires de sa
premiére Partie, en raison de I'extréme simplicité que j'ai réussi, ce me semble,
& leur donner et de la précision, nouvelle (je crois) pour bien des géométres, a
laquelle j'ai amené la notion de la rotation des particules que Cauchy appelle
leur rotation moyenne.
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trés sensiblemer®t les mémes dans toute étendue de grandeur un peu
perceptible, comme serait celle d’une particule presque microscopique
taillée idéalement dans le corps.
Si
d=x+E y=y-+n, =5+

sont les nouvelles cordonnées de I'un, M, de ces points, et
=2z + &, Yi=yi+ . =35+,

celles d'un point, K, voisin (appartenant, par exemple, i la méme par-
ticule), les projections primitives x,— x,y,— y, 5, — z dela droite MK
joignant le point (z, y, 5) au point (z,, y,, 3,), projectionsque nous
appellerons simplement 4, £, /, détermineront entiérement, dans la
particule, les nouvelles projections dela méme droite, z} — 2, y, —y/,
5, —3', que nous appellerons pareillement %', ¥, I'. Car, & trés peu
prés, 'on aura, par un développement de Taylor évident,

— — dg g,  dE
(1 I‘_,'+(E'—E)_,‘+JZ,’+E}A+?i?.l’
1

g ) dn ' df

A_/--{—d——-mh—t-..., l...l+—dx/t+....

Et ces nouvelles projections k', ¥, ' seroni bien pareilles pour les
droites de jonction de tous les couples de points chez lesquels les pre-
micres A, k, I 'étaient, vu la quasi-constance, dans toute la particule,
des neuf dérivées partielles premiéres de §, v, { en x, y, 3.

Appelons A la longueur primitive et «, 8, y les trois cosinus direc-
teurs primitifs de la droite considérée de jonction MK, de maniére &
avoir A =2Aa, £=AB, /=Ay. Soient, de plus, o, ', v les cosinus
dirccteurs de la méme droite de jonction aprés les déplacements et d sa
dilatation (linéaire), c’est-a-dirc 1 + o le rapport, essentiellement
positif, de sa nouvelle longueur & A. Il viendra donc

M=A1+d)a, K=A1+0d)F, U=r0+0)y;

et les expressions (1) ci-dessus de 4/, &', {’ donneront, pour calculer
les nouveaux cosinus directeurs o', ', Y’ de la droite, ainsi que sa
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dilatation o (positive ou négative), les trois formules fondamentales

(l+0.)oc’=(l+ %)a+%ﬁ+d€

(2) dz !
2
d d
(|+0)ﬁ’:£a+..., (l+d)y’:~-{—,§a +..e.

2. La dilatation 9 etlanouvelle direction (', #’,y’) de la droite MK
ne dépendent donc, dans la particule, que de la direction primi-
tive (z, B, y). Clest dire que deux droites de la particule primiti-
vement orientées de méme ont encore une méme orientation apreés les

déplacements et se sont allongées ou accourcies dans un méme rapport.
Dot il suit :

1° Que toute file ou fibre élémentaire, rectiligne, de points matériels
reste rectiligne et se contracte ou se dilate uniformément;

2° Que deux fibres voisines primitivement paralléles restent indéfi-
niment voisines et paralléles, et qu’elles éprouvent une dilatation 9
commune (positive ou négative);

3° Que tout feuillet matériel plan, ¢lémentaire, lieu de fibres/paral-
léles croisées par une méme fibre droite d’une autre direction, ne
cesse pas de comprendre toutes ces fibres et reste un feuillet plan ;

4° Enfin, que deux pareils feuillets, paralléles avant les déplace-
ments ou comprenant, chacun, de telles fibres respectivement paral-
léles dans les deux, ne cesseront pas d’étre, dans la particule, deux
plans matériels constamment paralléles.

Cela pos¢, taillons idéalement la particule en forme de parallélépi-
pede, avec arétes paralléles & trois fibres intérieures droites MA,
MB, MC, ¢manées (non dans un plan unique) du méme point central
M (z, y, z); et supposons I'angle tri¢dre de celles-ci défini par les
trois cosinus, compris entre 1 et — 1, des angles plans BMC, CMA,
AMB (aigus ou obtus). Aprés les déplaceménts, ces trois fibres MA,
MB, MC auront ¢éprouvé des dilatations que nous appellerons respec-
tivement d,, d;, 9., et les cosinus dc leurs angles auront subi des
accroissements dits respectivement les glissements mutuels des fibres
MB et MC, MC ct MA, MA et MB, glissements que nous appellerons
8ar &6 8 1l est clair que le parallélépipéde, en se déformant, sera
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toujours un parallélépipéde, 4 arétes sans cesse paralléles aux trois
fibres intéricures MA, MB, MCj et que son angle solide d’ot parti-
ront trois arétes orientées comme les fibres MA, MB, MC, angle sans
cesse égal au tritddre MABC, aura ses changements de forme complé-
tement définis, comme ceux méme de MABC, par les trois glisse-
ments g,, &4 & tandis que ces arétes du parallélépipéde auront
éprouvé les trois dilatations d,, d;, 0.

Par conséquent, la figure apparente de la particule, aprés les défor-
mations, pourra étre construite, si I'on donne, outre sa configuration
primitive, les siz déformations élémentaires gq, g4y 8oy Oas 95y O

3. Mais il y a plus. C'est la configuration interne, elle-méme, de la
particule qui aura son changement défini au moyen des six mémes
déformations g,, gs, 8es duy by O

Rapportons, en effet, chaque point matériel, K, de la particule
aux trois fibres MA, MB, MC prises comme axes de coordonnées.
Soient a, b, c, relativement & ce systéme d’axes, les trois coordonnées
primitives de K. Nous aurons, pour représenter ces coordonnées et,
d’abord, ¢, une fibre JK, paralléle soit i MC, soit 4 son prolongement
en deca de M, suivant que ¢ est positif ou négatif, et issue d’un
point J, du feuillet AMB, d’ou elle aboutit & la molécule K ; puis,
pour représenter b, une fibre 1J du feuillet, parallele de méme a MB
ou & son prolongement en de¢d de M, suivant que b est positif ou
négatif, etissue d’un point, I, delafibre MA (ou de son prolongement en
dech de M), d’ou elle va au piedJ dela fibre précédente JK; enfin, pour
représenter a, la portion MI, positive ou négative, de la fibre MA ou
de son prolongement en sens oppos¢. Les trois fibres ¢lémen-
taires ¢ = MI, b =1J, ¢ =JK auront constamment, dans tous lecs
¢tats successifs de la particule, les directions des axes matéricls (4
orientations changeantes) MA, MB, MC, dont les angles respec-
tifs BMC, CMA, AMB se trouveront sans cessc délerminés par les
accroissements g,, g3, 4. de leurs cosinus & partir de I'état primitif.
De plus, aprés les déplacements, les longueurs MI, 1J, JK auront
éprouvé les trois dilatations d,, d,, d,; en sorte que les nouvelles coor-
données, a', 0, ¢, du point K, par rapport aux axes matériels
mobiles MA, MB, M(, seront

(3) ad=a(i+0d) V=0bl+9), c=c(+0,).



THEORIE GEOMETRIQUE DES DEPLACEMENTS BIEN CONTINUS., 21D

Quand on aura construit, grice aux trois données g,, g, g., la
nouvelle figure de I'angle tricdre MABC dont les arétes servent sans
cesse d'axes, les formules (3) feront donc connaltre, pour le point
matériel quelconque K (de la particule) & coordonnées primitives a,
b, ¢, ses nouvelles coordonnées @', I/, ¢, qui permettront de rattacher
ce point au tri¢dre et, par suite, de se représenter la configuration
compléte du corps aux environs de la molécule M.

4. Considérons spécialement les points (a, , c) de laparticule qui
constituent, avant les déplacements, une surface matérielle quel-
conque, par exemple, une nappe dont I’équation, f (a, b, c) = o, soit
algébrique et de degré n. Aprés les déplacements &, v, {, cette nappe
aura ¢videmment pour équation, par rapport au triédre dc référence
MABC pris avecsa nouvelle figure, la relation que donne

fla,b,c)=0

par la substitution a @, b, ¢ de leurs valeurs tirées de (3), savoir

/( a’ v c ):o.

i+d, 1 +3d, 1+0,

La nappe transformée est donc du méme degré que la nappe primitive
et d'une équation peu différente (de structure). Ainsi, les défor-
mations subies par toute surface matérielle algébrique tracée dans
la particule, lui laissent son degré et une forme analogue & la
premiére.

Supposons maintenant que cette surface soit, primitivement, I’ellip-
soide

2 ] 2

(4) %— = g-; e ::—,z =1,
ayant trois demi-diamétres conjugués, e, ¢, ¢”, suivant les fibres
(quelconques) MA, MB, MC de la particule. Elle deviendra, aprés
les déplacements,
a' b'? c?
®) TR A (e A (e

I,

Donc, toute particule taillée en forme d’cllipsoide reste ellip-
soldale; ct ce sont, dans ses élats successifs, les mémes fibres qui
constituent ses systémes de diamétres conjuguds.
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~ En effet, on peut choisir comme état primitif n’importe quel état
de la particule, pour passer de celui-la & tout autre; et 'on voit que les
fibres constituant un systéme de diamétres conjugués dans le premier
en constituent également un dans tous les autres.

II. — Existence, dans la particule, d’un triédre de fibres
principales et de feuillets principaux, gqui reste rec-
~tangulaire.

5. Mais donnons désormais & la particnle, dans I'¢tat primitif,
la forme sphérique, en choisissant ¢” = ¢’ = ¢. Tous ses systémes de dia-
m¢étres conjugués seront rectangulaires, y compris celui qui, aprésles
déplacements proposés &, v, {, devient le systéme des axes de Pellip-
soide transformé (5). Donc, le systéme particulicr de fibres rec-
tangulaires qui, dans la particule sphérique, fournit aprés diéfor-
mation les axes de Uellipsoide, constitue un triédre trirectangle,
dont la figure n’est pas altérée par cette déformation.

Nous admettrons qu’'on ait précisément choisi ces fibres pour MA,
MB, MC; et, par définition méme, les trois glissements mutuels g,
s geserontnuls, chacune des trais, MA, on MB, ou MC, élant restée
normale aux deux autres et aussi, par suite, au feuillet matéricl BMC,
ou CMA, ou AMB, qui lui était déja perpendiculaire avant les dépla-
cements. |

Il existe donc, pour toute particule qui subit une déformation
déterminde, trois directions, rectangulaires entre eclles, dites direc-
tions principales, ct ricn que trois, généralement, suivant lesquelles
les fibres de la particule conservent leur normalité aux feuillets qui
leur étaient perpendiculaires avant la d¢formation. Par suite, celle-ci
se fail symcéiriquement de parl et d’autre des feuillets en question,
de BMC, par excmple. Car si 'on admet, pour fixer les idées, qu'on
maintienne le feuillet BMC dans son plan, deux points matériels
symeétriques K et K, situ¢s de part et d’autre, ou dont la fibre de jonc-
tion KJK, était perpendiculaire au feuillet en son milieu J, se dépla-
ceront sans cesser d’8tre symétriques, leur droite de jonction KJK,
conservant sa normalité au feuillet et ses deux moiti¢cs KJ, K,J se
dilatant (ou se contractant) pareillement.
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Ainsi, la déformation de la particule se fait toujours symétrique-
ment de part et d’autre de trois certains feuillets rectangulaires, qu'on
appellera les plans principaux, et qui seront ceux s'intersectant sui-
vant les fibres principales.

6. 11 était inévitable que les fibres principales émanées de M consti-
tuassent les demi-axes de la particule d’abord sphérique et devenue
ellipsoidale. Car, tandis que, dansla sphére, toutes les fibres émanées
du centre étaient normales aux feuillets plans menés & leurs extrémités
tangentiellement 4 la particule, les demi-axes de I'ellipsoide seuls,
d’aprés leur définition méme, offriront cette normalité aux feuillets
plans qui leur sont sans cesse tangents, et, par conséquent, I'auront
seuls conservée : ce qui est justement la propriété caractéristique des
fibres principales.

De plus, un tel rayon normal a I'ellipsoide se distingue des autres,
obliques, en ce que sa différentielle, obtenue en passant de lui & ses
voisins, est nulle, c’est-a-dire d'un ordre de petitesse supérieur a celui
du déplacement de son pied sur la surface ou du changement corré-
latif de sa direction. Et comme ici, I'inégalité relative des rayons,
tous fibres émanées de M, est due uniquement a la dilatation linéaire ¢
qu'ils ont subie dans la déformation, il en résulte queles fibres prin-
cipales différeront de fibres quelconques émanées de M et définies res-
pectivement par leurs cosinus directeurs primitifs «, §3, v, en ce qu'on
aura, pour elles et pour elles seules, 1'équation d9 = o, ol 9 désigne
la dilatation générale des fibres, exprimée en fonction de «, B, v, et
ou a, 3, y varieront infiniment peu de toutes les maniéres possibles, a
partir de leurs valeurs relatives a la fibre principale considérée (*).

(') Le changement de direction et la dilatation de chaque rayon malériel
émané de M, dans la particule sphérique devenue ellipsoidale, s’obtiennent
aisément, par rapport au triédre MABC des fibres principales, en combinant
deux constructions planes basées sur les formules (3) et que j'ai fait connaitre
dans un court Mémoire inséré en 1877 au Journal de Mathématiques pures et
appliquées (Sur la construction géométrique des pressions que supporient
les divers éléments plans se croisant en un méme point d’un corps et sur celle
des déformations qui se produisent aulour d’un tel point; t. 111, p, 157 4 152).
Ces constructions planes rendent immédiate, par exemple, la recherche des

Journ. de Math. (6* série), tome VIII. — Fasc. II, 1gr2. 28
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III. — Rotations de ce triddre et dilatations principales
de la particule.

7. Concevons les mouvements, effectifs des divers points de la par-
ticule rapportés i des axes locaux que nous appcllerons axes des £k,
k, 1, issus du point mobile M et constamment paralléles aux axes
généraux fixes des z, y, 5. Par rapport ade tels axes qu'entraine la
translation du point M ou dela particule, ces mouvements se rédui-
ront ¢videmment : 1° & celui de déformation, censé se faire de part
et d’autre des trois plans principaux BMC, CMA, AMB imaintcnus,
un instant, fixes, ou propre i donner ainsi la vraie configuration
nouvelle de la particule, sans se compliquer d’aucunc rotation du
trieddre MABC qui a ces trois plans pour faces; et, 2° & unc rotation,
autour du sommet M, de la figure du tri¢dre (lié & la particule), rota-
tion capable d’amencr ensuite les trois plans principaux dans leurs
dircctions cl situations définilives.

Or, x, y, s étant les coordonnées primitives et &, v, { les déplace-
ments de M par rapport aux axes fixes, «,, ¥\, 3, et £, 79, les
coordonnées et déplacements analogues du point voisin quelconque K,

h=x,—z, k=y,—y, Il=z—3 e §~& wm—mn §—

étant aussi, par suite, les coordonnées primitives et les déplacements
de K par rapport aux axes mobiles, cherchons, en fonction de £, &, ,
les expressions que recevront &, —%, v, —, {,—{, pendant ces
deux mouvements bien distincts, supposés produits I'un aprés 'autre.

8. Donunons-nous les trois dilatations principales 9,, d,, 0, de la
particule, ou dilatations respectives des trois fibres principales MA,
MB, MC, ainsi que leurs cosinus directeurs (%, B, 1), (@25 B2y Y2)s
(asy B3y Y2) par rapport aux z, y, s ou aux h, k, [, cosinus dirccteurs
des fibres MA, MB, MC elles-mémes, ¢ orientation constante durant
la déformation supposde.

rayons les plus déviés el, par suite, celle des fibres qui éprouvent dans la défor-
mation les plus grands glissements relatifs, ou dont les angles mutuels changent
le plus.
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Entre les deux systémes de coordonnées primitives a, b, c et &, k, [,
nous aurons évidemment les relations

a=oah+ B k+7, b=oah+..., c=oazh+....

D’autre part, des relations analogues existent entre les déplacements
corrélatifs 4 la déformation, que nous appelons E—En—n¢—¢C
suivant les X, k, [ et qui, d’aprés (3), se réduisent, suivant les a, b, c,
ad.a, dyb, d.cou ad,a,d,b, dyc. Ces relations sont

Ei—t=a;01a +aydy b+ azdse, my—n=pd1a+..., Li—{=yi101a+....

Remplacons, dans celles-ci, a, b, ¢ par leurs valeurs précédentes
en h, k, l; et, si nous posons, pour abréger,
L]

A=ua}d,+ald,+ ald,, B=pf}0,+..., C=ylo+...,

6
( ) Dzﬁﬂﬁ:"‘@:}‘a"c‘*‘@ﬂsda» E:y,a,().-i-..., F:a.@.d,-{—...,

il viendra

(7) Ei—E=Ah+Fk+El, n—n=Fh+Bk+El §—L{=Eh+Dk+CL().

9. Tels sont les déplacements partiels que produit suivantles 4, k,
la déformation pure, abstraction faite du changement d’orientation
qu’éprouve le triedre MABC des fibres principales. Il n'y a donc plus,
pour avoir les déplacements totaux §, — & nu—m { =0 quay
joindre ceux qu’engendre la rotation effective de ce triédre, censée se
faire une fois qu’est produite la nouvelle configuration de la particule.

Evaluons ces derniers déplacements partiels, dans ’hypothése Labi-

(1) Jusqu'ici nos démonstrations et nos formules n’ont nullement supposé
petits ni les déplacements, ni les déformations; elles s’appliqueront donc
quelque grandes que soient les neuf dérivées partielles de £, 0,{ en 2, y, s,
pourvu loutelois, d’aprés les relations (7) comparées a (1), que ces dérivées se
réduisent a six distinctes, A, B, G, D, E, F, ou qu’elles donnent, dans la par-
ticule,

do__df df dE di_dn,

Tody &y A
ce qui implique, comme on voit, déformation pure, sans mélange de rotation.
Mais, a partir du numéro suivant, nos calculs deviendront seulement approchés,
et supposeront négligeables les carrés et produits de ces neuf dérivées par-
tielles (censées alors toutes distinctes) a coté de leurs premiéres puissances. On
sait d'ailleurs que la théorie classique se borne a ce cas.
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tuelle que la rotation soil petite et que la déformation elle-méme
de la particule se soil trouvée assez faible pour n’acoir apporté
aux coordonnées primitives h, k, l que de irés pelites altérations
relatives &, — &, v, — v, {, — {. Soient alors v,, v,, w, les trois com-
posantes, suivant les z, y, s ou suivant les 4, k, /, de la petiterotation
effective Q du triédre des fibres principales autour de leur point M de
croisement. On sait que les accroissements respectifs qui en résul-
teront, pour les trois coordonnées du point quelconque K (4, k, ) de
la particule, seront

(8) opl— ok, wsh—wzl,  wgk— o,k

Ceux-ci s'ajoutent donc & (7) pour donner, comme déplacements
totaux cherchés, relatifs aux axes mobiles des %, k, ! & orientation
fixe,
=& = Ak +(F —0.)k+ (E+ o)l
(9) n—n=(F+w)h+Bk+(D—uw,)l
H—8=(E—wy)h+(D + w;)k+ Gl

Ils sont les excédents A'— A, k' — k,? — ! des nouvelles coor-
données des points de la particule, aprés les déplacements, sur les
coordonnées primitives %, k, I; en sorte qu'ils égalent identiquement
les derniers membres des formules (1) diminués respectivement de
h, k, I. Or leur identification & ceux-ci donne, comme valeurs des
neuf dérivées partielles de &, 4, { en z, y, z au centre M de la par-
licule :

S%: , %:F—mz, %:E+mr;
G Topen fon fop,
%:E—m,., Z—i:D—}—w,, %:C.
10. Ces relations reviennent & poser :
|, = = fi=c:
(11) %+%:2D, Z_i"'%:QE’ %+Z—Z:QF;
S S S A,
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Considérons d’abord les trois derniéres formules (11), parce que
leur interprétation est immédiate. Elles signifient que les demi-diffé-
rences, bien connues,

1/d{ dn 1 (dg at 1 /dn dt

o {F-2) :(E-2) (E-5)

appelées par Cauchy rotations moyennes, peuvent étre nommées
simplement les rotations de la particule (z,y, 5) du corps; car ce sont
bien de vraies rotations, des mouvements d'ensemble, autour de M,
d'une figure & trois dimensions appartenant & la particule; savoir, les
rotations effectives w,, w,, @, du tri¢dre gdométrique des fibres prin-
cipales, qui a constitué, en quelque sorte, la charpente idéale de la
particule, ou comme une substruction résistante formée de plans de
symétrie et cachée sous la matiére, substruction ou charpente dont la

déformation de celle-ci a respecté intégralement les angles et la
figure (*).

11. Passons maintenant aux six premiéres formules (11).

Définissons la déformation de la particule par le moyen des siz
dilatations ou glissements, que nous appellerons d,, d,, 9;, g, &5 &)
de trois fibres, MX, MY, MZ, sensiblement paralléles aux axes géné-
raux des @, y, z : nous les nommerons les six déformations princi-
pales relatives aux x, y, z. Pour fixer les idées (sans rien changer
d’ailleurs aux résultats approchés cherchés ici), supposons ces fibres
de la particule rigoureusement paralléles aux x, y, s dans I'état pri-
mitif, ou définies par les valeurs respectives (1,0,0), (0,1,0),
(0,0, 1) des cosinus directeurs a, 3, v ; et cherchons, avec leurs petites
dilatations 9, d,, d;, les variations, censées également petites, de
leurs cosinus directeurs.

A cet effet, dégageons d’abord des formules (2) les expressions
générales approchées de la petite dilatation d d'une fibre quelconque et
de ses nouveaux cosinus directeurs ', #', vy'. Il suffira, pour avoir 9,
d’ajouter ces trois équations (2), multipliées préalablement par o,

(') Quant au méme triédre, mais physique, ou a faces et arétes matérialisées
dans les feuillets principaux et les fibres principales, il a éprouvé les trois dila-
tations d,, dy, 9;.
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B', v, puis d’observer : d’une part, que le cosinus aa’ + B3’ + vy’ du petit
angle des deux directions primitive et finale d’'une méme fibre se con-
fond trés sensiblement avec son maximum 1; d’autre part que, dans
les termes du second membre ot figurent les neuf petites dérivées de
§,n,Cen z, ¥, 5, les facteurs «’, §’, Y sont réductibles & «, B, vy.
Aprés quoi, d étant connu, les quotients des formules (2) par 1 + 9,
ou leurs produits par 1 — d avec suppression des termes non linéaires,
donneront &, ', ¥'. On trouve ainsi :

d d d
(13) d'—d‘S ! a—z’,-ﬁ’-i-:éy’—f-(d—?—f-d—j)@y

+(§§+%§§)v“+("i dx) .
dg

(14) a'::( 0+2§) daﬁ-*-déy, pr= a+ V= e
Or, l'application de la formule (13) aux trois fibres MX, MY,
MZ donne d’abord
dl d d
(15) 0= FEE" 9, = ‘7;‘7, 0.— d_i
Et il résulte ensuite des formules (14), pour les nouveaux cosinus
directeurs, par exemple, de MY et MZ,

dt . at (/E dn

dy’ 'dy) \ds'ds’
Le cosinus du nouvel angle YMZ, somme des produits deux & deux
dn d¢
=Ty
mitif était nul. L’augmentation de ce cosinus constituant le glisse-
ment g, auquel g, et g, seront analogues, on aura donc

dn L _dt 4 _

(16) Sx= dy gy—zz+-(75a d‘)/+21—.;‘

de ceux-ci, est donc sensiblement » alors que le cosinus pri-

Ainsi, les six premiéres formules (11) expriment que les trois dila-
tations linéaires d,, d,, d;, relatives aux axes coordonnds, et les trois

I s v .
demi-glissements corrélatifs = =83 = &y 5 & sont précisément les six

quantités A, B, C, D, E, F, que les formules (G) rattachent d’une
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maniére simple aux trois dilatations principales d,, 9, 9, et a leurs
cosinus directeurs par rapport aux z, y, 3.

12. La voie géométrique principalement suivie ici nous a donc fait
connaitre les six déformations élémentaires dg, d,, 9;, 2y Zy) & €N
fonction des trois dilatations principales d,, d,, d;, censées données en
grandeur et en direction. Or, il y a lieu, le plus souvent, de faire I'in-
verse, c'est-a-dire de chercher les dilatations principales et leurs
cosinus directeurs, ¢tant donnés les dilatations A, B, C relatives aux
x, ¥, 5 et les demi-glissements corrélalifs D, E, F. Terminons ce
travail en rappelant la marche & suivre pour cela, d'aprésle n° 6.

On a vu, 4 la fin de ce n° 6, qu'il faudra d’abord former I'expression
géncérale de la dilatation 0 des fibres émanées du centre M de la par-
ticule, puis, égaler & zéro sa différentielle totale en a, 8, y pour tous
les rapports mutuels possibles de d«, dB, dy. La formule (13)revient,
vu les six premiéres (11), &

(17) d=Aa*+BB*+ Cy*+ 2DBy + 2Eya + 2Fuaf3;
d’our il résulte, pour les demi-dérivées partielles de 9 en a, B, v,

(18) Aa+FB+Ey, Fa+BB+Dy, Ea+DB+Cy.

Or, comme la relation o2 + §* + y* = 1 donne toujours
ada+f3df +ydy=o,

I'annulation identique de la différentielle totale de o, a partir de la
direction (a, B, v) d'une fibre principale, équivaut & écrire I'égalité des
trois rapports des demi-dérivées partielles (18)a a, 8, y. Un quatriéme
rapport égal s’obtient en multipliant ceux-ci, kaut et bas, par «, 8, y
ct ajoutant terme & terme; ce qui, vu (17), donne simplement d.
Enfin, I'égalité & o destrois premiers rapports conduita écrire, en «,
3, 7, les trois équations du premier degré, homogeénes,

(0—A)a—FB —Ey=o,
(19) —Fa+(0—B)B -Dy=o,
—Ex—D3 +(d—C)y=o.

La compatibilit¢ de celles-ci exigeant 'annulation de leur détermi-
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nant, il vient, pour calculer les trois dilatations principales cher-
chées d,, d,, 9,, 'équation en d du troisitme degré

(30) (0—A)(0—B)(d—C)—D*(9—A)—E*(d —B)—F*(d— C)—2DEF =o.

La résolution de cette équation, qu’on sait, par avance, avoir ses
trois racines réelles, fera donc connaitre les trois dilatations princi-
pales d,, d,, d,; aprés quoi, deux des trois équations (19) devenues
ainsi compatibles détermineront les rapports mutuels de «, §, v et,
par suite, la direction (¢, 3, y) de la fibre principale qui éprouve la
dilatation considérée. On sait déja que ces trois directions, («,, B,, /),
(@, Bay ¥2)) (&3, B3y ¥3), seront mutuellement rectangulaires.

Le probléme actuel, bien moins simple que son inverse traité pré-
cédemment, exige donc la résolution de I'équation du troisitme

degré (20).

13. Le premier membre de celle-ci, (20), ordonné suivant les puis-
sances décroissantes de 0, c’est-a-dire mis sous la forme

0 — (A +B+C)d*+ (BC + CA -+ AB — D*— E*—F*)9
—(ABC — D*A — E*B — F*C + aDEF),

est, comme on sait, identique au produit (9 — 9,) (3 — 9,) (9 -- 9,),
ou a
0*— (01 + 03+ 0;)0* + (0, 0; + 0,0y + 0,0,)d — 0104033

ce qui donne, entre les trois dilatations principales 9,, 9,, d, de la par-
ticule et les six déformations élémentaires d,, 9, d;, &, &,y &2y OU A,
B, C, 2D, 2E, 2 F, relatives  des i, y, 5 rectangulaires quelconques,
les trois relations, respectivement des premier, deuxiéme et troisiéme
degrés :
O+ 03+ 0;=A+B+C,
(21) ~ 0,0;+ 0,0, 4+ 0,0,=BC +- CA + AB — D*—E*— F?,
0,0,0;=ABC — D*A — E*B — F*C + 2 DEF.

Les seconds membres de ces relations sont donc, dans la particule,
des invariants de la déformation, c'est-a-dire des expressions indé-
pendantes des x, y, 5 choisis. Le premier de ces invariants exprime,
comnme on sait, la dilatation cubique de la particule. Le second, du
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deuxiéme degré, estaussi trés important, de méme que celui-ci, égale-
ment du second degré, qui résulte de sa combinaison avec le premier,

(22) 01+ 034 03 = (0, + 1+ 0;y)*— 2(040;+ 0,9, + 0,0,)
=(A+B+C)*—2(BC+CA + AB - D?*—E*—F?)
= A'+ B*+ C!'+ 2(D*+ E*+ F?).

On les vérifie, du reste, en y remplacant A, B, C, D, E, F par leurs
valeurs (6) en fonction des dilatations principales, et en constatant
alors que les neuf cosinus directeurs de celles-ci s’éliminent a raison
des six relations dues, entre eux, a la rectangularité des deux systémes
d’axes. .

Il y a lieu de joindre aux invariants du deuxiéme degré ci-dessus, un
invariant évident, du méme degré, concernant, non plus la défor-
mation de la particule, mais sa rotation Q : c’est la somme de carrés

(23) Q= owl+o)+ ol

Enfin, sil'on ajoute le double de celui-ci au précédent (22); en
remplacant A, B, C, D, E, F, w,, »,, w, par leurs valeurs tirées
de (11), il vient 'invariant mixte assez intéressant, toujours du second
degre,
dz? dgr  dg?
dr* 3y T dz

2 2 k] ] 2 2
%+%+%+%+%+%‘

(24) 0+ 0}+ 03+ 2Q=

-+

IV. — Cas particulier des grandes déformations gque n’accompagne
aucune rotation de la particule.

14. Il estintéressant de voir la signification simple que prennent,
en toute rigueur, les trois directions rectangulaires (a, 8,y ), définies
par les équations (19), ainsi que les racines o correspondantes de
Péquation (20), dans le cas particulier de déformations de la parti-
cule aussi grandes qu’on voudra, mais produites de maniére que les
dérivées premiéres en x, ¥, z des déplacements §, , { vérifient, dans

Journ. de Math. (6 série), tome VIII. — Fasc. II, igra. 29
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cette particule, la triple égalité

(25) a_ & Lk e dn
dz — dy’ dz — ds’ dy — dx

Alors, enappelant respectivement D, E, F cessix dérivées obliques,

. , . e e . a
égales deux a deux, et A, B, C les trois dérivées directes H’E.;’ ‘(_‘%‘,,
ax

—» 1l y a bien toujours, comme solutions («, §, y) du systéme (20)
et (19), trois directions rectangulaires, savoir, celles des axes de la
surface du second degré 4 centre dont I'équation est

L]
Ax’+ By*+ Cz*+2Dys + 2Es2 + aFzy = coust.

Or, d’autre part, les équations (2) (p. 213), qui déterminent les
nouveaux cosinus directeurs («’, §',y') et la dilatation 0 d’une fibre
quelconque, deviennent

(26) 1+d)a'=a+(Aa+FB+Ey), (1+)pf'=p+..., (1+0d)y'=y~+...;

et si, pour ne rien préjuger sur lasignification physique (dans la ques-
tion) des racines o de (20) qui rendent compatible le systéme {19);
on désigne provisoirement ces racines par p, les équations (206)
prennent, vu (19), la forme

(37) (+d)a'=(14p)z, (+OHF=0+p)B. (1 +dy=01+p)y,

ou, le binome 1 + J étant positif, a’, 3’, ¥" ont respectivement mémes
signes et, entre eux, mémes rapports que (1+z)x, (1+p2)8, (1+p)y.

18. 1l en résulte la proportionnalité de o', ', v" & «, B, y. Donc,
dans la particule, chacune des trois fibres rectangulaires MA, MB, MC
orientées suivant les trois directions (&,,3,,Y,), (#2, B2y Y2)y (235 B3s Y1),
a gardé sa direction ou pris la direction contraire. ©Or, il est impos-
sible qu’une seule des trois ait renversé sa direction; car cette fibre
aurait alors percé le feuillet déterminé par le plan des deux autres.
D’ailleurs, dans le cas ot deux fibres auraient renversé leurs direc-
tions, une rotation d’une demi-circonférence autour de la troisiéme,
rotation qu’on peut supposer effectuée par la particule, aménerait ces
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deux fibres dans leurs directions premiéres; et, d’aprés ce qu'on vient
de voir, il n’est pas possible que la troisiéme fibre se trouve alors ren-
versée. Donc, en résumé, si I'on fait tout au plus abstraction d’une
rotation de 180° on aura &' =u«, f'=0, Y=1y, et les formules (27)
donneront alors p = 4.

Ainsi, dans une particule ou les neuf dérivées partielles de %, 0, §
en z, ¥, 5 se trouvent réduites & six distinctes par la triple égalité (25),
les équations (19) font connaitre trois fibres rectangulaires qui gar-
dent leurs directions, malgré les déplacements opérés, si grands qu’ils
soient; et, pour chacune d’elles, la racine correspondante 9 de I'équa-
tion (20) exprime la dilatation linéaire subie. Les équations (20)
et (19)-déterminent donc alors rigoureusement, en grandeur et en
direction, les trois dilatations principales, quelque grands que soient
déplacements et déformations.

En joignant ce résultat a celui qu'exprimaient, au n° 8, les for-
mules (7), on voit que les trois relations (25) caractérisent parfai-
tement le fait d’une déformation pure, sans mélange de rotations.

Il résultera d’ailleurs, évidemment, des équations (19) et (20), pour
les fortes déformations sans rotation, I'existence des invariants (21),
(22) et (24), dans tous les systémes d'axes rectangulaires des z, y, 3.

A ce propos, on remarquera que la dilatation cubique, accroisse-
ment de volume d’une particule par unité de son volume primitif, pcut
étre obtenue au moyen d’un parallélépipéde taillé, dans la particule,
suivant les trois feuillets principaux BMC, CMA, AMB, et qu'elle
admet, par suite, I'expression

(I +()|)(l ~= ()1) (I ‘i‘()s)-—'l: (dl"‘- dg+ 03)+ (dgd;-f— 030; -+ ()1 0,)+ (d]d;da)o

Elle sera donc la somme algébrique des trois invariants (21) (*).

(') Le présent Mémoire a été résumé dans une Note insérée aux Comptes
rendus (t. 158, 15 avril 1912, p. 949). .
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