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JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur le principe d’Optique géométrique énoncé par Fermat;

Par P. DUHEM,

INTRODUCTION.

L. On lit ce (ui suit dans les a:uvres de Fermat ('): « Synthése
pour les réfractions. — Le savant Descartes a proposé pour les réfrac-
tions une loi (ui est, comme on dit, conforme & I'expérience; mais,
pour la démontrer, il a did s’appuyer sur un postulat absolument
indispensable & ses raisonnements, a savoir que le mouvement de la
lumiére se ferait plus facilement et plus vite dans les milicux denses
(que dans les rares; or ce postulat semble contraire a la lumiére natu-
relle.

» lin cherchant, pour établir la véritable loi des réfractions, 4 partir
du principe contraire, & savoir que le mouvement de la lumiére se fait

(1) Weuvres de Feruar, publiées par Paul Tannery et Ch. Henvy, t. HI, 1896,
pp. 131-132.

Journ. de Math. (G série), tome VIIL. — Vasc. I, 1o12, I



2 P. DUHEM.

plus facilement et plas vite dans les milieux rares que dans les denses,
nous sommes retombés précisément sur la loi que Descartes a énoncée...

» Notre démonstration s’appuie sur cc seul postulat que la nature
opere par les moyens ct les voies les plus faciles et les plus aisées, car
c’est ainsi (que nous croyons qu'il doit étre énoncé et non pas comme
on le fait d’ordinaire en disant que la nature opére loujours par les
lignes les plus courtes.

» Eneffet, de méme qu’en spéculant sur les mouvements naturels
des graves, Galilée en mesure les rapports aussi bien par le temps que
par I'espace, de méme nous ne considérons par les espaces ou leslignes
les plus courtes, mais celles «ui peuvent étre parcourues le plus
facilement, le plus commodément et dans le temps le plus court. »

Ce «ue Fermat avail démontré, tous les cours d’Optique géomé-
trique le reproduisent: La lumiére va d'un pointsitué¢ dans un premier
milicu & un point situé dans un second milieu, en se réfractant au
passage d’une surface plane qui sépare ces deux milicux; si 'on veut
(ue le parcours s’accomplisse dans le moindre temps possible, il faut,
bien entendu, que le chemin parcouru & 'intéricur de chacun des deux
milicux soit rectiligne et que, de plus, le sinus de 'angle d'incidence
soil au sinus de I'angle de réfraction comme la vitesse de la lumiére
dans le premier milicu est i la vitesse de la lumi¢re dans le second
milieu.

Il est évident qque la propagation rectiligne de la lumiére au sein d'un
milicu homogene, que la réflexion d’un rayonde lumiére sur un miroir
plan satisfont également i cetle condition : Le passage d’un pointé un
autre se fait plus vite en soivant le rayon lumineux qu’en suivant
n’importe quel autre chemin, Aussi a-l-on pris I'habitude d’énoncer,
sous le nom de Puixciee v Ienmar, la proposition suivante : Lorsque
la lumiére va d’un point & un autre en tracersant un certain nombre
de milicur homogenes, en se réfléchissant sur un certain nombre de
miroirs, en se réfractant au tracers des surfaces qui séparent ces
milieux: les uns des autres, elle emploie moins de temps a ce parcours
que 1en exigerait toul lrajel, infiniment voisin de celui qu'elle
adopte, établi entre les dews mémes points ol assujelli a subir les
mémes réflecions et les mdes 1éfractions.
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[l s’en faut bien, cependant, que ce principe soit justifi¢.

Ce qui est établi en un grand nombre de Traités d’Optique, c’est la
proposition suivante : Lorsqu’on remplace le trajet suivi par la
lumiére par un trajet infiniment voisin, la variation premiére de la
durée du parcours est égale @ séro. Mais en I'absence de tout ensei-
gnement sur le signe de la variation seconde, cette proposition ne
permet pas de décider si la durée de parcours du rayon lumineux est
ou non un minimum. C’est unc remarque que H. von Helmholtz (1),
G. Kirchhoff (*) et M. S. Czapski (*) ont eu soin de faire.

Iin la premiére Partie de ce travail, nous nous proposons de déter-
miner avec précision certaines conditions ot I'on peut affirmer que le
trajet dont nous venons de parler correspond & une durée minimum;
nous indiquerons également certaines autres conditions ot cette durée
n’est pas un minimum, cn sorte qu'en ces conditions-la, le principe
énoncé par Fermat est assurément faux. Ce principe n’a donc pas la
généralité que lui attribuait son auteur.

Il est clair que nos démonstrations pourront toujours, sans perdre
aucunement de leur force, supposer que toute partic d’'un rayon
lumineux qui n’éprouve ni réflexion ni réfraction est rectiligne.

‘n une seconde Partie, nous ¢tendrons notre analyse au trajet que
suit un rayon de lumiére au sein d’un milieu isotrope, mais conti-
nuement hétérogéne,

Un appendice @ la seconde Partie \ransportera i quelques problémes
de Mécanique les résultats obtenus en cette Partie.

2. Toute notre analyse repose sur quelques LeEMMES trés simples que
nous allons établir tout d’abord.
Soit

(1) W(r. v, 3)=0

(') H. vox Herwnovrz, Mathematisch-physikalische Excurse (Ilandbuch der
physiologischen Optik, Leipzig, 1867, p. 2a41). — HeLmnovrz, Wissenschaftliche
Abhandlungen, Bd. 11, pp. 152-153.

(*) Gustav Kircunorr, Vorlesungen iiber die mathematische Optik, Leipzig,

1891, p. 65.

(*) Siegfried Czarski, Theorie der optischen Instrumente nach Abbe, Breslau,

1893, pp. 14-13.
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I'équation d'une surface; au voisinage d’un point M(x, y, 3) qui lui
appartient, cclte surface partage I'espace en deux régions, I'une ou la
fonction W(z, v, 5) est positive, 'autre ot la fonction W'(x, v, 3) est
négative.

Par le point M, menons un segment MM’ dont A, B, C soient les
cosinus directeurs et dont /soit la longueur; au point M’ («', v/, 5'), la
fonction ¥'(, v, z) prend unc valeur :

L) | v oM
(2) 'l"(.z.y...).. (—_oxA-;-()“ B4 ).C)l
o ov IV N
(m“w“ E ‘) 5+

Dans cette égalité, (2) désigne un carré symbolique formé suivant des
régles hien connues; ) est une quantité qui ne croit pas au dela de
toute limite lorsqu’on fait tendre / vers zéro en gardant & A, B, C des
valeurs invariables.
Supposons maintenant que les cosinus directeurs A, B, C vérifient
I'égalité
. W o N

(3) -()‘—Z‘A"i-—)r—” I——‘r(l o,
en sorte que la droite MM’ soil tangente au point M & la surface
représentée par 'égalile (1), L’égalité (2) se réduira 4 la forme

Il W i (2) /2

L dl) L on,

4) Wty )= (G A G 6

On cn déduira sans peine les proposilions suivantes :

Consideérons la tangente, de cosinus directeurs A, B, G, meyée a
la surface W(x,y, 5) =0 par un point M de celte surface, ¢l la
seelion normale de cetle surface menée par ladite tangente.

Si, au voisinage du point M, cette section west pas concave du
cdté ole W, y, 5) est positif, on a sttrement
(0u au Lo )u>‘h

Si, au contraire, elle n'est pas convexe de ce méme cdlé, on a
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sttrenment

o W W, ¥ N\
(5 bis) (-d—rf\—l--%/—l’i-i—??(:) ~0.

Supposons maintenant que la section normale en question ait,
correspondant au point M, un centre de courbure & distance finie.
Soit & lerayon de courbure. Soit # la normale menéeen M ala surface
¥(z,y, 5) = o, et dirigée du coté de cette surface oit W(x,y,s)est
positif. Nous aurons U'égalité

) (gg oW, W c)"’— ¥

Aty B C) =R
si la section normale est convexe du cété ot W (x, y, 5) est positif,
et Uégalité

(6 bis (CLOWELP L

d‘l'A+-(T}7B+_()?C ._:—ﬁ-:-{zo

st la section normale est concave du cété ot W(x, y, 5) est positif.

PREMIERE PARTIE.

LA LUMIRRE TRAVERSE UN NOMBRE FINI DE MILIEUX HOMOGENES
ET EPROUYE UN NOMBRER FINI DE REFLEXIONS KT DE REFRACTIONS,

3. Rappel des lois de la réflexion et de la réfraction. — Nous
commencerons 'par mettre les lois de la réflexion et de la réfraction
sous la forme la plus propre a I'analyse que nous voulons développer.

Soit
(7) y(ry,5)=o0

I'équation d'un miroir; supposons, ce qui est toujours permis, que
Pon ait choisi la fonclion Y(z, y, 5) de telle sorte qu’elle soit positive
du coté par o vient la lumiére.

‘n(, y, 5), ce miroir recoit un rayon incident qui, suivi dans le
sens olt marche la lumiére, admet les cosinus directeurs a,, §,, y,3 le
rayon réfléchi, suivi ¢galement dans le sens de parcours de la lumiére,
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a pour cosinus directeurs «,, 3,, v,. Il est facile de voir que les lois de
la réflexion sont exactement éguivalentes aw.c irois égalités

0 J 0
(8) d.—-ao:k%, 51"‘@):/‘;,%’ N 70= A‘%,
ot k est un coefficient positif.
Soit maintenant

(9) r(X,Y,Z)=o

I’équation d’une surface qui sépare deux milieux homogénes 1 et 2; la
vitesse de la lumiére a pour valeur V, dans le milicu 1 et V, dans le
milieu 2. La fonction W'(X, Y, Z) a été choisie de telle maniére
qu’elle soit positive du c6té 1 par ot la lumiére est censée venir. Du
cOté 1, est un rayon incident dont «,, 8,, v, sont, lorsqu‘on le suit
dans le méme sens que la lumiére, les cosinus directeurs. Ce rayon
donne, dans le milieu 2, un rayon réfracté qui, suivi également dans
le sens ot marche la lumiére, a pour cosinus directeurs a,, 85, v..
Les lois de la réfraction équivalent au.: trois égalités

o

, \,’“2- Vg“,:-l\' H

0X

‘ ol
(10) Vu@r"vz@l:““\;ﬁ’
.o

Vira— Vay ‘—’*"\T)Z’

ot K est un coefficient qui a le signe de la différence V, — V,.

4. Ezxpression de la durée de parcours du rayon lumineur et de
la variation premicre de cette durée. — Nous supposerons que le
rayon lumineux qui joint deux points donnés éprouve une seule ré-
flexion et une seule réfraction. Le lecteur verra sans aucune peine que
notre raisonnement, enticrement géncral, se peut appliquer au cas
d’un nombre quelconque de réflexions et de réfractions.

Soit A (&, n, ¢) un point situé¢ dans le milieu 1, Du point A
faisons partir unc droite, de cosinus directeurs a,, #,, v,, qui, aprés
avoir parcourn dans le milien 1 un trajet Am =R, rencontre au
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point m(z,y,2) un miroir ¢ dont la surface est représentéc par
I'équation (7).

Du point  part une autre droite, de cosinus directeurs %,, 3, v,
également tracée dans le milieu 1; aprés avoir parcouru dans ce milieu
un trajet mM = R,, elle va rencontrer au point M(X, Y, Z) une
surface W', représentée par I'équation (q), qui sépare le milieu 1 du
milieu 2.

Du point M part, dans le milieu 2, une droile de cosinus directeurs
2y, B,y v.3 aprés avoir parcouru, au sein du milicu 2, un trajet
MA’= R,, cette droite parvient au point A’(%’, v/, {').

Si V, est la vitesse de la lumiére dans le milieu 1 et V, la vitesse de
la lumiére dans le milieu 2, le temps employé par la lumicre pour
parcourir le trajet Am MA’ est

_ R+ Ry R
=TV, TV,

() T

Au trajet considéré substituons un trajet inliniment voisin analogue,
et calculons la variation ¢T qu’éprouve cette durée. Si nous observons

que 'on a ¢
. l)“g . dl{‘)
BET G T 0 '
aa OB OBy
VT 0 TN e
ryee— Ma_ Ol
TTTX TR

on trouve sans peine

(12) 0T = — (25 + a0+ 70 37)
-+ vl';[(aul—al)a.l}'*‘(@o—f)')a”y_*. (70"‘71)63
! 7 [ . , - , .
+Wl(\’a'—v'a’)o'\+(\'*§I—V152)°\ + (Vo —V,7,) 67

| N, Y Y
+ V;(“z 05"+ B on' + 74 6%').
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En outre, le déplacement du point m doit se faire sur la surface
et le déplacement du point M sur la surface ¥, ce qu'expriment les
conditions

¢ ! A
-“;—;ax+%‘f6y+%ﬂ_’-o=:o,
oW oY

-076\ -+ '(TY'&Y -+ WOZ == 0.

(13)

Les deux points A et A’ ¢tant, tout d’abord, maintenus lixes, ce
qu’expriment les égalités

D)

W

= on —=o. 0% = o,
- N by

o,
6'=o0, on'=o. f'=o.

LAY
i

cherchons quelles conditions doit remplir le trajet Am MA’ pour que
toute déformation infiniment pelite de ce trajet annule ¢T.

En vertu de l'expression (12) de ¢T, cetle question revient a
celle-ci : Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour
que I'équation

V,[(ao—-a,)a.r -+ (fjo—' ;31)6)’ + (70— '/1)63|
+ (Vaay— Vi) 0X -+ (Vo3 — V 32) 0Y + (Vay — Viya) ol = o,

linéaire ct homogéne en cx, 8y, 23, ¢X, ¢Y, ¢Z, résulte des condi-
tions (13)?

La réponse est connue : 1 faut et il suffit pour cela qu'’il existe deux
quantités &, K telles que I'on puisse écrire les ¢galités (8) et (10).
D’oli ce théoréme démontré depuis longtemps :

Si Pon veut, entre dewr points donnés, mener un trajet brisé qui
ait un de ses sommels sur un miroir el Uautre a la surface de
séparation de deux milieur homogénes; si l'on veut, en outre, que
le temps qu’emploierail la lumiére & parcourir ce trajet éprouve une
variation infiniment petite d’ordre supérieur au premier lorsque
le trajet éprouve une déformation infiniment petite quelconque, il
Saut el il suffit qu’en sa réflexion comme en sa réfraction, le trajet
vérifie les lois imposées par I'Optique.
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lRendons maintenant aux points A et A’ la faculté de se déplacer,
mais imposons au trajet variable AmMA’ les conditions de toujours
vérifier, au point /n, les lois de la réflexion et, au point M, les lois de
la réfraction. En vertu des conditions (8), (10) et (13), P'égalité (12)
se réduira &

”

aope i o N N
(14) ol :—V(aooé’*‘Po""l + 70 9%)
1
{ v, N -
+ \—,!(a, o'+ Baon' + 7205 ).

Cette égalité donne immddiatement les théorémes bien connus de
Malus, de Dupin et de Hamilton.

d. Variation seconde de la durée de parcours. — Formons
maintenant, pour une déformation infiniment petite quelconque du
trajet AmMA’, Vexpression ¢*T' de la variation seconde de la durée
de parcours.

Nous avons ¢videmment, en vertu de Pégalité (11
b - b

. g gt ] A ~ ~g
(15) . T == g (3l r,zn.)+-v'-;o-n,.
D’autre part, I'égalité

Re=(z — )+ (y—un)+ (=3

nous donne ais¢ment

<, ==z -, e, YV~1, . . S . N
B, = _-l_‘“_*.(o-.v—«)-;H-- T “(Aty —0tn) + i (905 = 50)
[ 0
| ~ A ~ ~ N by :
-} n—](o.v-—-o;)*—&-(l))’-—-un)’-i—(os-——o:)’j
L]
! ‘,.—: ~ Ne V=0« A :‘_"“ 2
| == (0t — i)+ - 0y —00) 4 ==2(63 — 0o
R, iR, ( c) Ry (n) n) -+ R, (0 O!)] .

Convenons de désigner par R, nonsculement la longueur, mais encore

la direction du rayon Am; par A, la grandeur et la direction du

oo td l(:' NA S, o, N by

scgment dont (6.c — ¢3), (o -~ &), (83 — 4{) sont les composantes.
Journ. de Math. (6* séric), tome VI, — Fase. I, 1912, 2
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Nous aurons
(0r — 62)*+ (0y — on)* + (45 — of )2 == Al.

T8 (5 em82) + L (By — A1)+ B (33 — 87) == A, c0s (00 Ry),
> [ Ro

en sorte que I'égalité précédente deviendra

Al sin?(Aq, Ry)

0t Ry== 2y (G%x — 623) + Bo(O%y — 62) + (9?5 — 0%F) -+ R
0

Si nous désignons de méme par A, la grandeur et la direction du
segment infiniment petit dont (8X —dx), (3Y —3y), (¢X —¢z)
sont les composantes; parA,, la grandeur ct la dircction du segment
infiniment petit dont (35’ — 8z, (8n' — dy), (¢¢' — ¢5) sont les compo-
santes, nous pourrons donner de ¢°R,, 2R, des expressions analogues
a celle de &*R,. L'égalité (15) deviendra alors

16) oT= &= 8+ Pa0% + 202 20024 By 0 + 00
- \12 \"

! - 7 ~ N
+ v—‘lfa.,—a,)o’w—t—(po—ﬁ,)o‘y—i-(y.,—-'/,)o-:|

+ V—IV[\’,a,—— Viz) 2N +(V,5,— V560
172
+ (Ve = Viya) 27
Alsin?(A,. Ry)  Alsin®(A, 1)) Alsin?(d. R))
VR, T VR, T V,®,

En outre, le point m est assujetti & demeurer sur la surface ¢, et le
point M & demeurer sur la surface W, ce qu’expriment les condi-
tions (13) et les conditions

1 oy

0 | B 3 ?
s"% My e (B e 020 )T

(17) dr v as ° dx dy Js
17 .
71 . J1 5 AW ., oW N’ M
'd\ N Gt - St (SN + Doy - S AN

qui s’en déduisent.

Ce que nous venons de dire n’itnpose aucune condilion particulicre
au trajet A mMA’ a partir duquel se faitla déformation infinitésimale.
Imaginons maintenant que ce traJct soil celui d'un rayon lumineux,
en sorte que les égalités (8) soient vérifices au point m et les ¢ga-
lités (10) au point M. En vertu de ces égalités et des conditions (17),
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Pexpression (16) de &*T va devenir
(18) *T=— -‘—;—(azo %% + By 0*n + 70 0%%)
1

1
+ - (@ 025+ B, 0%’ + 7, 6*y')
2

k(oY oY ¢ . \@
+-V':(-()—‘1-f).l‘+—)'+5— O)
K /0¥, v . o’
Y '(ox N+ oy + 57 °")
Alsin?(4,, R’y + A?sin?(A,. R)) + Al sin®(4A,, R,).
V| “0 V] R] V,Rz

Dans le cas particulier ot les deux points A, A’ sont maintenus
immobiles, le segment A, est identique en grandeur et direction au
segment mn’' ou d, de composantes 8, 2y, 33, que décrit le point m;
le segment A, a méme grandeur que le segment MM’ ou D, de
composantes ¢X, ¢Y, ¢Z, que décrit le point M, mais ces deux
seginents A,, 1), ont des directions opposées. Dans ce cas, donc,
I'égalité (18) se réduit 4 la forme

. . k (o'b L 0h . aY AW
2 T . L 03
(19) T = v \on o + Oy oy + 0 )

h (oW, M o
- \,'\'.,(\JY"\ S Aty A /‘)

Lk sin?(d, Ry) + AZsin?(Ay, R,) + D2sin?(D, R,)
’ V. R, V.R, V.R,

6. TutoniMe. — Si toutes les surfaces réfléchissantes et réfrin-
gentes qui composent le systéme optique sont des surfaces planes,
le principe de Fermal est certainement exact.

Dans ce cas, en elfet, les fonctions 4 (x, y, 3), (X, Y, Z) sont
des fonctions linéaires, en sorte qu'on a, quels que soient ¢, ¢y, ¢,

8‘, SY, 874,
! 2
(dy~ 0,), )y6>() o,

) dv U3
P ST L SN
(-‘)—TO\ )\ — oY + —- d/ /) = 0.
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I’égalité (19) montre alors que ¢*T est assurément positif, 4 moins
qu’on n'ait simultanément toutes les é¢galités

S d sin(d, R,)=o,
A]Sin(Al, 1{1) =0,
( Dsin(D, Ry)=o.

(20)

Nous pouvons évidemment exclure de notre analyse le cas ot quel-
qu’une des incidences serait rasante.

La premiére incidence n'étant pas rasante, sin(d, R,) ne peut étre
nul, en sorte que la premiére égalité donne nécessairement

d=o.

d étant nul, le segment A, se rédnit au segment dont 2\, 2Y, ¢Z sont
les composantes, c’est-i-dire au segment D; d’ailleurs, la seconde
incidence n’étant pas rasante, sin (D, R, ) ne peut étre nul, en sorte que
la seconde égalité (20) exigerait qu’on eiit

ND—o.

Quel que soit le nombre des incidences successives, on Lrouverait, en
raisonnant ainsi de proche en proche, que les égalités (20) ne
peuvent étre vérifiées & moins que tous les points d’'incidence ne
demeurent fixes, ce qui exclut toute déformation du trajet.

Le théoréme énoncé est ainsi démontré.

7. Tukorime 1. — Si un systéme ne contient pas plus de deus
surfaces qui rompent le rayon; si, d'ailleurs, aucune des deu.r
rencontres avec ces surfaces n'a liew sous Uincidence rasante; si,
enfin, on s’est donné le trajet AmMA’ d’un rayon lumineur, un
pourra toujours prendre, sur la direction donnée Am, lo point A
asses voisin du premicr point d’incidence m, el, sur la direction
donnée MA', le point A’ asses voisin du dernier point d’émer-
gence M, pour que le principe de Fermat, appliqué aces deue pornts,
soit sitrement rxacl.

Soient a, ¥, c les cosinus directeurs du déplacement d, et A, B, C
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les cosinus directeurs du déplacement 135 nous aurons

‘(::iol +d" +—-o..\lm -(gi:—&—g-b-i-d"p )”d’,

( ) \ dy ’)v ,/ )y I).'
21 ¢
o W . AW N® 1, W oW \®
' (0‘< X+ o7y +57 7) ( Aoy B 5770) b

Ces égalités donnent & 1’égalité (19) la forme suivante :

Y 1 ! N\ (®) 2
(2‘.!) 0T — M-'_ I (() a .*_gib_i_ﬁf.p) d
R, dx Jdy B

sint(D,Ry) K (oW, oW, 0¥ \®]D
“‘[_"‘_"n, "_(BTA*WB"'JZ) W

sin?(A, Ky) ,,
vV, R, A

Au point m, la section normale pratiquée dans la surface {4 et dont
la tangente en /# a pour cosinus directeurs @, 0, ¢, a un rayon de
courbure, fini ou infini, que nous désignons par 7. Selon les égalités (6)
et (6 bis), la quantité

N 1 dY "\ v .
a méme valeur absolue que - E;i' Calculée donc pour tous les dépla-

cements infinitésimaux ¢ issus du point m, la valeur absolue de cette
(quantité admet une limite supérieure. D’autre part, I'incidence en m
w’étant pas rasante, sin (d, R,) admet une limite inférieure positive.
On pourra donc toujours assigner a R, une limite supérieure assez
petite pour u’on ait sirement

1n2 ! '’ (®)
sinfld Ro) ) (o“'a-i-ﬂl;-i-d"c >o.
R, or dv Js

On voit de méme qu’on pourra assigner & R, une limite supérieure
assez pelite pour qu’on ait stirement

m, NAtorBr oz

>o.

sint(D, Ry) _ k(()‘l" Jv 0‘]“(:)(”

Cela fait, la quantité ¢*T donnée par I’égalité précédente sera assuré-
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ment posilive, & moins qu’on n’ait
d=o, D —=o,

en sorte que le théoréme énoncé se trouve démontré.

Remanque. — Si le systéme optique se réduisait a une seule
surface réfléchissunte oua une seule surfuce réfringente, il suffirait,
pour que le principe de Fermat fiit ecact, que Uun des dewr points
extrémes du trajet lumineux fit suffisamment voisin de la surface
de rupture; Uautre en pourrait étre aussi éloigné qu’on voudra.

8. Tuioriue Il — Si«ucunedessurfaces réfléchissantes ’admet,
au point d’incidence, de section normale qui soit concace du coté
éelairé; si aucune des surfaces réfringentes rw’admet, au point
d’incidence, de section normale que soit concace du c6té du milicu
le plus réfringent, le rayon considéré vérific assurément le prin-
cipe de Fermat. On suppose exclue toute incidence rasante.,

Considérons d’abord un point 2 ot le rayon lumineux rencontre
une surface réfléchissante .

La fonction {(x, y, 5) a ¢été choisie, par hypothése, de maniére i
devenir positive du coté éclairé de la surface; dans ces conditions,
nous savons (n° 4) que le coefficient & est positif.

D’autre part, aucune section normale de la surface n’est concave du
coLé éclairé, c’est-a-dire du coté ol Y(x, y, 3) est posilif, on a donc
| condition (5)] -

o (2

ay Jy Jdy ,
(')7,((+;)—;l; }-J;() o,

Ces deux renseignements réunis donnent
‘O W\ 4 (2)
(23) /.'(gli‘/4+(—)-f/;+iic> 0.

Considérons maintenant un point M ou le rayon rencontre une
surface réfringente ¥'. La fonction W(X, Y, Z) a ¢té choisie de maniére
a devenir positive du coté d'ou vient la lumiére; soient 1 le milieu qui
se trouve de ce cdté et 2 le milieu qui se trouve de 'autre coté.
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Nous savons (n° 4) que le coefficient K a le signe de V, — V,.

Nous savons qu’aucune section normale pratiquée au point M dans
la surface W n’est concave du coté du milieu le plus réfringent.

Sidonc V, est supérieur a V,, aucune de ces sections n’est concave
du coté 2; partant, aucune n’est convexe du c6té 1 ot la surface W est
positive; dés lors, d’apres la condition (5 bis), on a

W J¥ Jd¥ @
(-d—)-(-A—l—WB-F-(-)?C) .. 0.

Si, au contraire, V, est inférieur 4 V,, aucune des sections normales
n’est concave du coté 1 o la fonction W est positive; on a donc, selon
la condition (),

(ﬂ'l\ + g ﬂ',l'(:‘)m 0.
N TR 9z

Nous pouvons dés lors écrire, en loules circonstances,

o

N N T LA

ou bien encore, puisque K a le signe de (V, = V,),

, PSP L CSRE
(23) '\(—(7‘-/\-*-0—\13-*-7)7"(4‘) 0.

En vertu des conditions (21), (23) et (24), I'égalité (19) permet
d'écrire la condition
ST - dsin®*(d, R))  Alsin?(d,, R)) Dzsin*(D, Ry)

(22) =TVR, T T V,R, T T V.R,

Or, pour que le sccond membre de cetle condition (23) fut égal & o,
il faudrait qu’on el simultanément Loutes les égalités (20), ce qui
ne peut étre, nous 'avons vu, & moins que le rayon ne soit maintenu
enti¢rement invariable. Hors cette hypothése, done, 22T est positif, et
le théoréme énonceé est démontré.

9. Tuonkve IN. -~ Un rayon subit un certain nombre de ré-
Jleacions et de 1é fractions.

Parle premier coté R, du contour polygonal que forme ce rayon
vt méne un plan qui, sur le plan tangent en m a la premiére sur-
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Sace réfléchissante ou réfringente <, trace une ligne droite § de
cosinus direcleurs a, b, ¢: a celle tangente 9 correspond. dans
la surfuce §, une section normale s.

Par le second cété R, du contour polygonal et la droite 0, on
méne un plan; ce plan trace une droite O, de cosinus directeurs
A, B, C, sur le plan tangent en M a la seconde surface réfléchissante
ouréfringenteW; a celle tangentc © correspond, dans la surface W,
une section normale S et ainsi de suite,

Toutes celles des sections s, S, ... qui sont pratiquées en des
sur.faces réfléchissantes ont un rayon de courbure fini et tournent
leur concavité du cété éclairé.

Toutes celles des sections s, S, ... qui sont pratiqguées en des
surfaces réfringentes ont un rayon de courbure fini ct tournent
leur concavité du cété du milicu le plus réfringent.

En ces conditions, sans changer les directions ni du premicr
rayon incident R, ni du dernier rayon émergent R,, on peut
clotgner asses le point A surle premier et le point A’ sur le second
pour que le principe de Fermat cesse de sappliquer au rayon qui
unit ces deux points.

Nous allons définir, en effet, une déformation infiniment petite
imposée au trajet Am MA’ qui, si I'on éloigne suffisamment les deux
points A, A’, assurera & ¢*T une valeur négative.

Au point z nous donnerons un déplacement, de longucur arbitraire
d, qui ait pour tangente la ligne 0; ce déplacementaménera le pointin
enm'.

Du point m’, nous ménerons une paralléle au rayon R, ; cette paral-
léle rencontrera en M la tangente ©; MM’ sera le déplacement 1) que
nous imposerons au point M.

Nous continuerons de méme, s'il y a lieu, pour déterminer les
déplacements imposés aux divers points d'incidence.

Le segment désigné par A, est celui qu'il faut composer avee le
segment mm’ ou d pour obtenir le segment MM’ ou D il résultedela
construction précédente u’il est paralléle au rayon Ry, en sorte qu'ona

sin(A R =0,

Il en serait de méme des sinus analogues.
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Quel que soit donc le nombre des réflexions et desréfractions subies
par le rayon, toutes les quantités analogues i A,, sauf la premiére d et
la derniére D, disparaissent de I’expression (19) de ¢*T qui se réduit

a
o E (e N

K /v o dllf
-7 ’(_Kax -?ah-—-az)
d*sin*(d.R,) D?sin?*(D, R,)

+*—vV.R,_ TV,

D'ailleurs, les déplacements de chacun des points d’incidence sont, par
le procédé qui a servi & les produire, dans un rapport fini et bien
déterminé au déplacement & du premier, en sorte qu’on peut écrire :

D=1Md,

A étant une quantité positive et finie.
Si I’on tient compte, en outre, des égalités (21), I'expression précé-
dente de ¢*T deviendra

_ k[ _* oy \®
(26) 6’T_[ v, (d.z:a + b+ 5. c)

KA /oW d‘lf a¥ \W
sin?(d,R,)  Asin?(D, Ry)’
-+ AT + VR, Jd’.

La surface { est concave du cdté éclairé, qui est aussi le cété ou la
fonction Y(x, y, 3) est positive. Si nous désignons par r le rayon
de courbure, supposé fini, de la section s, I'égalité (6) nous donnera

PP LY )
(37) (dxa+dyb+dzc “ rdn

Un raisonnement analogue 4 celui qui nous a fourni la condition (24)
nous donnera ici I'inégalité

K

(de B+ %’.C)

Si N est la normale en M & la surface ¥, menée du coté ot la fonction
Journ. de Math. (6¢ série), tome VIIL. — Fasc. I, 1912, 3
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W'(X,Y, Z)est positive, et si & est le rayon de courbure delasection S,
les égalités (6) et (6 bis) nous montrent que la valeur absolue de
(d‘lf v o C)"’

XA +TwB+E3Z

’ . ' dqr . . . i) ’ . ’ ’ !
est égale & - —w- Ce renseignement, joint 4 I'égalité précédente,
permet d'écrire

oW, V., I¥ \® _[K|d¥
(28) K(ﬁ""’*‘o—YB*‘JZ‘C) =X @'

,

Les égalités (26), (27) et (28) donnent

_ k dy  |K[A d¥  sint(d,R;) )*sin?(D, R,)
(39) &*T=— [W TV VAR AN T T VR, T V.R, ]‘”'

Comme k est positif (n° 4), la somme

kK dy  |K|M W

Virdn TV, V& dN
est une quantité positive bien déterminée; on voit alors qu'on peut
toujours choisir les quantités R,, R, assez grandes pour que ¢*T soit
sirement négatif, ce qui démontre le théoréme énoncé.

Remarque. — Il est trois cas particuliers auxquels ce théoréme
s'applique d’une maniére immeédiate :

1° Le systéme se compose d’une seule sur face réfléchissante; par
le point d’incidence passe une seetion normale, de rayon de courbure
fini, concave du cété éclaire.

2° Le systéme se compose d’une seule surface réfringente; par
lepoint d’incidence passe une section normale, de rayon de courbure
fini, concave du coté ok se trouve le milieu le plus réfringent.

3° Le systéme se compose d’un nombre quelconque de surfaces
réfléchissantes ow réfringentes; toute surface réfléchissante est
entiérement concave du cdté éclairé; toute surface réfringente est
entiérement concave du coté ot se trouve le milieu le plus réfringent;
en outre, les deux rayons de courbure principaux de chaque
surface sont finis.
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En ces trois cas, on peut prendre le point de départ et le point
d’arrivée de la lumiére assez éloignés des deux surfaces extrémes

du systéme optique pour que le principe de Fermat soit sirement
en défaul.

SECONDE PARTIE.

LE RAYON LUMINEUX TRAVERSE UN MILIEU JSOTROPE,
MAIS CONTINUEMENT HETEROGENE.

0. Etablissement des équations qui déterminent la forme du
rayon lumineux. — Considérons un milieu isotrope et continuement
hétérogéne. Soit V(x, y, z) la valeur qu’aurait la vitesse de la lumiére
en un milieu homogéne dont la constitution serait celle que notre
milieu hétérogéne présente au point (z,y. 3).

Rappelons briévement, afin que nos raisonnements ne présentent
pas, méme en apparence, de cercle vicieux, comment on peut éta-
blir directement les équations que le rayon lumineux doit vérifier en
un semblable milieu.

Soient V,, V la plus petite valeur et la plus grande que V(x,y, 3)
prenne au sein de ce milieu; divisons la différence (V —V,) en n par-
ties égales et soit ¢ la valeur commune de ces parties :

V—V,=ne.
Tracons les surfaces d’égal indice
v, ou V(z, y.35)=V,,
v, ou Viz,y.5)=Vo+¢ =V,
¥, ou Viz,y,3) =Ve+pe =V,

¥, ou Viz,y,3)=Ve+ne=V,= V.

Notre milieu continuement hétérogéne est ainsi partagé en n cou-
ches; chacune de ces couches est comprise entre deux surfaces d’égal
indice consécutives; si I'on fait croitre » au deld de toute limite,
Iépaisseur de chacune de ces couches tend vers zéro.
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A la premiére couche, comprise entre les surfaces ¥',, ¥', , nous
substituons un corps optiquement homogéne ou la vitesse de la lumiére
soit V,; en général, a la pi*me couche, comprise entre les surfaces
¥, ., ¥,, nous substituons un corps optiquement homogéne ou la
vitesse de la lumiére soit V,. Nous obtenons ainsi un assemblage dis-
continu de milieux homogénes. Lorsque nous ferons croitre » au dela
de toute limite, cet assemblage tendra vers le milieu continuement
hétérogéne que nous voulons étudier.

Un rayon lumineux, au sein de ce milieu discontinu, aura la forme
d’uneligne brisée. Lorsque lenombre # croitra au dela de toute limite,
cette ligne brisée tendra vers une certaine courbe. Cette ligne courbe
sera la figure qu’affecte le rayon lumineux au sein du milieu isotrope
et continuement hétérogéne que I'on considére.

Désignons par R, la partie du rayon brisé qui traverse la pime
couche et par «,, 3,, v, ses cosinus directeurs.

Soit M,,(x,y, 5) le point de la surface ¥, oti le rayon R, rencontre
cette surface et se réfracte pour donner le rayon R,,,. Les cosinus
directeurs de la normale en ce point a la surface Y°, sont respective-
ment proportionnels aux valeurs que les quantités
oV(x, v, s) aV(x.y,3) JdV(z, v, s)

ox ' ady ’ ds

(30)

prennent en ce méme point.

En vertu des lois de la réfraction exprimées par les égalités (10),
ces quantités (30) doivent étre respectivement proportionnelles aux
trois quantités

Vp-H“p““ Vp“;m-n vp+|ﬁp— Vpﬁm-., vp+|}'p_ V[JY[)-H

ou encore aux trois rapports

Voriap— V0.4 VpriBo— VB, VorrYp— Vp¥pn .
(31) ’ ’
R, R, R,

Lorsqu’on fait croitre n indéfiniment, on doit avoir proportionna-
lité entre les qnantités (30) et les valeurs limites des quantités (31).

Déterminons ces valeurs limites.

Soit s la longueur du rayon curviligne, comptée a partir d’une
origine arbitraire, jusqu'au point M(w,y,s), position limite du
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point M, . Soient .
d dz
(32) a(s):-d;-f-, b(s):-‘T‘z, c(s)= %

les cosinus directeurs de la tangente au rayon en ce point; ce sont
évidemment les valeurs limites des cosinus a,, 8,, ¥,.
Les rapports

“p-v-i““p’ ﬁpﬂ—ﬁp, Yert—Yp
Rp RI’ RP

t limites res ecnvesda b de
ont pour limites resp T @

7
Quant au rapport ‘i‘—'ﬂ—h; il a évidemment pour limite
p

dV 0V Al oV
a+—b+ —c.
dy 0z

Il doit donc exister, en chaque point du rayon curviligne, un fac-
teur @ tel qu’on ait les trois égalités

v (N N Ny Y

s s \=* T wl T % ) Boz =

, db A oV oV oV

(33) ’Vﬁ—(ﬁa—*— —-— b+ 5 >b—p.3;_o,
de av dV dV dV

La valeur du facteur p s'obtient aisément si I'on tient compte de

I'égalité
at+ b4t =1
et de I'égalité
a da +b db +c de _
ds ds = °

qui s’en déduit. Si nous multiplions respectivement, en effet, les éga-
lités (33) par a, b, c, et si nous ajoutons membre & membre les résul-
tats obtenus, nous trouvons 'égalité

vy aVv aVv
(-‘-);-a-i--‘ﬁb-?- v >(|+p)—-o

Jav
ox

av

La quantité ( 9

dV ’ 1 :
a-+ d-}b + c) ne peut étre égale a o qu'aux points



22 P. DUHEM.

exceptionnels oul le rayon touche une surface d’'égal indice. Nous de-
vons donc avoir
p=—1I
Dés lors, si nous posons
o oda [V oV, gV oV
S F _VZ'-—(B;(!—*--O?b'PEC)a-F—’
_ydb  (oV gV, gV )
G_V7—<d—xa+a-y-b+xc)b+ 5

_gde [V OV, oV v
'H—va_(ﬁaﬁ'd—‘y-bﬁ-xc)(?-kg’

(34)

les équations qui définissent le rayon lumineux sont les équations dif-
férentielles du second ordre

(35) F —=o, G =o, H=o.

AL. Rappel de quelques théorémes connus. — Au moyen de ces
équations, établissons rapidement quelques théorémes, connus depuis
fort longtemps, dont nous aurons a faire usage tout a ’heure.

Sinous désignons par , m, n lescosinus directeurs de la bi-normale v

au rayon en un de ses points, ces cosinus seront, on le sait, déterminés
par les deox égalités

al + bm + cn = o,
36) da, db  de
s tET T L=
Multiplions respectivement les égalités (35) par I, m, n, et ajoutons
membre & membre les résultats obtenus, en tenant compte des égali-
tés (36 ). Nous trouvons P'égalité
ﬂ I+ ?-! m + -d—vn =o0
de dy Js  —
qui équivaut au Tueorene 1 : En chaque point du rayon, le plar os-
culateur au rayon est normal a la surface d’égal indice qui passe
par ce poindt.
Par le point M (x, y,3) du rayon menons & ce rayon la normale

principale N dans le sens ou se trouve la concavité du rayon; soient a,
B, ¥ les cosinus directeurs de cette droite; si, & partir du point M, on
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la suit dans ce sens sur une longueur R qui est le rayon de courbure
du rayon lumineux, on atteint le centre de courbure C de ce rayon.

On sait que 'on a

(36 bis) o _da B_db

da l_dc
R ds' R~ ds

R~ ds

Par le méme point M passe une surface d’égal indice ; de ce point
menons une normale » & cette surface; si cette surface ne correspond
pas 4 une valeur maximum ou minimum de l'indice, dirigeons cette
normale dans le sens o V(x,y,3) va en croissant et l'indice en dé-

croissant ; nous aurons alors

dV
(37) *C-{—n->0.

Soient A, w, v les cosinus directeurs de cette demi-normale n; nous
aurons

/ r
(38) oV _av oV _dvV OV _dvV

dz ~ dn’’ '537“27;‘" 9z dn"

Si ¢ est la direction, de cosinus directeurs a, b, ¢, de la tangente au
rayon menée dans le sens des arcs croissants, nous aurons
(39) cos(n,t)=Hha+ pb-+ve.

Moyennant les égalités (36 bis), (38) et (39), les égalités (35)
deviennent

'V dv
s-ﬁaﬂ—d—nl_l —acos(n,t)]=o,
\' dv
([;O) { Kﬁ"*‘m[‘l—'bCOS(R,t)]:O,
v dv
[—{y+%[v—ccos(n, t)] =o.

Si nous multiplions respectivement ces égalités par a, B,y et si nous
ajoutons membre & membre les résultats obtenus, en observant que
aa+Bb+yc=o
et que
Aa + pfB + vy =cos(n, N),
nous trouvons l'égalité

(41) é:—%%cos(u,N).
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Cette égalité, jointe & I'inégalité (37), nous donne, en premier lieu,
cette inégalité

(43) cos(n, N) <o,

et ce théoréme :

Tukorime II. — En chaque point d’un rayon lumineux, la nor-
male principale, menée dans le sens oit le rayon tourne sa conca-
vité, faitun angle aigu avec la normale a la surface d’égal indice,
menée dans le sens ol U'indice va en diminuant.

L’égalité (41) peut, d’ailleurs, ’énoncer ainsi :

Tueéorime I11. — Par un point quelconque M, du milieu, on méne
la normale a la surface d'égal indice qui passe par ce point; sur
celte droite, a partir du point M, et dans le sens (opposé & n) ot
Pindice va en croissant, on porte une longueur

(43) p=

dn

On aiteint ainsi le point T'. Par le point T on méne un plan pa-
rallele au plan tangent en M a la surface d’égal indice. Ce plan
contient le centre de courbure C de tout rayon lumineux passant
au point M.

A ces théorémes nous pouvons joindre la REciproque suivante :

Les théorémes I el 111, qui résultent nécessairement des équa-
tions (35), entratnent a leur tour Uexactitude de ces équations.

En vertu du théoréme 111, en effet, la premiére des équations (35)
ou, ce qui revient au méme, la premiére des équations (0), devient

cos(n,N)a +cos(n,t)a—2r=o
ou, plus explicitement
cos(n, N)cos(z, N) + cos(n, ¢t)cos(z, t)— cos(n, r)=o0.

Mais la tangente tau rayon, lanormale principale N etla bi-normale v
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forment un triédre trirectangle, en sorte que 'on a
cos(n, ) =cos(n, N)cos(x, N) + cos(n,t)cos(zx,t)+ cos(n,v)cos(x,v).
L’équation précédente devient donc
cos(n,v)cos(x,v)=—o

et elle est vérifiée si le théoréme I est exact, puisque ce théoréme équi-
vaut i I'égalité
cos(n,v)=o.
Les théorémes I et 111 sont donc exactement équivalents aux équa-
tions différentielles (35) du rayon lumineux.

Nous aurons a faire usage de cette proposition.

12. Remarques sur le cas ot le rayon touche la surface d’égal
indice. — la quantité p, donnée par 'égalité (43), est le rayon de
courbure de tout rayon lumineux qui vient, au point M, toucher la
surface d’égal indice qui passe par ce point.

(e rayon lumineux tourne sa concavité du cété o0 le milieu est plus
véfringent que sur la surface méme. Il n’en faut pas nécessairement
conclure qu’au voisinage du point considéré, le rayon se trouve néces-
sairement du coté de la surface oun I'indice est plus grand que sur la
surface méme.

‘n effet, la courbure du rayon lumineux

1 dV

V dn

(43 bis)

o0 -

ne dépend aucunement des dérivées secondes de la fonction V(z, y, 3)
au point considére, et ce sont ces dérivées secondes (ui déterminent
la courbure de la surface au voisinage de ce point. On peut donc, sans
changer la courbure du rayon, imaginer qu’on impose toutes les lois
qu’on voudra a la courbure de la surface.

Considcrons la section pratiquée dans la surface par le plan qui lui
est normal et qui est, en méme temps, osculateur au rayon. Si cette
section n’est pas concave du coté ou l'indice est plus grand que sur la
surface, le rayon se trouve évidemment de ce cdté de la surface; il en
est encore de méme si la section, tout en étant concave de ce coté, a

Journ. de Math, (G* série), tome VIII, — lasc. 1, 1g12, (l



26 P. DUHEM.

une courbure moindre que celle durayon. Mais si cette section, concave
. T . - A

du cté desindices croissants, a une courbure supérieure & 3 -~ el, par

conséquent, plus forte que celle du rayon lumineux, celui-ci se trouve,
au voisinage du point de contact, du cdté ou I'indice est plus faible
que sur la surface. Il n’y a donc pas analogic entre ce phénoméne
et celui de la réflexion totale.

Supposons :

1° Que la surface d’égal indice ait, au point M, au moins un de ses
centres principaux de courbure situé du coté des indices croissants;

2° Si elle est & courbures opposées, que le centre de courbure y qui
sc trouve du coté des plus forts indices soit compris entre le point M et
le point T';

3° Si elle est entiérement concave du coté des plus forts indices,
qu’elle ait un de ces centres principaux de courbure, v, compris entre
le point M et le point T, et 'autre centre principal de courbure, ',
situé au dela du point I' par rapport au poinl M.

Nous voyons :

1° Que tout rayon lumineux, tangent & la surface d’égal indice, dont
le plan osculateur correspond i une section normale dont le centre de
courbure ¢ est au deli du point " par rapport au point M (si la surface
est & courbures opposées) ou entre les points 1" et v’ (si la surface est
entiérement concave du cdté des plus forts indices ) demeure, au voi-
sinage du point de contact, du cdté de la surface oin I'indice est plus
fort que sur la surface;

2° Que tout rayon lumineux, ltangent i la surface, pour lequel e
centre de courbure ¢ de la section normale est entre les points y et I,
demeure, au voisinage de la surface, du coté oit I'indice est plus laible
que sur la surface;

3° Aucas ot le point ¢ coincide avee le point I, le rayon lumineux a,
avec la surface d’égale indice, un contact du second ordre, cn sorte
qu'il traverse cette surface a laguelle il est tangent.

Il'y a, en chaque point de la surface d’égal indice, deux sections nor-
males pour lesquelles le centre de courbure ¢ coincide avec le point I';
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les plans de ces deux sections forment quatre diédres ayant pour
plans bissecteurs les plans des sections normales principales.

Nous pouvons nommer ces deux sections les sections de pénétra-
tion des rayons lumincux tangents & la surface d'égal indice.

Sur une surface d’égal indice qui satisfail aux trois conditions pré-
cédemment énoncées, on pourra tracer deux familles de lignes telles
qu'en chaque point il passe une ligne de chaque famille. Tout rayon
lumineux qui vient toucher une de ces lignes traverse, au point de
contact, la surface d’égal indice, etaucun autre rayon lumineux tangent
ne peut traverser cette surface.

Si, au point M de la surface d’égal indice, la tangente 4 'une de ces
lignes fait un angle ) avec I'une des deux lignes de courbure qui pas-
sent en ce poinl; si cette ligne de courbure correspond a un rayon de
courbure 1 et I'autre ligne de courbure a un rayon de courbure 7/, on
aura

r r

(h4) Egs_f_ sinf 1 dV

(e sera P’équation des lignes en (uestion,
Si la surface ne remplit pas les trois conditions prescrites, ces lignes
seront imaginaires.

13. Formation de la durée de parcours d’un trajet et de la
variation premiére de cette durée, — Soient A,, A, deux points pris
a I'intérieur d’un milieu continuement hétérogéne; relions ces deux
points par un trajet continu C ou A,MA,. Si ds désigne un élément
de ce trajet et V la vitesse de lalumiére en un point M de I'élément ds,

le temps (ue la lumiére emploierait & parcourir ce trajet aurait pour
valeur

(45) T :/%
C

Soit (I ou A;M’A’ une autre courbe infiniment voisine de la
courbe C. Imaginons que la courbe C’ corresponde point par point  la
courbe C, de telle sorte que les deux origines A,, A/, se correspondent,
et qu'il en soit de méme des deux extrémités A,, A’. Soient dx,
dy, 65 les composantes du segment infiniment petit MM’ qui unit deux
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points correspondants M et M’; nous admettons que &x, ¢y, 85 sont
des fonctions continues de 'arc A;M ou s; que ces fonctions admet-
tent, quel que soit s, des dérivées finies; enfin que ces dérivées sont
continues, sauf peut-étre pour quelques valeurs isolées de s. Désignons,
en particulier, par ¢z,, dy,, 25, les composantes du segment A, A}, ct
par ¢z, , 8y, , 03, les composantes du segment A, A .

La substitution de la courbe (i’ & la courbe C impose a la durée T
une variation premiére

(46) 6T—j [6d‘_vL<3vax+ Z—XO)+9—-6.>ds]

D’autre part, I'identité
. dst = duat+ dy? -+ ds?

donne, en tenant compte des égalités (32),

dds=addr+ hddy + cdds,
Mais on sait que I'on peut écrire

. dox . day o dos
(47) ddx = e ds. Sy -~ 5 ds. odz - ds.
On a donc
dds ‘v { dox ddv dds
-——.—r/-(a———t-b 4= ¢c—— ) dbs.
(

p \Y . \Y ds ds ds

Une intégration par parties transforme cette égalité en la suivante .

S ; b . a: ~ ) 2, ,'.;
(/;7) fM:_a°6”0+ ov‘?o‘f"oo o+ald.2”,+—b|v0l)v+:,o,

da (l// + dc .-)
V’ s & (ITO'

dV Jdv oV . N a
"(ﬁn'+4yl'+d. )(ao.l,+l)o_y~+-¢6.,) ds

Les égalités (34), (46) et (47) permettent d’¢erire

@y 0xy+ by Oy, + co 05 | @, 8xy+ by Oy, + €, 83,
(48) oT =— v, + vV,

_f-\l{-’(Fax+G6y+ H ds) ds.
c




PRINCIPE D'OPTIQUE GEOMETRIQUE ENONCE PAR FERMAT. 29

Cette égalité va étre le point de départ de notre analyse.

4. La détermination du rayon lumineuc ramenée a un probléme
de variation. — Supposons, tout d’abord, que les deux points A,, A,
soient maintenus fixes; I'égalité (48) se réduira, en vertu des éga-
lités (34), a
(49) a'r:_f% F oz + G oy + 1155) d.

[

Si les équations (35) sont vérifiées en tout point de la courbe C, il
est clair que toute déformation imposée a cette courbe, sans déplace-
ment de ses extrémités, annulera 8T.

Réciproquement, il est facile de voir que o est la seule valeur, va-
riable d’'une maniére continue avec s, que puisse prendre chacune des
trois quantités F, G, H, si I'on veut que &T s’annule en toute défor-
mation qui change la figure de la courbe C sans en déplacer les extre-
mités.

Supposons, en effet, que I'une au moins de ces trois quantités,
F par exemple, prenne, en un point M de la courbe (., une valeur, dif-
férentede o, que nous désignerons par F (M). Puisque, par hypothése,
I¥ varie d’'une maniére continue le long de la courhe C, on peut, sur
cette courbe, marquer un arc fini D, comprenant le point M et excluant
les points A,, A,, en tout point duquel F differe de o et ait le signe
de F(M).

Cela posé, nous déformerons la courbe C de la maniére suivante :
Nous donnerons & Gy et a &z, tout le long de la courhe, la valeur o}
sx sera également nul en dehors de I'arc 1) et aux deux extrémités de cet
arc; la valeur de ¢z le long de I'arc D, variable d’une maniére conti-
nue avec s, sera partout différente de o et constamment de signe con-
traire a F(M).

1.’égalité (49) se réduira alors &

T = — ] l-?—‘fﬁdx.

Or il est évident que la valeur du second membre n’est point nulle,

mais positive.

Nous obtenons de la sorte le théoréme bien connu que voici :
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Tukorime 1V. — Une courbe est tracée, au sein d’'un milieu iso-
trope et continuement hétérogéne, entre deux points fixes; pour que
toute déformation infiniment petite de cette courbe impose une va-
riation premiére égale @ o au temps que la lumiére mettrait & par-
courir la courbe, il faut et il suffit que la figure initiale de celle-ci
soit celle d’un rayon lumineux.

Rendons maintenant aux deux extrémités A,, A, de la courbe C la
faculté de se déplacer, mais supposons que cette courbe soit un rayon
lumineux le long duquel les équations (35) sont constamment véri-
fiées. L’égalité (48) prend la forme

@o O’y + bo O)yo—+ ¢y 03 a, 8z, + b, o ¢, 03
ST—=—% 0o+ 09 0)o-+ Cp o 4 1+ 04 0y + €403

(90) V. v,

On en déduit sans peine les théorémes connus de Malus, de Dupin et
de Hamilton.

18. Variation seconde de la durée de parcours d’'un trajet. —
Venons maintenant au principal objet de notre recherche, qui est le
suivant : Entre deux points donnés, le trajet du rayon lumineux est-il
un trajet dont la durée de parcours soit minimum? Pour répondre &
cette question, il nous faut former la variation seconde ¢*T de la du-
rée de parcours; si, pour toute déformation qui laisse immobiles les
deux extrémités du trajet, cette quantité est positive, la réponse a la
uestion posée est affirmative; clle est négative si certaines déforma-
tions font prendre & ¢*T une valeur négative.

Nous formerons d’abord I'expression générale de 8*T sans supposer
(u'on maintienne immobiles les extrémités de la courbe C.

I.’égalité (46) nous donne

ortds 2 [9V ov oV
(51) G’Tzﬁt v ~-\T‘('¢)_5 6"’"*"7; 6y+w 6z)6ds
2 (JV . oV ov 1
"”V?(Fa—: oz'+b-; 6y+3; 6z> ds
RN A ()V6 dV-"’s_
—V’(?)_x 01+W Y E: o(
1 [dV gV Al
__'\77(%6"1 5;6’}'-{--&6’3)613 ]
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L’égalité
ds?*= dx*+ dy* + d3?

nous donne les deux égalités

dséds =drddr + dyddy + dsdds.
dsd*ds +- (3ds)*=drd*dr + dvé*dy + dsé* ds
+(3dr)*+ (6dy )+ (ddz)2.

Si 'on observe qu'on a

dr _ dy _ ds _
-a;,__a, 2;..._’), %—c.
ddxr =déz, ddy —=dJdy. dds =dds,

itde=dé*z, ddy—=ddy. ods=dads,
les deux égalités précédemment écrites deviennent

(53) 0 ds —=addx + hddy + cdds.
(53) 3'ds =addtr + bddty + cddts

+ (dox)+ (ddy) + (daz)’—(ad6x+bd6,y+cd6:)’.
ds

‘n vertu de I'égalité (53), nous pouvons écrire

(54) ft) ds _ fadd’.z-l—bdo’y-kcdo’:.

\

‘(ddx)? 4 (ddy)*+ (dé3)*— (ad dx + bd dy + cd §3)?
v .

Mais unc intégration par parties nous donne

(55)

/'add’a: + hddty + cdd?s

, \
o 8% 2+ by3 yy + ¢, 823, N a6+ 0,8y, + ¢, 83,
V, v,
+/(%§ ;(%aq- ‘;_;b ‘;V )a— vZ:" s
[(Raw e B )iV
+ :(%a “;_;'./ +"’£' ), _V%_ 3| ds.
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D’autre part, désignons par p le segment dont les composantes sont
ddx, ddy, ddz. Nous aurons

(ddz)+ (ddy)'+ (d ds)*=p?,
addr + bddy + cddz = p cos(p,ds),

et, par conséquent,

(56) (d3z)*+ (ddy)* + (d33)* — (ad 3z + bd 8y +- cd 3z)* = p*sin(p, ds).

Si nous tenons compte des ¢égalités (34), (54), (55) et (56), I'éga-
lité (51) devient

(59) 3T = a, 0z, + b:&’y,—i—(,‘a’,, aoa"rv'*‘bo‘a;}'o-}-coa’zo "
)

ds ()

j:,,(dvow-%—%}dva- Qa;)ads (1)

1 (OV av . JdV., \* ;
e[W(d_xa'r—k(—);Oy -+ d_zo",) ds (V)

7 S, (2)
[V’ (:;: ‘)\ ‘y+ %;6:) ds (V)
1
‘p su;,y;,ds). (v h

. f F&*x + Go’y + Hd'z

-+
c

Cette expression entiérement générale de ¢* T va se simplifier beau-
coup dans le cas particulier qui nous intéresse.

En premier lieu, si nous supposons que la figure initiale de la
courbe C soit celle d’un rayon lumineux, F, G, H sont nuls en tout
point de cette courbe, ct, au second membre de I'égalité (57), le
terme (11) disparait.

D’autre part, si I'on maintient immobiles les deux extrémités de la
courbe C, le terme (1) est identiquement nul.

Mais, en cette derniére hypothése, si 'on suppose en outre que la
courbe C ne touche aucune surface d’égal indice, on peut assurément
établir la correspondance point par point des deux courbes C et C' de
telle sorte qu’a tout point M de la courbe C corresponde un point M’
de la courbe C', situé sur la méme surface d'égal indice que le point M.
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Cela revient & dire qu'on peut, sans diminuer en rien la généralité
de la déformation imposéce & une courbe C d’exirémités immobiles,
assujettir dx, Sy, 0z a vérifier, en tout point de cette courbe C, la
condition

APAS oV

(5R) %01-4&-5:‘703' e

Cette condition permet d'cffacer, au second membre de I'égalité (57),
les termes (IIT) et (IV).

Désignons par A la grandeur du déplacement dont dx, gy, &5 sont
les composantes, et par A, B, (C les cosinus directeurs de ce déplace-
ment ; en vertu de la condition (38), ce seront les cosinus directeurs
d’une tangente mence par le point M a la surface d’égal indice. Nous
pourrons évidemmenl écrire

: P
(59) (:;\L +:—%6j+%\?6:) <ZZA vL’m—%%() At

Si nous supposons simultanément remplies toutes les conditions que
nous venons d’énumérer ct si nous tenons compte de I'égalité (59),
Pégalité ( 57) se réduira i la forme trés simple :

) A2 I
(6o) AT , (4)\ + 4_)1“ Al (‘) A s 'i"l r Ml\l,ilﬁ_"d”'

Cette égalité va nous permettre de justifier les théoremes que nous -
avions en vue d’élablir.

16. Tucorime V. — Si, entre les deur extrémités d’un rayon lumi-
newur, aucune surface d’égal indice n'est rencontrée deux fois par
le rayon; st, en outre, aucune surface d'égal indice ne presentr',
au point okt elle est rencontrée par le rayon, de section normale qui
soil concave du coté des indices croissants, le rayon lumineur des-
sine, endre les dewy points fives donnés, une ligne dont la durée de
parcours par la lumiére est minimum.

Pour démontrer ce théoréme, il suffit de prouver que, dans ces con-
ditions, le second membre de I'égalité (Go) est positif pour toute
déformation de la courbe C

Journ, de Math. (¢ série), tome VII. — Fasc, 1. 1912, 5
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Voyons quel est, en chaque point M du rayon, et pour chaque direc-
tion, tangente & la surface d’égal indice, du déplacement 4, le signe

de
oV aVv aVv .\
(:5;“ 5‘”3;0) '

La surface d’égal indice qui passe au point M ou V est la vitesse de
la lumiére est représentée par I'équation

Y(x,y,5)=V(z,y,5)— V=o.

Le premier membre de cette équation devient positif du coté de la
surface ou V(z, y, 5) surpasse V, c’est-a-dire du cdté des plus faibles
indices. D’aprés I'hypothése faite, aucune section normale pratiquée,
au point M, dans la surface d’égal indice n’est convexe de ce coté. On
a donc assurément, en vertu de P'inégalité (5 bis),

. av ()V av \*
(bl) (d.Z‘A " -d—:’(l) = 0.

De plus, la section normale dont la tangente en M a pour cosinus
directeurs A, BB, C, a un rayon de courbure, fini ou infini, &. En vertu
de I’égalité (6 bis), on a

¢t oV /A% dV(,)"‘ 1 dV

A+—B+ Sl

(h').) (()T; d.y '(—):"-.4 paal

La condition (61) et 'égalité (62), jointes a l'expression (60)
de 2*T, nous permet d’écrire

5 Pl sin? ( (s ds)
(63) T: [ alf

Le signe d'égalité est, d’ailleurs, réservé an cas on tout déplace-
ment A serait tangent a une section normale de rayon de courbure
infini pratiquée dans la surface d’égal indice.

Le théoréme que nous voulons établir est donc démontre si, par
ancun point d’incidence, on ne peut mener une droite qui ait, aver
lasurfuce d'égal indice qui passe auméme point, un contact d’ordre
supcérieur au premier,
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Mais il importe de lever la restriction qui pése encore sur notre
théoréme, afin de pouvoir 'appliquer, par exemple, au cas ol toutes
les surfaces d'égal indice seraient des plans. Elle sera levée si nous
démontrons la proposition suivante :

17. 1l est impossible d’imposer au rayon lumineux considéré une
déformation qui laisse immobiles ses deux: extrémités, et qui vérifie
en tous poinis les conditions

(64) R = o,
(65) psin(p,ds)=o.

“xaminons la condition (63). Elle se décompose en deux conditions
dont la premiére est

p=o
et équivaut aux trois égalités
(66) dor—o. ddy =o, ddz =o,
tandis que la seconde est
sin(p, ds) =o,

Cette derniére exprime que lesdeux seginents p et ds sont paralléles
entre eux ou, en d’autres termes, que leurs composantes sont respec-
tivement proportionnelles :

. dor doy dos
G5 — T e T e
(L7 dx dy ds

D’ailleurs, les égalités (66) peuvent étre regardées comme des cas
particuliers des égalités (67); celles-ci équivalent done & la condi-
tion (65).

Les ¢galités (G7) peuvent encore s’écrire

0dr _ddy _ods

(67 bis) v d_y- =

Cette nouvelle forme donnée aux équations (67) met en évidence
leur signification géométrique. En effet, les cosinus directeurs de la
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tangente en M a la courbe C sont respectivement proportionnels a
dx, dy, dz; les cosinus directeurs de la tangente en M’ 4 la courbe (*/
sont respectivement proportionnels & du: -+ 8d, dy + ¢dy, dz + dds.
Les égalités (67 bis), équivalentes & la condition (65), expriment donc
cette proposition : En leurs points correspondants M, M', les deux
courbes C, C' ont des tangentes paralléles.

Il est facile de trouver la valeur commune des trois rapports (67)
ou (67 bis); I'égaliré

dst=dx*+ dy*+ dz?
donne
dsods = dzd dzx + dyddy + dsd ds.

On en déduit immédiatement que la valeur commune des trois
rapports (67 bis) ct, partant, des trois rapports (67) est

(67 ter) %:i-

Ces préliminaires posés, voici la proposition que nous allons ¢tablir :
Si une portionde la courbe C' se déduit d’une portion de la courbe (.
par une déformation telle que les conditions (64) et (63) soient
vérifiées en chaque point, cetle portion de la courbe U appartient,
comme la courbe C, au parcours d’un rayon lumineux.

Soient M, M, deux points infiniment voisins pris sur le rayon (i3
solent V, V, les valeurs respectives de la vitesse dela lumic¢re aux deux
points M, M, ; supposons, pour fixer les idées, V, supéricur a V.

Le point M’ qui, sur la courbe (%', correspond au point M de la
courbe C, se trouve, comme ce dernier point, sur la surface ¥ que
représente |'équation
V(z,v,35)=V.

Le point M, qui, sur la courbe ', corvespond au point M, de la
courbe C, apparticnt, comme ce dernier point, a la surface We dont
P’équation est

V{e,y,3)=V,.

En vertu de la condition (64), la droite dont MM’ est un segment
infiniment petit est tangente & une section normale de la surface Y,
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section dont le centre de courbure est rejeté & I'infini; la surface ¥
n'élant pas a courbures opposées, il faut ou bien que son indicatrice
en M seréduise 4 deux droites parallélesa MM’ ou bien queses centres
principaux de courbure relatifs au point M soient tous deux rejetés a
I'infini ; st donc 7 et n’ sont les normales en M et M’ & la surface W', ces
dcux normales sont paralléles entre elles.

D’autre part, en vertu de la condition (65), les tangentes en M" et M',
a la courbe C’ sont respectivement paralléles aux tangentes en Met M,
a la courbe C, en sorte que le plan osculateur en M’ 4 la courbe C’ est
paralléle au plan osculateur en M 4 la courbe C.

Mais, comme la courbe ( est un rayon lumineux, le plan osculateur
en M & cette courbe contient (théoréme I) la normale » & la surface ¥.
Donc le plan osculateur en M a la courbe C' contient la normale n’'
menée par le méme point a la surface d’égal indice W.

Soicnt C le centre de courbure relatif au point M pour la courbe C,
et (7 le centre de courbure relatif au point M’ pour la courbe C'.

Le plan osculateur et la tangente & la courbe C’' en M'sont, en vertu
de la condition (65), respectivement paralléles au plan osculateur et &
la tangente & la courbe C au point M. La normale principale M'C’
ou N" i la courbe (I’ en M’ est donc paralléle & la normale MC ou N 4
la courbe C en M. On a ainsi

(68) cos(N,n) =cos(N', n").

Pour la méme raison, la normale principale M;C’ & la courbe
en M, cst paralléle & la normale principale M,C a la courbe C en M,.
Les deux triangles MCM, M'C’M, sont donc semblables. Si R = MC.
et "= M'C’ sont, en M ct M’, les rayons de courbure respectifs des
courbes Cel (Y, ona

W
R~ ™M,

Soient P, P* les points ou les normales », »' percent la surface
d'¢gal indice ¥',. Les deux triangles M,M P, M M'D’ ont leurs cotés
paralléles et sont semblables, en sorte que I'égalité précédente peut
encore s’écrire

R NP
[T

.
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Mais, d’autre part, nousavons

dv _V,—V dv _V,—V
dn — " MP dn’ — M1

Nous voyons donc que les conditions (64) et (65) entrainent I'éga-
lite

. R R’
(69) wET
dn' dn

Si nous supposons maintenant que la courbe C soit un rayon lumi-
neux, nous avons I’égalité

dvV
(41) ﬁ-:—%(—l;cos(n,N).
Les égalités (68 ) et (69) nous apprennent alors qu’en tout point de

la portion considérée de la courbe C', on a Uégalité

En vertu de ce que nous avons vuau n° 114, les deux propri¢tés de la
courbe C’ que nous venons de démontrer équivalent & celle-ci: La por-
tion considérée de la courbe ' dessine un trajet de rayon lumineux.

Cette proposition n’est cxacte, bien entendn, qu’aux infiniment
petits du second ordre prés.

Nous allons maintenant demander al’Algébre une seconde démons-
tration de cette méme propriété, et cela de la maniére suivante :

Si les équations (35) sont vérifices en toul point d'une certaine
courbe C et si, dans le milieu considéré, l'on soumet une portion de
celte courbe a une déformation telle que les conditions (64) et (65)
solent vérifiees en tout point, les équations (35) sont encore, aux in-
finiment petits du second ordre prés, vérifiées en tout point de lu
courbe déformée C'.

Soient A, B, C les cosinus directeurs d'une tangente en M a la sur-
face W et supposons, comme l'exige la condition (64), que cette tan-
PP ) ' eX1g q
gente corresponde & une section normale dont le centre de courbure
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soil rejeté i Uinfini. Nous auvons, en vertu des égalités (38) et (62),

A? 4 B24- G2z,
\ av Jav av

(70) ) -a;A‘i"d‘)—;B-’*‘E(A = 0.
OV V., OV @

1)'autre part, soit A’y B, (¥’ un systéme quelconque de valeurs véri-
liant les deux égalités
A2+ Bt Q=

oV ., oV, IV

C'=o.

En vertu de la condition (61), on devra avoir

OV oV oV N\
—d-;A-i-b-y-B—i—-J;(,) <o,

On en tire sans peine cetle conclusion: Tout systéme de valeurs de
AA, AB, AC qui vérifie les deux premiéres ¢quations

AAA + BAB+ CAC :=o,

% AA + :;7» AB + ';—ZA(: —o,
7 { ( ('—);7\2 A r)'){;)] B - 4)1.);%;" C) AA
(ajf;‘l + "3,;—\, B . 0‘)‘—3~ (;) AR

+( d’.dll. " ;’—-d‘; B+ 3()),. c) AG = o,

véritie aussi la troisieme.
lin d’autres termes, il doit exister deux quantités L et L telles qu'on
ail

ITEAN inv R L N ov Sy
& ae A Gy B s O by A=
_ ) o\ a*\ NEAV NS 7MY o
(7 1) ' 4'3,'-(7:': A - ()-)“; B - l)'T’—(—):‘: G- L (-)3,' 4-L'B = 0,
2 3 2\ 4
il PV g PV et h G

PER A P dv 057 LE
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Si, d’ailleurs, on multiplie respectivement ces équations par A, B, (.
et si I'on ajoute membre 4 membre les résultats, en tenant compte des
égalités (70), on trouve

(73) L'=o.
Les composantes ¢., ¢y, ¢s du déplacement MM’ ou A du point M
sontrespectivement proportionnellesd A, B, C; les égalités (72) et (73)

nous apprennent donc (u’il existe une quantit¢ A telle que P'on ait les
trois égalités

CEY e TV gy Y Y

\ s z ()y drds - oz’

) BV LV BV 0N
(74) ‘ W'J-l -+ (F oy + d).d:o" - "F’
( BV BV BV 0N

B2 R Py e Ay P il

Nous allons déterminer la valeur de A.
. . , . ON o A DAY -
Exprimons, a cet eflet, que ( S=2. + 52 gy -+ 5= o5 ) doit étre nul en
? ? e dy ™ az
tout point de la courbe G soumise a la déformation; nous en conclurons

que Pon aaussi, en tout point de cette courbe,

d [0V N AV
ARy A H B
ou hien
. ( PEAN IV
(/O) . -()—{;/3 or -+ ( y 1= drd' )
RPN AP | )
N\ oyox’ ay X os°

+ \ J3 0x oL+ s 0y Jdy 2 PEE

oV dor + OV d gy . O\ das
dr ds T dy ds ds ds

(Y of BV &Y )

Mais les égalités (67), (6= ter) peuvent s’éerire

o 0y oy 0dx oz 0 s
S —— —— ) — —_—

ds — T ds s ds T Tds
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En vertu de ces égalités et des égalités (74), I'égalité (75) devient

(g—;—a -i-%b+-(())—::c>(;_\+%:):o.

Le facteur <ﬂ a+2 b+ ‘)—Yc) n’est pas nul, car nous avons sup-
or Jdy 03
pos¢ que le rayon ne touchait jamais une surface d’égal indice. Nous
avons donc
(70) . A+ -')7;—? )

Considérons maintenant la quantité I donnée par la premiére éga-
lité (34), et calculons la variation 6F qu’clle éprouve lorsqu’on passe
du point M de la courbe (. au point correspondant M’ de la courbe (7.

En vertu de la condition (65), que nous supposons imposéc a la d¢-
formation, la tangente en M’ a la courbe (' est paralléle i la tangente
cn M it la courbe C, en sorte que les variations de «, b, ¢ sont nulles;
V a aussi méme valeur au point M et au point M'. On a‘donc

(77 ) g =veda (2 oxr + ) o)+ PV 5 (@
(77) - dr drdy drogs > (a*—1)

ds
( 1720 Y eV . Ity )
I .. ab

Ay ar ™ g T s

(Y e Y PN 5 e
(():d.v d::)yoy Js* ')a('

(Y]

L.a quantité @ ayant méme valeur en deux points correspondants

(uelconques des courbes (. et C’, on a évidemment
i

3 da _da da _ dads'—ds
ds —ds  ds T ds s
ol encore
.da da 5 ds
-8 —_— Tl e
(78) °ds ds ds

‘nvertu des égalités (31), (76) et (78), 'égalité (57) devient la
premiére des égalités '

A —. h Ny 6115' T 6(/-"
(/9) ')l = ’ O(J—-' G_(F’ O“...—“WT-

Ces eégalités ne supposent pas que la courbe C que I'on soumel a lu
Journ. de Math. (6* sévie ), tome VIl — Fasc. 1, tyie. 6
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déformalion soit le tracé d’un rayon lumineux. Sil'on introduit main-
tenant cette supposition, les égalités

(35) F::‘O. G =o, =0

seront vérifiées en tout point de la courbe (i, et alors les égalités (g)
deviendront les ¢galités

(80) ol = o, oG == o. ol—=o0

(ue nous avions annonceées. .

La courbe (7' doit avoir, en commun avec la courbe C, au moins les
deux extrémilés A,, A, ; elle pcut avoir d’autres points communs avec
la courbe C;elle peut méme avoir certains arcs communs avec cette
dernicre courbe que I'on a pu ne pas déformer en son entier.

Soit donc un arc de la courbe (¥, distinct de la courbe C, et rejoi-
gnant la courbe C en ses deux extrémités By, B,.

Entre les deux points B,, B,, chacune des deux courhes €, €7 trace
la marche d'un rayon lumineux en toul point duquel les équa-
tions (35) sont vérifiées.

Mais au point B, de la courbe CC correspond le méme point sur la
courbe C’; au point B, sur la courbe C correspond le méme point B,
sur la courbe C'. Les deux courbes C et C’ auraient donc méme lan-
gente au point B, et mémec tangente au point B,.

Je dis, dés lors, que les deux courbes C et (' ne peuvent étre
distinctes, du moins si les coordonnées x, y, 5 d’un poirt M de
larc B, B, de la courbe C s’expriment en fouctions analytiques de
Uarcs compté sur cette courbe, ot si les coordonnées d'un point M’
de lare BB, de la courbe C' s’expriment en fonctions analytiques
de Uarc s’ compté sur cette courbe.

En effet, en tout point de I’arc B, et B, de la courbe C, nous devons
avoir les égalités (80); nous devons donc avoir aussi, en tout point
de cel are, la triple suile d’équations

, d . P d . d )
(80 ) ;-l;‘ Ol =20, ;1';_ OG . 0y ([,s‘ 'Jll - ),
] 2 2
(80") '(%;51:20, %60:0, %r}ll:n.

ses e eee s e L R .
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Appliquons les équations (80) au point B, , en remarquant qu’en ce
point

(81)

1]
il
}\

| | S
o'=a. Y=y,

Q\
Il
3

| @' =a, o =b.
Les équations (80) nous donneront

8/ da' _ da db _db de' __de
(81 HEd WA dF d
Si nous tenons compte des égalités (81) et (81'), les équations (80)
nous donneront
d*a’ d*a d*y  db die' dtc

(817) TE T A A T dse dyt s

lin vertu des égalités (81), (81"), (81"), les égalités (80”) devien-
dront
(81") dﬁ:([ﬂ, d’l:cﬁ‘g’ (-,ic-l:-t-ll

ds'* ds? ds'3 ds? ds'® " ds?
it ainsi de suite.

Au point B,, donc, lafonction 2'(s) et toutes ses dérivées prennent
les mémes valeurs que la fonction z(s) et toutes ses dérivées. Les deux
fonctions sont donc identiquessi elles sont analytiques. On en peut dire
autantdes dcux fonctions y(s), ¥'(s) et des deux fonctions 5(s), 3'(s).

On remarquera que cetle démonstration est rendue légitime par ce
fait que la vitesse V de la lumiére n’est pas nulle au point B,.

Il est ainsi prouvé u’on ne peut,  la courbe C, imposer une défor-
mation qui vérifie ecn tout point les conditions (64) et (65); cela
achéve de démontrer le théoréme qui a été énoncé au début dun® 16.

18. Tuiorkme VI. — En un milieu continuement hétérogéne et
tllimité est tracé un rayon lumineux plan, indéfini dans les deux
sens, le long duquel lavitessede la lumiére a un sens unique de varia-
tion; lorsqu’on s’éloigne indéfiniment, dans un sens donné, sutvant
ce rayon, la vitesse de la lumiére tend vers une limite déterminée
non nulle; elle tend vers une limite déterminée, nécessairemen! dif-
Sférente, et non nulle, lorsqu’on s'éloigne indéfiniment suicant le
rayon, mais en sens conlraire.
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Au point ott le rayon rencontre une surface d’égal indice quel-
conque, la section normale pratiquée dans cette surface par un plan
perpendiculaire a celui du rayon tourne sa concavité du céic des
indices crotssants; en outre, le rayon de courbure de celte section
est, en général, fini.

Dans ces conditions, on peul, sur le rayon, prendre deux poinis
tels que le principe de Fermat ne puisse étre exact pour la partie du
rayen qui est comprise enlre ces deux points.

Soit M un point oti le rayon rencontre la surface d’égal indice W';
le plan du rayon est normal a la surface ¥, en sorte que la normale v
a ce plan est tangente a la surface ¥'. Nous pouvons donc imposer au
rayon une déformation telle que le déplacement A ou MM’ de chaque
point M soit normal au plan du rayon. Ce déplacement est tangent &
une section normale de la surface W'; cette sectionest concave du coté
des plus forts indices et son rayon de courbure @ est, en général, lini.
Si A, B, C sont les cosinus directeurs de la normale au plan du rayon,

nous avons,
o = AA. oy = BA, 03 =CA.,

A, B, Cayant méme valeur en tout point du rayon, on a

~ . fA r,_ndA \o__~dA
doJ_A-J;ds, do.)_Ba-ds, dds=C == ds.

En vertu de ces égalités, de 1'égalite
Aa+Bb+Cc=o0
et de I'égalité (56), on peut écrire

(82) prsind(p,ds) = (da—?)!ds’.

D’autre part, un raisonnement semblable & celui qui a fourni I’éga-
lité (62) donne ici I'égalité

OV OV, OV .\ 1 ay
(83) ((T;A-nglm-a-(,) =4

,dV ..
ott —— est positif.
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“n vertu des égalités (82) ct (83), I'égalité (Go) va devenir

a, _— (IA
(84) *T= "fvua Frialkalss fv( )""

Sur le rayon indéfini marquons, arbitrairement d’ailleurs, deux
points fixes B,, B,. Soient A,, A, deux points pris hors du segment
B,B,, 'un en deca de B, , I'autre au dela de B,.

Choisissons la fonction A(s) de la maniére suivante : Nulle en A,,
elle croit sans cesse lorsqu’on s’approche du point B, pour atteindre,

en ce point, une certaine valeur D; =0 ‘est, d’ailleurs, infini en aucun

point de I'arc A, B,; A(s) garde invariablement cette valeur D tout le
long del'arc B,B,; de B, en A,, A(s) diminue sans cesse pour atteindre,

d
en A,, la valeur o; en cette diminution, IA n’est jamais infini.
Nous voyons alors :

1° Que 'on a

A
f,,lvm X Ards =P,

P étant une certaine quantité positive qui demeure invariable si les
deux points B,, B, demeurent fixes sur le rayon considéré;

2° Que l’on a
[ L —-Y(I“:.O‘
vids ) ’

Y , Ju,m,
3° Que l'on a

N 1 dV . " 1 dV .,
j‘ ) VIR dn A2 ds > o, j \’a& T — A2 ds < 0.

Dés lors, I'¢galité (84) donne I'inégalité

(85) 62'r</ {,—(‘:—é)-ds +f %(%%)"ds_vnt.
CEAW N B A, R

Soit U la limite inférieure des valeursde V le long du rayon indéfini
dans les deux sens.

Nous pourrons, a fortiori, remplacer I'inégalité (85) par I'inéga-

lité

lA ‘dAN\? T
86 DM\ ( . bt — PD2
(86) <UU.. =) ds+ | (,/s) ({sl PD:.

»
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liloignons maintcnant le point A, du point B,, suivant le rayon, et
amenons-le ainsi & une nouvelle position «,, de telle sorte que le rap-
port de 'arc «, B, & I'arc A,B, ait une certaine valeur A supérieure a 1.

A tout point M, de I'arc A,B,, faisons correspondre un point ., de
'arc a, B,, tel que I'arc uB, soit A fois I'arc MB, .

A deux points infiniment voisins M, M', séparés par une distance ds,
de I'arc A, B, correspondront deux points infiniment voisins &, u’ de
I'arc a, B,, et la distance do de ces deux poinls aura pour valeur Ads.

Pour définir la déformation de l'arc «,B,, nous donnerons au
point ¢ un déplacement ®, normal au plan du rayon, et égal au deé-
placement A du point correspondant M de 'arc A, I3,. Visiblement,
en ces deux points correspondants w et M, nous aurons

d®o 1 d)
de T 1 ds
Nous aurons donc
dm\? 1 [* [dA\?
v, B, AR N T

En substituant de méme & P'arc B, A, un arc B, 2, qui soit 2 fois
plus grand, nous aurons

. dw\? ALY
(87 bis) ~/|:¢ (da) 415:7./““\ (T) os.

Si O est la durée de parcours de la partic %,«, du rayon, on aura,
¢n la déformation considérée, 'inégalité suivante, analogue & U'inéga-
lité (86), et ou U, P, D auront les méme valeurs qu’en I'égalité (86):

. ’ \ L] * 2
010 < '_‘ j (‘_@_‘1) da - / (d_.% ds | —PDh3,
U @, B do v, .

En vertu des égalités (87) et (87 bis), cette inégalité peut s’écrive

/ <ﬂ>=ds+jj (-d—A>2(IS
w, ds B A, dy »

(88) 320 < )—'U —PD.

Au second membre de cetle inégalité (88), loutes les quantités,
sauf A, demeurent invariables lorsqu'on fait varier A. Or, on peut
prendre A assez grand pour que I'inégalité suivante soit vérifiée :

' dAN? dA\?
2> ohn [f”(w;) ds+f|:]h(-(7;) (ls].
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Dés lors, on aura
90 < o,

et le rayon lumineux ne tracera pas, cntre les deux points a,, ,, un
trajet qque la lumiére parcourre en un temps minimum. Cest le théo-
réme (fuc nous avions énonce.

Remarquons, en vue d’une proposition que nous démontrerons
tout & I’heure, une particularité de la déformation qui vient d’étre
imposée au rayon lumineux.

On a, en général,

(32) dds—=addx + bddy + cdds.

lci, les égalités

. dA o dd A
dOl‘.—.’\—(E(l&, dO}’—BEdS, dOe-—C-(-i;—d.\,
\a +Bb+Cc=o
donnent
(89) ods = o.

La déformation considérée laisse invariable la longueur de chacun
des éléments du rayon.

APPENDICE A LA SECONDE PARTIE.

APPLICATION DES THEOREMES PRECEDENTS A QUELQUES PROBLEMES DE MECANIQUE.

19. Application aurc brachistochrones. — Les théorémes démon-
trés dans la seconde Partie de ce travail s’appliquent immédiatement
4 la détermination des lignes brachistochrones dans une région de
I’espace ol les forces agissantes admettent une fonction potentielle Q.
Si 'on désigne par Q, la valeur de Q au point de départ A, de la tra-
jecloire, la vitesse V en un point (uelconque est donnée par la loi de
la force vive :

(go) Ve Q-8

Les surfaces d'égale vitesse sont les surfaces d’égal niveau poten-
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tiel ; une section normale, pratiquée dans une surface d’égal niveau
potentiel est concave ou convexe dans le sens o la vitesse du mobile
augmente, selon gu’elle est concave ou convexe dans le sens on la
fonction potentielle diminue, ou encore selon qu’elle est concave ou
convexe dans le sens ot le champ est dirig¢.

Il n’y a pas de difficulté 4 étendre au probléme des brachistochrones
le théoréme V, démontré aux n* 416 et 17. A la verité, le raisonne-
ment donné & la fin du n® 17 suppose que la vitesse n’est pas nulle au
point désigné par B, ; or ce point pourrait coincider avec le point A,,
et ici, la vitesse est nulle en A;; mais, pour démontrer le théoréme en
question, on pourrait reprendre la méme démonstration & partir du
point B,, gni ne peut se confondre avec le point A,; or, on suppose
que la ligne C ne touche aucune surface d’égale vitesse ou d’égale
fonction potentielle; elle ne rencontre donc pas deux fois la méme
surface d’égal niveau polentiel; en aucun point, la vitesse ne peut
reprendre une valeur déja prise, en particulier la valeur o prise au
point A; nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Tutorime VUL — Une ligne joignant deux points et ne touchant
aucune surface équipotentielle vérifie les équations dfférentielles
des brachistochrones. Aucune surface équipotentielle ne présente,
au point ote elle est rencontrée par cetle ligne, de section normale
qui soil convexe dans le sens ot le champ est dirigé. Dans ces con-
ditions, la ligne considérée est vraiment, entre les deur points
donnés, une brachistochrone.

L'extension du théoréme VI au cas actuel ne semble pas pouvoir
étre justifiée d’une maniére géncrale, parce que la vitesse V est nulle
au point A,, en sorle que la quantité U qui ligure aux iné¢galités (86)
et (88) devrait étre remplacée par o.

20. Application a Uéquilibre des fils flexibles et ineciensibles.
Conditions d'équilibre du fil. — La théorie de I'équilibre des fils
flexibles et inextensibles préte & des considérations fort semblables i
celles que nous avons appliquées aux rayons lumincux. Indiquons
sommairement ces considérations.

Soit Q, comme au numéro précédent, la fonction potenticlle des
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forces agissantes, et considérons la quantité
(91) w :fsz'ds,
(¥

on l'intégrale s’étend & unc courbe C reliant deux points donnés A,, A,.

L.a Mécanique nous enseigne, par le principe des déplacements vir-
tuels, qu’entre les deux points donnés A,, A,, la courbe C dessinera
la figure d’équilibre d’un fil flexible et inextensible si toute déforma-
tion infiniment petite de cette courbe, qui laisse immobiles les extrémi-

tés A,, A, ,etinvariable lalongueur [ ds de la courbe, vérifie I'équation
c

(92) oW —o.
‘n vertu de I'égalité
dds=addxr + bddy + cd s,

cette égalité (92) peut s’écrire

[0Q | 08 a2 o N
(93) [ == 02 + == 0V -+ —.os>d.9+fﬂ(ado.z‘q—bdoy-i-cdb‘z)=o.
.,‘;(M dy 03 Je

Elle ne doit pas avoir lieu quels que soient ¢z, dy,¢s, mais seule-
ment toutes les fois que ces quantités vérifient I'équation

(04) féfls:f(ad6x+b(zay+cdaz)=o.
v C

Il doit donc exister une constante K telle qu’en ajoutant membre a
membre '’équation (93) et I'équation (g4), aprés avoir multiplié
celle-ci par K, on obtienne une équation vérifiée quels que soient ¢z,
oy, 03.

Cette équation est

. (02 a9, 092 , N . o
(93) fc(%oz_*-ﬁoy+756..>ds+£(§2+h)(addx+bdg +cddz)=o.

Désignons par &(x, y,3) la somme

(96) (e, y,3)=Q(z,y.5)+ K,
Journ. de Math. (G série), tome VIII. — Fasc. I, 1g12. 7
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et posons
C . .da  (oF 9%, ¢ oG
~f~tds+(d-—xa+d—)’b+'%c> ~d—$-,
. | db (& 9%,  oF JE
(9/) I-a*(nds-*-((_)»—‘ca-'-ﬁbﬁ_d_;c)b“_@’

‘ de e o6 a6 o€
h—=¢&— (-— _— —c¢le — —.
| A -+ d.va+dyb+():c>c =

-~

Des intégrations par parties donneront aisément 4 I'équation (g5)
la forme

(98) f(féw-}-gay-a-h&z)ds—_-o.
c

Pour 'équilibre du fil, il faut et il suffit que cette équation (¢8) soit
vérifiée quels que soient ¢z, 3y, &s. Selon une démonstration sem-
blable & celle qui a été donnée au n° 14, cela revient & dire que, pour
I'équilibre du fil, il faut et il suffit que 'on ait, en chaque point de ce
fil, les trois équations

(99) f=o0, g=o0, h=o.

On démontre, en outre, ou, mieux, ox AbMET qu’en chaque poinl
du fil, la tension &(x,y, z) doit étre positive :

(100) &(x,y,3)>o0.

La comparaison des formules (97) aux formules (34) et des équa-
tions (gg) aux équations (35) montre que I'on passe du probléme qui
consiste a déterminer la figure d'un rayon lumineux reliant deux
points donnés au probléme qui consiste a déterminer la figure d’un fil

flexible et inextensible reliant ces deux mémes points, en substituant

la fonction & (z,y, 3) a la fonction V—(x—l}_:)' I.’analogie est complé-
W e

tée par ce fait que ces fonctions doivent étre toutes deux positives.

Tous les théorémes établis aux n° 11 et 12 pour les rayons lumineux

s'étendent aux fils flexibles et inextensibles.

Tout ce que nous venons de rappeler en ce numéro 20 est bien
connu.
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21.. Stabilité de l'équilibre du fil. Cas oit cette stabilité est
assurée. — Le théoréme connu de Lagrange et de Lejeune-Dirichlet
nous permet de formuler la proposition suivante :

L’équilibre du fil qui relie deux points donnés est assurément stable
si la ligne qu'il dessine est, parmi toutes les lignes de méme longueur
qu’on peul tracer entre les mémes points, une de celles qui rendent
minimum la quantité W donnée par I’égalité (g1).

Si, dans cette grandeur W, on remplace la fonction Q (=, y, 5) par
la fonction &(x, y, 5) que définit I’égalité (g6), on y ajoute simple-
ment la quantité

K f ds,
C

qui demeure constante toutes les fois que la courbe C se déforme sans
changer de longueur. La figure d’équilibre du fil sera donc stable si,
parmi loutes les lignes de méme longueur reliant les deux points
A,, A,, elle rend minimun la quantité

(101) Z::f(‘o’(.z,y,:)ds.
G

A fortiori, cet équilibre sera stable si la figure d’équilibre du fil est
telle que, parmi toutes les lignes reliant les deux points A, A, elle
rende minimum la quantité Z.

Il suffit alors de se souvenir que I'on passe du probléme du rayon
lumineux au probléme du fil flexible et inextensible en substituant

la fonction &(x,y,s) a la fonction VUITT; pour pouvoir aussitot
étendre au second probléme le théoréme V démontré au n° 16.
Quelques remarques préliminaires : '
La formule de correspondance
- I
G(x, ¥, 5) = —————— .
(. 2) V(z,y,3)
nous montre que & augmente en tout déplacement ou V diminue, et
inversement. Dire qu’en un point M la surface

V(z,y,3)=const.

qui passe par ce point ne présente aucune section normale qui soit
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convexe du cété oil V augmente, c’est dire qu’en ce point la surface

&(x,y,3) = const.

ne présente aucune section normale qui soit convexe du cété ol &
diminue; c’est dire aussi, en vertu de I'égalité (96), que la surface
d’égal niveau potentiel

Q(z,y, 3) = const.

ne présente aucune section normale qui soit convexe du coté ou Q
diminue, c’est-d-dire dans le sens ou le champ est dirigé.

Sous le bénéfice de ces remarques, nous pouvons énoncer le théo-
réme suivant :

Tutorkme VIIL. — Un fil flexible et inextensible en équilibre relie
deux points; entre ces deux points, il rencontre une seule fois
chacune des surfaces d’égal niveau potentiel; au point o elle est
renconirée par le fil, aucune de ces surfaces ne présente de section
normale qui soit convexe dans le sens oit le champ se dirige. Ce fil
est assurément en équilibre stable.

22. Cas ou Uéquilibre du fil est instable. — Laréciproque du théo-
réme de Lagrange et de Lejeune-Dirichlet n'a pas été démontrée pour
les fils. 11 n’est pas établi que I'¢quilibre du fil soit instable lorsque la
figure du fil n’est pas, parmi toutes les lignes de mémes extrémités et
de méme longueur, telle qu’elle rende W minimum. Pour la commo-
dité du langage, nous nous exprimerons comme si cette proposition
avait été démontrée; en d’autres termes, lorsque la figure du fil ne
sera pas, parmi toutes les lignes de mémes extrémités et de méme
longueur, tellement tracée que W soit minimum, nous conviendrons
de dire que I'équilibre du fil est instable.

La figure du fil en équilibre est déja telle, nous le savons, que toute
déformation qui laisse les extrémités du fil immobile et vérifie la
condition

(94) f Sds=o,
Cc
vérifie aussi la condition

(92) oW = o.
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Dés lors, nous pouvons énoncer la proposition suivante :
Si une déformation qui laisse immobiles les extrémités du fil et véri-
fie les deux conditions

(94) ft?ds:o,

(102) f&’ds:o,
(4

vérifie aussi la condition
(103) W <o,

I'équilibre du fil est instable.

Considérons la quantité Z définie par 1'égalité (101); en vertu de
Pegalité (96), qui définit la fonction &(x,y, 3), et de I’égalité (g1),
qui définit la fonction W, on a

L=W+K f ds
et, par conséquent, ’
FL=0W +Kf63ds.
C

En toute déformation qui vérifie la condition (102), ¢*Z est
identique a 5*W; on peut donc répéter la proposition précédente en
substituant, dans I'inégalité (103), ¢*Z a ¢*W.

Cette proposition, d’ailleurs, ne peut étre exacte sans que la sui-
vante le soit :

Si une déformation, imposée au fil a partir de sa position d’équi-
libre, laisse les extrémités immobiles, vérifie, en tout point du fil, les
conditions

(89) ods —o,
(104) dtds = o,
et donne I'inégalité
(10d) f.é’!?ds<o,
«
I'équilibre du fil est instable.
Orona

N 95 98 . \® 08 G 96, '
6 28 — | — O — —-— 03 —02 —_— —_— -
(106) @& <0¢,6r+oy8y+ d:°> + 57 ’w+df6’y+ 3z &'
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D’autre part, I’égalité (104), en vertu des égalités (53) et (56),
donne

(107) 0o=addz+ bddy +cdds + p’sin:l(sp. ds)

Les égalités (106) et (107) permettent d’écrire

06 06 oG p sin?( p, ds)
' ] pom— — puiiing ~ et erem—
(108) &= (d ox +d oy + 0:6.,) 7t
oE 3, ot dC\ . détc ddty dos
REP A 76’ =" "'G( 4 Tl e )

Mais la premiére des égalités (97 ) permet aisément d’écrire

¥z 98, _d _ . -
Ga a—= +-(Eo x .._.m((cao z) —fotr
ou bien, puisque les égalités (gg) sont vérifiées en tout point de la

courbe C, position d’équilibre du fil,

détx 0%

Ga ds +d_x

itz = g—((«aa? x).

Cette égalité et deux égalités analogues, jointes a la remarque que
8%z, 8%, 82z s’annulent aux deux extrémités du fil, donne I'égalité
AN 4 ) g

(109) ‘/‘[(0L 6y g—(-o“)dc-i-(,(ado’r+bdo*y-.—cdr)2:)-|::o.

Si I'on use des égalités (108) et (109) pour transformer 'inégalité
(105), on parvient au théoréme suivant :

Si I'on peut imposer a la courbe C une déformation qui en laisse
les extrémités invariables, qui vérifie en tout point les deux condi-
tions
(89) dds —o,

(104) dtds=o

et qui donne I'inégalité
& o0& 08 ( \® . pisin?(p,ds)
(109) [(TOI‘-%- y@y-t-&-éz) ds+./c'e,!_’.____tgp__.<o,

I'équilibre du fil est assurément instable.



PRINCIPE D OPTIQUE GEOMETRIQUE ENONCE PAR FERMAT. 35

Le premier membre de 1'égalité (109) dépend de ¢, dy, &z, mais
nullement de ¢*x, 8%y, &%s.

Dés lors, imaginons qu’on ait, tout le long de la courbe C, choisi
des valeurs de 8z, Sy, 65 qui vérilient I'égalité (89) et 'inégalité (109).
Ce choix laisse entiérement arbitraires les valeurs de %z, ¢? y, 82z en
tout point de la courbe. On pourra ¢videmment choisir ces derniéres
valeurs de telle sorte qu’elles s’annulent aux deux extrémités de la
courbe C et qu’elles vérifient, en tout point de cette courbe, I'égalité

__sin*(p. ds)

(110) addlr + bdeé*y +cdd*s = rr

Il suffira, par exemple, d’opérer de la maniére suivante :

1° On prend pour 3%z(s) une fonction assujettie seulement & s’an-
nuler aux deux extrémités de la courbe (et & vérifier I'équation

(111) addz, __ (psinipds)
Jooods © cds

Cela est évidemment possible d’une infinité de maniéres.
N\, . . . R}
2" On prend pour ¢ y(s) une fonction assujettie seulement a s’an-
nuler aux deux extrémités de la courbe C et 4 vérifier I'équation
. tb daty
(112) ‘/ - —ds—=o

e € ds

Cela est encore possible d’une infinité de maniéres.
3° Une quadrature détermine la fonction ¢* 5(s) assujettie a s’an-
nuler a l'origine A, de cette courbe C et a vérifier en tout point
I'égalité
ddls ado’r bdoy ptsin?(p, ds)

(113) ds :—Z ds ¢ ds cds*?

dont le second membre est une fonction connue de s.

A Tlextrémité A, de la courbe, 25 aura alors pour valeur

ots :—/1 (16".rds _f_l: da"l'ds_u /"p’sin’(P, dS)’
! ¢ ds . C ds Je ds

et selon les égalités (111) et (112), celte valeur est égale & zéro.



56 P. DUHEM.

Si aux valeurs précédemment choisies de 8, ¢ 7, 85 nous associons,
par ce procédé ou par tout autre procédé équivalent, un systéme de
valeurs de 8%z, 8y, 8%z qui, en chaque point de la courbe C, vérifie
I’équation (110), nous aurons imposé & la courbe C une déformation
qui vérifiera les conditions (89) et (104), et pour laquelle I'iné-
galité (109) sera exacte.

D’ou le théoréme suivant :

Si Uon peut imposer a la courbe C une déformation qui en laisse
immobiles les extrémites, qui vérifie en tout point la condition

(89) dds=o,

et qui donne Uinégalité

o€ o, JE " & pisin*(p, ds) sm’(p ds‘)
(109) [z(;;ox+a?m + 5 ,. ds+f <o,
Péquilibre du fil est instable.

A la fonction & (,y, 3) substituons la fonction V (x,y,s) donnée
par ’égalité

4 S S — ! .
(114) b(x’y’")”"V(w,_y.s)
Nous aurons
(08, 9%, 9B\ 1 gV, 9V, gV \®
(11d) ((Ttox+ a;éy+&6‘.) _———:(7‘;0&4-0]6}'4- 3= oz)
2 (N Ny N
Tl Ty YT %)

Cette égalité (115), jointe au théoréme précédenl, permet d’énoncer
la proposition suivante :

St lon peut imposer a la courbe C une déformation qui en laisse
les extrémités immobiles, qui vérifie, en son point de la courbe, les
deux conditions

(89) déds=o,

av av ov
(116) a—;&x+5}76y+76._o
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~J3

et qui donne Uinégalité

prsin?( p, ds) /‘ «)\’ 5 av (\*®
(117) f(: Vds Vi 01 )y 0y 4 -(—)-_-o., s < o,

<

Uéquilibre du fil est instable.

La condition (116) peut encore, en vertu de Pégalité (114), s’éerire

. oG . ¢ Jd¢
—_— ) — —_—05 = .
{116 bis) ()‘ruv—i‘ ().‘.3‘)/-{— 030 0

Celle-ci, & son tour, en vertu de I'égalité (gb), peut s’écrire
) ’ 8 9

oQ Q2 o .
(116 ter) ;)——6.7: 0y6y+ ;s =o.

I

Ces conditions ¢quivalentes (116), (116 bis) et (117 terr) expriment
que le déplacement ¢, ¢y, €5 est, en chaque point, langent i la surface
d’égale tension ou d’égal niveau potentiel (ui passe par ce point.

La derni¢re proposition établie va nous permettre de transformer,
cn vue de Pappliquer au probléme du fil flexible et inextensible, ce
(ui a été démontré au n" 18 pour un rayon de lumicre;la déformation
imposée & ce rayon de lumiére vérifie en effet, comme nous nous en
sommes alors assuré, la condition (89g).

Pour faire cette transformation, nous considérerons un espace indé-
fini o s’exerce une force qui dépend d'une fonction potentielle
Q(x,y,3). Nous devrons supposer, en premier licu, cue cetle fonc-
tion, si loin (u’on aille en I'espace considér¢, demeure toujours finie.

Nous pourrons donc choisir une constante K de telle sorte que la
fouction

(96) G(r,y,3)=Qx,y,3)+K

demeure comprise, dans tout 'espace, entre deux valeurs positives; il
en sera alors de méme de son inverse V(a,y, 3).

Il nous faudra, en second licu, admelttre que 'on peut tracer, dans
ce champ, une ligne plane, infinic dans les deux sens, qui ne rencontre
pas deux fois une méme surface équipotenticelle, et qui vérifie, en tout
point, les équations (99) de 1'équilibre des fils.

En troisiéme licu, nous devrons admeltre qu'au point de rencontre
de la courbe avec une surface équipotenticlle, celle-ci est coupée, par

Journ. de Math. (6* séric), tome VIII. — Fasc. 1. 1912, 8
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un plan normal & celui de la courbe, suivant une section dont le rayon
de courbure est fini et dont la concavité est tournée ducété ou V dimi-
nue. Cest dire que la convexité de cette courbe est tournée dans le
sens o € ct Q diminuent, c'est-d-dire dans le sens ol le champ se
~ dirige. :

Dés lors, notre théoréme VI se transformera en la proposition
suivante : y

Tutorine 1X. — En un espace illimité s’exerce une force dont la
Sonction potentielle demeure limitée méme en un point qui s'éloigne
indéfiniment. En cet espace, est tracée une courbe plane C, infinie
dans les deux sens, qui ne rencontre pas deux fois la méme surface
de niveau, et qui vérific en tout point les conditions d'équilibre
d’un fil flexible, incxtensible, de tension positive. A Uintersection
de la courbe C avec une surface d’égal niveau potentiel, lu section
de celle-ci par un plan normal a la courbe C est une ligne de rayon
de courbure généralement fini, et qui tourne sa converilé dans le
sens ot le champ se dirige. Sur une telle courbe C, on peut mar-
quer deux points A,, A, asses éloignés Uun de Uautre pour qu'un
Jit flexible et incxtensible, placé suivant Uarc de courbe que termi-
nent ces deux points, soit en équilibre instable.

Norte.

Le précédent travail était acheve d’imprimer lorsque nous avons cu
connaissance d’'un Mémoire publié¢, en 1867, par A. Lévistal. En ce
Mémoire, Lévistal démontre ('), par un élégant emploi de la surface
aplanétique et pour le cas d'une scule réflexion ou d’une scule réfrac-
tion, que le temps de parcours employ¢ par la lumiére pour aller d’un
point & un autre n’est pas toujours un minimum. Lévistal a rappelé
ce théoréme cn une Note de son ¢dition des Legons d’ Optique physique

de Verdet ().

(') A. Levistar, Recherches d'Optique géométrique. Premier Mémoire,
ne 43 (Annales de I'Ecole Normale supér., 1 série, t. 1V, 1867, p. 230-231).

(*) E. Verogr, Legons d’Optique physique, t. 1, 1869, p. 27; Parvis (Publié
par A, Lévistal).



