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PROBLEME DES TROIS CORPS. 271

Sur Uélimination des longitudes dans le probléme

des trois corps

Par M. H. DUPORT.

PREFACE.

Le probléme des trois corps a été I'objet de travaux nombreux
depuis la découverte de la loi de |'attraction universelle. Les géométres
les plus éminents s'en sont occupés et I'intérét qui s'attache & cette
difficile question se comprend aisément; car, la Lune étant l’astre le
plus rapproché de nous, la détermination précise de son mouvement
a une trés grande importance.

On a souvent voulu attacher a cc probléme un intérét théorique
qui est plus difficile & justifier, celui de la vérification méme de la loi
de ’attraction universelle. Il est clair que cette loi ne peut étre qu’une
loi physique qui est assurément vraie dans son application & la Méca-
nique céleste, mais il ne faut pas songer a la considérer autrement. On
n’est arrivé, en partant de ce point de vue, qu'a ’hypothése absurde de
la continuité de la matiére, a la théorie incompréhensible des actions
de contact, tandis que la conception atomique combinée avec les
actions a distance permettra sans doute de dévoiler la constitution de
la matiére. Je renverrai le lecteur que ces questions intéressent au
dernier Mémoire que j’ai publié sur ce sujet, qui a été présenté a
I’Académie des Sciences dans la séance du 18 mars 1gor, et qui a
paru dans la Revue bourguignonne de l'enseignement supérieur,
t. XI, n° 3. Jai pu w'assurer depuis que Dl'étude des équations
fonctionnelles, 4 laquelle la recherche de la loi de I'attraction univer-
selle est maintenant ramenée, est susceptible d’étre faite par des
analystes adroits.
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Si nous revenons maintenant a la question qui nous occupe aujour-
d’hui, celle du probléme des trois corps, on n’est pas cncore en pos-
session d’une solution satisfaisante au point de vue des formules i
employer. Il semble qu'un point de vue surtout ait empéché les progres
de se faire. Dés le début, les géométres ont été séduits par le coté
brillant de certains travaux de Jacobi sur les équations différentielles
de la Mécanique. Ces travaux font jouer a la fonction des forces un
role prépondérant, et, dés lors, on n’a plus pu s’en séparer.

Cependant, ces travaux deJacobi sont inspirés par un principe ana-
lytiquement faux, celui de résoudre des é¢quations différentielles &
I'aide d’une équation aux dérivées particlles. Tout le contraire a lieu
dans la réalité, et je puis dire que, sil’on se reporte aux deux Mémoires
que j'ai publiés sur cette question dans le Journal de Liouville
(t.111, fasc. 1, et t. VI, fasc. 1, 5¢ série), il reste rés pen de chose 4 faire
pour ramener dans tous les cas le systéme que j’ai trailé aux équations
différentielles, et que la nature de la solution permet de croire (u'il en
sera de méme dans le cas d'un systéme quelconque d’¢quations aux
dérivées partielles ('). 1in Mécanique céleste, non seulement la consi-
dération de la fonction des forces compligue la question, car on intro-
duit une fonction (u’on transforme trop pour pouvoir ensuite I'é¢tudier
avec fruit, mais on n’a pas méme 'excuse d’une seule fonction. |l faut
autant de fonctions perturbatrices qu'il y a de corps, et dés lors le petit
intérét qui existait au début & l'introduire a complétement disparu.

INTRODUCTION.

Le présent Mémoire renferme toules les formules nécessaires i la
détermination des mouvements des cométes, des plancles el de la

(') Dans le cas général, au lieu de trouver comme dans le premier ordre les
solutions comprenant des fonctions arbitraires, on trouve séparément des solu-
tions dépendant d’un certain nombre de constantes arhitvaives, Ce résultat est
bien d’accord avec les travaux publiés sur les équations aux dérivées particlles ;
a défaut de la solution générale, on est arrivé dans bien des cas & trouver quel-
ques solutions dépendant de constantes arbitraires.
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Lune. Elles sont plus simples que celles qui ont ¢té utilisées jusqu’ici.
La méthode suivic consiste 4 séparer dés le début les directions et les
distances. Elle s'impose dans I’observation, car, tandis que les coor-
données angulaires des astres pcuvent s'obtenir avec soin, au contraire
la mesure des diamétres apparents ne fournit sur les distances que des
renseignements incomplets et peu précis. 1l est assez curieux que le
méme point de vue donnec aussi les meilleurs résultats dans les pro-
blémes théoriques qui font I'objet de la partic la plus importante de
la Mécanique céleste.

Ce Mémoire est divisé en quatre Parties :

La premicére traite de la détermination de 'orbite d'une planéte ou
d’unc cométe au moyen d’observations voisines et surabondantes. 11
paraitra évident a toute personne ayant lu la Préface que M. Poincaré
a Cerite en téte des lecons professées & ce sujet par Tissevand et rédi-
gées aprés lui par M. Perchot, qu’une solution plus simple de ce pro-
bleme ne peut résulter (ue de I'emploi d'un nombre d’observations
plus grand (ue celui (ui serait suffisant et en plus d’observations voi-
sines. Clesl le probléme ainsi pos¢ que jai résolu. On sait qu'il est
nécessaire de faire trois observations de direction pour que le probléme
soit déterminé, lorsqu’on néglige la masse de la planéte vis-a-vis de
celle du Soleil. En faisant (uatre observations, on peut, d'une part,
ramener le probléme au premier degré, et, d'autre part, déterminer la
masse de Ja plancte inconnue.

Dans la deuxieme Partie, j'ai considéré le systéme formé par le
Soleil, la Terre et la Lune. Je me suis d’abord propos¢ de déterminer
les masses de ees corps et les rapports de leurs distances au moyen
d’observations de direction. Le probléme n’offre pas de grandes diffi-
cultés, et, comme on connait ladistance de la Terre 4 la Lune, on voit
(qu’on peut tirer de la en particulier la valeur de la parallaxe solaire
par unc néthode (ui a I'avantage de pouvoir étre appliquée & un
moment (quelcon(ue. La solution de cette question est naturellement
d’une grande utilit¢ quand on cherche ensuite les mouvements, car
alors les coefficients qui entrent dans les équations différentielles sont
connus avec précision et les données initiales peuvent étre rigoureuse-
ment obtenues au moyen d'observations.

Dans la troisi¢éme Partie, j'ai abordé le probléme des trois corps en

Journ. de Math. (6 série), tome VI. — Iasc. IV, tg10. 35
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étudiant les mouvements du Soleil et de la Lune relativement a la
Terre. La méthode suivie a une grandc analogie avec celle de La-
grange, fondée sur la recherche des distances mutuelles, puisque les
inconnues fondamentales sont les distances de la Terre au Soleil et ala
Lune, et’angle sous lequel on voit de la Terre la distance du Soleil ala
Lune. On en déduit aisément les formules relatives i la détermination
des orbites képlériennes. J’ai indiqué enfin une modification de la mé-
thode ordinaire de calcul en utilisant les intégrales des aires. Cette voic
pourra paraitre un peu complijuée, mais clle n’est pas au-dessus des
forces des mathématiciens (ui affrontent les difficultés de la Mécanique
céleste, el il semble (u'elle puisse fournir une solution satisfaisante du
probléme des trois corps. Clest ce (ui légitime le titre de ce Lravail.

Dans la quatriéme Partie, j’ai repris la méthode de Jacobi (ui con-
siste a déterminer, d'une part, le mouvement relativement au Soleil du
systéme formé par la Terre et la Lune, puis le mouvement de la Lune
relativement 4 la Terre. La méthode de calcul est rapide et peut
s'étendre au systéme solaire entier, c¢’est-a-dire a un systéme forme du
Soleil, des planétes et de leurs satellites.

PREMIERE PARTIE.

Soient le Soleil en S; des axes rectangulaires S.¢, Sy, S 3. Soient la
Terre en T; .\, y,, 5, ses coordonnées. Elles sont supposées connucs
a un facteur constant pres dont la valeur inconnue correspond & la
détermination précise de la parallaxe solaire. On sail que la connais-
sance de ce facteur n’est pas ulile pour déterminer les directions, les
rapports des distances, ainsi que les rapports des masses entre elles
et le rapport de I'une d’elles au cube de la distance. En supposant ce
coefficient K égal a I'unité, nous faisons une hypothése, et I'erreur
commise pourra étre aisément corrigée quand on en aura la valeur
exacte.

Soient T, T, TY des axes paralléles aux axes fixes menés par le
centre de la Terre. Il n’est pas nécessaire de supposer que le plan
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des .cy est le plan de I'écliptique. Le plan des Zy; peut étre, par exemple,
celui de 'équateur. Comme on se place toujours dans I'un de ces deux
cas, on peut admettre que TZ est la ligne allant au point v.

Soient %, v, { les coordonnées de la planéte P relativement a la
Terre; ., y, = ses coordonnées relativement au Soleil. Je poserai

¢=px n=p3,  {=opps

%, 8, v étant les cosinus directeurs de la direction TP et 7 la distance TD.

On aura les formules
) =X+ pay, Y=Y+ pS, 3=3,+ py.
On a aussi les équations
dzx—_—."_’f —_— — .. _— f—
(2) (_It_z - F ,.:S’ de: b ,.3’ der =5
ot v’ est la somme des masses du Soleil et de la planéte, et ou r désigne
la distance SP. On a également
dx, ax d*y, Y1 d*zy 3
(3) TR dE SRR @ T ER

ou u désigne la somme des masses du Soleil et de la Terre, et ou R
désigne la distance ST.
Des équations (2) on tire
ds  dy | _dr ds dy dr o

-, xr

G ryg—cig G g ar Y
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C, (¥, C" étant des constantes. Des équations (3) on tirc de méme

dsy _ dy, _ dx, dsy ., dy, dr,

5 —_———— o = ~wp e Uy = N - !
O n@g—ag=5s sg —og =N g onTg =
A, A’; A’ étant des constantes. On aura aussi
(6) a4 3=

En remplacant z, y, s par leurs valeurs, les équations (4) peuvent
s'écrire de la maniére suivante, ol il a été tenu compte des équa-

tions (5):

ds, Y1 y _d3
P A vo(p% 1) (i = %)
o 5\ d

PR Sl SR < WL S R gy
re\Ca T dc)’i a iy — 2 =06

, dr, s _da o dy

A ‘—'(/7 _(7)+p<”‘(_lf""‘zlt)
(7) < __,(. 1 dy dp , )
P\t T 4 + (s — 2y =

” d.yl ’l'/l"l ;?J da

A +P<°‘d—¢' W) P(””’?{T'y’ (u>

\ . 48 . da do Y
| S S —

Multiplions les équations (7) respectivement par =, 3, y et ajoutons;
on aura

dat T vde TR,
" do dp . N .
s (B %N =G 1% e
Fa(8 =) | e sy
Je poserai
(8) Aa+A’§+A”y::L,

f.dB L dy dy da f. d dg\
(9) J‘:(/?&— t—ll—>+y’<“d—t_/(—{z>+“'<*’m"'am =M,

et I'équation précédente peut s’écrire

(10) L+Mg=Ca+Cp3+C'y.
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Multiplions maintenant les équations (7) respectivement par
Lys ¥4y 3, ¢l ajoutons; on aura

(11) —pL—*M=Cz+ C'y,+ C"5,.
da d3 d
Enfin multiplions les équations (7) par — d;'j 7, et ajoutons; on
aura
do ,d3 Y
dey [ d5 L dy dy, (dy
A Q/W ’ ¢It>+ dt ( dr dl
L4 dz, / 5 (la dr; (/o
a\"dr T
_ /(li-‘ " /
(,dl + G + G b
Posons
M, dr,( d3  .dy
(12) o P= (a((—/—‘?’a?)
dy, [ dy do dzy , da d3
dt t dt dt (@W_adz ’
ou bien

—— ‘1-3_..""_22>- L N A S AL SO

(13) P= 'r'(yd/ pa ) o\ * @ /dt=)+" PIE T A )
I’équation précédente devient

4 A _ml (M P\l o

(4) Ma+ela V)= +Ca Y

dt dt
Réunissons les équations (10), (11) et (14):

" (10) L+Ms -Ca+C'3+Cy,
(11) — Lo -—-Mg*=Cu,+ Cy + ('3,
0 e N deds |y
(4) T M(l¢+'0<:// P)=Cq+Va g

Dérivons I’¢quation (1o) et retranchons-en I'équation (14). On
aura
dl. aM Mrlo L Mdp o(dM _ P)

— + —_0 -_— —t —_—
dt act T T @ dt T\ dt
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ou bien

5 ' dP
(l‘)) ‘2“"{7[*}"]5)..,_ 0,

et I’équation (1/) s'écrira

dl. dM P\ . da ,a3 ., dy
(l6) @t +p<d’ —;)._‘(nm +C ;W+(‘ 27'

Dérivons l’équation (11); on aura

do i, LAM 1/1, (l), e

ou bien, en tenant compte de (15),
dl.  PL dM od . d (5
o =G ) -e(F-r) e ed e

ot tdr di s
Entre les équations (10), (11),(16) et (1), éliminons (Z, (¥, ;5 on
aura

L+ Mp o [ 7
—Lp —Mg? Ty 5
dL ZA I do dy  dy
:17+-'(W—;> a o oda |
/dl. PL® “dM Noodiry  dyy s
a—m) ) T T T

Il est aisé de vérifier que cette équation est unc identité; en la
développant par rapport aux éléments de la premicre colonne, elle
P
s’écrira

dt

dL dal P ©fdl. L L d) ) N
(B ) )

Il est aisé de voir que tous les termes se détruisent.
Dérivons maintenant I'équation (16); on aura

2 > > ' - b 2% 2.
() Lh [2U sl b D)o ot

— B (L Mg) + (L M)(I’—- ﬂ)

dt? 2 dl aM \ dt 9 Lde de: “d

en tenant compte de I'équation (15).
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En éliminant C, C', C” entre les équations (10), (11), (16) et (18),

M
dt

on aura
L+ Mp
<= Lp— Mp®
(r9) ﬂf+o(ﬂ_£>
) dt  ©\ di o)
41 M 1 AP |
P |T LW am

P2
e

x5
xryooovy 3
dat  dt  dt
d*a d*3 iy
der der dt?

Cette équation (19) n’est pas une identité, car le terme en 3* a pour
coefficient, au facteur prés M, le déterminant

s B

(20) dr  dt
#x

dag  di*

(jui n’est pas nul, car il est égal a

-

c

7
1| d
O"

¥ dz

R AN

|

dt’

n
cln
dt

o
dr

»

¢

&
dt |,

d?*C

cl, si ce dernier déterminant était nul, la trajectoire apparente de la
planéte vue de la Terre serait une courbe plane dont le plan passerait
par la Terre.

Calculons maintenant le terme tout connu; il est égal au déter-
minant

L a

A
0 £y oy L
dl. do (_19 cdy
dt  dt dt dt |
AL d*a 4?3 dy
dt? dt? det det
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ou encore
Ar + N5 +\"y 5 3
f\%—i—\’d_ztg_l_ \'"l_l_{ ’(’I_;' {:«[;ﬁ) %27_{
o R O

ou bien en retranchant de la premiére colonne le résultat obtenu en
multipliant les éléments de la seconde par A, de la troisieme par A’,
de la quatrieme par A”, et faisant la somme

(W] 2 2 7
ol ds oy
dt  de e

a5 dy
de de de

—Ar,— Ny, — ANz ey oy 3

(6}

Ce déterminant est nul, puisqu’on a

Ary+ A v A" - o

L'équation (19) se réduit donc au premier degré; elle fournira la
valeur de .

Les équations (10), (11) et (16) fourniront ensuile ¢, ¢, ",

Revenons maintenant aux équations (2). Elles peuvent s'écrire, en
tenant compte de (3),

: ‘.z:,+ (I‘-'a_'_’)dp (/oz”y(l"p"_ R
\ P TPtEE Yt @ e T T
‘ ‘—_ L-- dLﬁ - @.E. ilio_-«_,'-y"*—(‘.’a
(21) RNk A ‘edﬁ e,
T SN O N sl o
T HR YeaE T twa A T T

. . .y ' . y 5
Multiplions la premiére de ces équations par {5%—;{ - %, laseconde
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1 1 v ey ! . o .
ar % 227, la troisiéme par z(-lé S Q, et ajoutons; il viendra
P dt P dt J ’

Ve T v dr
dx
* dar de

Mo, ds s M
BT P G wE |
Ly (ﬂ
/ dt  de?
ou bien
(22) p(\):‘\[(%—%).

C’est '¢quation de Laplace. Elle fournit w', car on a

AN
(23) rP=R+02—20RcosSTP = R2+ p>+ 2p(ax + L yi+ 73).

Fig. .

14

Pour achever la question, reprenons la figure précédente, mais dans
laquelle les axes Sz, Sy sont dans le plan de 'écliptique. Soient SX la
ligne des nccuds de la planéte, & la longitude du nceud, i I'inclinaison
de l'orhite, A la longitude géocentrique de la planéte, § sa latitude
géocentriue, L la longitude de la Terre, ! la longitude de la planéte
dans son orbite comptée i partir de la ligne des nceuds.

On a les ¢quations

rcos!{ = Rcos(L— ) + pcosBcos(h—.1),
(24) « rsinlcosi = Rsin(L —-b) + 0 cosBsin(h — ).
U rsindsini = psinf.

Journ. de Math. (6 séric), tome VI, - Fasc. IV, 1g10. 36
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Les valeurs de C; C', (" ont fourni -\, et 7 qui sont désormais connus,

et je poserai en plus
(25) G = G2 G 1,
G étant positif. Si l'on pose

s B = R[sinBcosicos(h — L) + cos S sin/sin (L. — R)],
B' = Rsin(L. — A)sin 3,

B”-=sin(3 cosi— cosB sin/sin (i - - 4.

(26)

les équations fournissent

!

3
(27) "COSI:]—" I'sin/.—:-m.

B
On a d’ailleurs les formules

2 . ’
G, ' dr '.{icsin(/vm),

(>8) '.:;_; I +ccos({—mw) die G

e étant l'excentricit¢ de l'orbite planétaire, = la longitude du
rihélie.
On tire des équations (27), (28) et de la lo1 des aires

,dl
.

T -G

les formules suivantes :

1 B B dy”
d AP . o T T U
s E(I COS/) _ — E(S“\/ 4 LSI!\U) o ——BT’
2
(29) ’ pr B Al
, —_ =B
L/-(r sin/) == pL—\(cos/ + ¢cosm) = dt - it
dt G B"

On calculera / a T'aide des éyuations (27), puis ¢ et & a 'aide
4 7): P

de (29).

Ayant /, on calculera enfin I’époque du passage de la planéte au

peérihélie.
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Je vais développer I'équation (1¢). Elle s’écrit

M [-h(d dty  dy d*’) i <II/ d*e  dn d’/

dt dt: de de dt de? dt clt2
_ (da da*5  dB d’oc)

dt de? dt de

dM P

(L Y P = — —

(L+Mp)Q +1 @ 2)
“(d-M LdP\  PaM b
TN\ Ty de) T Al T

ou encore

A dry dy a3 dy d*z da d'y
W (Blr_desy, dy

_(ﬁ.\l _'__I_I{P e n0)

de Taa PN

3P /dM P
S N

d: M
ou enfin, en remplacant - par sa valeur,

, : B dy L4y d* o
(19) "[~"(/zﬁ—vw>+’< (u*‘/dv’
da  dB\ 3aP M
TE < PaE T A ) T w TRR TN

3P/dM P
ST L

Dans la valeur de -‘% nousavonsremplacé les termes en %, %', (—g:—’
par leurs valeurs tirées des équations (3).

Bien que la question posée soit résolue, des considérations supplé-
mentaires seront utiles. Reprenons les équations (21). Si on les multi-
plie respectivement par 3z, — vy, Y&, — a3, ay, — b, et que l'on
ajoute, on obtient I'équation

ﬁ

d*a d?, ’
‘W(ﬁ.., /yl)—l— (yx1— a:,)-&——”{-(a_y,—.ﬁ‘z")_l

dp [ do ar -
+‘.),(T€|.(_—'(k3”l /yl) f"—(/ll a:').{—d—t/(x“yl_ﬁ‘“)l — 0,
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qui n’cst autre que

5 DL p,—
(13) 2l\la?+lp_o.

Multiplions maintenant les équations (21) par x, 3, y et ajoutons;
il viendra

a4+ B+ s d*a  _d*3 oy t/p
—p = +P(“W"‘3:ﬁ'?+‘/d7 a
» By 4 wm
- —[J/P PJ“"’I’*‘H,;H‘ 75
ou bhien
(r'* I{4>(7"+3"F"""H—o('dﬂ ) l}'d[-’) Ve TR

de I'équation (15) on tire

d*p
—1
ar = e
en posant

9 ’ﬂ — / il_) "2
. " 2 | P 2 M 7 + 1
(30) = AE

En tenant compte de I'équation (22), notre combinaison devient

n() d*a 5 d* w'n
‘M-(%-vrﬂ@.h-*-ysl)+P<°‘(7[;+13(—”‘~T+/ ,/+“) -
En supprimant le facteur g, on obtient I'é¢uation
n d*a a3 dy M
(31) Qaz,+ By, +7s ,)-+—M< T +5d v +||> -

Cette équation résoudrait aussi la question, car elle fait connaitre 7,
d’ou 'on peut obtenir la valeur de p; mais il est préférable d’y substi-
tuer de suite 'inconnue p & 'aide de I'équation (22), puisque ' n'est
pas connu exactement. C ette équation devient alors

pM

d*a _d?f ) N
an dz=+/dt)+ TP

Qazy+ Byy+73) + M (u+ aTF + 3
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ou enfin, en remplacant H par sa valeur,

(32) M [Q(a.vl+ By +75)

GLle s Ay oAb :
12 N P dM
4w de

Je vais montrer que cette équation (32) est la méme que (19)).
Retranchons pour cela I'¢équation (19’) de I'équation (32). Ona

d*a | d?3 d*y
(33) M[U(av,-&yv,—r}ul) I—\l( T +‘3-(—l-t—'2--i-'/d—lf>

dr e d“,ﬁ ’ d:‘y d"y ) dde
v -nlE @) (E )
. dda d35

- (@ e dt“)

dM
—pr_pEE
o | P Tt LQ =o.

Ona
P s dly ) ay A A o3 d*3
7 TR (e F T (e )
e ( a3 d*y dy, [ d*y d? ds, [, d*a o+ 3
d—t\/W"‘jd >+dt *ar T /dt>+717 P (lt)

dy 3 df dy ‘da d?y  dy o
e (dt dir ~de dir di*

puis

Q(ary+ By, +v3)+ M (:x T +p—= TR BT
(d*/ d% d3 & /) (dz ey dy d.1>
1 —_—

da d=«,>

— —— el
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car cette expression n’est autre que le déterminant

« B 7 1
dadp &y R

FT TR T

B dif Py da gdh  dy ’
4t d¢ de Car arr Tl
Ty Y 5 oL+ 3Yi+ 75

qui est nul, puisque les ¢léments de la quatriéme colonne s’obtiennent
en multipliant ceux de la premiére par «, ceux de la seconde par 3,
ceux de la troisiéme par v et ajoutant.

L’équation (33) devient alors

drey ([ d*s  dy dy, d*y d*o
M[E“</W"“d7?>+ o ("' @ Tl drE )

Moy M )
A
Ca@ <9 ar Y ar J P (u )10

ou bien
[(ﬁ-—><—-—_>_<__>|
—“l(“ (Bsi—yx1) ’F%(-/x, —-a3) 1_{/__(0”,_Jll)j —o.

Le terme en dans cette equatlon est

_ 2% dy Ly . .
M( drr _"dﬂ\_ ( v (/1>"\'(""""/y')'

On peut 'écrire sous forme de déterminant

o B v 0
dx fl_ﬁ dy cil_’j dy
a Al A&t Ta TP

dio d'3s dty A5 d¥y |
qE A ar ar di?

@€y T 34 1Y — ﬁiﬂ

En y remplacant I’élément zéro par Yy — By, on voit que ce déter-
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minant est nul. Ainsi les équations (1) et (32) sont équivaientes.
Dans la forme (32), on peut remplacer

d*z arp Py i ((11‘3 A3 dyt
R R b A G O e R

Lorsqu’on fait quatre observations de directions et que I'on consi-
dére, comme nous I'avons fait, &' comme une inconnue, le probléme
comporte sept inconnues, et I’'on doit pouvoir trouver par conséquent
une équation de condition. Il est aisé de voir que I'on peut en effet
la former. Reprenons I'¢quation de Laplace

7
(22) p()::M(‘,%_——[%).

Cette équation ne contient que les dérivées secondes des quan-
tités «, 3, v. Si donc on prend sa dérivée par rapport au temps, on
formera une équation qui ne renfermera que les derivées troisiémes et
(ui pourra étre constituée avec les données; on le fera aisément a I'aide
des équations (15) et (23). Elle pourra fournir une vérification des
calculs; mais, en pratique, je crois qu’il sera préférable de prendre
méme plus de quatre observations, afin d’avoir les dérivées avec le plus
de précision possible. Quant aux calculs, la meilleure vérification
consiste a les faire faire séparément par des calculateurs différents.

Je vais, pour terminer ce Chapitre, montrer comment la méme mé-
thode s’appliquerait a la détermination des ellipses décrites a un
moment donné par le Soleil et la Lune autour de la Terre. La
détermination de ces ellipses ayant la plus grande importance dans le
probléme des trois corps en particulier, les calculs qui suivent ont une
application immeédiate.

Reprenons les équations relatives au Soleil :

d*ry £ a*y, . Y1 d?s, _ 3
(3) @ TTER gE PR dE T ER
Je poserai
z,=—Ré, yi=— Ry, 5 =— R¢;

alors Z, 1, { seront les cosinus directeurs de TS et les équations (3)
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deviennent
, *RE  p @*Rn _ p *RE  p
(34) die T RE® dir 7 R i e~ R?

On peut écrire ces équations

\]idt + 2 an &t +(ﬂ+ﬁ)£:o,

ar “dt dt de R?
x d*n  dR dy d®R o\
(3-)) Rw—f—.!m'm—F('ﬂ‘—#"—F)ﬂ-—O.

drl dR % 275 LI .
BRI - *zrm+(zﬁ""n—z)=-~°-

Le déterminant

e de
de dr *
d*n g
at a "
Ay g .
étant nul, on peut poser
Cd2e e :,
dlz rnd—, —_—n
d*'ﬂ _ d’f;
(36) ' SE T Mg —n
2y dg
i m— —ng,
etl'on a
3 d22 dn? N dz? m— dn
(37) "= (/I’+_l_l? } dae’ "= dt’

Les équations (35) deviennent
dR\ *R
<H 7—i—"—({—>;_1—/“f-(dt_ —__ HH>‘——O
dR\dn (R B
(l{ m -+ 2 1:)W+(m- 1{2 —nRk)n—o,

AR\ ('R p N,
<Rm+ (l) +(—dl—,_,+'ﬁ,_:-—llﬂ)\'_.0,
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et donnent séparément
uall e nR=o0

dR
(38) Rm+a—p=0,  —5+1i5
On en tire
mi-—a2 dm
; d*R _ T 7 1 dm m?
(39) T weEttt s W T T
v di da dl
S de de’ de

Supposons maintenant qu'a I'aidc des valeurs de %, ¥,
on ait déterminé la trace du plan de 'orbite sur le plan des xy et I'in-
clinaison de P’orbite. Si cette trace est alors supposée l'axe des i, on

= sin/sini,

aura
Z =cosl, 4 = sin/ cos!,

{ étant la longitude dans l'orbite; on a donc
ar_p esin({ — w).

a_c e 1
di — RY T t+ecos —m) dt  C
Ona
fl_.:; . ld/ dq ! cos .dl d; c0‘lsini'//'
dt pusind in z, {—[E —= COS COSL(Tt’ dt o S d—t,
d’ou
I4 e d[z — (l’
('40) n —-: d_l' = K;
De cette équation et de la derniére de (3g), on tire les valeurs
C* CR
g

Soient H ¢t K ces valeurs qu'on obtient a 'aide des directions

observées; on a alors
14-ecos({ —w) =1l
-

esin(/—m)=—K—~

(4n) '
On tirera de ces équations ¢ et @. Sil’on prend comme inconnue le

3F

7

Journ. de Math. (6% série), tome ¥1. — Fasc. IV, 1g10.
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demi-grand axe e de l'ellipse, on a ensuite

2

. " =t _E a(1—e?)
;—._a(l—c), ll_aT, \ = m "’
d’oti l'on tire
G K
~ Tag—eh’
et enfin
(1) ¢ ey @ (1—et)

On détermine enfin ’époque du passage au périgéc. La question est
completement résolue.

DEUXIEME PARTIE,

Je considere le systeme formé par le Soleil, la Terre el la Lune.
Je suppose que les axes sont de direction conslante passant par le
centre de gravilé du systéme. Soient:

M la masse du Soleil, &', y', =’ ses coordonuées;

m celle de la Terre, «, y, s ses coordonnces;

u. celle de la Lune, ", y", 5" ses coordonndes ;

R la distance ST, 1 la distance TL, 2 la distance SL.

Soient Z, 1, J les cosinus directeurs de TS3 «, §, + ceux de TL.
On a les formules

ma -+ Mo - "l..l'" T 0.
(1) my -+My - py :o,
ms +Ms' +ps" o
puis
(2) \ & =+ IR Yy =+ Ry, ' =35+ Ry

| ¥"=.@ + ra, Y=y +rp, 3" i3y

Les équations des aires dans le mouvement relatif au centre de
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gravité sont :

P dy’y . 1/_)/') s
\ 124 (:) ;ﬁ bt ;7,-,) 4 M (.' ‘m‘ - o 7’*’ o1 (J 7’- -
N [ de s i sy o
(.)) ' I)I(.-—t-[[w.l(—/l—) s M(- 7’ - ’(l_l) 'T‘{.L(u '—(Tl~—
oy dr L,y et ( 2y’
m(.l—’—/—(“ -(7,—) M(.l(—ll W)—rlu.\.r-{—/T
Fig. 5.
Des équations (1) et (2) on tire
A MRE + pra _ MRwv + 'JIIJ B
() = Mim+p T M m+y’
La premiére des ¢quations (3) peut s'écrire
(s _dy\ o o fds dRTY dy
m K‘ym — 72) M [(3 + R) <37 = ’ + RY) ( il
ds Py (ly
. .o 3 _ . — L} (=
F[J.[(.l }—IH)((” T ) (.+1/) -+
ou bien
Is )
(M+m+m(y;—l ((,{\
. ds d; dRT R+ _dg
FMlRﬂm—HCm 7"— w7 + R2 (ﬂz
¢ Ldy dry  _drb o sy
+H[,u~ﬁ_'/77 772 TR ( Ydl

20)1
oy
)N
Na ’l:,’\ - ’

@) N
(/l" 1
¥ _(F) \

MRY + pry

Mmoo

dR n
dt

dri
(lt

)
=

tln



202 H. DUPORT.

ou bien

*l-f—:(MR'n +prd) + "l(M“H Bry)

dy dR¢ dRq dz dv,
("“*““tm Yar T )“""("77“%)
dy dry rhﬁ dp
+“<rﬁ72 M a Y@ T > ({3(” /dt> A,
ou bien

dRY  dRy, dry _drj of. A L an
M(YW”T{;) +“<yd—, —*7> + MR ("217— 72)

15 d|
o (),

dR ¢, d
<M (ltn+ B\’(MRC—FV'/) ( dtC r/’(MRn—f-HIH)

M+m4p
dt dn o dfs
(G =3 ) e (o —ui) =
ou bien
apefedn_ & 2,2y @B _ gy
W (s =) v e (1 P )

dRv Larp o ART dry
+“M<’/ i TR e — B m)

o B a5 _ 4B\
+(M+m+“)[MB(‘dt "d:>+”',< I

ou bien enfin

(5) M(m+ p)R? (-n

ou hien

-

dg (_IE
dt dl

+p(m+M)r’<{3d/ /‘i%)—*—Mp(l{% dn)(ﬁﬁ 70

ot
n ds  , dz\ _
. +Mp Ry </U w'*cm SJQ’AN
Posons maintenant

o = iE : da
T dt 2w
95 . ‘_lﬂ — . {3
T =P K7
L, e & . o.My
[T A
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et
do 2 ., di da
*q A oA dt
ds dq , dvy b
A U R A et
, W~ r B dy
I a > de dt

On a deux équations analogues a (5). En les multipliant par «, 8, v
et ajoutant, on a

Aa+A'B+A"y=M(m+p)R*P +~-MpRrQ;
en les multipliant par &, v, { et ajoutant, on a

AL+ A0+ AC=p(m+M)r'Q+ MuRrP;

en les multipliant par df Zi% et ajoutant, on a

\-d—’—i—A'(:;? A”j——;’:M m+y.)R’S M <RZ: %)Q%—MFRI'T;
enfin, en les multipliant par Zf, %, ZE et ajoutant, on a

A% + A’ %‘ +A"d = p(m + M)r* T+Mp< (Z - dR) P +MuR/S,

Je vais réunir ces équations, qui du reste se réduisent a trois :

- M(m + 1 )RP +MuRrQ=Aa+ A'f + A"y,
p(m +M)r2Q+ MuRrP =A; +-Aln + A",

M(m -+ g)R*S — Mp(Ra[” - ,-'fT'I*)Q + MpRsT

(6) . .._A——— + \"15 + A "/

p(m + M) r2T + Mp(ﬂ Z;

L d: ,dn , {2

— dR)l’ + MpRrS
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On peut écrire la premiére de ces équations
>

M (m -+ p)R2P -}-Mph/’()"- A+ A'G+ \"y.

‘n la dérivant par rapport au temps et comparant & la troisi¢me,
on a

M(m -+ ) l( )+ Mu—— /(/ U)+\l[¢( L. H-’ﬁ)

dt
== M(m + )RS — Mp R -~ r iy ) + Mp T
ot di ’
ou bien
(5)  M(m+p) [—(mp).—msl Mpl [’{’( w))_-,ZT‘,_o

On peut ¢crire de méme la seconde des ¢quations (6) :

!_L(m+\'l)r +\|p.r|{ | .\E-*—.\”n+=\"§;

en la dérivant par rapport au temps et comparant a la quatriéme,
on a

d dr dR
—(r? \ . > )
p(m+M)d[(1 Q)—|—.\ly(l{(” “)I +V1(J“ T (H 1)
dr
— M) 2 P g "N
=p(m+ M)y I‘+Mp.<|{ i ",1>! + Mulirs
ou bien
’, 2 20 / / > . —
(8) p(m+ M) .m(l Q) — l]—}—\l‘ “["(I{ Py - J._().

Des équations (7) et (8) on lire séparément
(9) (%(l{'-’l’). R2S, %(,-2Q) - T,

ou encore

A\

(II{
+ |
o (7= )

d/ dC)
W T ((I/ ——l‘)
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Je vais maintenant écrire les équations de mouvement de chaque
point; ce sont

de kLM

TR
&y p. M

P T

,(fj pt . - s I\l r

dez TRV TR

a2 m. o B

dar s EY

dry' m Py

(r1) <(m"‘W”+E+
2 5 m 7

TR T

2 om M

de T TR T AT

d&y” m,_ M

S TR

237 om M

lt? = ;5/

dans lesquclles 7, 4, 7 sont les cosinus directeurs de SL; c'est-a-dire
qu’on a

ro—I: | r3—=Rr ry—NWZ
9 T 1o
¢ 2 ' g
Ou en tire
CdPRE M+m,. w .
= e e G e — O
et L Y
* R, M+m L .
12 - — o o S,
(12) di? TER 2% VTR
' R M+m o p i
iz T TR T gl T R
ct
dra m o+ M M,
T A 99— b
dr = 27T R
(13) Adrp  omp M M

d’ry . m M‘ M
aE =TT T g g

’mfw ot el A A i
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Les équations (10) sont les combinaisons obtenues en multipliant
les équations (12) respectivement par ¢ — vyv, v — «%, an — 8% ct
ajoutant, et faisant la méme chose pour les équations (13).

Multiplions maintenant les ¢quations (12) par %, v, { et ajoutons;
on aura

d*R A din di
(14) ms+“@m?+“m-+lu)

(M-+—m IJ'R) k o )cosblL

Multiplions-les par «, §3, v ct ajoutons; on aura

o d*R dR/ dt - dagh
(15) TcosSTl 2o < o e + /dt)
R d’- o P d*Z
+ dlz + dl’ /dl2

°

s (M B ) cosSTL 4 (B - 8.
142 o n* re

En tenant compte de la premiére des ¢quations (10) et de I'¢quation
obtenue en la dérivant par rapport au temps, on voit que I'on pourra
tirer des équations (14) et (15) les suivantes,

M+m 1
(16) R3 - + E -2 “’ l"'(& - 7.5) = "'—’
ol H et H' ne dépendent que des quantités o, 3, v, %, 7, T ct de leurs
dérivées premiéres, secondes et troisiemes.

On tirera de méme des équations (13) les suivantes,

map M LIS P
(17) 73 + PE =L, M<pu R:s) =L R’

ou L et L' ne dépendent que de a, {3, ¥, %, n, { et de leurs dérivées des
trois premiers ordres.

Il est aisé de tirer des équations (10), (16) et (17) la solution de la
question qui fait I'objet de la deuxiéme Partic du Mémoive, c'est-a-dive
la détermination des masses et des distances.

Retranchons les deux équations (16); on aura

M+m p R
(18) il H—1 e
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Si 'on dérive cetle équation et qu’on se serve des ¢quations (10),
on obliendra une nouvelle équation du premier degré dans les
(quantités

M+m p R
TR

En opérant de méme sur cette nouvelle équation, on en obtiendra
une seconde. et I'on aura alors trois équations du premier degré qui
fourniront les quanlités précédentes.

In retranchant les denx ¢quations (17 ), on aura de méme
m-p M r

—_—t = =L — L.
”? R* R

(19)
En la traitant comme I'équation (18 ), on en tirera les quantités

m—+p M r
A7 RYOR

On obtiendra donc les rapports

M+m m+p r M
M TSRO

[\

ce (ue I'on se proposait de faive.

La mcthode précedente est rigoureuse; clle est un peu longue. On
pourrait certainement la simplifier en tenant compte des grandeurs
rclatives des ¢léments 4 déterminer et en se servant de ’équation

(20) o*=R*+r?—2RrcosSTL.
Par exemple, les équations (16) et (17) deviennent sensiblement

Folh o —hewd MR B(esesstLl) =l

Rs & r e "R

M - FTp rl
m[3cosSIL 4 ;(»cos SIL—l)EJA_L.

. .M . . . .
[.a premiére fournit #, la quatriéme ll—ﬂ’ la seconde % et la troi-

. m . 3 . T
steme . On pourrait ensuite tenir compte des termes négligés.

Journ. de Math. (¢ série), tome VI. — Fasc. IV, 19t0. 38
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TROISIEME PARTIE.

I. Cette Partie est consacrée & 'exposé de 1a méthode de résolution
du probléme des trois corps (ui consiste & chercher les mouvements
du Soleil et de la Lune relativement a la Terre.

Cette méthode, ainsi (u’on le verra, présente, dans sa nature, une
trés grande ressemblance avec celle de Lagrange. L.a méthode de
Lagrange n’a rien donné, d’abord parce qu’elle contient une inconnue
auxiliaire qui est fournie par une équation du quatri¢me degr¢, ce qui
revient 4 dire qu’on ne peut I'obtenir. On est alors conduit & substituer
a cette équation du quatriéme degr¢é I'équation différentielle a laquelle
satisfait I'inconnue, ce qui ¢léve d’une unité le degré du systéme diffe-
rentiel. Cela ne serait pas un grand inconvénient, mais la vérit¢ est
que le systéme Terre, Soleil, Lune est trés mal déterminé par les dis-
tances mutuelles. On est alors amené a substituer I'angle STL & la
distance SL; mais la transformation des ¢quations de Lagrange serait
alors longue ct pénible, et il vaut mieux trailer le probléme ainsi posé
directement °.

La méthode que je vais exposer consiste & se servir des formules d¢ja
obtenues dans la deuxiéme Partic etest trés rapide. Vai posé

' % i ac . dx
¢ W 2w
. Bl_p . 5 9B
2oz (= A AR
dt dy
. y &5 . hat 4
[T, A7
(1)
< x da  d¢ .o de dx
At di S odlrodr
ds dq |, do  di |
7 e R i
. dy & ., dl dy
7 a4 Sodi di

(') Clest cette modification que j'avais en vue quand jai publié sur le probléme
"des trois corps une courte \ote insérée au Bulletin astronomique, octobre 1898,
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Je poscrai de plus

_ di  dndi .do  d3
(2) cosV — o+ Bn-+yE, ad—t+@(—/7—+—/m..\. Pl

[’angle V n’est autre chose que 'angle STLL.
licrivons les équations

{ — - ﬁ (s — 2r 1’_‘ Sy — @2 £ )
(B¢ by (y2— 2%) T (21 ')’)dl' P,
‘({C‘ . dq rdc —
.‘.m"i‘ fl'('l7 -+ ,(—[7 = 0,
dé P d’l‘ (/: v
m—|— ‘5W+ /7/7 = \.
On en tre
\‘ sm’V (3L —ym)P - (2 Zcos V)N,
o 2 (ll; >
(3) ¢ sin? Vor = (8 - a)P + (B —rneos V)N,
D
sin? \ T (20— BE)P + (y —Lcos V)X,
On a de méme
o d
(3¢ */‘)(“ + (y2— y’:)—7+(am-—\;; d—[/:-—(g,
do Lds dy
xm -+ r)'—[—x" /d—t-,_‘o,
:d_.a,*, . ila_ {/7 Y
7 “au T 7
On en tire
[ 2vda s . .
S (38 —yn)Q + (2 —xcos V)Y,
(4) sin® —:—(/c—at)Q+ n—BcosV)Y,

' sm’\/ ::—(om—-{iE)Q +({ — ycos\)Y.
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On tire aussi des valeursde P, Q, 5, T les formules

.. d: do
S -5 — F Q0 — —P =
28 +-21 a Y dtl 0,
- o A e
5 4T — — ) — —/— P =
‘JS+III PTRY l o,
. - dz (/'/
. 4 UPSBALIY | WY A LI
Sl —-G Rl o
d’ou
OX - PY cos
| S TeosV- QX o, 8- WX PY eosd
(5) . sin?\
5 )

. Y .= O\ cosV
' T-+ScosV —PY - -0, T= ———‘2#—
‘ sin?V

Ecrivons de nouveau les équations d¢ja vues dans la deuxi¢cme Partic :

f ) \
.p l{<ﬂ———5):-:o.
\ dt di y
(6) g
" 0) dr -, dt) o\
' Rar "'\ @ %
puis
a*iR Az da® dTF\ ‘M4+m  pR ‘r [ .
W"- — R ((—[-1—_, -i- :[-,—: + ;m) - - (—“:—' -+ ?_:i—> -t- {l(.’—'-; : ;—:> cos V.,
d*R an AX  dxdi ds g dy
() gEees\ N WG =T T T T/>

o M4 m N R o\ fr 1
(—_l_{—i— 4 "1:‘ >CO= +[J.(-p—’-—"—: H

2, 2 c3 .2 . )
% r(r/cx a3 y >:___~ (/n Rl _M_I_> Y ('_“ . _'_ )cos\’.

& ~"\ar TaE T ar ” PYR O
dir cosV 4 3 or Y o, (" dY do di  d5 dy dt
de “dl Al de deT e de T dn dt

o

o (m +up Mr
- X

)cos\' + M ('—{, — #)
On a, de plus,
dV

(8) = sy —(-/—‘--..-\"r\’.
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Des ¢quations (3) et (4) on Llire
e (A At L »e ’
sin® V(u- T dt)- P2+ X5

caafdat dE? d‘/’) ) .
; ey (=2 D2 B ) :
(9) sin\ (c{t’ arc de* | Y5

d:, da l/'l] d3  d dy

sV GG T aw T aa

>~;.-_-_ P — XY cosV.

Dans les équations (G) on remplacera S et T par leurs valeurs
données par les équations (). Dans la seconde des équations (7), on

l’l’l
lcmplace[d - par sa valeur tirce de la premicre; de méme, dans la

dtr
(uatri¢me, on remplacera — par sa valeur tirée de la troisiéme et I'on

aura le systéme suivant d’équations :

2P dR dP QN —PY cosV

R dt + dr sin?V
2l) dr dQ  PY—QXcosV
rodt " dt T sin?\ ’
2R 1 P24+ X2 M+4-m  pR r 1 ) XY
7T Y _< R? +-p_3- +P’<‘EZ‘_I—'2/ cos ¥,
d\ dR PQ + XY cos
(H)) HT - d—\ R—__ST[—]W—_
2 2 .
+ l{cosvl—# __[J(L — l—,\) sin*V,
sin?y p* r
e QT2 m-p Mr R 1
T sy ~< = TT)—FM(;‘ R“>COS\
dY dr PQ + XY cosV \-+\’ ‘R 1 2
'W+2717Y+’——-51.1-v ‘cosV >~ v I\[(P" l{)sm Vv,
. . dV ; .
—sinV T =X+Y.

Ces équations constituent un syst¢me d’é¢quations différentielles du
9" ordre aux fonctions inconnues P, Q, X, Y, V, R, r. Ce systéme
ré,alisc sur celui de Lagrange un perfectionnement, puisqu’il n'y a pas
d’équation algébrique a résoudre.
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II. Je fais former I'équation des aires ct celle des forces vives (ui
théoriquement raménent ce systéme au 6° ordre.
Si, dans la troisieme des équations (6) de la deuxiéme Partie, on

p
remplace — da (jc Z{ par leurs valeurs donnécs par les formules (4),

puis qu'on utlllse les deux premicres formules (6) de la deuxicme
Partie, on obtient I'équation
dr dih

i 1q dr dRN T
M (m 4 p)R2S Mp(li o dt) - Mp el

T %—[A({SC—W,) 4+ (32 — 2L) + A" (an — 32)]

v[p.(m-o—M) 120+~ MpRrP|

sin?
_dceosd YREP 4 MpRrQ
v [ M(m+p) +Mp IE

En remplacant dans cette équation S et par leurs valeurs données

par les formules (1), il vient aprés réductions
() [p(m+MYr*—MpRrcosV)Y - [ M(m - p)yrt-—~MuhirecosV|\

dr dRY ., L
- xm(ndl : ,m)a... v

= A(BL — ) + A/ (yé — aL) + A"(an - - 33N

On pourrait former cette ¢quation, mais moins rapidement, a I'aide
de I’équation (5) de la deuxiéme Partie et des deux équations ana-
logues. On multiplierait I'¢quation (5) par 87 — v, les deux analogues
respectivement par y& — af et an, — fZ et I'on ajouterait.

Désignons maintenant par I, I’, 1” les premiers membres de I'équa-
tion (11) et des deux premicres équations (6) de la deuxicme Partie;
on en déduira

b (Asin?V = 1(BL —yn)+T(a—ZcosV )+ 1"(i — zcos V),
(12) « Alsin?V = I(yd —af) 4- I'(f —rncosV) + V' (1~ 3cos V),
[ A"sin?V = I(an — B2) + V(y —LcosV)+ I"({ -~ ycos V).

En élevant ces équations au carré et posant

GE=A%+ A2 A",
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G dtant une quantité posilive, on aura
(13) Gsin®\ = 1 Vi 172 5117 cos V.
C’est 'équation des aires.

Je vais maintenant former celle des forces vives, dans le mouvement
relatif au centre de gravité. Cest

da?  dy? 52 + M de'?  dy™? (/:"-’) L dedy™ ds™
mM\aE TaE T aE YWar " e T "( ar T dr —171_-'_)

mu.  Mm Mp.
= 2| — 4+ —— + ——} + const .,
r R 0

h

ou hien
de*  dy*  ds? dr dR:  dre
<"'+“+“><d~+7u?+m?)+ T (“ 7t “T)

B -~ Id .
4IV (“ dRy - (ll‘q) +2d;(M‘& +Ha'_r/-)

ar ¥ it dr dt

AR dRa\*  JdRT draye (1/1 B\ [dry\®

M l( ot ) ( dt ) (/I I [(T) T\ ) +<W) J

o (mp Mm Mp
B )(T -+ H o ) -+ const.,

I

ou bien, d’apres les formules (4) de la deuxiéme Partie,

1 g dRZ (/17 (l[{r, IIS [ dRZ dry
_\|+I)l+y[(‘I a - ) (“ dt ) (M PR )J
dR: dR\?  [dRZ\? ' drax dr3\? dry\®
=3|(7) +(—4,) *(T) ,| '“[( ) (@) () )

m ‘u. “ m “ 'J.
—a| - - —— -+ const.,
1 R p

ou bien

M (e -t- 1)

CrdRé LA dR:)?
(W) ( dt _'_( de
+ p(m 4= M) [( /”a ) + (”—(2?)4— (li;/) ]

dRé dra  dRe dr3  dRE dry
— My < dt “de + dt (_lt—+ dt T)

2(\l+m+u)(mH -+ l—‘%?—i——‘t—“) + A,

[}
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h désignant une constante. Iin développant cette équation, on a fina-
lement

dRErdi de g
M("'+“)[F+"'(¢Th+ﬁ+¢7ﬁ>|

dr dat  dZr  dp\
“(’”*M)[dt +r (dz "m‘*'dT/)l

“dR dr o dR o dr _(cla di A5 da dy dt
—aM lm‘ ECOS‘ +”ﬁ1\+'{-{—l"‘\-r lem-‘l“dlm"i—mm)]

1 .
= 2(M 4+ m +p) (”W + ———i\ g M—H) +h,

R o

ou bien, d’apres les formules (g),

dR? P24 N2 ‘dr? 0+ Y?
A4 -- —_—
(4) M+ p) ((l’tz ke “sint\ ) e+ M) (u‘l2 HIRTERY

(ll{ dr CodRe e oo PO+ XY cos\")

N”L Mum - Mﬁ) A
/]

_..2(M+m—¢—p.)k e

HI. Je vais maintenant appliquer aux équations (10) la méthode
d’intégration fondée sur la considération d’orbites elliptiques variables
képlériennes.

Les quantités P, Q, \, Y, R, r, V ne dépendent que des positions
relatives du systéme formé pav le Soleil, la Terre et la Lune.
Si j'imagine alors par la Terre les plans des orbites elliptiques
) 8 ors | I i phque
décrites & chaque instant par le Soleil et la Lune, j’aurai la figure ci-
jointe et je puis calculer les quantités I’, Q, wx, ¥, V en supposant
que les plans des orbites sont fixes dans |'espace. Je prendrai alors
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pour un instant la ligne d’intersection pour axe des z; je désignerai
par ¢ et 9’ les angles supposés constants que font les traces des orbites
avec I'axe des x; j'aurai

, . . di _ C
—_ — ! ! —_
§ =sinf cosg, o =sin® cosg’, X R
. NPT g C
n =sinfsing, f =sin0'sing’, o=
{ =cosb, =cos ¥,

0 ct 0’ étant lesangles de longitude que font dans leurs orbites le Soleil
et la Lune, angles comptés a partir de I'intersection; C et C’ étant les
intégrales des aires relatives la premiére au Soleil, la seconde 3 la
Lune. Je désignerai par H I'angle aigu des deux orbites, etI'on a

o' —¢=H.
di C a ) e
7 _cosﬁcosq)ﬁ;, v = cosf' cos o =
n . G dp .o
‘—ﬁ-:cosﬂsmq ek -d—t:cose'smcp’-;,-,
L__ g Y ing C.
-‘-{—t_—SmGR;) -‘—{z_—-sme F’
et par suite
sinf cosg’ sinfcosp cosfcosy C .
P ={ sin0' sing’ sinfsing cosfsing o =sin@ sinHw,
cos §' cosf —sind
sinfcosg sinf'cose’ cosb'cosy’ | ,
Q=1 sinfsing sin@'sing’ cosd sing’ = —=—sinfsinli %;
cosl cosf)’ —sin@

X =— (cos® sinf—coshsinf cosH) %,

U
Y =— (cosOsin§ — sin@cos@’cnsil)%a

cosV = cos0cost + sinfsinb’ cosH,

Si le raisonnement précédent, qui s'appuie sur le fait que dans le
Journ. de Math. (6* série), tome VI. — Fasc. IV, tg1o. 39



306 H. DUPORT.

changement qui consiste & introduire les variables képlériennes, les
dérivées des coordonnées restent les mémes par hypothése que si les
orbites étaient fixes et décrites suivant la loi des aires, parait un peu
délicat, on peut simplement dire qu'on substitue aux variables P, Q,
z, y, V les nouvelles C, C’, 6, &, H définies par les formules

e o0 G . . ¥
P =sinf smllH—;, X =— (e0s¥' sin — cos G sin ' cos 1) e
13) ¢ P . . <
(12) Q:—5|x|05|nllF, Y =—(coslsiny — cos% sinf) cosH) =,
3 =

cos V = cosfcos - sinsin’’ cosll.

Je remarquerai encore que, dans ces formules, la permutation des
éléments des orbites change H en — H.
Dans le triangle sphérique précédent, introduisons les angles 6
ct @ opposés aux ¢otes O ct §'; on aura
. . C - !
X = —sinVcos®' —, Y —=—sinVcos® =,
Ii# r
d’ou
M) N

QN —PYcosV= ¢ ~——sinfsinll sinV cos @' +- Ce sin/'sinl{ sinV cos® cosV

R R
cc ., , ' /
=5 ==—sin?V(cos®'sin® + cos® sin@®' cosV)
l(;( = oinl cos’' sin?V,
puis
5 w, “/
PY — QX cosV=-- r— sin/ sinH sinVcos® — ({» < sinfsinH cos® cosV sinV
500y )
== Rt 5in?V(cosB sin® + cos@ sin O cosV)
g |({;C;""“C°‘0 sin?V,

On aura aussi

. |)2+ Xz . C2 (\)‘z_,‘_ Yz ,_ Cl:
TsintV. TR sinzV.
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et
D ) v ! . .
%YVPLV- = l—iﬁ;(—sme sin®' +- cos® cos O cos V)
cc’ .y . . ,
= o7 Ll sin0sin® 4 cos V(— cosll 4+ sin@sin® cos V)]

=— 1({;1(:; (cosllcosV + sin @ sin®' sin*V)

cC’ C o B T
=— W[cosll(cosOcos0’—|~sm05||10'c0ﬁll)+sm Usin¥ sin*H]

N

— &% =5 (sin¥sinf' 4 cosf cos§' cos1l).

Réunissons ces derniéres formules

| Q'X'——"—'“_ PreosV_ GG ——sinH cos ¥,
sintV - Rrs
PY—OXcosV__ CC i cost
( (-) ) _T - RZ/t )
16
/ P’+X’_C2 Q—i—Y’ g,-
sin'V — RY siniy o
) I '
9 —:;i(zYVCOS\ =— lfs_,(sinOsin 4'+ cosficos b’ cos H).

Je vais maintenant transformer les équations (10); la premiére peut
s'écrire

d QX —PYcosV
TRy =X2 " " R
‘”(ll P)= sin?V k2,
ou bien
d .o CC . o
2[2“{ P)= Tsmllcosl,
ou bien
% .
%sm@’ sin - (_.cosﬁ’smlld— + Csinf' 005"?[—” = C,‘—‘ sint cos ',
ou enfin

1 dG . . ady dll
o , S0 s ' _
(17) Car sin@ sinll -+~ cos smll(—(” - )—i—%m@ co»[l——-d =0
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La seconde peut de méme s’écrire

d s ,PY — QX cosV cC
Zﬁ(' Q)=r eIV —smllcos@w-,
ou hien
YOV
4 (sin0sinHC') = sinH cosd S
ou bien
(18) o a;(l. sinf sinH 4+ cosfsin 1 ‘(—ig — -l%) + smOcosH‘i;-! — o.

[.a derniére est

/
(-—sin(}cosO’—-I-cosOsin0'cos]l)Z—t)
do dH
—einfy : / & n bl

+ (— sin@ cos ) + sin 0 cos§' cosH) ¥h sinf sin¥9’ sinIl =i
= 9 sin f3inb' “C Hsin0' —sin 0 f'HC'
= — (cos ' sin — cosBsin &' cos )l{z—(cosjsm —sinfcos cos )’_—2,

ou hien
dH dg G g ¢
! ! _— o | =
(19) sinfsind'sinH TR sinVcos © (dt R,)—}—schos@( i ’_2) =

Multiplions I'équation (19) par cosH, et ¢liminons — aH

— entre Péqua-

tion ainsi obtenue et (17). On aura

Y 1 1
sinfsin H [—- L d-—(‘-sin ¢ sinll — cos6’ sinll(‘—zg— — E)]

C dt dt r2
. (dd  C do G\
+ cosH sinV cos® (IE - F") + cosH SmVCOS@( i ,.2) =%
ou bien
dC 1 df C
. T . '
—sin0sin 6’ sin?H 7 C + cosll sinVcos® (—t — R—~’>
i !
 (cosH sinV cos® — sin§ cos(' sint1) (%07 LA S
ou bien

—sinfsin& sintH %(—} C + cosH sinV cos 8'( ——-)

+ (cosl sinVcos® — cosf sinH sinVsin®) (2— - =
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ou bien

dC 1 , dd C da¢' C
(20) sin@siné’ sin*H i -C- = sinVcos® [cosH (dt ﬁi) - (W — ;—,)]

Y , . e dH
Multiplions encore I'équation (19) par cos H, et éliminons —- entre
I'équation ainsi obtenue et (18). On aura

. . dC’ dd C
sin 6’ smll[ U——smGsmH-——eosOsmH(dt l{_’)]

(dd G d9’ G\ _
+ cosH sinVcos® (dl H’) -+ sinVcos® cosll(-zﬁ — F) = o,
ou bien
L dC . 4 C
—oar sinfsinf’ sin*H +snnVcos(§)cos[[(m- — ;—,)
d9 G
: ! 3 ’ M — o — ) —
+ (cosH sinVcos®' — sin @' cosf sin?H) (dt Rf) =
ou bien
! !
— (i (‘i;';' sinfsin0'sin*H +- sinVcos® cosH(‘-i%- - %)
. . . ds G
’ . ' 2y —
+ (cosH sinVcos® — cosFsinH sin®'sinV) (% R‘) = o0,
ou bien
! ! U
(21) sinfsinf' sin*H C—,- ﬁ = sinVcosO[cosH (‘({Z ?,) - (g—? — T%\)]
Réunissons les équations (19), (20), (21). Ce sont
. . odl . dd G dy  C
. N e L Bk —_ — 3
(19) sin0sinf’'sinH ;= sinV cos® (dt R’) schosB(dl ,_,)a

d
e . dC 1 do C ds  C\’
S ’ 2 - i , — —— — — o— y
(20) sinfsing’ sinll T C —=sinVcos® [COSH<dt R") (dt r“)J
dC' 1 ] do dh C
v =sinVcos® [cosH(dt F) — (Ft' —_ ﬁi)]

Prenons maintenant la quatriéme des équations (10); elle peut

(21) sinfsinf’ sin?H
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s’écrire

d X g D2 2 . .
= (R X) + R ?—Q—:—:?Y\—,E)i\—, + l{’cos\'}“T_tz(,— = l{(L - )Sm’\',

ou bien

r 2 .
(%(R’X)-— (i_—?(sinﬁsin6’+cosOcosO’cosll)+cosVT(i-; = [J.R<OL:--—,—L> sin* V',

)
ou bien

dC . . ,d e 45
T cos® sinV — CcosV 7 + G(sinfsin%’ + cos¥ cos¥ cosH) o
(

. . 1y AH c CcC
_COSGS'“OCS'"IIT[T+COSVR_2_—,T

_H]{(o‘ ’_2) sin®V,

(sinfsin%' + cos¥ cos costl)

ou bien

C 1 - dy G
— 2 0s® — (cosf cosl + sinFsin 0’ o2
T Ucos@ sinV — (cosf cosl’ + sinfsinf cosll)(dl “2>
7 A
+ (sinfsin§'+ cos¥ cos¥ cosll) LAt B cos ¥ sin ' sinl| i
di r? dr
r 1 .,
:(J.H(E — ;—‘> sin®*V,

ou bien

dC 1 R sinfsinf sin?ll dC’
—_—— 0 ¢ —_—
(22) i CcosO sinV + cosfcosf SiVen® AL U

sinfsin0'sintH G « dll

—_————— — — —cosisin? sinll —
sinVecos® dt C dt

= ;/.R(é:—‘ — %) sin®V,

—sinfsin{’

L’¢quation (19) peut encore s’écrire

sin@sinf'sinll il = (—cos¥ sinf + sinf’' coslcosH) (

df C )
dr

i R

.. ) dy
~+ (— cosfFsinl’ + sinf cos? cosli)(m—;?);
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ou bien
dll sin7sinf sin?H dC' 1
g g dl dac' 1
sinfsinf'sinH = sinfcos) —— oo — — G
+ sinf’ cOsgsinﬁsinfl'sin’H dC
sinVcos® dt G’
ou bien
23) dH_ sinfcosf' sinll dC’ 1 + sin? cosGsinll dC 1
(2 dt —  sinVeos® dt C sinVeos®' dr C

= dH ] * M
En portant cette valeur de —- dans I'équation (22), elle devient

dCo . .« cosficos sinfsinG sin?Hl dC' 1
— @ g ®sinY - SinVcos® €T
_ sin?fsin?0 sin?H (ﬁ 1
sin V cos©' dt C
sinf cos¥' sinH i(i’ 1
sinVecos® dt C
sinf'cosfisinH dC 1 uR (.ﬁ ')sin’V

— cosfsinf' sinH

— cosfsinf sinll

sinVcos® dt G~ C p“" r?
ou bien
dC 1 ' sin'?sintHdC « _ puR/»r 1\ .,

— 7 c NV e @@ E—T(,ﬁ - r) sin?V,
ou bien

dC 1 . . . pR/r L\ .

—— 20 sin ant@® ein2Vy — (D 2

RS sinVcosO'(mb O'sin?V 4 sin®*@' sin?V) = C (p" r’)sm v,

ou cnfin
dGC

(24)

:—sinVcos@’pR(é—; - L)-

A r?

En suivant identiquement la méme marche, la sixieme des équa-
tions (10) donnera

- G’ . (R I
(23) > = —sinVcos®OM/ (f—;‘ — lT:-)
, . . . d9 C
Des équations (20) et (21) on tire ensuite les valeurs de TR

dy

) . . .. dH \
=7 — ;o Véquation (23) fournit =7’ ¢l on a finalement le systéme
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d’équations

A 'sin 0 — / r_L
i (cosf' sin 0 — cosfsin0' ¢ osll)p.fi(p r*)’
4
%:—(cosGsinG’—cosO'sinOcosH)Mr(?g—-%)’
df C p 1 Mr/R 1
- — =z =sinfsinf'| cosH —— =)+ =l=z—5z )}
@ —wsoin o2 (G —5) 5 (- )|
(26)
ar ¢ in0sin 0’ pR/r 1 "Mr R 1
@~ = sn0sin?| B g r)Tet T \F TR

dl , Mr/R 1
v 7ia sinfcos sinll — Yol (; — m)

— cosfsin§’ sinH‘%E (’—' — _'.).

p:! re

Pour terminer le changement de variables, nous poserons

R=— C? 1 _cn I
(27) TM+mi+ecos(f—w) r_m+p|+e’cos(0’—m’)’
27
(f;: _M:mcsm(O—m), %_m::p. ¢ sin (0 —a').

Je vais d’abord m’occuper de R. J’ai d’abord a écrirc que la dérivée

de Resttoujourslavaleurde dTI: écrite en dessousdansles formules(27).
On obtiendra I'équation

CdC 1 1
? mM—le-l—ecos(@—m)
2 1 de . db Ao\~
M+m[1+ecos(0_w”2[ cos(0— )—esnn(J»~m)<m__d_l_>J
M+ m

C esin (9 — &),

ou hien, en chassant les dénominateurs,

~

C d‘;‘[l+ecos(0~m)]

3
—C’[(:tcos(O—m)—e51n(6 w)(jf (:Zy)] gesm(ﬁ—m),
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ou cncore

de Ly A, G dw
(28) I—[—,m.\( h—w)—esin(f—-w) (;7; R @
dC .
T ) —— - s( ) — 0 .
=2 CI_I-}-CCOS() )]

FFormons maintenant la troisi¢me des ¢quations (10); c'est

'R P Xe N M+m .'J."_‘_u ro I)co‘v
drt sin?V_ K - o A\ re, T

Elle devient

M-+mdG .
— —c¢sin(s—nm)

< dr
M+m|de . , . oy dw G Ma-m
-——C-— AFZSIH(/’—M)‘{‘CC!)N()—M)<I—/?——‘72/)]—|'{7+—'I—{_—-,—
—— Q -+ p.( -’-; — L‘> cos V.,
X v 72

Ion remavquant qu’on a
| q

ecos() — m).

(: M+m M4 m ( ? 1N\ M4+m
)=

I A TR TER e v R

clle devient

-1 .
M mil—t'sm(’/—m)

(2 ft
M+ mjde . ,/ e ecos( ] ('rlf/ C dwy.
+ C dlsm( w) + ¢ cos( ——w)\dl_i{—‘-‘_Tt ’
=— &riﬁ-f-y(;;‘—;—Jcos\;

ou enfin

de . " /Y r/!IS)
(29) m.m(z—»m)—kecos()—~~m)([—{7—T{..z._(_/t“

1 dC C e R r 1
:(—;-(Fesm(’/——-m)%— [—I—-.——f—,u(—.*ﬁ)cos\].

Ma+m| o NG

Journ. de Math. (6° séric), tome VI — Fase. 1V, 1gt0. !lo
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Oun tire des ¢quations (28) et (29) les suivantes :

de .C r L . . '
_ ( ,,)(_, sinw cos ' + coswsin’ cosH)

dt " M+m ‘;:.’.__.,..z
dC 1 p . G 2R, p
Tl-t——-;l_COS(/—US)-}—(AI*—-m—};;—‘-SIn(/—-m),
(30)
¢ <th o iy pC (1 A s 7 4 sinwsin7 cosll)
N — e — —— ) = ¢ - —— . g 8 S L]
de R r/l) M+ m (p“ r*>(co @ cos ™ (
G ey — G R —
7 Csm(/ w) M+ m 7 cus (71— mw),

ou bien, si on préfere introduire les quantités ¢ cos@ ct e sinm,

i /l( ™) + ¢ si ”"(/f/ (M
© — (¢ cosn rSin®| — - —
ate €r (,m i’-')
wC /[ 1 .
== —"\l[_—t—- — (;‘s — —;> sin' cos I
R ] " -
dC 4 (cos G 741 v
—— —=(CO8/ -}- ¢ COSBY) — ——— ——Sin'J.
+ et G e cosm) M ym o?
(31)
u (e sinoy) ST 03 G \)
—(¢sinm)—ecosm| — — —
ddt di 1R*
—_— [J‘; ( r — _I A
Sy | ,' - | cos’
dGoy . G R
s == = (5InT  esinm T cash,
7 (‘(s noes ) Mmoo "

On a les &quations analognes en ¢y @' que L'on déduit des équa-
tions (27) et de la cinquiéme des équations (10).

e M R 1 . .
= ( — ) (— sin®’ cos -+ cosw’ sin’ cos H)

W mp\st R
dC Yo Mro,
o (' ! ’ . f,! !
—_— = lros(V —w' )+ | — —sin(/—m
(" ) + (I‘ (_‘, [40\( ) I m "f‘ "J. p,g S ( )’
o2 {
c'(,d// o 4/1;;:) MG R I )(cosn’c« o) 1 sinw’ sin % cosll)
—_———— — = — = — )S S
dt rt dt m—+ . (r" e '
\ / P-A\p .
ac’ 1 C  Mr
¢ sin(4'— ') — —— —&cus(¥—w'),

T A m 4 pont



PROBLEME DES TROIS CORPS. 315

ou bien, si I'on préfére introduire les quantités ¢ cosm’ et ' sina’,

) , . Y (D
—(e'cos®') -+ c’smm'( —_ - —-)

di dt I
h (DU I .
- — — ) sin%cosll
m o u\o Ly
dl YooMe
e —— —(cns -+ ¢ cosm') — ———— ——sin
dr & ) ma- o6 ’
(33)
//( singr') — E coso dy’ (I’)
— (¢ sinw' ) — E' cosm’( — — =
dt ' dt — 7,
M (R P ,
—_— _-‘»——,)0051
m--p ALt R
dGh . ¢ Mr
A ! ' I
- — = (SInY 42 SInw ) - — €087,
ot (./( )+_1n+u x

l.es équations (26), (30) et (32), ou bien (26), (31) et (33), dans
lesquelles R et r sont remplacés par leurs valeurs données dans les
¢équations (27), fournissent C, (7, 0, 0, H, ¢, &, ¢, &',

Kig, O,

IV. Je vais maintenant montrer comment on achévera la solution
de la question.

Je supposerai d'abord qu’on ait pris le plan des aires pour plan
des XY. Alors les équations (6) de la deuxi¢me Partie deviennent

M(m + 2)R*P +MuRrQ =Gy,

p(m +~M)r2Q-+ MpRrP - -GE,

dR o
)Q + MuRrT = G(ﬁ

! i 9
plm +~M)rtT -+ M#(l*z—: —~/-"—'/';)P +MuRrS ::(;f/i;.

(34) ¢ M(III-{-}L)R’S-M{J.(R-((:—’Z’—I

bl

KA
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Je vais représenter les plans des orbites. Soient OH la trace duplan
de l'orbite solairve, " Pinclinaison, ¢ Pangle XOH; OK la trace u plan
de Porbite lunaire, 7 Pinclinaison, OA 'intersection, " 'angle XOK :
A et ' designeront les arcs AH et AK.

On aura les formules connues

2 —zcos(h -+ H)cosy — sin (2 4 9)sin¢ cosi,

fi = cos(h -+ G)ysine +sin(2 4+ 7)cose cos,

4

==sin (2 +4- G)sind,
a == cos{ X -- 7Y cose’ -~ sin(d -+ §")sine' cos’,
!

5 =cos (2 -+ 7')ysine' +sin(d' - §) cose’ cus

7 ==sin (2 4 7')sind'.
Cela posé, la premicre et la troisi¢me des équations (34) deviennent
C R .. . .- .
M(m 4+ u)Csin sinll —Mp - Csindsinll 2z Gsin (3 -+ 7 )sin (.

LYaY)

M(m + )= sinH cos '
el

dr dR\ C .
. fi e
“+ M;.L(l{ 7! _(lt>_/" sin’ sinll
—\lul—- ;—::S'il]}]C()‘//""‘PCOS yA—/y "1['C/
Mp— o shzzlreos(r + ') su i

ou bien
PN R, ., . C e e gy
M(@m + »)Csiny sml-l~—Mp.7L. sin7sinH = Gsin(2' + 7' ) sind,

M(m+ u)Ccos’sinl

(33) - dr AR\
+Mpu (P‘Zﬁ —1 w)sm(i sinH

—-M ‘u.lL;C sinH cos” = G cos (X' + ') sin (.

Multiplions la premiére par cos’, la seconde par — sin)’, et ajou-
tons; il vient

R Codr dR>
— s’ s C! sl — M —_——— ) — in7sin’%' si
l\l{J. 7 sin7cos 4G/ sinH MH.(R P ! 7 )Sll) fsinf' sinl

o, . N -
-+ MpRL sinll cos U sin’/' == G sin¢’ sin 2.,
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ou bien
m +
~ Muftsing slll“‘ Scos?{1 4 ¢ cos(V —a')|
2l 3 . .
- (;,‘ ¢ sin(Y —w')sinl!
- Muprsing alll“\l cos’/[l +ecos(’—w)]
M+m . . N ey e -
- —C_esm(’/ —w) sm’/;: G siné sin?/|
ou hien
o M4+ m
(36) Musinll —(—--I sin)'(cos’ + ¢ cosw)
n + 7]

Rsinf(cos ¥ + ¢ cosw )]
— Gsind'sin?' = Gsinisina.

Multiplions la premiere des équations (35) par sinf)’, la seconde
par cos()’, ct ajoutons; il viendra

. R, .
M(m + p)CsinH — M‘u?sm’/ sin 7 C' sinll

+M p.(l{;% -—r %) sin’ cos?' sinll

- Mu Lcos’/cos’/ sin H = Grsin¢’ cosa’.

ou bien
N

M(ne + @) Csinll — MuRsin si.nl((%sin 9 — Z—:coso')

el

. C dR . T
— Murcos’ sinH (— cos’ + —— sin G) = Gsing cost/,

R dt
ou bien
M(m -+ p)CsinH —MpRsing gsintl 2 L (san + ¢ sinw’)
M+ m

. A
—Myu'cos’/’smll——(——— (cos + ecosw) =G sini’ cos?/,

4

ou enfin

(37) M(m+ u)Csinll

. M+ m
— MusinH [TI cos’' (cos+ ¢ cosw)

m - u

C Rsinf(sind 4+ ¢'sinw ) -G sind’ cost.
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On aura une équation analogue a (37) que P'on tirerait de la deuxiéme
et de la quatricme de (3%); je réunis les trois équations obtenues; ce
sera le systéme

M+ m
G
mA4 o . ’

— —=Rsinl(cos¥ +¢ nosm')l = Gsinisin2. - Gsind’sin2.

4

rsin’ (cos’ -+ ¢ cosm)

Mpusinll I

(38) —p(m+M)CsinH
F Mpsinll l‘m%g Reosi(cos? ¢ cosw')

+ 1Z,-—Ml‘sin’)'(.u,iu’/4—csinm)\ G sindcost,

M (m + p)Csinll .
—Mpﬁn"7"gM

IIT—i-"J.

CI

rcos’’ (cos’ -+ ¢ coswr)

Rsin9(sin% +¢ sinm’)] = Gsiné' cos).'.

Ces équations fournissent ¢, 7'y A, 1’5 il reste & déterminer ¢ et ¢+,
Jécrirai pour cela les équations

di _di C di _dn C AL d; G
dt diRY dt ~~de R dr ~ 45 R
dz dx C’ l’?) Q C' /I-/ _ (I'/ (0

a—dr = d7 a A7 =

On s’est déja servi de la troisieme el de la sixiéme, pour former les
deux derniéres des équations (34).

Ecrivons Jes trois premiéres ; ce sont
G + (l]’)
R e

/

. . L[ dY
— [sin(% + ) cos¢ —+ cos(A + /) sin¢ cosi] (W —
ai

. N Lde Lol
-~ {cos(? + §)sin¢ -+ sin(A + ) cosicosi] T sin(A+ 7)sinesind ’W -0,
: (¢ (

C +d_))
R ot

.o . - ey
~+ [— sin(% + ) sin¢ -+ cos (2 + 7)cose cosi] (?1? -

- L. . L de . . .di
+ [cos (% + G)cose — sin (7. 4 1) sine cosz]m —sin(2+ %) cosysini T
[4

d5 G dn

. . i
A 0 —_— — - el —
cos (A +0) smt((” Toha 4tl> + sin(}+ 1)0051(“ 0,
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Ces équations donnent sans peine les suivantes :

dy C  d dv o
d—t——Hz—*-mﬂ—COSla- = 0,

. dv di

‘ e sini® o 0y EE
(39) I cos (1 + /)smz(“ sin( A+ j)dt 0,
. d5 C  di

) P s g i
Leos (L4 9)sini| o — + sin(% + 9) cosi — =o.

Ces équations se réduisent a deux; la dernicre est la méme que dans
le systéme précédent. On aura aussi

dy G dv'

., (T4
— — — 4+ — +cosi' — =0
wTET AT =
. dy’ . di'
4 «cos (M + Tysint' — --sin(MN 4+ 7)) — = o.
(f0) (- ) sind = - sin (K 4+ 5) —
dy G dY .. L dl
7, K . . ’ e ! —
. cos(2' -+ 9"} sind (7{7 -3t Tt) + sin (A" -+ 7') cost A=

Je remarquerai que les équations (39) et (40) ne supposent pas que

le plan des XY est le plan du maximum des aires. Il en est de méme
dans ce qui suit :

Considérons les deux ¢quations

4 G A de
m—w—%—(—{? -T-COSL{I—‘ =10,
dy G dy L, de’
_(ﬁ - 7—_, ~t- m —+- cOSe m L0

Multiplions la premiére par
chons; on aura

(‘0‘[’(‘[{/ G cost a C“)
S \ar T F) N\de ~ =

5!

+ — €08t — — cosi — cos( cos?t' 4 (¢'—¢)=o0
el dt dt :

cos ', la seconde par cost, ct retran-

I<crivons I’expression
dr di’

—- €08{' = —— cos¢ — cosf cosi’ 4 (¢ —¢)
t ot ) dt

St on consideére le triangle sphérique précédent, on posera pour un
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moment
'—¢ za, 1 =0, lL>=r¢,
M =:A, { =B, =7 —C.
et Uexpression précédente deviendra

de b da
2 osC— 1 s sBeosC Y.
7 cos( o cosBB + cosB cosC i

Ense servant des relations différentielles entre les angles el les cotés

Fig. 6,

d’un triangle sphérique, cette expression devient successivement

de . 1 Lt le . AN
— _l/_(tCUS(' — I;/—; cosB 5- cos I‘»cm(]<(-ns(, (,—/; + cnsli(;;z = sin b sinC ’771— \ N
lc . . .. REPNZAN
— f//_; cosCsin?BB — 1%) cosBsinC =+ cosB cosCsinhsin( !
ol

W’

sin C cos B sin I;cost;\ — sin(lib-) — (—IS cosC sin? 13,
dt e ot

/

. . B . . le -
-—sinC cos B( sina ’-(72 <+ sinBcosa il-‘-) — ZleosC sin? B,

dt lt
Lo . dB e . .. Lo
— sinCGcos B sinag — — we sinB(cosCsinB - sinCGeos B cosay,
ot lt
. . B le . .
— sinCeosBsina— — “sinBsin A cose,
i ot

.

. . Uk . e
—sinA (smccos B = + sin B cos c:—'~ ),

dt de
. d, . .
—sin A 7t (stncsinB).
On aura donc I'équation
ay oo Ady N . S
(40 cos:’(jT; — W) —- CUST i(/l—/l — ’—:) = 5Ill|‘(rl—,t(allll sin k),

Licrivons de nouveau cette équation et la dernicre du groupe ( 39).

N
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(e sont

. . /l/{/ (I\ // //
cos (2. -i- ’/)sml(m— — lT) :” cos(t -+ I)ysind - 7 sin{2 - ) cosi = o,

oy C Sy (:’) I ; i 1" 5 i
cos — )= cosi wi— )= sl eosising - —<inllcinfecost - - o,
(1/ ne i B e et

Multiplions la premiére par sinl cos 2, la seconde par cos(a+ 0).

et ajoutons; on aura
o ?

cos(# ’J) sin? sin I cos /(’lf e
(4] - S S _—
" R

o Y] (] ) .("1/(/ AN 4 I/I'C sisinllsin®
-t COS? _— e —= COS{ e — ~- —— COf SN s TS0
" (\,n TES. : ) e

ou bien

¥, 1V Ay Gy i . e
cos(h+17) {o«»ll( 7 ﬁ—) - (:/_l -= I——) l 4 msmll sin’ =z o,
d’olt, d’apres (20) et (26),

(42) i = sin’ sml[‘J(j‘( .

dt A

— ;'—) cos (% -~ 9):
dr. v
ies ¢cquations (3g) fournissent ensuite — 7 et — Jpoona

oy sin sinll uR /7 r

ra desin% sl . L)
(43) dt 7 sind C (p" =y sin(2.+ %)

On aurait des formules analogues en ¢ et ¢'; réunissons-les : on
ol)ucndm le systéme suivant, dans lequel je n'ai pas achevé expres-

ston de ‘—-‘, (qui n’offre rien de particulicr :

z: = sin¥ sinH ‘if{ <(_"' i'»)co\u + 7,
dy sin? sinll uR; r i
7 e T g )G,
Ay C 1 .dy
(,l,l) ‘ m——m»,—(—&._——cf)sll—li,
‘ | dr e siu'/sinl[-l!ﬁ (“ — L) cos(r - '),
dt AN (Y
o an et ' I A\
i G dY ,
0 — ’—2 - 72— LI—COSl ——-

Journ. de Math. (6° séric), tome V19— Fasce. IV, 1gto. 11
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La solution du probléme s’achévera donc de la maniére suivante :
sil'onapris pour plan des \ Y le plan du maximum desaires, on déter-
minera i, i, i, A’ par les équations (38); la deuxiéme et la cinquieme
des équations ( 14) fourniront ¢ et ¢'. Sile plan des \'Y est quelconque,
on se servira des ¢quations (47) pour déterminer i, iy A, X', ¢, ¢

V. Je vais former avec les nouveiles variables les intégrales des
aires et des forces vives.

Pour obtenir un peu rapidement I'équation des aires ou (13), j ope-
reral de la maniére suivante :
Je pose
sindsinh == a, sinfcos) -y, sind’ cosA' = y'.

On a les relations

cosé =z cos ' cosll + siné sinl] cos?’,

cos/ = cost cosll — sinésinll cosz,

ou bien
cosi -— cost’' cosll —  y'sinll,
cosi’' — cosi cosll == — ysinll.
On en tire
. v —ycosH . v'cosH—»
COSf = i, cos i —— .
sin H sinH
l.a relation
sin?/ - cos?i =1
donne
’ ! 9
— ycosH |2
B T ( Yyt .‘y ) =1,
v sin Hl
ou bien
(45) sin?ll == r?sin®ll + y* -+ y"2— a2 yy' cosH,

Si dans cette équation on remplace x, y, y' par leurs valeurs four-
nies par les équations (38), on a I'équation cherchée. 1l n'en a pas été
fait usage.

Je vais maintenant former I'équation des forces vives (14), qui est
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plus intéressante :

“dR? Cg) fdrt  C?
L= M il
M(m—+—pt)((u2 + e +um(m + )Kdl- ’.2>
“dR dr i dr G
—2M{4(i ooV — AR O —cos® sinV — -—, cm(-)’sm\
ALt dt r (R
(J
i -E—(Sln//ﬁlll/} + cos cos? costl)
{1 \1 M
a(MA-m o+ ) ( ik IJ
On a
drR: G (M+m), (M +m)?
W—&—m = 22 sin? (- w) -+ —-—L,—[|+ccos(0-—m)]‘
M - :
—.(—Ui—m)—|_|+fwcos(’/——w)+c"j,
dr? G o(mp) L (m )? .
JE T T ¢ esin* () —o') + ——(J%[l-%e’cos(ﬁ'—m’)]-
n —+-
(”( Il) s—[t-+2¢ cos(V—m') + '],
r G dR . C i ca
:—,% cosV — —~ %ﬁcos(-)sm\ TR ,” cos@ sinV + T (sin7 sin %' -+ cos % cos % costl)
M - .
l—‘—,ﬂvsm( —n)m+ e'sin(9—m") (cos cosy -+ sin7sin ' cos )
Mo ’ ne -— ,
L, sin(7 — ) — || -+ ¢'cos(9'— w')] (cosT sin% —sinJ cos % cosH)
- /n(}l L sin (Y- M?T AP ¢cos( 7 - @)| (cos T sinG — sin cos J casH)
M (T ) . . .
- —T—" ,l"l {1+ cceos (0 —®)|[1+ ¢ cos(V' — o) (sinsin + eosTcosd costl)
M - m s . . .
i_C___ ﬂTﬁ: ¢’ sin () — @) sin (7' — @'y (coshcos +sin7sin % cos H)

—esin(f — w14 ¢ cos(V—w' Y| (cosTsin — sinf cos¥ cosll)
- ¢/ sin(9 @) |1 ecos(V - )] (cos sinT—sin cosfeosll)
l—ll-r-eCOb(/J—-lB)_lll + ¢ cos(7' — )| (sin7sin’ +cos@cos’/'cosﬂ):»
_M4mompa
C C f [sin%sin’ + cosl cosd cosll + e¢(sinw sin)' 4 cosw cos %' costl)

+ ¢'(sin®' sin + cosw’ cos’ cos H) + ee (sinw sinw’ +- cosw cosw’ cos )]

o L(sin0 + esin®) (sin’' + ¢’ sinw') + cos H(cos¥ + ¢ cosr)(cos ¥ + ¢'cos®’) |
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L’équation des forces vives devient donc

MOm 4+ M 2
-j_,lﬁ)lu-* secos() —w) + ] + —(-"(’—:‘L——l)-‘l—k—"'l’ cos( — ') 4 e
oM. . . o
T [(sinf 4 esinm) (sin? +- ¢ sinw’)

+ cosll(cosd 4+ ecosm) (cosT = ¢ cosm’)|

2UM - ) (m . N M Mu®

_(m—+—\l)(m-+ ) n _*~—_;r,_)_i_/"

/' élant une nouvelle constante, ou enlin

M(m + M) p(m .
(,‘G) J-(T-(l’f—-l)%‘___('%'_)(,;q__‘)
aMu ., L.
— Ty,{—l(smf/—i-cslnm)(sm’/ + ¢ sinm)
+ cosH(cos + ¢ cosm) (cos ¥ -+ ¢ cosm’)|
B 2Mu (’ MAmA4p M J) o
(/u - MY (4 u) 2 TR rl

Celte équation, dans laquelle on 1'cmplncc R et 7 par lears valeurs,
fournit une expression assez simple de < qun peat remplacer la valeur

tirée de la formule

(37) 2= R+ ri—aRrcos\.

VI. Je vais indiquer dans ce paragraphe une méthode nouvelle pour
résoudre le probleme des trois corps; elle consiste & se servir des équa-
tions des aires (38) pour en tirer les vaviables 0 et 07 et & former les
¢quations différentielles desquelles dépendent les antres quantites. Les
¢cquations (38) ¢tantau nombre de trois, on pourra Loujours ramener au
premier degré la détermination des lignes trigonométriques de 0 et 0.

Je vais commencer les caleuls, et, pour cela, je poscrai

\1 ~+ m et
c sin/ (cos-- e cosm) - — 2 ERsing G(cosT - ¢ cosm') = -\,
4 4
m -1 , . m+M . . . .
——(,—H cosT(cosh i ¢ conm )+—T;—/'sm’/ (sin 7 -i- ¢sinw) .
4
m - M no . - y
——rcosf (cosh + ccosm) i g} sinf(sin? 4+ ¢'sin@’ ) = b7,

G (08
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ct je rappellerai

R (o 1 (D 1
= ’ r— 7 '
Mmoo =cens(T - ) m—p. 1+ ¢ cos(? —w')

On tire sans peine de ces ¢quations

- ro.
Ao €osf 4L san:Cﬁsn‘\O',

R .
A sin % — A cos ¥ = C/ —sin 4.
-

) ) m+u  C? .
A (cosh+ ecosm) — do(sind 4+ esin®m) = ——5 ————(c0s7 + ¢ coswm)
( + ") { ") C M+ m( nh
. ) Mym (2
A(sin?7 -F ¢ sinm') 4- " (cos T + ¢ cos®') == —— ——— (05 + e coswm).
G n - .
Posons
G omap .
o —— T lango n= e sinew —.l ¢ cosw + C tangoe cosw’
M+om C* T o ’
n = sinm — -b7e coswm’ -~ Ceotang we cosw;
les deux derniéres ¢quations s’écriront
b’ cos — b sin — (Vtangw cos’ = n,
A sinf -+ A" cos¥ - Ccotang o cosf === n'.

On a donc le systéme

AReos’ + A Rsinh— Crsin?’ - o,
A rsin —breos” — G Rsin “ 0,
Aceosh ——.usinf o — Gltangmeosy  on,
b osin' -\ cosd — Ceotango cos’s == n'.

On tire de ces équalions

/ ru . rw
cos’/ — W, SN’ — -l—,—,
. 7
,o R ., Ru’
Cosy -L—l, sin . T—-,

uy 'y w, o dlant des fonctions homogenes du premier degré en R et
en r~y U une fonction homogene du second degré en R et 75 on en tire

(i) P4 oty == 12, R*(1'2 4- ') = U2,
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on a encore la combinaison

) r 1+ ecos() —~w) cos/(cos? + ¢ costr) -+ sinI(sin’) + esinw)
ango = o - — — )
BPR ™1+ e'cos(V—w')  cos¥(cosh +-e' cosm') +sin€' (sin) + ¢ sinw’)

ou bien
P o
, U ( +CCOSU> -4- T (TJ- +csmu>
tange -—.
g Re ({ . ; - l{u"(liw N m”‘ ?
— | = 4 ¢ cos®m —_ e's
o\ )+ (% )
ou bien
tanpe — (124 a2 r 4 U(ue cos® 4+ we sine)
By (@ W R+ U’ ¢ cos + a7 ¢ sinw )
ou bien
U
- + uecos® - wesinay
tango == ;
I + e cos® + we'sinw'
d’ou
—Lango — q n'
I oy r T )

n” ¢tant une fonction homogéne et du premicer degré en R el 73 cetle
derniére équation peut s’écrire

(49) U(rtangg —R)  n"Riry

¢’est une combinaison du troisicme degré des équations (48). On for-
mera donc aisément deux combinaisons homogtnes du second degré;
on en tirera des quantités proportionnelles & R*, Rr, 7*; puis enfin
des (uantités proportionnelles & R et 7. On aura alors les expressions
de cosfl, cosl, sin 0, sinl)’, R, 7

Reprenons maintenant I'¢quation ( 41) et la derni¢re du groupe  39).
Ce sont

05/ df G dhy C . ” .
cos (dt e — cosi -(76—-—-7> = sin de (snusm )s

/.."119 C P R
cos (b -+ J)smlkfﬁ_m +.:os/;-/—t(smzsm))+sm/m(sm/cosl.):o.

(50)
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On a déja posc¢
sinzsind ., sindcost =my, sind cost = ¥y
et on a trouve les relations

g

y' —ycosH
—_— COS¢ —=

cosi yeostl— y
<in I

sintl

De plus, les ¢quations (38 ) donnent pour -1, -1/, -1 des expressions
trés simples en .y y, )7

Y A Grpm+M )G’ sin i
) MysinH ' Musinll

W M (m+ p)CsinH —G)”

o MpsinH

l‘n remplagant -1, -1, -l." par ces valeurs, cosf, cos(’, sinf, sin0’,
[}, r s’exprimeront e¢n fonction de C, C’y H, ¢ cos @, e sinas, ¢ cos &',
e sina’, .r, y, y'. Cela posc, les équations (50) donnent aisément

d.r o GinG sin 1 o\, Mr /R 1 ’
g st |G (= ) o (G )|

dy pl{ 1 Mr /R A l
— 5y 17 —— )+ == — =
e sin¥ (¥ cosh + zsin%) [cosH C (o‘ r‘-') 8% (03 ._,)

—+ cos’sin’ ”L #—C- (53 - %) +1N—(I:L<g — Fl-)—l,

et I'on aura de méme

dy' . MR 1) kR 1y
~ = sinf () cos + sm;)[co sH —- o (‘Z;‘-—W)—r C (o'—/_"-’”

R 1 Mr
Gsinoly B2 (D ) 20 (R
~+ cos )’ sin’ _y < ((J:, ,_.,) Ao (P:s R: )-l

Joignons & ces trois équations les équations (20), (31) et (33).
Mettons de c6té la troisieme et la quatriéme des équations (26), que
nous joindrons & la deuxiéme et a la cinquicme des équations{4/4).
l.c premier systéme sera un systéme d’équations différentielles du pre-
mier ordre aux inconnues C, C', I, ¢ cosm, ¢sinw, ¢'cosa’, €'sina’,
i, ¥, 5 le systtme ainsi obtenu ne renferme que des quantités qui
varient peu. [.c second systéme fera ensuite connaitre 9, 0, ¢, v,
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Cette méthode me paralt intéressante, et probablement n’est pas
plus compliquée que celles actuellement en usage dans la Mécanique
céleste.

QUATRIEME PARTIE.

[. Si l'on considére le mouvement d’une planéte autour du Soleil,
ou le mouvement d’un satellite autour de sa plancte, on peut éerive les
équations

(1) R . dty  hy ) d*s ks
dir Ty T+ der ;5

-~

dee — T T T

ry v, s désignent les coordonnées de la planéte relativement & des
axcs de direction- constante passanl par le Soleil, ou les coordonnces
du satellite par rapport i des axes de direction constante passant par
la planéte, 7 la distance des deux astres, A une constante, .. w, < la
composante d’une force appelée force perturbatrice.

Fig. 7.

12

|
-
|

/ y
L

Si on neglige cette force, astre secondaire décrit autour de l'axe
principal une ellipse suivant les lois de Képler. Soient () Pastre prin-
cipal, S lastre secondaire.

Soient ON la trace du plan de lorbite sur le plan des .y,
¢ angle .:ON, ¢ I'inclinaison de 'orbite, 0 la longitude dans Uorbite
ou l'angle SON.
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Soit
(2) z=rg, y=rua, z=rig.
On a
& = cosf cosy — sinfsinv cosd,
(3) < nn=cosfsiny + sinf cosy cos¢,

¢ = sin@sini.
Soit encore

C? 1

4 N .
(4) "= % 1+ ecos(f — @)

Aux variables z, y, 5 on substitue les variables 0, ¢, /, C, ¢, =, avec
la condition que les dérivées des quantités &, v, {, r soient les mémes
que dans le mouvement képlérien, c’est-a-dire qu’on ait

5y E_dC  dn_dnC k& _&C dr_drC
dt —dor’ dt T dorY  deT dor  de dir

Je vais faire ce changement de variables. Les équations (1) s’écrivent

dif  drdi . dr Kk,
&’W*’%?ﬁ*‘giﬁ?—_ﬁg’

din dr dv dir k&

(6) 16—1?;+2217E+‘n—‘?2;———;;72,
414 dr dt dir _ k
@S T T A

Formons d’abord les trois premiéres des équations (5); ce sont
p q )

. . . [(dd G
— (sinf cos ¢ + cosf sinp cosi) (Zi?_ F)

. . dv o di
— (cosO sinp + sinf cosv cosi) o+ sm951nvsmtd—t =o,

— (sinfsiny + cosB cos v cosi) (;—0; - %)

—+ (cosfcosv sinesinvcosi)d‘) s'nGcosvsinidi o
—_ —_— — 81 R
dt dt ?
cosfsini 49 _ G + sin@cosidi =o0
’ d r dat —
Journ. de Math. (6* série), tome VI. — Fasc. IV, 1g10. 42



330 H. DUPORT.

Muitiplions la premiére par — cosv, la seconde par —sin¢, et ajou-
lons; il vient

sind (ﬁ — 9) + cosi-(ﬁ: sinf—=o
dt r? dt
ou bien
df .dg
(7) d_l._75+c°s’3¢—:0'

Multiplions la premiére par —sine, la seconde par cosv, et ajou-
tons; 1l vient
dy

dat

. . .dr
sinfsini — — o.
¢

cos’ cos —_—— ] 4= oS
r? it

dt
G - o e
l{emplacons—y;—t — -3 par sa valeur tirée de (7); il vient

de di
v 1IN e e i —

(8) (,Oslblllld‘ sm)l”._o.

Les ¢quations (7) et (8) ont comme conséquence la derniére des
trois ¢quations primitives.
t9) - cos fsin/ 5 — (—: + sinOcosi([-i =
\ 9 ¥ S a—z 72 dr = 0.

Multiplions maintenant les équations (G) par %, n, {, et ajoutons;
on aura

— a7 f ——
(”z-i" + 7 -+

dr L2 d*q A
der drr 7 dr

k . ~
>:— F +z\oc_+m)'ﬂ+~;c;

or, de I'équation

.z dn a'Z_
(—E—l—nﬁ‘- +{-=o0

on tire
. d*Z dty, % . (d&’ dr? d{’) _ (2

P o o = (o e 4 =
dr TaE T an ac tde T an r’

d’apres les Lrois premiéres des équations (5), qu'on peut écrire

d¢ . . . O
sm =— smOcosv+cosOsmvcosl)Fz,

dn . . G

10 — = — sinfsiny 4 cosf cos ¢ cosi) —
(10) (T= =T
’ dt . .G

= = cosfsini — .

| dt e
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On aura donc

dtr C &k -

On peut écrire les formules (10) de la maniére suivante

-

S o dn L,
Cos(' = + sin¢— = — sinf =
a de "t
(12) / —-siur—::—lr—cosv(—{ﬁ: cosffcosi —,
; dt de r
ds G

— =  cosfsini—.
dt r?

On en tire, en dérivant la premiére,

3 5"(_[25 ing 50 —sin (LE cos'dn (_I_‘.
(13) co dt’+sm‘-¢—{T’-+ e 4 cose o ) o
*—cosOEﬂ_sine.‘{ (_:_

o rt dt de\ 7

Multiplions la premiére des équations (6) par cose, la deuxi¢me
par sine, et ajoutons; on aura

r{cos ’ + sin¢ dn + 2 dr cos e + sing tn . COS (" -+ 7, §i
' ‘ C— —(cos¢ =2 + sing — ——(Zcos¢ sing¢
‘ det de? elt dt dt + der @ ising)

ko, . .
=— — (Zcose 4 nsing) + A cose + vhsing,
]

ou bien
i L dig . dq dr . G  dr
/(cos‘ d7,—+snm (—{F)—zmsmi,_—lﬂ—ﬁcosﬁ

k .
=— cos -+ s cos ¢ + Whsin e,

ou bien, en tenant compte de (13),

—0059cosi9 _6!_‘:_00599(19 ; g'_l /9 ) .__,)’/" . .G dr v
rt de g TSV \a) T Tt s T gE e

k .
=— Fcos@ + :bcose + thsing,
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ou bien, en tenant compte de (7),

C/ds C C df

[0059;—!(-——*——3> O-T-d—t

sm9 dC sinl _ dr dr . ,C dr
,’ dt +2—’3—C7‘—]r—~2%5m0;‘-’.-|—a—2;0059

k .
=— r—,cos@-i- Qo cos ¢ + b sin e,
ou, apreés simplifications,

C*  sinf dC d*r k .
(-— cosO-,-_-; - _d_t_>r+ —(ﬁz—cos():— r—,coso + A €05 - b sing,

ou, en tenant compte de (11),

cos 8 (doé + thn + SL) — §_1:_6 %(e; = o cosy + dhsing,

ou bien

51:9 lftcc; = do(§ cosl — cos¢) + uh(n cos? — sinv) + 2 cos’,

ou, enfin,

dC 1 d
06 a=r(vTEom)

On arriverait au méme résultat en dérivant la deuxieme des équa-
tions (12). Dérivons maintenant la derniére. On a

d?

—E:cosesinif-l- 9— —sm@smtgt—l—o-q-cosecoszg—(-{—.
dez de\ r? 2 dt 2 dt

Remp]acons par cette valeur dans la derniére des équations (6).
Il vient

r cos@sinii (~' —sin95inic 10_} cosOcoszC di
- di\ r? e odt rdt

dr C dr k
+ 2-7Zcosesmt +7751||05mt—— —sinfsini + &,
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ou bien, en tenant compte de (11),

cosf sini dC . . .Cdb .C
— — —sinfsinl — — +c056cosz-;—_

2 dt r dt dit

2
+sin05ini<% + A& 4+ thn + 6{) =g,

ou bien
c_______os9sini ig — sinOsiniE <ﬁ —_ 9) + cosOcosig di
r dt r\dt r r de
=& —sinfsini(hf + Wbn + S8),
ou bien

¢ cosf ¢ sidc—sinﬁs'ni @ _¢C

r ST : (dt r

=€ —sinfsini(ME 4 W0 + €8)
— cos¥ sini[— b (sin 6 cos¢ + cosOsiny cosi)

+ b (— sinfsin¢ + cosf cosv cosi) + S cos ¥ sine],

C .di ... .0ds G
— cos@cost——sm9sml(-— —_——
r (1[ Clt r?

=cosi(dosinysini — vb cos¢ sini + & cosi).

ou bien

On aura donc les deux équations

(9) sin0cosiii+cosesini 4 _GC =o0
9 dt dt rr) 7 _
di . . /df C r A
cosOcosz(Tt—smesmz T :Ccou(w&,smvsmt—ubcosvsmz+ & cosi).
On en tire
. di _r S A
(15) a—t:Ccos@(d\.smvsmz—-1!.»cosv sinf + € cos ),
dd G r sinfcost L .. .
(16) m—;.—_——cﬂ;——mc?—(e}bsmvsmt-—vscosvsmz—k—90051).

L’équation (7) donne

dv _ r sinf . .. .
— == — (A sinvsint— Y cos¢sini -+ € cosi).
dt — C sine

(17)



334 II. DUPORT.

.
Il reste & s'occuper de /5 la méthode est la méme ue celle employée
dans la troisi¢me Partie; on se sert de la derniére des équations () et
de I'équation (11); on cn tire

1
dal C dm)___ dC '[|+ccos(9—-m)]’

de . :
— 4 — — G — — e ——
dtcos(J ©) —esin(§ m)( .

de  r*  dt dt G
de d¢ C  do dC 1 p
ltsm(@—m)+ecos(6-—m)(m—'—3—-d—’) T Cesm(!——m)

4+ 7 (.,ln';f 4+ by 4- 7).

On aura donc finalement le systéme suivant, qui réalise le change-
ment de variables :

dG d: dn _df
—_ e wh =
(14) dr — ( a v ar Tt zll)
5 (Il r
(13) = COSO(Q\)\III('QI"I—'1")C0’9"Slll(—"~vc()§l)
i C * sinfcosi L . .
(16) ;ﬁ —a= (i_: E—‘%—i—:zﬂ(e& sin¢sing— Wb cose sind + £ cosit),
l /
(17) &= L ::: (Assing sini — Wb cosvsiné + T cosi),
de _r d: da . dg
—_— = = H— cq—: “o
(18) @ = gleost? '“)”](‘m e )

C . .
+ 7 [— sinw (.4 cos¢ + W sine)

+ cosw (b sine cosé + W cos ¢ cosé + E sinf)],

A ¢ de r CdE D
M —————— | = — 0 — oo — b — < —
(19) ‘(dz )“ goint “’)(‘cu o 2T )

+ %[cosm(ﬂo cos¢ + Whsiny)

-+ sinw (b sin ¢ cosi +- Wb cosv cos i -+ < sin ).

On peut substituer aux ¢quations (18) et (19) les suivantes :
(20) 2 (ecosw)-l—esxnm(dg E)

dt r?
, d’l] ds
=c (cosO + ecosw) (wm, P -+ b - 42 7 )

~

+ —/;(— JAosing cosé + th cose cost + < sind)
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ct

d ds G
(21) dt(esmn)—ecosw 7 72)

dr . de

_ G ;
d0 T + (A cos ¢ 4 whsine),

d
+

=2 (sin® i
__C(.sm/—i-esmm‘)< T

si 'on veut substituer aux quantités ¢ et @ les combinaisons ¢~ cos® et
e sin @.

I1. Je vais appliquer les formules précédentes & la méthode de Jacobi.
On sait que cetle facon de traiter le probléme des trois corps consiste
a déterminer le mouvement relativement au Soleil du centre de gravité
de la Terre ct de la Lune, et le mouvement de la Lune relativement a
laTerre; on prend comme plan des XY le plan du maximum des aires,
afin d’utiliser la belle propriété que les plans qui contiennent & chaque
instant les orbites képlériennes sc coupent sur le plan du maximum

des aires.
Fig. 8

T 6 L

Noient le Soleil en S, la Terre en T, la Lunc en L.y G le centre de
gravité de la Terre et de la Lunc Soient a, 3, v les cosinus directeurs
de T1. et r la distance TL.; £, 4, Z les cosinus dlrccteurs de GS,cetRla
distance GS. Onales équations suivantes, qu'on peut aisément former
directement ou tirer du Chapitre 1V de la Mécanique céleste de Tis-
serand :

d*R: I ( .
\dt‘ Y RS+ m—+—p )I)l+ (M -+ )
1 .
(22) ¢ _WO‘ m_}_“ )m+ (M +m +p),
'd’rae__ m+ M ; pra M . mro
det — 7 T 2 “—S—la(l{g+r)¢+p)+m<}"_;z‘~—{——;)'
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On a des équations analogues ou « est remplacé par (3, & par 7, puis
d’autres ot « est remplacé par v, & par .

Je vais écrire ¢galement les équations que fournissent les théorémes
des aires et des forces vives dans le mouvement relatif .au centre de

gravité. On peut encore les former directement ou les tirer du Chapitre
indiqué précédemment. Ce sont

5 ) B
(s ':,i’~@:',7> a‘i:",:f; <——n ‘>=~"
R

de

+ M(m + p) [(IR R (n’g cn? d.?)J
BTSN AN

M+ m+p | di? i T
r ST SL

Le plan des zy étant le plan du maximum des aires, on aura

A=o, A'=o, A'=G.

Néanmoins je n'introduirai cette supposition qu’'un peu plus tard.
Je donnerai tout d’abord la démonstration du théoréme de Jacobi.
Cela simplifiera beaucoup la suite des calculs. Si I'on pose

a4y dp ,_ _da dy ,__dp dor
B_pm— d_l’ B ym—adt B_am— d_l’
le plan

Br4+B'y+B's—=o

est paralléle au plan passant par TL et la vitesse de la Lune relative-
ment a la Terre; de méme, si I'on pose

Do @ _pdn o dE L dt

oy an dE
T a @ faw P

=t T "a@’
le plan
Dz +D'y+D's=o0
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est paralléle au plan passant par GS et la vitesse du Soleil relativement
au point G. Les équations (23) peuvent alors s’écrire

my. 1B 4 M(m + )

R:D =A,
m—+ M+m+p
m. PB4 M(m 4+ p) RED' — A,
m-+p M+ m—+p
M e, MOm ) b
m=- M+ p
On en tire
B D A
B D' A'|—=o.
B!I DI! AII

Cetle équation montre bien ue les plans des orbites képlériennes se
coupent sur le plan du maximum des aires.

Fig. q.
Z
Ly
S
Y

6 ;)

v
X N

Soient GX, GY, GZ des axes paralléles aux axes fixes menés par le
point G. Le plan des XY est paralléle au plan du maximum des aires.
Soit GL, égal et paralléle & TI.. Soit i 'instant considéré GN la ligne
des nocuds des ellipses képlériennes de S et de L, ; soient ¢ 'inclinaison
de l'orbite de S, 0 la longitude dans 'orbite comptée a partiv de la
ligne des nceuds; soicnt de méme * 'inclinaison de I'orbite de L, et
(" Ia longitude dans 'orbite de L, comptée & partir de GN. On aura
les formules

£ = cosf cosv — sinfsinv cost, == cos’' cosv — sin’)' sinv cosi’,
(33) { n=cosfsinv -~ sinfcose cosi, B ==cos¥ sinv + sin0’ cos¢ cosi’,
§ =sinfsind, y=sin0'sin?’,

Journ. de Math. (6 séric), tome VI. — Fasc. IV, 1910, 43
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Les dérivées des quantités «, B, v et 5, v, { étant celles prises dans
le mouvement képlérien, on a

o? - P Y
Tl (sinfj cos¢ + cos}snwcost)m,
X ly; . p .. C
(26) ;-/-I—:(—-—sm}smv+cos/cosvcosl)i§,
L costsini &
— =:C087 —
dt R?
et
Do . . O
\ o= (sin %' cos¢ + cos ' siny cosi )1_*’
p 2
d: N .\ G
(27) / Tg = (—sin% sin¢ + cos ' cosr(‘osz’)r—za
d, N
“l — cost'sind' =,
| ot re

(C et (7 étant les constantes des aires dans les mouvements képlériens
de Setdel.,.

Posons

my. M(m +p
(28) g': _1__., ‘_"r-_:__(—!_).
m - M-+ m—+p

Multiplions les équations des aires (23), ot I'on a fait mainte-
nant A =0, A’= o0, A" = (, respeclivement par %, n, I, et ajoutons:
on aura

D g da
e
. 13 .
(29) a2y B ’(;: =G,
dy
r - I
> 7 dt

Multiplions-les maintenant par a, 3, y, ct ajoutons; on aura

. &
i wm
dn

(30) gRY B i = Gy.
dt
y r 2=
T
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Comme nous avons d¢ji tenu compte de la combinaison ui traduit
le théortme de Jacobi, les iquations (29) et (30) fournissent tout ce
que I'on peut encore tirer des équations des aires. Ces équations
deviennent, en y remplacant %, v, {, «, 3, v et leurs dérivées par leurs
valeurs fournies par les équations (25), (2b), (27).

)

. . . . . . . = . . .

&' r2sinf(cosd' sini — sini’ cosi) — = Gsinfsind,
r?

gR2sin¥ (cosisini’ —sind cost’)ﬁ; =Gsinf sind’,
ou bien, en désignant par H l'angle i — 4,
‘ — &' Csinll = G sind,
(31) : «Csinl =G sind,

l..'——l'_—_‘H;

les équations (31) donnent encore
(32) . &0+ g'C eosll == G cosd,

' SC 4 g0+ ayCe'Ccostl = G2,

&'C+ gCcosH =G eos?,

Ces équations montrent en parliculier ue 7 est négatif, (' posilif.
Le plan du maximum des aires passe entre les plans des orhites képlé-
riennes,

Ceia fait, revenons aux équations (22). Elles peuvenl s’éerire

RS M-i—m—&-p_._*_‘ dro mp
der 77 R? U der ™ 2 T T

. d* Ry, Mt+m+u d*r3 m4u
33 —_—— = T - i SRTR
( ) A (//.! ol i+ Vy (I’._, 72 - =+ o y
t”“:ﬂ__M-*—m—l—yy_*_,_\ d*ry ____I)I+IU-_/+€,
det TE T drr e ’

ot l'on a

\‘ o = ‘J-‘."; -+ ‘1"0!, nl‘rl_ Qa —+ Q,“‘:‘
(3% <( wh = @+ W3, W' =33 + I,

S=uwr+wy 2=+
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avec
© = (M -+ m )‘l R m TAN ‘,l"——-“"’r,\/l‘ 1 1
= (M- R mip ST T SL) | “El "\SIZ T S5 )’
oo Mr (m 5 — ! '
R=- ,,,+p(m + S'l'*)’ '=MR (ﬁ_ 5_13)’

2 r/\\
(35) ST:\/lm-( B >1-°-+2nr B sy (V=5G1),

IIC+IJ. m -+ "J.

cos V,

2
SL.= /R’ + m =Ry m
\/ m— m +

cosV = cos ¥ cos)' 4 sinsin’ cosH.

Je n’ai plus qu'appliquer les formules du paragraphe | aux équa-
tions (33). On aura pour résoudre la question lc systéme

B — 2 1 o 1
T M m+po1+ecos( - m)’ = m4pon - cus(’/-—m’)’
! a (—sme;:o-,"—’r cos’ %m”cosll) MI{/ — >
dr g SI, NE
(/t' cr 1\
T = cos’sin?' smll— \l“l (bl i )a
dh C oG 4 ¢ (‘ cos i 1 1
= i sin g LTS OV ARy — 1,
71 e = sinUsind PIW MR, <5Ij‘ S’l'-‘)
36 dC / p p p I i I
(36) W__(—emj cos/ + sinf cos’ cosH)MR » S5 ST )
di’ 1 I
m:-—nn’/(osfj smll——\/ll(l (bl“_ l"‘)
dy ) o' (G 4- v CeosH [
_— — . —sinfsinfy o 7 —_ —
At~ pr sy PR M (bl,“ srz*)’
de . ) G 1
(—[[—:——sm0 sinf/’ 7CC MR » (bl 3 H;);

auquel on joindra le systéme des ¢quations différentiellesen ¢, &, ¢, @'.

Dans les équations (36), la dernicre, celle qui donne gli‘ ne sert qu’a
dr’

la fin; celles qui donnent ° T/ ct — sont & la rigueur inuliles, ¢ et /" se

calculant & 'aide des équations (31) et (32); H pourrait alors étre tiré
en fonction de C, C"de la dernicre des équations (32); mais il parait
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plus simple de le conserver et de joindre la valeur de al

5 soit
i(l,l—tl = % — Z—: =—(sinfcos’' g+ cosfsin’' g'C') “E:,l' MRr (bL’ — S—ll_‘>
Alors le systéme s'écrira, réduit aux ¢quations cssentielles :
‘fl—g = (— sinf cos¥ <+ cosOsin¥’ cosIl) L4 - MRr (SL‘ - b_ll—s)
(fl(ly = (—sin% cosf—+ cos?' sm’/cosH)“Rr(b: 5 _Sil—‘>
(35) | % —i% :sinOsinO’gC_F-——-"’—rz,g,,—coiuMl{ (SL*‘ — %3)
%—%_sm’/sm’/#_::gg&“! MRr (bl. —b—:l7)’ |
% =—(sinfcos¥ gC +cosfsin¥ &' C") i'(n(lj MR~r <m S%)
Les équations en e, &, ¢, @ sont ensuite :
de . . . ,
A=C [cos() — ) + e] (— sinfcos’ + cos¥sin¥ cosll )W’

C .
R — (L _— W — <1 / X 4]
T m [ Lsin(f—w)+ W (—sinwcos§ +coswmsinF cosH)|,

. di G de
di — R? 75)
-G sin(f — &) (—sinf cosH + cosf sin7 cos ) ¢

G _ o
+ M_‘__,_““+FN‘COS(9-E)+T’(cosmcos’/’—i—smwsm’/cosﬂ)],

de'

,
i :C;[cos(fj’——

©') 4+ €'] (-~ cosIsinf’ + sinf cos ¥ cosH) '

Al

praran [9sin (0 — ') + ' (— sinw’ cos b + cos@’ sin¥ cos H)],

¢ dy ¢ de'
dt r dt

ro.
=— 5sin(5 —

C ®') (—cosfsinl’ + sin§ cos cosH)d’

S

|9 cos(¥

— o ) (cosw’ cosh inw’ sin% cosH)]|.
mrp )+ Q' (cosw’ cos¥ + sinw’ sinF cosH)|



342 Il. DUPORT.

On pourrait substituer i ces équations celles qui ont comme incon-
nues ~cos®, esin®, ¢’ cosw’, e'sina’. Ce sont

di 2
7 (ecos®m) + ¢ smm( 7i I—{—’)

R . .
=G (cos + ecosw)(—sinfcos’’' + coslsin /' cosll) X’
4

PR
Matm+p

I( . cosm dy, G
esinw) — e co 7
R . . . .
= C,(snn’/+ esin®) (— sinfcosy + cosFsin cosH )&

C
+M+m+y

(sing 4 4" sin% cosll),

(Weos + U cosh),
(39)
1( cosw') + €' sing’ dr _ ¢
e —
dr T
r . ) . ;.
= — (€08 + ¢ cos®') (— sin¥’ cosl - cos ¥ sinfcos ) Y

!

Cc
———— (Jsin”+ 9'sinfcosH
+ nm—+ (R 4 ),

(1( 'sing') — €' costr 4
dt es (dt rt

= (—(sm’/ + ¢ sinm’) (— sin' cos¥ - cos¥’ sin%eosH) ¥

( !
——(Jcost + ' cosl
e R R’ cos’).
I11. Je terminerai en donnant I'expression de Pintégrale des forces
vivesavec les nouvelles variables. Il n’y a (qu’a reprendre 'équation (2 ).
lle devient

M M+ m -+
/ny((rzllz—{»-y)(e,g_l)_‘_ (I)I—‘—(.L)L) m y)( -

_ [Mm Mg M(m 4 p)
e R e e

© Uy

Tels sont les points les plus essentiels et les formules les plus simples
de la méthode de Jacobi. ,



