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Calcul du pouvoir refrotdissant des courants fluides ;

Paz M. J. BOUSSINESQ.

SoMmalre ¢ § 1. Objet et résultats de ce travail; vérifications expérimentales. —
§ I1. Echauffement permanent d'un courant fluide, par un cylindre indéfini dont
I'axe lui est normal et qui s’y trouve immergé. — § IIf. Pouvoir refroidissant du
courant sur le cylindre : applications & un plateau mince, au cylindre circulaire,
aux cylindres elliptiques, a une armille. — §1V. Echauffement, par un corps de ré-
volution, d'un courant fluide I'enveloppant et dirigé suivant son axe. — § V. Pou-
voir refroidissant du courant fluide sur le corps de révolution; applications a la
sphére, & I'ellipsoide, au plateau circulaire, & une aiguille. — § VI. Extension des
lois précédentes a tout corps convexe. — § VII. Cas de lellipsoide & axes iné-
gaux; application & un disque et a une aiguille elliptiques,

§ I. — Objet et résultats de ce travail; vérifications expérimentales.

I. L'équation aux dérivées partielles régissant la propagation de la
chaleur dans les fluides a été découverte par Fourier en 1820 et réduite,
(uelques années aprés, par Ostrogradsky et Poisson, a sa forme la plus
simple, presque identique & celle de I'équation usuelle que Fourier
avait donnée bien antéricurement pour les solides isotropes : elle
exprime, en effet, que la dérivée 0', par rapport au temps ¢, de la tem-
pérature 9 d’'une méme particule fluide sutvie dans son mouvement,
est, 4 chaque instant, proportionnelle au paramétre différentiel 4,0,
dérivée naturelle, dans U’espace, de la température actuelle 0, ou
mesure de sa rapidité movenne d’accroissement autour de la parti-
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cule(").Il n’aurait pas ¢té possible d’imaginer une loi plus simple; et,
cependant, son adjonction aux ¢quations ordinaires de I'Hydrodyna-
mique, incomplétes sans cela, paraissait rendre tout & fait inabordable
le probléme des mouvements d’un fluide. Aussi, trois quarts de siécle
se sont ¢coulés depuis, sans qu'on en edt, du moins & ma connaissance,
lir¢ aucun parti, avant mon ¢étude de 1gor, publiée dans le Tome 11
des lecons sur la Théorie analytique de la chaleur, mise en har-
monie avec la Thermodynamique et avec la Théorie mécanique
de la lumiére (p. 152 & 195). Jusque-la, géométres et physiciens
s'¢laient contentés, dans les problémes dynamiques, d’attribuer aux
fluides une conductibilité ou infinie, c’est-d-dire suffisante pour main-
tenir Jeur masse & une température uniforme donnée, ou nulle, c'est-
a-dire propre o empécher tout échange de chaleur entre particules
voisines.

Pour arriver & des résultatssaisissables en dehors de ces deux hypo-

theses d’isathermie et d’adiabatisme, i1 m’a fallu admettre les deux
suppositions, ordinairement réalisées & trés peu pres: 1° de la perma-
nence de I'état physique en chaque point (., y, 5) et 2° de la conser-
vation des volumes fluides sauf dans les termes de pesanteur, c'est-
a-dire sans négliger les variations du poids de 1'unité de volume ou la
force ascensionnelle duc o I'échauflement. Méme ainsi simplifiées, les
¢quations des courants de consection produits autour d’un corps
chaud par ses excés de température restent, il est vrai, inintégrables.
Car dans le cas le moins complexe (celui d'un mince plateau vertical),
ol grace & un commencement d’intégration, le probléme se ramcne
au calcul d'une seule fonction inconnue, I'équation aux dérivées par-
‘tielles dont dépend celle-ci est du qualriéme ordre et non lincaive.
Seulement, pour toute forme du corps, ces ¢quations offrent un genre
¢’homogeéncité, ou acceptent des tran-formations homothétiques (pour
ainsi dire), qui expliquent les lois monomes, si bien vérifices, de
Dulong et Petit, sur le refroidissement des corps au sein d'une atmo-
sphere en repos.

(*) On peut voir, au sujet de cette signification géométrique du paramétre
différentiel &, des fonctions de point, les n°* 59* et 60* de mon Cours d’Analyse
i finitésimale pour la Mécanique et la Physique (t. 1, Compléments, p. 70%).
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Q. Mais il existe un probléme plus simple, sur des courants qui sont
encore de conveclion, c'est-d-dire véhicules de chaleur. Clest le pro-
bleme du refroidissement d’un solide fixe, aw sein d’une masse
Jluide indéfinie animée, dans son ensemble, d’unc vitesse uniforme
et donnée V. Alors, pourvu que la translation générals V ne soit pas
extrémement lente, les filets fluides localement dévics par le corps, et
qui sillonnent sa surface, sc chaulffent & son contact et transmettent de
la chaleur a leurs voisins, sans modification appréciable ni des tra-
Jectoires, ni des vitesses d’écoulement, par les variations modérées )
de température. 1.’ Hydrodynamique ordinaire permet donc de dé-
terminer & part le mouvement visible, du moins pour les formes du
corps qui sc prétent au calcul effectif des vitesses des filets (*). Et il
ne resle ainsi & intégrer que P'équation indc¢finie en 0, dés lors
linéaire ou du type de celles que les géoméetres savent aborder.

Cette ¢équation aux dérivées particlles a méme ses coefficients cons-
tants quand le corps ne trouble pas le courant dans une proportion
sensible, notamment quand il se réduit & un mince plateau, parallele
aux filets fluides. I’¢tude de 1gor citée ci-dessus montre comment
clle s'integre alors, dans 'hypothése, presque toujours réalisée, d’unce
conductibilité assez petite pour réduire la masse chauffée & une couche
peu ¢paisse, et en admettant d’ailleurs unc lenteur de refroidissement
sulfisante pour que la distribution des températures, dans le fluide,
soit sensiblement, 2 chaqinc instant, celle qui subsisterait d'unc manicre
permancnte, si 'on maintenait indéfiniment les températures actuelles
de la surface du solide.

Le présent Mémoire fait voir d'abord que la méme analyse s’étend
aux courants heurtant, perpendiculairement & P'axe, ct enveloppant
tout cylindre de longucur indéfinie, dont chaque génératrice est main-
tenue &4 une température O, uniforme en ses divers points. Il suffit,
pour le reconnaitre, d’introduire comme variables, dans les équations,

(") Dans ce calcul, je ferai abstraction des inévitables tourbillonnements qui,
lors des vitesses d’écoulement notables, ne manquent jamais de se produire a
I'aval du corps, et d’y donner lieu a des frottements spéciaux : jadmettrai done
I'hypothése de la fluidité parfaite, bien sulfisante ici quand les écoulements ne
seronl pas trés rapides.
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deux coordonnées curvilignes orthogonales «, B, paramétres (a 4, égal
ct a A, nul) qui définissent, dans le plan normal aux génératrices,
Uun, «, la famille des filets fluides, I'autre, 8, les lignes d’égal potentiel.
Le choix de ces variables rend, en effet, tant I'équation indéfinie en 0
que les deux conditions relatives, respectivement, a la surface du corps
et aux points infiniment éloignés, identiques & ce qu'elles sont pour
le cas du plateau mince, oll « et 3 se réduisent aux deux coordonnécs
rectilignes et y. Depuis longtemps, les géométres connaissaient une
particularité analogue dans le probléme des températures stationnaires
des cylindres solides (') : on voit qu’elle subsiste, sans changement,
dans une masse fluide en ¢tat de mouvement permanent, composée de
couches cylindriques dont chaque génératrice a une vitesse commune,
perpendiculaire & sa direction et dérivée, sous la résistance d’un cy-
lindre solide immergé entre ces couches, d’une translation uniforme Y
de toute la masse.

Quand le corps, au lieu d’étre cylindrique, est de révolution autour
d’un axe dirigé suivant le courant, avec température 0, pareille tout
le long de chaque cercle paralléle, deux coordonnées curvilignes ana-
logues a, B, caractérisant, dans le plan d’'un meéridien quelconque,
I'une, les filets fluides, l'autre, les lignes d’¢gal potentiel, donnent
encore aux équations du probléme leur forme la plus simple, sans la
rendre, toutefois, entiérement ind¢épendante de la figure du méridien;
et, grice & un changement ultérieur du paramétre 8, elles permettent,
toujours en admettant que le fluide soit peu conducteur, de repré-
senter par l'intégrale utilisée déja dans le cas précédent les tempéra-
tures 0 de la couche peu épaisse des filets chauflés. Enfin, I'adjonction
d’une troisitme coordonnée curviligne v, propre i distinguer les uns
des autres les filets fluides ruisselant sur le corps, permet d’étendre
4 une forme quelconque de celui-ci la méme intégrale, encore dans
’hypothése d'une faible épaisseur de la couche chauffée.

5. Le résultat pratique intéressant de cette analyse est le calcul de
la quantité totale de chaleur enlevée au corps par le courant fluide

(1) Voir, par exemple, les n°* 448" et 449" de mon Cours d’Analyse infinité-
simale pour la Mécanique et la Physique (t. 11, Compléments, p. 08" & 415%).
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dans 'unité de temps, quantité dite le Pouvoir refroidissant du cou-
rant sur le corps. Supposant uniforme sur toute la surface, pour sim-
plilier et pour fixer les idées, I'excés 0, de température par rapport a
I'ensemble de la masse fluide, j'assimilerai I'action réfrigérante de
celle-ci & l'influence qu’aurait une certaine conductibilité extéricure
moyenne k du corps, telle que son produit par I'excés donné 0, de
température et par la surface totale du corps égalit précisément cette
quantité de chaleur. La conductibilité extérieure fictive k ainsi définie,
caractéristique la plus naturelle, ce semble, du pouvoir refroidissant &
évalucr, se trouve ¢tre indépendante de 'excés 0, de température,
ainsi que de la nature soit géométrique, soit physique de la surface,
mais proportionnelle tout a la fois, pour chaque forme de celle-ci, aux
racines carrées de la conductibilité intérieure K du courant, de sa ca-
pacité calorifique C par unité de volume, de sa vitesse générale V,
enfin, de l'inverse du parcours moyen L des filets fluides sur le corps.

Le coefficient de cette multiple proportionnalité peut se calculer

pour un certain nombre de formes du corps et d'orientations de celui-ci

dans lc courant. Il est, par exemple, = = 1, 1284 pour un platcau

~

. . 2 \? . .
mince paralltle au courant, ( \/—.) = 1,2732 pour un cylindre civcu-

i

laire indéfini, ayant son axe perpendiculaire au courant, /2 = 1, {142
our la sphére, = =1, 4702 et 5 2= 1731 pour un disque et
pour la sp oy i vdzo2ct -y /= =1,1731 p isque ¢

une aiguille, de révolution, & axes dirigés dans le sens du courant, cte.
On voit qu’il grandit, & égalit¢ de parcours des filets fluides sur le
corps, avec la concerité de sa forme, sur le trajet de ces filets, soit
daus leur propre sens, soit méme dans lc sens perpendiculaire, et qu'il
nc doil s'écarter, par excés ou par défaut, de la valeur moyenne 1,3
environ, au plus ou guére plus que du huitiéme de cette valeur, dans
des cas cxtrémement variés.

4. Cette théorie, quoique supposant atteint un état permanent,
méme calorifique, du courant fluide, s’appliquerait évidemment,
comme il a ¢té dit ci-dessus, au refroidissement, par le courant, d’un
corps dont on ne renouvellerait pas la provision de chaleur, pourvu
(ue ce refroidissement fit assez lent, savoir, beaucoup plus que ne le

Journ. de Math. (6* scrie), tome L. — Fasc. 111, 1905, 37
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serait lui-méme, pour 'excés actuel 8, de température supposé main-
tenu, Pétablissement trés approché de I'état permancnt admis. Or,
dans ces limites, elle semble compoiter des vérifications assez simples.

Si, par exemple, on fait refroidir dans un méme courant athermane,
en les placant assez loin I'un de autre pour ne pas s'influencer mutuel-
lement quant & leurs tempcératures, un long cylindre, normal au cou-
rant, et une sphére, de méme nature et de méme rayon R, pris, tous
les deux, & une température actuelle commune, leurs pertes respec-
tives de chaleur par unités de temps et d’aire devront étre, actuelle-

ment, entre elles comme f'—_ est & y2, d’aprés ce qui précede. Or, leurs

ST R . R \
volumes par unité d'aire sont 7 pourle cylindre, et 5, pour la sphére,

c'est-d-dire entre eux, comme 3 est & 2. Les abaissements ¢lémentaires
respectifs de température qui en résulteront seront donc proportion-

4

) : - s 4 1 . .
nels aux deux quotients de - par 3 et de V2 par 2, ou & 7o et —=- Ainsi

V2

la vitesse initiale de refroidissement de la sphére doit égaler celle du

cylindre multipliée par = 1,6661, soit, environ, par %, résultat

3n
4\a
dont la constatation pourrait faire I'objet d’unc cxpérience intéres-
sante.

Quand le fluide n’est pas athermane, que c'est de I'air, par exemple,
lcs solides immergés y ¢mettent en outre, dans I'éther, conformément
aux lois soitde Dulong et Petit,soit plutot de Stéfan, des flux de chaleur
rayonnante, dont l'intervention sur le refroidissement de ces corps,
pour l'accélérer, n’est pas négligeable, sauf aux trés basses tempéra-
tures absolues. D'ou, alors, la nécessité d’'une correction plus ou moins
sensible, aux résultats précédents ().

(*) On peut voir, & la page 18g du Tome II cité de mon Cours sur la Theéorie
‘analytique de la chaleur, etc., que, dés a présent, cette théorie du pouvoir refroi-
dissant des courants fluides a été 'objet de vérifications expérimentales précises
(contemporaines, mais indépendantes, de mes recherches) touchant la propor-
tionnalité du pouvoir refroidissant aux excés de température du corps et a laracine
carrée de la vitesse du courant, '

Jai appris, depuis, qu'il y en avait eu,sur les mémes points, de bien antérieures
(Ser, Traité de Physique industrielle,t. 1, 1888, p. 142 a 162). Quoique le cou-
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§ II. — Echauffement permanent d’un courant fluide, par un cylindre
indéfini dont I’axe lui est normal et qui s’y trouve immergé.

5. Lorsqu’un solide, maintenu immobile et & des températures 9,
invariables sur toute sa surface, se trouve immergé dans un courant

rant, au lieu d’étre latéralement indéfini, y fit toujours d’assez faible épaisseur
et, le plus souvent, contenu dans un tube de quelques centimétres seulement de
diamétre qui constituait le corps chaud, néanmoins ces deux lois de proportion~
nalité, du pouvoir refroidissant du courant & l'excés 9, de température du corps
et a la racine carrée de la vitesse V, sc vérifiaient toutes les fois que la distance
moyenne du {luide a la paroi était comparable & la longueur du tube; en sorte
qu'on put admettre, tout au moins pour le filet central ou azial, la conserva~
tion approchée de sa température primitive ou d’amont, hypothése essentielle
de notre analyse.

En effet, un pareil tube, du moins quand il a son rayon beaucoup plus grand
que [’épaisseur de la couche {luide intérieure chauffée notablement par son con-
tact, est assimilable & notre plateau tangent au courant, et que celui-ci refroidi-

. KCV
rait sur une de ses faces, en lui conférant la conductibilité fictive —

\/1:

Car rien n'est changé au calcul des températures du fluide si I'on courbe le
plateau en cylindre, pourvu que les génératrices soient dans la direction du cou-
rant et que les rayons de courbure ne deviennent pas comparables, en petitesse, a
I'épaisseur de la couche fluide chauffée. Il faut, toutefois, faire abstraction des
inégalités de vitesse des filets fluides & l'intérieur, dues aux frottements et alors
plus grandes que dans un courant indéfini.

Dans d’autres tubes, de calibres encore moindres, également expérimentés par
Ser, la chaleur emportée était proportionnelle a une fonction de V plus rapi-

dement croissante que \/V, et susceptible méme d'atteindre la premiére puis-
sance V quand tous les filets fluides, jusqu'a I'axe, finissaient par acquérir, avant
leur sortie, la température 6, du tube. Alors, en effet, tout le fluide emportait sa
charge maxima de chaleur, proportionnelle a 8, et le pouvoir refroidissant de-
venait proportionnel au débit, c'est-a-dire a V.

Enfin, dans quelques observations de Ser, le courant, toujours peu épais mais
relativement trés large, circulait autour d'un gros et court tuyau (qui était le
corps chaud), soit lisse, soit fortement nervé, ou entaillé de profondes cannelures
longitudinales, par le fait desquelles sa surface se trouvait multipliée respective-
ment (a hauteur constante du cylindre) par 4 et par 6,6. Or ces accroissements
relatifs de la surface ne multipliaient guére le pouvoir refroidissant que par leurs
racines carréet environ. C'est bien, & peu prés, ce qu’indiquent nos formules,
supposé que le trajet L des filets fluides sur les cylindres a nervures ait grandi,
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fluide permanent & zéro, de densité constante, latéralement ind¢fini
et dont, loin du corps, la vitesse générale V a des cosinus directeurs
donnés [, m, n, les filets fluides qui contournent cc corps prennent, i
son contact, les températures 0, et les communiquent partiellement &
leurs voisins, de proche en proche. Les températures 0 du fluide,
permanentes en chaque point (, y, 3) de I'espace, sont régies, cn effet,
parl’équation
Co'=KA,0,

ou K est la conductibilité intérieure du fluide, C la chaleur spécifique
de son unité de volume, enfin, §’ la dérivée de 0 par rapport au temps,
prise en suivant sur son filet la particule qui passe actucllement au
point (&, y, 5), c’est-a-dirc en multipliant, par les vitesses u, ¢, w du
fluide suivant les , y, 3, les trois dérivées de 0 en z, y, 5 ct faisant la
somme.

D’ailleurs, ces vitesses u, ¢, s, censées éLre asscz grandes pour nc pas
se trouver sensiblement influencées par I'échauffement 0, sont les trois
dérivées en z, y, 5 d’un potentiel Vf3, puisque les rotations moyennes
de chaque particule, nulles assez loin en amont du corps ot #, v, w
ont les valeurs constantes VI, Vin,V n, restent nulles pour clle, et dés
lors, partout,  raison du théoréme classique de Lagrange-Cauchy.
Vu, en outre, la conservation des volumes fluides, les deux ¢quations
cn 3 et 0, respectivement, scront

d3 di  dBdi  didy K

(I) Agﬁz:O, %&+@E+EE~GAQO°

On y joindra les conditions évidentes, relatives aux limites, et dont la
premiére exprime que les vitesses d’écoulement sur le corps lui sont
langentes :
(L d3 d3 3
iz -+ {Lzy =+ Vi = a,
6=0,(z,y,3),

=(lym,n), D=o,

(2),  (alasurface du corps)

dg

d(z, y,3)

(3) (pour yu* + y* + 3% infini)

" en moyenne, dans le méme rapport que la surface totale; car la conductibilité

fictive & ne parait pas s'écarter beaucoup de 1,3 l\_ﬁ\_f
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ou A, u, v désignent les trois cosinus directeurs de la normale au corps,
mence dans le fluide.

6. Dour nous débarrasser d’abord de la troisi¢me variable, 3, choi-
sissons comme solide un cylindre de longueur indéfinic, & tempéra-
ture 0, uniformelclong de chaque génératrice, ct dont I'axe, pris pour
celui des 3, soit normal au courant; en sorte que I'on ait v, » nuls ct,
par raison de symétrie, §, 0 indépendants de 5. Le potentiel V3 des
vitesses ¢tant suppos¢ obtenu dans toute la partic du plan des zy ex-
térieure au cylindre, les lignes d’égal potentiel, § = const., seront, loin
du cylindre, des droites normales au courant général ct équidistantes
de dg. En effet, si ds désigne la petite perpendiculaire menée, en
(x, y), & la ligne 8, jusqu’a la rencontre de la suivante 3 + d3, le pa-

\ s . . v oo dV
ramétre différenticl V4, 3 du potentiel, valeur de la dérivée d—s?’ ou

rdf3 . . . . .
V —» prise le long du chemin ds, exprimera, comme on sait, la vitesse

méme du courant en (z, y), vitesse qui est V loin du corps: on y aura
donc bien ds = d3. Et il en sera ainsi, méme pour les lignes d'égal
potenticl qui, prenant les plus fortes courbures prés du cylindre, s'y
interrompent ou y aboutissent; ce qu’'elles font en ¢tant perpendicu-
laires aux filets fluides ct, par suite, au contour méme du cylindre, ot
glissc 'un d’cux.

Ces lignes 3 = const. interceptées par la section du cylindre ont,
¢videmment, leur paramétre 3 compris entre un minimum 3, ct un
maximum 3, définissant respectivement la premiére ct la derniére
d’entre clles, savoir, les deux chez lesquelles les points d'interruption
sc rejoignent, 4 'avant du corps, pour 1'une, 4 'arriére, pour 'autre, ct
deviennent, sur leurs courbes respectives, un point ou de rebrousse-
menl, ou, plutdt, double (vu la continuation possible de ces courbesa
I'intérieur du cylindre par des branches étrangéres 4 la question phy-
sique). Les filets fluides constituant partout les trajectoires orthogo-
nales aux lignes d’égal potentiel, celuid’entre eux quiarrive, del’amont,
au premicer de ces points singuliers (situé sur la ligne B, ), est le seul qui
puisse atteindre la section du cylindre et, par une déviation géométri-
quement brusque, mais dynamiquement continue (grice i un ralen-
tissement momentané), contourner cette section : il s’y bifurque donc
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en deux branches qui, laissant entre elles le cylindre, se rejoignent au
second point singulier (ot § = f3,), le seul ou elles puissent quitter le
cylindre, pour continuer ensemble leur course & 'aval du corps. Je dis
que sa vitesse s'atténue infiniment aux deux points singuliers; car les
deux lignes 3, f,, pour atteindre sous un angle sensible la section
droite du cylindre, s’y éloignent incomparablement plus qu'ailleurs de
leurs voisines extérieures, encore continues; et, par conséquent, leurs
écarts ds d’avec celles-ci sy exagérent sans mesure, en rendant d’au-

tant moindre le paramétre différentiel d_;i}’_p’ expression, partout, de la

vitesse d'écoulement.
Nous appellerons ce filet fluide le filet axial ou central. Les autres,
bien continus, se disposeront de part et d’autre de celui-la. Leur équa-

tion scra « = const., si « est la fonction de z et de y définie par la for-
mule

(4) cz.._f<d:3 da — dy) -+ const.,

dont 'intégrabilité a justement pour condition, comme on voit, 1'¢-

quation satisfaite A, 3 = o, el qui vérifie aussi, identiquement, la rela-
tion

(4 bis) dxdy  dxdg

d’orthogonalité de la famille & = const. aux lignes d’égal potentiel V.

Nous déterminerons, dans (4), la constante arbitraire, de maniére &
annuler « sur le filet central. Les valeurs de « positives définiront les
filets situés du coté du filet central ou « grandit, & partir de ce filet, li
ol il est dirigé suivant les y positifs et ou, par suite, la dérivée de 3
en x est nulle, mais la dérivée de 8 en y positive; ce qui, d'aprés (4),
donne bien da de méme signe que dx. Au contraire, « recevra ses va-
leurs négatives, pour les filets situés de 'autre coté du filet central ou
contigus & sa seconde branche.

7. Cela pos¢, adoptons a, B comme coordonnées curvilignes, a la’
place des rectilignes x, y. D’aprés (4), A, « s’annulera comme 4, B, et



CALCUL DU POUVOIR REFROIDISSANT DES COURANTS FLUIDES. 295

les paramétres diff¢rentiels du premier ordre A, «, A, auront une va-
leur commune 4. Or il résulte de 1a que le premier membre de 1'équa-
tion (1) en 0, et le facteur variable A, 9 du second membre, deviendront
les deux produits respectifs de A2 par la dérivée premiére de 6 en f et
par la somme des deux dérivées secondes directes de 0 en o et en .
L’équation indéfinie en 0 sera donc

. di K /d*6 d*®

%t comme, d’autre part, si £(f) et f,(B) sont les deux expressions,
en B, des températures 0, données respectivement le long des deux
branches du filet central, la condition 0 = 0, rclative &4 la surface du
cylindre devient

(6) (poura = oet f comprisentre B,et3,) 0 = soit £(B), soit £,(B),

le probléme de calcul intégral auquel on se trouve ramené est le
méme pour toules les formes du cylindre, ou identique & ce qu’il
serait dans U'hypothése simple « = x, § =y, c'est-a-dire quand il
s'agit d’un plateau mince présentant sa tranche aw courant et ne le
troublant pas.

8. Dans la plupart des fluides, I'extréme petitesse de la conducti-
bilit¢ K maintient 'annulation de 6, i trés peu prés, le long des filets
un peu distants du corps ou dont le paramétre a n’est pas voisin de
zéro. Seul, le filet « = o se chauffe par contact : ce qu'il fait dans
I'intervalle de 8 = B, 4 B = B, ; et il ne communique que lentement sa
chaleur & ses voisins. Donc les valeurs notables de 6 n’existent, pour
ces fluides, que dans un champ étroit, de part et d’autre de « = o, et
pour B croissant depuis B,, environ, jusqu’a Pinfini. Elles sont méme,
au voisinage de 8 = 8,, c’est-a-dire & ’avant du corps, 11 ou varie vite
la température du filet central, incomparablement plus localisées, prés
de x = 0, quesur les cotés du corps, ou surtout & son arriére et en aval,
ot augmente peu 4 peu d'épaisseur la mince couche des filets chauffés.

Dés lors, dans ce champ étroitauquel on peut se borner, § varie trés
vite avec o, mais graduellement avec $. Donc le troisitme ou dernier
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terme de (5) s'efface devant le second, laissant & cette équation la
forme binome

. dy K d*o
(5 bis) 43 = CV do
de celle de FFouricr pour 'échauffement d’un mur. D'ailleurs, si I'on
appelle £(3) les valeurs de 0 pour @ = o, ces valeurs, nulles
de 3 = — o & § peu inférieur & B,, ne seront inconnues (ue dans une
¢tendue trés restreinte, & Papproche de la limite 3, au-dessus de
laquelle elles deviennent 0, c’est-i-dire la fonction f£(8) ou f, (5)
de (6), suivant qu'il s’agit de considérer les filets corrceponddnt a

« positif ou & « négatif. Enfin, pour 8 >83,, f(B), dont on n'aura
guére a s’occuper dans ces régions, gardera assez longtemps la valeur
f(3,), la petitesse de K rendant lent le refroidissement du filet cen-
tral, une fois ce filet detaché du corps.

L’cxpression des valeurs sensibles de 0 sera donc, aux notations pros,
celle que j'ai donnée pour le cas d'un plateau mince ('), expression r¢é-
sultant d’une intégrale, bien connue, de 'équation (5 bis). It l'on aura,
eny joignant I'expression corrélative de la dérivée de 0 en a, prise pour
2 = o ct, par exemple, du c6té des a positifs :

s 02\/3/0“/'(3 - 9]\1 '};;) C_%:(lv,
? GJ):‘?\/E;\/ f(3— w*)do.

§ I11. — Pouvoir refroidissant du courant sur le cylindre; applications
a un plateau mince, au cylindre circulaire, aux cylindres elliptiques,
& une armille,

(7)

9. Le flux de chaleur, I'ds, qu'é¢met, dans P'unit¢ de temps ct par
unité de longueur du cylindre, la surface de celui-ci projetée suivant

' ) . do\ ’
un ¢lément ds du contour, aura 'expression — K (?J—z )O(A.a)ds, égale

() Théorie analytiquede la chaleur, mise en harmonie avec la Thermody-
namique et avec la Théorie mécanique de la lumicre, t. 11, p. 191 et 192.
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a—K (Z—'—g)o (4,8)dsou, enfin,a — K (30) df3; et 1a somme des flux
ainsi emportés par toute la branche des filets bifurqués venue du coté

des a positifs en sera l'intégrale, prise de f =@,4 8 = f,. Sa formule

est donc L
2/ [ [ 1 (8- 0rrdp

® )
R [T LAB— o) (B — o).

Or f(B, — w?) n’est sensible que pour les valeurs extrémement pe-
tites de w; et (B, — w?) ne 'est que pour les valeurs de 8, — w? su-
périeures ou & peine inférieures 4 §,. On peut donc supprimer sous le
signe f le terme — f(B, — w?) et réduire 4 /B, — B, la limite supé-
rieurc d'intégration. Le second membre de (8), accru de I'expression
analogue correspondant & la seconde branche des filets « = o, donne
donc pour le pouvoir refroidissant du courant, chaleur totale que ce
courant enléve au cylindre par unités de temps et de longueur, la
formule

i Pouvoir refroidissant

KCv VP
W | =2/ G-e) Aot do
KCY
= 40, \/ (ﬁ' - 30)’
ol le dernier membre est obtenu dans '’hypothése d'un excés

8, =f(6)

de température constant sur tout le cylindre.

10. Ainsi, le pouvoir refroidissant est proportionnel aux racines
carrées de la conductibilité intérieure K du courant, de sa capacité
calorifique C, de sa vitesse V, et aux excés 8, de température du cy-
lindre, ainsi qu'a la racine carrée de U'espacement 8, — B, loin du

Journ. de Math. (6° série), tome I. — Fasc. III, 1905. 38
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cylindre, des deux surfaces d’égal potentiel V8 entre lesquelles le
cylindre se trouve compris.

Pour toutesles formes de la section droite semblables et semblable-
ment disposées par rapport au courant, les surfaces d'égal potentiel
sont, évidlemment, semblables aussi, chacune 4 chacune; et Vespace-
ment 3, — 3, y est, par suite, proportionnel au contour de la section,

« parcours total, sur cette section méme, des deux branches en lesquelles
s'est divisé le filet central. Nous appellerons 2 L ce contour, ou L le
parcours moyen des filels sur le corps. Le pouvoir refroidissant
sera donc, pour tous les cylindres de méme forme, proportionnel au

produit 0, yKCVL."

1l est naturel de caractériser le pouvoir refroidissant en le rappor-
lant, tout & la fois, & I'unité de surface du corps et a 'unité de'exeés 0,
de température de cette surface sur le courant général ; car le quotient,
que j'appellerai k, ainsi obtenu sera, pour le corps, un cocflicient
fictif de conductibilité extérieure équivalant i I'influence réfrigérante
du courant, savoir, le coefficient qui donnerait licu, dans le vide, lors
d’un excés pareil , de température du corps sur I'espace ambiant, &
une sortie de chaleur égalant précisément celle que provoque le courant.
Comme la surface de l'unité de longueur du cylindre est 2L, le quo-
tient du dernier membre de (9) par 2L 0, conduira, pour cette ¢valua-
tion du pouvoir réfrigérant en conductibilité extérieure, a la formule

(10) /.-=ﬁ\/ncv1gze.

On voit que, pour tous les cylindres de méme forme, la conduc-
tibilité exterieure fictice, k, représentative du pouvoir refroidissani
d’un courant fluide, scra proportionnelle aux racines carrées de la
conductibilité intérieure du courant, de sa capacité calorifiguc par
unité de volume, de sa vitesse générale et de U'inverse du parcours
moyen de ses filets sur le corps.

Cette derniére influence se congoit en observant, comme je l'ai
fait au Tome II(p. 193) de mes lecons sur la Théorie analytique de
la Chaleur, qu’un faisceau de filets contigu au corps s’est déja chauffé
d’autant plus, aprés un certain parcours sur lui, et reste d’autant mains
apte a le refroidir, qu’il I'a suivi plus longtemps.
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11. Le cas le plus simple est celui d'un plateau mince, présentant
sa tranche au courant, ou qui ne dévie pas les filets fluides dans une
mesure sensible. L'espacement des surfaces d’égal potentiel y est donc
le méme prés du corps qu'au loin et la différence 3, — @, sy réduit au
trajet I. des filets fluides sur le plateau, c'ést-i-dire 4 la largeur de ce-
lui-ci. On a done :

(11) (pour un plateau mince) k= ;/2-: b—?— (").

12. Imaginons maintenant que la section droite soit le cercle, de
rayon R, ayant pour équation x*+ y?= R?, ol nous supposerons la
coordonnéc y prise suivant le sens du courant.

Partant d’unc fonction ¢ de x et de  dont le paramétre A, dans le
plan des zy soit nul, nous essayerons de poser

do d»
(12) = — - B=y+(z-y+const.,

expressions qui vérifient identiquement les conditions

dadp  dads _
Gdait G day =

A:!g:()) A._,1=0. Acﬁ;‘Aqg’

(') La multiple proportionnalité des flux émis et aussi, par suite, du pouvoir
refroidissant, 4 /KCV, ne subsiste généralement plus quand cesse d'étre petit le

coefficient CL\« deYéquation indéfinie (5), coefficient dont nvus appellerons ¢ I'in-

verse. Pour le reconnaitre sur un exemple particulier, supposons le plateau indé-
fini dans les deux sens, ou s'élendant de 3 = — o0 & B =+ oo, avec des tempéra-
tures 0, de la forme e™B, évanouissantes, comme on I'admet, aux grandes distances
en amonl, mais croissantes vers l'aval. L’équation (5), et les deux conditions
adjointes 0 =0, (pour a=0), 8 =0 (pourz infini), se trouvent alors satisfaites par

da
émanant vers les « positifs de I'unité d’aire du plateau, vaut K0,y/cm — m? ou

la solution simple, exponentielle, 0=e'n(5—v/°m~m’¢; et le flux, —K (@) ,
[]

0, \/KGVm (x — CI(T’ m). C’est seulement quand le produit EKV in est pelit vis-

a-vis de l'unité, que ce résultat peut étre réduit 4 6,/ KCVm et devient propor-
tionnel aux racines carrées des trois paramétres K, C, V du courant.
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dont les trois 'derniéres résultent de la premiére et de I'équation (4),
également vérifiée. Comme les cosinus directeurs I/, m, n de la vi-
tesse V seront o, 1, 0, les trois premiéres relations (3) se trouveront
satisfaites, si nous choisissons ¢ proportionnel au logarithme népérien

de la distance p = yz*+ y* au centre, logarithme qu’on sait avoir
son A, nul et ses dérivées partielles évanouissantes pour p infini. Aprés
quoi, nous déterminerons le coefficient de proportionnalité,de maniére
& vérifier la premiére condition (2) exprimant la perpendicularité des
lignes § = const. au cercle de rayon R. Il viendra ainsi

(13) a:x(x—-l:—:), B:y(n-{-?—:)-i-const.

On voit, en remplacant p? par z*+ y?, que les filets et les lignes
d’égal potentiel sont des courbes du troisitme degré, symétriques,
les premiéres, par rapport & I’axe des x, les secondes, par rapport a
'axe des y (*); et que, hors de la section p = R, les filets correspon-
dant aux petites valeurs absolues de a sont bien, partout, soit a de
trés petites distances == x de I'axe des y, en s’en tenant constamment
du coté ot - a le signe de «, soit & de trés petites distances de la section

(') Les deux courbes singuliéres 8,, 8, étant celles qui passent par les deux
points £ = o, y = = R, leurs équations sont

y(z*+y*+ R) =X aR(a?+y?),

ou bien, en posant x =R%, y == R(1+ 1), substituant et réduisant,

NPT 147,
Y (1—7%)=1!(1+1), c'est-a-dire enfin ; == \/—-—
1; 1—7
L'on voit que, aux environs du point singulier (§ = o, v, =o0), chacune d’elles

ressemble au systéme des deux droites rectangulaires exprimées par I'équation
£

':-I =1, ou se croisant symétriquement parrapport al'axe des y. Les deux points
singuliers sont donc doubles et non de rebroussement. Celte inclinaison a 45°
sur I'axe des y établit la transition la plus naturelle possible entre la perpendi-
cularité, sur les y, des courbes £, bien continues, entiérement extérieures au cy-

~lindre, et le quasi-parallélisme final aux y, des courbes B voisines coupées par le
cylindre, sur lequel elles arrivent normalement.
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¢ =R, sans la couper non plus. Et le filet central a = o contourne
bien le corps.

On voit aussi que, sur le cylindre, oi p = R, la valeur de {8 devient
2y + const.; et que son accroissement total 3, — B, entre y = — R

et y =R, est 4R, c’est-a-dire le produit, par f'—:, du trajet L = =R des

filets sur le corps. La formule générale (10) devient

) (pour un cylindre circulaire) k= f'; \/ ‘LLV

Le cocfficient numérique, -f%: del'expression de k est donc, pour un con-

tour circulaire, le carré de ce qu’il est, d’aprés (11), pour un contour
rectiligne (c'est-4-dire infiniment aplati); et il égale I'inverse du rap-

3 . , y e s , e .
port, 7» de la circonférence, au périmétre du carré circonscrit. Ce

coefficient, caractéristique du pouvoir refroidissant pour les diverses
formes de lasection droite, grandit ainsi, comme on pouvait s’y

attendre, avec la convexité de la section sur le parcours L des filets
fluides.

15. On peut regarder les deux formes précédentes, rectiligne et

circulaire, comme Jes deux cas extrémes d'une section elliptique, dont
2

) , .2 .
on donnerait les axes 2a, 2b et 'équation —+ ‘%, = 1. Dans ce cas, il
y aura lieu de considérer les ellipses homofocales de celle-la et qui lui
sont extéricures. Leur équation sera

2 2 -

(13) Ty e =
ou A désigne un paramétre, fonction déterminée de x et de y définie
par cette équation méme, constant sur chacune de ces ellipses, mais
croissant de zéro & I'infini quand on les construit de plus en plus grandes
autour de la proposée.

Alors les équations (1), (2) et (3) en  s'intégrent de la méme ma-
niére, ou avec les mémes calculs, que pour I’ellipsoide dont les homo-
focaux auraient en plus, au premier membre de leur équation, le
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st . o )
terme ——- Quel que soit le nombre n (1, 2 ou 3) des coordonnées

T, ¥, ..., il existe n solutions analogues, convenant aux cas respectifs
de courants dirigés suivant les divers axes, solutions de la forme z7,
ou y{, ..., dans lesquelles ¢, ¢, ... sont des fonctions convenable-
ment déterminées de A. Par exemple, dans celle qui a la forme B =7,
si I'on veut que les dérivées (7(7%——-3 deviennent respectivement 1,
0, 0, ... pour A infini, la fonction y doit, d'abord, pour donner

Aa@ =0,

satisfaire a 'équation différentielle

(16) L4 -

Y2 a+l+2 \@ + % b’+/+"')=0’
et, finalement, pour vérifier les conditions (2) et (3) en &, recevoir
I’'expression

gy L d ,
(17) =1+ AX (@ @)

ol A désigne la constante

g __2 _ ® d) .
@ A=gz- [ e O

14. Dans le cas présent des deux coordonnées x et y, il faudra faire
abstraction de c et de z, ou, ce qui revient au méme, prendre c infini
pour passcr de I'ellipsoide au cylindre elliptique. Alors ¢ disparait des
formules (17) et (18), comme facteur commun figurant, en dénomi-
nateur, dans A et dans I'intégrale définie que contient I’expression

(') On peut voir, a ce sujet, par exemple, les pages 217 a 219 du Tome Il de mes
lecons sur la Théorie analytique de la chaleur, etc. Seulement, comme ici y, de-
vient 1 (et non zéro) & l'infini, c’est y — 1 qui se trouve appelé ¢ dans les pages
citées; ce qui y modifie légérement la condition (2) en 8, dontun terme se trouve,
finalement, changé de membre.
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(17) dey. Or cette intégrale définie, ainsi réduite, devient identique-

+ A

vy . [} . . 2 . [
médiate ; et I'expression de A devient elle-méme ;——x @< L'on a dés

b b+ A b+
x_l+a—b<l—\/a‘+l) a—b( b\/a’-i-)\)’
T a-—0b a’-}-k

Puisque la solution générale 3 cherchée ici doit avoir, pour x ou y
infinis, ses deux dérivées en x et y respectivement égales aux deux
cosinus directeurs [, m du courant, il ne reste plus qu'd multiplier
par { cette solution particuliére (19), par m la solution analogue y,
et d faire la somme. Il viendra donc, & une constante arbitraire prés,

lr b4 my al -\
Sla-0em) 2 (0 - eV/55)

Sur le cylindre, ot A s'annule, cette expression admet successive-
ment, vu la relation 22 + m? =1, les formes

| 8= (a+b)(1”_:+m.2b_’>
(21) =*—'(a+b)\/(l’:+m2)f;—f-y—:)-(l%—mg)’
(a+b)\/1—l* _..__,’;._b)’

La derniére montre que le minimum {3, et le maximum §, se réalisent
en deux points opposés, pour z = =la, y = mb, et qu'ils valent
=+ (a + b). Ainsi, Vespacement B, — B,, loin du cylindre, des deux
lignes d’égal potentiel entre lesquelles est compris le contour du
cylindre, égale la somme des azes 2a, 2b, de la section elliptique;;
et les points singuliers respectifs (= la, 5= mb) de ces lignes se
trouvent aux deux extrémités d’un méme diamétre.

Comme, d'ailleurs, le parcours L, sur le cylindre, de chaque branche

2 b+ 12 P Y,
ment ——— (l - \/ é—,—"-—'—); comme le montre une différentiation im-

lors

(19)
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du filet central qui le contourne, est justement le demi-périmétre ellip-
tique reliant, du coté correspondant, les deux extrémités de ce dia-
meétre, si 'on appelle S le périmétre entier de P'ellipse, S’ celui du rec-
tangle circonscrit a cétés dirigés suivant les axes (de sorte qu'on ait
L =4S, 8,—8,=1Y), laformule générale (10) donnera

(22) (pour le cylindre elliptique) &= ( \/SI> \/K(‘\

Donc, quand le cylindre a pour section droite une ellipse, la con-
ductibilité extérieure k, représentative du poucoir refroidissant,
est indépendante de la direction du courant dans le plan des deux

—

axes de cette ellipse; et son coefficient numérique, \/ - g variable,

avec la forme de Uellipse, comme la racine carrée du rapport du
contour rectangulaire circonscrit a Uellipse suivant les axes, au
contour de l'ellipse, est la moyenne proportionnelle entre ce rap-

C . 4 . .
port lui-méme et sa valeur maxima ou finale 1—: » relative au cylindre

circulaire. Il grandit & mesure que Vellipsc, d'abord infiniment
aplatie, se rapproche du cercle ('), conformément a ce qu'on a vu
apres la formule (14).

1l est remarquable que, pour un plateau mince, & profil clliptique
infiniment aplati, ce coefficient soit, comme pour toute autre forme
clliptique du profil, indépendant de I'angle fait par le courant général
avec le grand axe de I'cllipse.

(*) On le reconnait aisément sur la formule du contour S, approchée (sauf
pour les ellipses trés aplaties), que j'ai donnée dans mon Cours d’Analyse infi-
nitésimale pour la Mécanique et la Physique (.11, Partie élémentaire, p.112).

. ) a+b — .
Cette expression est S=rx (3 — — \/ab>. Divisée par le contour 4(a + b)
du rectangle circonscrit, elle donne

S 1:( \/za.eb\)
s=3(3—

S a+0 /)’

valeur visiblement croissante quand la moyenne géométrique y/2a.2 6 des axes a
un rapport de plus en plus faible a leur moyenne arithmétique e + b, c’est-a-dire
quand I'ellipse s'éloigne de la forme circulaire.



CALCUL DU POUVOIR REFROIDISSANT DES COURANTS FLUIDES. 305

18. L'expression (22) de & devra pouvoir servir au calcul de la cha-
lear cédée & I'air par une armille ou une barre & sections elliptiques,
se refroidissant dans un courant perpendiculaire au plan de son axe
longitudinal, circulaire ou non. En effet, si les axes, 2a, 20, des sec-
tions sont assez petits par rapport aux rayons de courbure de I'axe lon-
gitudinal, les trongons de I'armille ou de la barre ne différeront pas
sensiblement de notre cylindre elliptique de longueur indéfinie.

§ 1V, — Echauffement, par un corps de révolution, d’un courant fluide
P’enveloppant et dirigé suivant son axe.

16. On n’a encore que deux variables indépendantes, dans le pro-
bléme de Péchauflement permanent d’un courant fluide indéfini par un
corps fixe qui 8’y trouve immergé, lorsque le corps est de révolution
autour d'un axc paralléle au courant général, et qu'on maintient sa
surfacc & une méme température 0, le long de chaque (cercle) paral-
lele. Alors, par raison de symétrie, les surfaces § = const. d’égal po-
tentiel sont clles-mémes de révolution autour de l'axe, et les filets
fluides suivent leurs trajectoires orthogonales dans les plans méridiens.
Si Paxe de révolution est pris comme axe des y, les deux variables dont
dépendront 3 ct 0 scront, pour chaque point( .z, y, 5) du fluide, la per-
pendiculaire, 7, ¢gale & y/u? + 52, abaissée du point sur cet axe, ct la
distance, y, dec son pied a P'origine.

La rclation 4,3 = o, multipliée par r, deviendra, comme on sait,

[

d . d‘J . d? e 3 . ¥t 34 .
T (1 (7,—> + — & (l dy) = o3 de sorte que I'équation différentielle (dans

dj .
an plan méridien) d—‘rdr — oy = o, des filets fluides, orthogonaux

aux lignes B == const., admettra le facteur d'intégrabilité 7. Les filets
auront donc ’¢quation finie & = const., si 'on pose

(23) f( dr — dﬁdy)-l—consl.,

formule ou nous effectucrons I'intégration de maniére que « s’annule
sur le filet central.

Celui-ci coincide avec I'axe des y depuis y = — = jusqu'a la ren-
Journ. de Math. (6* série), tome I, — Fusc. ITI, 1go3. 39
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contre du corps & son premier pdle, ol le filet s'étale, encore par rai-
son de symétrie, en une nappe recouvrant toute la surface. Au second
pole, les filets élémentaires composant la nappe se rejoignent, pour
continuer ensemble et ind¢finiment leur trajet sur I'axe des y.

Dans chaque plan méridien, les autres filets fluides, bien continus,
auront leur paramétre « positif. Ln effct, I'équation (23) donne =«
croissant, a partir de zéro, quand on s'¢loigne du premier filet, consi-
déré au point ol 7 y est maximum. Car, cn ce point, ol la vitesse se
trouve dirigéc suivant les y positifs, la dérivée en » du potentiel V53
est nulle, mais, sa dérivée en y, positive : cc qui, d’aprés (23), y rend
% de méme signe que dr.

D'ailleurs, toutes les surfaces 3 = const. interrompues par le corps
ont leur paramétre compris entre un minimum 3, et un maximum 3,,
caractérisant les deux d’entre elles qui aboutissent respectivement au
premier pole et an second péle, o, va leur inclinaison finie sur le
corps, elles présentent un point conique, le seul par lequel le filet cen-
tral puisse, soit alteindre le corps en s’y divisant, soit le quitter aprés
rcconstitution de son unité.

17. Cela posé, adoptons « ct 3 comme variables, au lieu de r et y.
1>’aprés (23), on n’aura plus, comme dans le cas du cylindre,

Aa=14, 3,

ni A,2 = o, mais sculement A, = A, 8; et un calcul simple montre
que A, vaudra le double de la dérivée premicre de 3 en y. Par suite,
P’équation (1) en 0, ot 0 sera fonction de x, y, 5 par l'intermédiaire
de « et de B, deviendra aisément, aprés division par (A, 8)%

(o /" f_{_‘!—l(.. -;-2(_[_2_(!+__2_(._E@+ﬂ
(24) d3 — CV | d22 7 (NEdy dx ' de)

La présence de 7 ct des dérivées premiéres de 3 au sccond membre
empéche cette équation d’étre, comme quand il s’agissait d’un cylindre,
indépendante de la forme du corps. Mais, sile courant est peu conduc-
teur, ou que 0 soit sensible seulement pour une assez mince couche
fluide ruisselant sur le corps, c’est-d-dire pour les petites valeurs de «,
la dérivée seconde de 0 en 2 prédominera, dans la parenthese de (24),
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au point de rendre celle-ci réductible & sonpremier terme, en méme
temps que le coefficicnt 7*lui-m&me le sera 4 sa valeur sur le corps, fonc-
tion de 8 censée connue. Introduisons alors, au lieu de 3, la nouvelle
variable B’ = f'r?d 8, croissante de zéro & une certaire valeur B entre
les deux limites 8 = §,, B = 8, ; ct nous aurons encore, en 0, pareille-
ment a (5 bis), 'équation binome de Fourier

. d K aw
(25) 5 T O ax

[l en résultera donc l'intégrale et la formule, analogues 4 (7),

o e A ) e

(20) . | )
| [(),= -2/ ) F®- o

La fonction (") y exprime les températures 0 du filet central @ = o,
savoir, les valeurs 0,, données, entre 3'=o0, §'=20,, ct des valeurs
nulles hors de ces limites. 1l faut remarquer, en effet, que, » s'annu-
lant sur le filet central, soit pour 8 < 8,, soit pour B > f,, les valeurs
négatives de f et ses valeurs supérieures & 3, correspondent respecti-
vement & B = — x ct & B ==, c'est-d-dire aux points du filet central
infiniment ¢loignés du corps ct ol 0 = o.

La substitulion de 8’ 4 8 comme variable transforme donc I'expres-
sion du phénoméne en accourcissant, pour ainsi dire, dans un rapport
infini, les circonstances produites tant 4 'amont qu’a U'aval du corps et,
dés lors, peu intéressantes au point de vue du pouvoir refroidissant :
ce qui constitue, ici, plutdt un avantage, puisque 'évaluation du pou-
voir refroidissant est notre but principal.

§ V. — Pouvoir refroidissant du courant fluide sur le corps de révo-

lution : applications & la sphére, & I’ellipsoids, au plateau circulaire,
4 une aiguille,

18. Le flux de chaleur émis, dans 'unité de temps, par une zone
élémentaire 2% r ds de la surface sera, si dn est une petite normale i
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la zone, menc¢e dans le fluide, le produit de I'aire 27 ds par

-;KZ-%:—K(””’) da K(f—g)oA. e,

savoir
—27K (ﬂ)) (A, B)ds
da ), 1 ’
ou
. (df ,
~ 2..1\(;,—:)043 :

Intégrons de p'=o0a 3'=f', apris avoir remplacé la dérivée de 0
en a par son cxpression (26); ct nous aurons, comme chaleur totale
soustraite au corps par le courant dans 'unité de temps, en opérant de
méme qu'au n® Y, puis admettant, finalement, Puniformité de 9, :

WV
(27) S Pouvoir refroidissant = 4 y= K(JV‘/O J(B, — w)dw
= 40,y=KCV3,.

Le poucoir refroidissant est donc proportionnel aux racines car-
rées de la conductibilité K du courant, de sa chaleur spécifique C
par unité de volume, de savitesse Vel proportionnel aussi a l excés
0, de température du corps, en méme temps qu'a la racine carrée
de Uintégrale B, laquelle, pour tous les corps de méme forme,
orientés de méme dans le courant, est en raison directe de leur vo-
lume.

Evaluons ce pouvoir en conductibilité extéricure &, comme au
n° 10, cn le rapportant i 'unité des excés 0, de température du corps
et @ 'unité de son aire totale &, c'est-a-dirc en le divisant par 0,s.
Nous aurons

(28) k=4)/=KCV &,

expression enticrement analogue a (10), ou produit d’un facteur, con-

KCV .
stant pour chaque forme du corps, par \/ ——; car le quotient du

carré 5* de l'aire du corps, par la quantilé a trois dimensions 3, sera
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proportionnel, chez tous les corps semblables (et bien entendu sembla-
blement placés dans le courant), & une de leurs lignes homologues,
notamment & leur demi-méridien L, mesurant le trajet, sur le corps
méme, de tous les filets élémentaires en lesquels se divise ou s’¢panouit
le filet central.

19. Soit d'abord le cas de la sphére de rayon R, ot 'on a
r+y*=R%

La dérivée de 3 en y devant devenir 1 aux distances p = yr*+ y? du
centre infinies, attribuons a 8, comme dans le cas du cylindre cir-
culaire (n° 12), mais en remplacant actuellement = par r dans 'ex-
pression de p, la forme

d»
ﬁ:y—i—d——);—i-const.,

ol ¢ sera encore une fonction & paramétre différentiel 4, nul et & déri-
vées évanouissantes pour p infini. La plus simple de ces fonctions est,
comme on sait, le quotient d’unc constante par la distance g du point
(z,y, 5) a lorigine. Substituons donc ce quotient & ¢; et déterminons
la constante de manicre & vérifier, si c’est possible, la condition (2)
en 3, devenue ici, dans I plan méridien,

(pour p =R) rig—*—yd

O

L’on obtient ainsi, pour la constante, la valeur — {R?; et il en résulle
définitivement

R3
(29) B=y<l+;;-,)+const.
Aprés quoi, I'équation (23) donne pour « 'expression

(30) ¢=§0_E)

Fa

Les lignes d’égal potentiel et les filets fluides ont, on le voit, des
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formes notablement plus compliquées que dans le cas du cylindre cir-
culaire. Mais, dans I'espace occupé par le fluide, c’est-a-dire pour
au moins égal & R, le filet central reste trés simple, comme il le fallait,
puisque I'équation « = o se dédouble en 7? =0 et p>=R?® : ce qui
donne bien, d’une part, la partie de 'axe des y extérieure & la sphére et,
d’autre part, toute la surface o = R de celle-ci. De méme, I'expression
de 8 sur le corps reste trés simple aussi, 'hypothése p = R réduisant
laformule (29) a8 = 1y + counst. Il en résulte pourB’ ct B’ les formules
respectives, dans la derniére desquelles L désigne le parcours =R des
filets sur la sphére :

¥ f"'d(‘— «f;(ﬁ’ —y)dy =

AR
=1/ (R2=y)dy=2R'= 5L,
-k *

R 9
-:'V 2R+ Ry —y?),
(31)

Portons dans (28), avee cette cxprcesnon de 3, en fonction de L,

celle de la surface 5, qui est 4=R? ou = i L2 et il viendra

RCY

(32) (pour lasphére) & =2 T

l.e coefficient numérique de cette formule, y2 ou 1,4142, excéde
encore celui, é ou 1, 2732, qui est propre au cylindre circulaire, lequel

' . req . 2 . -

excédait déj le coefficient == 1,128] relatif au plateau. C'est que,
(%

conform¢ément & la remarque faite a la fin du n° 12,1l grandit, & éga-

lit¢ du parcours L, avec la convexité de la surface, et que la sphére
surpasse le cylindre en convexité, celui-ci étant dépourvu de courbure
dans le scns des géndratrices rectilignes.

Nous verrons toutcfois, au n° 27, que ces convexités du corps, sui-
vant le sens du filet et suivant le sens perpendiculaire, ne font grandir
le coefficient numérique de %, qu’en tant qu’elles accroissent le rapport
moyen de la vitesse d’écoulement, sur le corps, du filet de parcours L,
a la vitesse générale V du courant, ct, surtout, en tant qu’clles rendent
relativement plus variable, d'un bout  I'autre de ce trajet L, la largeur
de I'étroite bande de surface arrosée par le filet fluide.
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20. Passons maintenant de la sphére r* + y* = R? & l'ellipsoide

r’ y‘
aTRE=0

dont a, b sont respectivement le rayon équatorial etle demi-axe po-
laire. Les formules (16), (17), (18) s’y appliquent, & cela prés que,
les cosinus directeurs du courant étant ici (o, 1,0),  cessera d’btre le
produit 27 pour devenir y{, que, par suite, les constantes a, b, ¢, A
devront ¢tre remplacées respectivement par b, ¢, a, B, et qu'il fandra,
dailleurs, faire ¢ = a. Nous aurons donc

B=y 1+é/‘ s 3]-i—const.,
A (@) (0 +2)?
(33) { avec

2 = d
hzm—f W
o (@4 ) (D24 2)?

Or, cn réduisant la différentielle binome qui figure dans ces formules,
on trouve, comme le montre une différentiation immédiate,

1
(3%) /* a 2 t ""f‘/b’“\ du ]
' 1T ) Vo Te—mae |
) (a*+).)(b!+x)g' at-- 0| Ty h \ 1+ (a?—6*)u?

et, de plus, il vient aisément, suivant que l'ellipsoide est aplati
ou allongé, cest-i-dire suivant que a® est supérieur ou inféricur
a b2,

1

f*’m du it ! prra—
A g (@@= Vai— b arctang \/'5’—'_;_—)*1

s0it ———— log ‘/l’z‘*‘)"*'\/b’—“’.‘
Vor—a? VI A~y —at

-
(
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On aura donc, pour B, les valeurs respectives :

g (ellipsoide aplati)
Vai—i* )

2 I)
B= m < \/a = ﬂrc '.an"" 7

(ellipsoide allongé)
= il - e togy /1),
B=7 —a*(a* Nl ‘/b—\/b—ﬂrfﬁ

A la surface, oit A = o, les deux formules (53) donnent, par une
réduction évidente,

. 2 , Y 2 Yoo,
(37) B=pbs +comst,,  f =f,--dg = m[ﬁ,-_,-. dy.

Comme l'intégrale f=r?dy, prise de B =3, 4 B =8,, c’est-i-dire

(36)

4
catee les limites ¥ = 5= b, exprime le volume 3' =a*h de 'ellipsoide,

: 8 .
la valeur de B, sera 35> et, finalement, la formule (27) deviendra

(38) Pouvoir refroidissant = 8 \/ amKCV

Il ne restera plus qu’a y remplacer B par la valeur (36) convenable;
apres quoi I'on passerait, s'il y avait licu, i expression (28) de &, peu
simple ici en raison des formules compliquées de la surface ¢ et du
demi-méridien L.

21. Bornons-nous aux deux cas extrémes d’un ellipsoide ou trés
aplati, ou trés allongé, c’est-d-dire d'un disque ou plateau circulaire,
de rayon a, etd'une aiguille, de longueur 2.

Dans le premier cas, ot b s'évanouit, I'arc tangente de la premiére

formule (36) devient g et la valeur de B est
(39) (pour un disque) B = ;,2:3

En méme temps I'aire 5 se réduit aux deux faces du plateau, 2% a*
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en tout, et, le trajet L des filets sur le corps, aux rayons respectifs de
o 8x LS

ces faces, soit & la somme 2a. L’on a donc B = o 0= ;L’; et, en

divisant par 0,¢ la formule (38), il vient

8 [\CV

(40) (pour un disque) & = i VT

Le coefficient numérique 3 = 1,4702 de cette formule excede celui,

=3

2732, du cylindre circulaire, et cclui méme, V2 =1,4142, de

HERS

la sphére. Mais, aussi, la convexité de la surface, sur le trajet L des
filets, st énorme au passage d’une face du disque & 'autre face (ot se
renverse brusquement le sens des filets fluides), passage exigeant de
grandes vitesses d’¢coulement au bord du disque (*); et elle rend, en
outre, variable au plus haut degré, sur tout le trajet L, la largeur des
filets fluides. Ces circonstances font donc grandir le coefficient num¢-

rique de &k comme il a élé dit ala fin dun® 495 ct clest dans le rapport
&

= = 303, de 7 a —2—, puisque ce coefficient serait — pour un
V3= -

\/1-

Soit maintenant le cas opposé de Vaiguille, ol le rayon équatorial @
est tres petit. La seconde formule (36) y donne sensiblement, en

observant que le logarithme n'y devient grand que de 'ordre de locr-,

plateau tangent au cour.mt.

ou hien moins que le terme algcbrique,

: : 2
(41) (pour une aiguille) B = et

Or, ecn méme temps, la surface o, composée de zones 27 7 ds revenant
environ & 2%7 dy (saufsur unc longueur négligeable aux deux bouts)

ou produits par 1;- de leurs projections 4r dy sur les deux faces d'un

(') Leur valeur V%g y est, pour y =o, Vg_ﬁ’ c'est-a-dire Vg, d’aprés (37)
el (39).

Journ, de Math. (6* série), tome I. — Fase. I, 1go5. 40
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plan méridien, vaudra en tout le produit analogue, par -, de la somme

de ces projections, ¢’est-a-dire de 2 fois la coupe méridicnne wab de

Paiguille. Le trajet L des filets ¢tant 24 & trés peu pris, on aura done
J pcu pres,

A =} .
B=-|%, s=r'ah = -La, Ba*=='L;

ct la formule (38), divis¢e par 0,3, donnera

) (powmenigue #=(2y/Z) (/.

; o 8 Ja \ .
Le coefficient numérique = / 7> égal & 1,1731, excéde celuy,
=V 3= ?

2 =1,1284,

V=
(ui convenait pour un platcau ayant ses faces paralléles au courant g¢-
néral. Donc la convexilé de la surface dans le sens perpendiculaire aux
filetsfluides, tout en paraissant moins influcnte que suivantlesens méme
des filets, n’est pas sans cffet pour accroitre le pouvoir refroidissant.

.o . A0 /2 8 /a1

Elle fait, ici, grandir & dans le rapport, é\/g = 1,040, de = g—_-fl -
Clest ce que montraicent déja les deux exemples comparés de la sphére
et du cylindre, ot le rapport analogue était notablement plus fort,
savoir, cclui de y2 & 'é, c’est-a-dire 34/—2- =1,111,commc si la courbure
propre des filets fluides accroissait I'effet de la convexité de la surface
dans lc sens transversal.

22. Comparons enfin, aux pouvoirs refroidissants, que nous venons
d’évaluer, sur le disque ct I'aiguille, d’'un courant dirigé suivant leur
axe de révolution, ceux qu'exercerait le méme courant s'il était per-
pendiculaire & cet axe.

Alors, sur chacune des deux faces du disque, le courant glisserait,
suivant leurs cordes, que j'appellerai 2X, normales & un méme dia-
motre 2¢ de la face, trés sensiblement comme sur un plateau mince
de largeur L = 2X, c’est-a-dirc en donnant lieu & la conductibilité
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fictive k = = ‘/&- \/ 2h Y, ; ct, si Ton appelle Y la distance

au cenlre, sur le diamétre 2a, du milicu de la corde 2X, distance va-
riablede — ad + @, la bande dlémentaire 2 X dY de chaque faceémettra

kC\O (2XdY). Donc celui-ci,

doublé, puis intégré de Y = — a 4 Y = + a, ou quadruplé: ct intégre
de zéro & @, évaluera le pouvoir refroidissant :

un flux de chaleur exprimé par \/

(43) R M Xay.

Or, st 3 désigne, sur chaque face circulaire, I'angle d’un rayon avec
le diamétre 2@, nous aurons

Y = acosy, X =asing;
d’oll
dY = - asing dp;

ct, en appelant, pour abréger, I I'intégrale

(44) 1= (" (sing)} ds,

le nouveau pouvoir refroidissant (43) du courant sur le disque de-
viendra

21 KCVa? i

s

(45) 810,

D’autre part, remplagons, dans (38), B par la valeur (3g); et nous
aurons pour le pouvoir analogue, sur le disque normal au courant,

2KCVa?
80, \/——5—-

Lie rapport du nouveau pouvoir refroidissant (45) au premier consi-
déré (38) est donc

(46) (pour le disque) l\/g
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Passons au cas de ['aiguille. Ici, le courant normal & son axe traitera
sensiblement chacune de ses zones 27 ds ou (& trés peu prés) anrdy,
comme une bande d'un cylindre circulaire, en y donnant, par consé-

P , . hCV hCV
quent, une conductibilit¢ fictive k égale a [1\/ ——oud f-: —— i

en résulte le flux 0, &\/—— (2nrdy)=80 \/
Paiguille, en intégrant de y = — b 4 y =+ b, ou deux foisde y = o

KT ~b _ —_— .
ay=»>, IGOo\/K—:‘f vrdy. Or onar:a\/x-—'};;ct, si I'on
0

posc y =bcos¢ (d’oit rr=asing), cette expression devient, encore
par l'introduction de I'intégrale définie (44),

KCVal?
(47) 16100\/ Yalt, .

~

~dy,et,pourtoute

Comparée & la formule (38), dans laquelle B prendra la valcur (41),
et qui sera ainsi 8, \/TM"\ @l

» elle donne le rapport trés grand

(48) (pour Yaiguille) 2:!\/5"_('

On voit que, sur une aiguille assez fine, le courant a, comme on
pouvait le prévoir, un pouvoir refroidissant incomparablement plus
fort, quand il est perpendiculaire i son axe, que lorsqu'il lui est pa-
rallele.

Par conséquent, le fait, pour un cylindre elliptique, d’étre éga-
lement refroidi par un courant normal a son axe, dans quelque
asimut de sa section que souffle ce courant (n® 14), ne doit pas étre
généralisé et élendu @ un corps quelconque. Le pouvoirrefroidissant
est augmenté beaucoup par les changements d’orientation du cou-
rant qui réduisent notablement le trajet des filets fluides sur e

corps (*).

(') Un exemple, encore plus simple, de cctte réduction du pouvoir refroidis-
sant par 'allongement du trajet des filets fluiles sur le corps, se présente dans le
cas ¢lémentaire ou le courant n'est pas troub!é par la présence du corps. c'est-a-
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Il nous reste 4 évaluer l'intégrale I, définie par (44). Le procéde
usuel qui, dans I’expression f'sin™x dir, permet d’abaisser I’exposant n

de deux unités, donne d’abord
L1
T

: _ds
\/sm?

1=,

Substituons & ¢ un nouvel angle §, variable également entre zéro

et - mais tel, que 'on ait

1 Yy
s[n? — cosﬂ,‘p’ d’Ol‘l d? _— 20084} Sln'&dql _ _ﬂ:_os‘fd'f .

1l vient alors, vu, finalement, 'expression connue de l'intégrale ellip-
tique compléte F, de Legendre ct la Table namérique des logarithmes
décimaux de ses valeurs qu'il a calculée,

—Vap — 0,814
GGy 1=V f \/1._,2 =Y ( \/'> —~ 0,87402.
Le rapport ( 46), relatif au disque, devient alors

(50) \/;Q—;F, (;;—;)=0,852[.

Le courant enléve donc au disque, quand il lui est paraliéle, les 232t
la chaleur qu'il prend lorsqu’il lui est perpendiculaire.

' de

|0000

dire dans le cas d'un plateau long et mince, d’une largeur donnée /, tan zent au
courant, mais dont Uaze ou le bord lui sont obligues et font avec lui un angle,

N T . .
aigu ou obtus, ;b Alorsletrajet L des fi
0S¢
et la conductibih‘té superficielle k représentative du pouvoir refroidissant, savoir

KCY .
\/ —— devient — N \/ cosi:elleestproportionnelle é laracine carrée
V= i

du cosinus de U'angle i mesurant Uobliguité du courant sur azxe du plateau.

Le pouvoir refroidissant décroftra évidemment dans le méme rapport que \/cos /,
a mesure que grandira I'obliquité ¢.
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§ VI. — Extension des lois précédentes 4 tout corps convexe.

25. Les formules (26) et (27) s’étendent & un corps convexe quel-
conquc.

Pour définir les filets fluides voisins de sa surface, nous con-
sidérerons chacun d’cux au point o il coupe une surface 8 = const.
déterminée, dite surface origine, celle, par exemple, dont la courbe
terminale sur le corps aura la longucur 2% d'une circonférence de
rayon 1, ou méme, plus genwalcment, unc certaine longuecur 2=: et,
A, 3 prenant, en chaque point de cette courl)c, une valeur assignée

(4,8),, nous appellerons, d'une part, T la petite perpendiculaire

abaissée du filel sur le corps, c’cst-.x-dw sm' la courbe terminale 27/,
et, d’antre part, [y Parc de celle-ci séparant, d'unc origine prise arhi-
trairement sur elle, le pied de la perpendiculaire m 11 est clair
que o, ¥ particulariseront chaque filets ct, si 'on y joint le para-
métre 3 des surfaces d’égal potenticl, variablede — o @ o le long des
filets, on aura trois coordonnées %, 3, y propres i définir tous les points
(z,y, 3 ) del'espace qui entoure le corps.

Obscrvons encore que les surfaces 3 interrompuces par le corps se-
vont comprises entre deux extrémes 3,, 3, l'atteignant par un porni
conique, point d’aboutissement sur le corps, pour la premicre, et de
départ du corps, pour la seconde, du filet central, qui, cntre cux,
s'Cpanouit en une nappe recouvrant toute la surface.

2%. Cela post, concevons le faisceau de filets, contigu au solide,
dontlzl section par la surface origine est un petit rectangle, a cowcs [dy,

1(.\ ) - Un certain feuillet fluide élémentaire coincide, & Pépoque ¢,
1)

avec ce rectangle; ct son conlour mobile, que l'on sait devoir garder
toujours, vu la continuité des déformations, la forme parallélogramme,
déerit évidemment, d'un mouvement presque translatoire a chaque
instant, les quatre faces du faisceau. Donc celui-ci a pour scction
droite, sur unc surface 3 quelconque, un parallélogramme ayant comme
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hauteur la perpendiculaire, », abaissée du filet (2, v) sur le corps, et,
comme hase, I'¢cartement & des deux filets & paramétre a nul ct & para-
métre y différant, entre les deux, de dy. Or les deux sections nor-

males ne, (RI%)—) ({dv) du faisceaun sont réciproquement propor-
¢ 1o

tionnclles aux vitesses d'écoulement correspondantes
VA S et V(A B8),

& raison de la conservation du débit des filets, exprimée par 'équation
A,3 =o. De lit résulte, pour apprécier la distance variable # du filet
(a, y) & la surface du corps, la formule
(51) ned\B=ady, ou n= ({—Y—;) %, a=(£¢r.&,{$)n.

23. In chaque endroit, les couches du faisceau paralléles a la sur-
face du corps ont, chacune, une certaine température 0, rapidement
variable d'une couche & l'autre, ou suivant une méme normale n
prolongdée; et A, 0 est sensiblement la dérivée seconde de ) en 2, déri-
vée que 'on pourra, si 'on veut, prendre, sans faire varier non seule-
ment 3, mais méme ¥, c’est-a-dire lc long de l'intersection de la surface
8 par la face ¥ = const. du faisceau (pouvant étre devenue oblique au
corps), pourvu que n désigne loujours la distance rormale des
couches. En effet, 0 ne varie rapidement que de couche en couche, et
non d’un point a I'autre de chacune.

Dés lors, le numératcur 40 étant une différenticlle particlle en «
seul, dans cctte dérivée scconde de ), on pourra écrire eclle-ci

d [da\?
d2* \dn
et y remplacer la dérivée de « en 2 par sa valeur tirée de la troisiéme

formule (51), linéaire en n, car le cocfficient entre parenthéses y sera
sensiblement constant. On aura donc

v ‘ 2 d
(52) 1,0 = (4,58) (zr,) .

Telle sera la valeur approchée de A,0, & substituer dans la seconde
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équation (1) (p. 292). D’autre part, le premier membre de la méme
équation est le produit, par la vitesse 4, (au facteur V prés), de la
dérivée de 0 suivant le filet («, y) lui-méme, ou prise, sans faire varier
ni «, ni ¥, le long d'un chemin, ds, quotient de df par A, 8. Ainsi ce

premier membre s'écrit (4, [3)’ (3’ et il suffira, en intégrant depuis

B =B, de poser

(53) p=[(z)

(ce qui donne une fonction de § et de y & calculer au préalable d’aprés
la forme des filets), pour que I'équation obtenuc cn 0 devienne exacte-
ment la méme que pour un corps derévolution, savoir, (25)(p. 307).

Liffectivement, la formule (53) de § se réduit bien & fr*d 3 pour
un corps de révolution. Car, alors, dy désigne Pangle diédre des deux
mcridiens voisins, dont 1'espacement ¢, variable comme la distance 7
alaxe, cst exprimé par rdy.

26. On aura, par suite, les formules, analogues a (206),

g _\/—ff 3_(_:1::,,‘)0 2‘[",
| (40, = /B[ L

La fonction f(3,y) y désigne encore les températures O du filet
central, cest-a-dire les valeurs 0,, censées connues en 3’ et y, entre les
limites zéro ct 3, (correspondant & B, et B3,) odt le filet est épanour,
mais des valeurs nulles hors de ces limites, oit 3’ ne variera, vu I'éva-

(54)

nouisscnent continu qu'y présente le rapport (—{}{, que pour les valeurs

% de B, c’est-i-dire aux points, de température 0 nulle, infiniment
clonones du corps.

Enfin. le flux de chaleur par unité de temps, & travers un élément

plan ¢ ds de la bande du corps couverte par le faisccau considéré, scra

: g do ' 4] SAIS
le produit de cet ¢lément par — K ——ou — K (?{’1) 5 e la for-
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mule (51), produit égal & —K(g—g)o(%{)' dBdyouda — K (g)o dy dy.
Pour toute la bande, ce sera I'intégrale en {3’ de cette expression entre
les limites o, 3, dont la seconde sera une fonction déterminée de .
Et il faudra enfin intégrer le résultat, par rapporti y, de y=o a
v = 2%, pour avoir la chaleur totale enlevée au corps par le fluide
dans l'unité de temps. A raison de lavaleur (54 )dela dérivée de O enx,
il viendra donc, si I'on suppose finalement 0, uniforme :

Pouvoir refroidissant

\
| =2/ f (8=, vydo = 200 /< [T ds.

Clest, cn définitive, la formule (27) (p. 308), & cela prés que le fac-

teur (3, s’y trouve remplacé par la moyenne de ses valeurs rela-
tives aur divers filets fluides ruisselant sur le corps.

Jappellerai o /B, la moycnne en question, dont le produit par

40,V=KCV

exprime ainsi le pouvoir refroidissant. Sa formule est, d'aprés (53),
en faisant passer le facteur dy sous le signe f de la premiére intégra-
tion,

(30) B == ”\/ e

Pour tous les corps de méme forme et orientés de la méme maniére
dans le courant, cette moyenne est en raison directe de la racine carrée
du volume. 11 suffit, pour le voir, de choisir sur tous ces corps, comme
surfaces § origines, des surfaces homologues, dont les courbes respec-
tives d’interruption par les COI‘pS se trouveront divisibles en éléments
ldy ayant leurs facteurs dylindépendants du rapport de similitude;
car, alors, la variable 3’ définie par (53) aura trois dimensions, comme
le produit ¢* d 3.

Donc, les lois de proportionnalité énoncées aprés les formules (27)

Journ. de Math. (6 série), tome 1. — Fasc. 111, 1905. Hr
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et (28) (p. 308), pour les corps de révolution, s'appliquent & un corps
«uelconque ().

27. SiTon multiplic par 40, y=KCV la formule (56), il vient, pour
le pouvoir refroidissant du courant, I'expression

/SO [eas

Les éléments de cette expression, savoir

20, M:\/; 2l 3,
I“

“

.

(*) J'ai donné une premiére ¢bauche de cette théorie, par 'emploi d'une équa-
tion binome comme (25) et de son intégrale analogue a (54). aux pages 193 et
194 du tome II de mes lecons sur la Théorie analytique de la chaleur, ete. Seu-
lement, 'y supposais paralléles @ la surface du corps les filets fluides voisins.
Or, quelque mince que soit la couche totale, a considérer, de ces filets, leur dis-
tance 2 au corps varie géunéralement, comme on voit, dans un rapport notable.
sur les ¢tendues relativement grandes ou s’exerce leur action; et, parsuite, les
deux variables ¢, n introduites, dans la note de la page 19} citée. pour tenir lieu
de celles que j'appelle ici &’ et 2, ne conviennent nullement. La formule (31)
montre, en effet, que la constance de n le long d’un méme filet y supposerait la
proportionnalité incerse de & a A3, cest-a-dire de I'écart mutuel de deux
filets contigus, glissant sur la surface, a leur vitesse d’écoulement V3, 3. Mais
c’est plutot le contraire qui se réalise, la vitesse V4,8 se trouvant nulle au point
d’épanouissemenl du filet fluide central, ol ¢ sannule encore, et prenant sa va-
leur maxima sur le contour de la plus forte section du corps normale au courant
géneral, la ot I'espacemenl ¢ des flets est lui-méme le plus grand.

La variable 3’ qui convient & la question n’est donc pas, comme j’¢tais conduit

“a Padmettre, I'arc parcouru s éealué en temps relatif de parcours, ainsi qu'il
arriverait si ¢ élait en raison inverse de 3, 3. En effet, I'on aurait alors, dans (33 ),
le long d’'un méme filet, d3' proportionnel au quotient de d3 par (3,3)? ou de

77':, ou, enfin, d3' proportionnel & 4t et, par suite, 3’ croissant

comme ¢, qui est le temps, écalué dans I’ hypothése V =1, c’est-a dire en prenant
pour unité le temps employé par le courant général a parcourir Punité de lon-
gueur.

dspar A/ 3=
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représentent la chaleur enlevée au corps, dans1'unité de temps, par les
divers filets fluides qui le recouvrent, chacun d’eux effectuant sur lui
un certain trajet total L et baignant, vu leur largeur variable mais
donnée ¢, I'é¢troite bande feds ou fe dL dc la surface. Appelons, pour:
fixerlesidées, E la valeur moyenne de ¢, c’est a-dirc la largeur moyenne
de la bande, dont I'aire sera dés lors EL; et divisons par 0, EL la quan-
tit¢ de chaleur indiquée, afin d’avoir la conductibilité extérieure fic-
tive, k, représentative du pouvoir refroidissant du filet, ou évaluée
powr la surface EL gw’arrose celui-ci. D’ailleurs, observons que d3
équivaat & (A,B)ds, od & (A,B)dL, et que VA, B désigne la vitesse
d’¢coulement le long de dL. Si nous appelons v cetle vitesse variable,

v . . .
nous aurons donc d8 = 5 dL; et il viendra la formule asscz simple
\ b ]

(36 bis) A_\/f ,’vd‘J\/EtT.

Le rapport \3, nul aux deux extrémités du trajet L o se font 'épa-

nouissement ct la reconstitution du filet central, excede assez notable-

ment P'unité vers le milieu du trajet, en raison du rétrécissement
(ju'apporte le corps aux sections d'écoulement des filets qui I’entourent,
¢t de I'accélération du mouvement qui en résulte. La valeur moyenne

de :— ne doit donc pas différer beaucoup de- I'unité ('). Et, comme,

fo
gl T Po
L
SI

a ¢1e, pour une section elliptique (p. 304), g b par conséquent, supérieure a
Funité, L'on concoit d'ailleurs qu’elle y soit particuliérement forte, le passage du
fluide voisin se trouvant plus rétréci ou géné par un cylindre indélini en longueur
que par un corps limité, ou I’écoulement des filets qui contournent le cylindre ne
pouvant se faire que par deux cotés, suivant les deux sens perpendiculaires a l'axe,
au lieu de se produire librethent dans tous les azimuts,

') De fait, dans le cas du cylindre, od ¢ = E, cette valeur moyenne

3! — pn
1

Au contraire, dans le cas de la sphére (p. 310), cette valeur moyenne

R

Lo 3R 3 . . .

devient Ef idy = T’ Ou ;> etsetrouve étre un peu moindre que 1. Mais,
-R
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g

3 . . ’ 201 ;
dautre part, le rapport + a pour valeur moyenne 1, 'on conoit que la

l < [e\tv " be
valeur moyenne du produit ( iz ) y ne s’écarte pas, non plus, beaucoup

. . . ' KCV
de l'unité. Par suite, le coefficient numérique affectant VT dans

I'expression de & qui correspond 4 un filet fluide quelconque, sera tou-
jours un peu voisin de ce qu'il est quand v=V et e = E, c'est-a-dire

2 .
de sa valcurV: propre au cas d'un mince plateau tangent au courant.

Ainsi s'explique la concordance approximative, signalée au n® 3, des
valeurs de ce coefficient pour un certain nombre de formes du corps.
La valeur générale ou moyenne de la conductibilité fictive & pour

s s SLEl . .
tout le corps serait évidemment <> les deux signes = de sommation

€
E
ment, ex moyenne, 'unité; car, si 'on pose e =E(1+¢'), ou ¢ diésigne une
variation (relative) nulle en moycnne, ce rapport sera 1+ 2¢' +¢'* et aura visi-
blement pour valeur moyenne l'unité accrue de la valeur moyenne positice
de %, Aussi le coefficient numérique de £ est-il encore plus grand pour la sphére
cjue pour le cylindre, méme circulaire.
En général, sil'on pose e = E(1 +¢') et v=V(1+ 3), I'intégrale

f&‘xé&
, \E/ VL

deviendra, en désignant par le symbole JiL la moyenne de la quantité inscrite a
la suile,

2
par contre, le rapport ( ) varie alors beaucoup et, par suite, excéde notable-

1+ R 8§ + I (/1) + IM (2¢'3) + IR ('23),

expression ou non seulement la moyenne de ¢'?, mais celle de 2¢'S seront posi-
tives, vu que & aura lesigne négatif ou positif de ¢’ tant aux deux extrémités qu'au
milieu du chemin L. Les signes divers de & devant rendre peu sensible la valeur
moyenne du produit du troisiéme degré ¢'*8, il ne pourra guére y avoir de né-
gatif que le petit terme IR 8. L'intégrale parait donc devoir étre toujours supé-
rieure & 'unité.

Le coefficient numérique par lequel il faut multiplier \/b—g-\-,:'pour obtenir £,

e e . b
aurait ainsi comme valeur minimum — =1, 12384.

-~
13
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s'étendant a tous les filets dérivés du filet central ou étalés sur la sur-
face.

§ VII. — Cas de Pellipsoide 4 axes inégaux : application 4 un disque
et 4 une aiguille elliptiques.

28. L'ellipsoide semble devoir étre I'exemple naturel, ou le plus
simple, a donner de la théorie générale précédente. Lt, cependant, les
calculs y présentent de grandes difficultés, probablement insurmonta-
bles quand on veut les pousser jusqu’au bout en y complétant les inté-
grations (56).

Appclons 2a, 2b, 2¢ les trois axes, suivant les sens respectifs des
Zy ¥,y 3.

Nous avons vu déja au n° 13 (p. 302) que le potentiel V3 des
vitesses comprendrait, & part le facteur V et unc constante arbitraire,
trois termes, produits respectifs des trois cosinus directeurs /, m, n du
courant par trois solutions particuli¢res analogues, dont la premicre
est 7y, avec I'expression (17) de y et la valeur (18) de la constante A
quiy figure.

Pour donner plus de concision et de symétrie aux formules, consi-
dérons I'intégrale définie

) - 4
(37) I=[ Vet X) (& + 2) (T + 1)’

ol A, parameétre positif des ellipsoides homofocaux extérieurs au pro-
posé, ct croissant de zéro a l'infini quand on s’¢loigne de celui-ci, est
la fonction de z, y, 5 définie par leur équation commune

. x? y! 32
(58) Iy S b’+)\+c‘+).

=1I.

L’intégrale définie figurant dans (17) égale le quotient, par — a,
de la dérivée de I en a; et cette expression (17) de y peut s’écrire

1 dl

] — —

aA da’
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La formule générale de § sera donc

. oo _1.dl 1 dl _ 1 dl
(509) p_1x<| (‘—Xdu)ﬂ—ln_y(l—w ) Tl - (—lz)-i—const.,

o, d'apres (18), les constantes A, B, C auront les valcurs respectives

- d ® d)
( G ABCy=>2 4+ S
. ») ( y Dy ) abe  (a,b,c) d(a,b,c) \ Vier+ 1) (PP + 1) (et =)

A la surface du corps, ot A = o, A, par exemple, sc confond avee

2o rdl A end la valeur =2~ — 1. 11y vient done
oyt o -1 7, Prend la valeur —=—= — 1. 1l y vie ¢
' g 2 (Il my  n:

(61) ’j_abc<A T3t C)’

expression linéaire en x, y, 3; de sorte que, si l'on suppose ellipsoide
convenablement placé, les courbes d’égal potenticl N3 y sont les
liznes de niceau cl, par suite, les filets fluides, celles de plus
crande pente (*).

(') Si. dans le cas du cylindre elliptique, la disparition de ¢ et de 5 n'avait pas
rendu extrémement simple la formule (20) de 3, il y aurait eu lieu d'employer
la méme méthode. Alors I'intégrale 1, ot 'on supposerait d’abord trés grande.
mais égale & une constante assignée M, la limite supérieure, serait

bl N
[— .
fl Vi@t +0) (b +7)

=2log(YM + @+ ym + 0 ) — 2 log (Va1 + v bF = 7).

1
— 2\ 2 1\ 2
Or la somme /M —+ a* + /M -~ b2 s'éerit /M [(I +%) -+ (l +% ] et, de-
R M/

veloppée, pour M trés grand. par la formule du binome, elle devient

VM (1 a‘2+1ﬂ+
\ -+ lu\l BT B

a*+ b?

Son logarithme népérien vaut donc log(2y'M) + — g
34

+... ¢t tend vers zéro
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29. Mais bornons-nous & I'hypothése d’'un courant dirigé suivant un
axc, celui des 3, par exemple ; ce qui donne 3 proportionnel & 5 et, pour
lignes dc pente, les courbes y = va*, avec v comme paramétre et k
¢gal au quotient de a? par 4?.

1.écart = des deux lignes & paramétres v et v + dv, qui se projette

. Pl
en vraie grandeur sur le plan des xy, sera de; car le pa-

x4 hty?
rametre différentiel \/ de lafonctionv =yxr~*est \/——,mL,
v 4
e
1+ /‘ W2 ptk
ou \/ » et représente, comme on sait, la dérivée & (lc v sui-

vant I clcmcnt ¢ de chemin.

Cela posé, pour évaluer la moyenne 9r v3), exprimée par (56)
(p- 321), ct dont le produit par 40,ysKCV vaudra le pouvoir refroi-
dissant du courant sur Pellipsoide, essayons d’abord de caleuler Uinté-

dans sa partie fonction de a, b, 3 mesure que M grandit. A la limite, il vient

1 = const. — 2 log(ya*+ L+ VB 1),
expression qui se réduit i
const. — 2 log(a + b), pour  h=o.

On déduirait aisément de 13, et des formules analogues a (39), (60), I'expression
(20) de 3. Par exemple, les valeurs de A, B,

i d}.

AB o
( )= (“ b) d| a,b) V(e A ()

seralent simplement

2 2 _ 2(a.b)
ab~ (a+0b)(a,b)  ab(a+b)’

(Juanlités proportionnelles a @, b. Par suite, la formule de 3 sur le cylindre, ana-

logue a (61), savoir.
my
(1b + B

{a+ D) (— -+ "_2_}'_)

devient immédiatement

¢'est-a-dire (21).



328 J. BOUSSINESQ.

grale totale fe? d3, priselelongdelaligne de pente & paramétre v. Tout
¢lant symétrique de part et d’autre du plan des zy, cette intégrale
aura deux fois sa valeur entre les limites 5 = o, 5 = ¢. Pour fixer les
idées, nous supposerons z, y, v positifs, ou la demi-ligne de pente,
considérée ainsi, située dans l’angle triédre des coordonnées positives.

Alors, vul'expression, —— + const., de 3, o1 nous remplacerons C

b L
par la lettre B, afin d’éviter toute confusion avec la capacité calori-
fique C, nous aurons a obtenir 'intégrale

(62) [;(dv)’f" 2 ds

abcl3 | Aivigih 3

Or, le long de la ligne de pente en question y = v x#, I'équation de
xt+ ko2 2
-

-2
I'cllipsoide devient 5 =1 ; et sa différentiation donne

s =—= — =~

a \/a’——x‘—/u’.l""

¢ 14 ktvizik-d
3 = dx,

valeur qu’on pourra substituer dans (62).

Appelons y/u. 'abscisse = du point oti la ligne de pente considérée
coupe la section principale z = o de Iellipsoide, c’est-a-dire P'ellipse
x*+ ky*=a? ou l'on aura x*= wety*=v?u Il viendra donc,
entre u et v, I'équation

(63) @+ kviut = a?;

et une transformation immédiate de (62) nous donnera, en posant fina-
lement 22 =&,

'\ f€2 5 = Gy F ateidr

a*bB \/a‘— o — kv? gtk
_ 2(dv) Ek dt
T atbB \/a’—E kviik

la limite supéricure p se trouvant déterminée, en fonction de v, par
la relation (63 ). Mais comme cette relation se résout aisément par rap-

(64)




CALCUL DU POUVOIR REFROIDISSANT DES COURANTS FLUIDES. - 529

port & v, il est naturel d’éliminer v, ou de lui substituer le nouveau pa-
ramétre @, dans I'angle des coordonnées positives ou v croit de zéro
i oo pendant que w décroit de a* 4 zéro. Le produit kv® se trouvera

. - " .’——
ainsi remplacé par ° v £ et dv par
I kvt pk o= — p4+k(at— u)
LB PV v R

IPosons encore § = uy, puis, dans le résultat transformé,

(65) w=a*sin*¢ (d'ot du = 2a’singcospdsp),

% ¢tant un angle auxiliaire, variable de zéro & ;-

Etapres avoir substitué, dans (56) (p. 321),laracine carréede 'inté-
graleainsi obtenue pour fe*d,observonsqueles plansdes ys et des ws
partagent l'cllipsoide en quatre régions symétriques, dont nous n’au-
rons compté qu’une : ce qui conduira & multiplier par 4 le résultat de
I'intégration finale en . Nous aurons enfin

T
0 o2,/ 2a fﬂ /'l ey P /
(66) R E, = -\/ 78/, T wsiniy —ieorts (sin*s + k cos’ o) dy.

50. Les intégrations ne paraissent guére effectuables que dans les
deux cas de Vellipsoide de révolution, ot k =1, et d’un cllipsoide in-
finiment aplati suivant un des deux axes normaux au courant, celui
des x, par exemple, ot k = o.

Si, d’abord, k =1, ou que b = a, 9 s'élimine imme’diatement de

(66), ot I'intégrale placée sous un radical devient \/___> c'est-a-dire

[- 2 +n)Vi— *q]‘, ou 3. La valeur de B, ainsi Lgale a sa moyenne,
est 38[‘3’ conformément au résultat déja obtenu au § V (p. 312), avant

la formule (38).

Supposons maintenant k infiniment petit, ou I'ellipsoide réduit soit a
un mince plateau elliptique, paralléleaucourant et ayant b, ¢ pour demi-
axes, soit & une aiguille perpendiculaire au courant et de longueur 24,

Journ. de Math. (6 séric), tome I — Fasc. III, 1905, h2
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ayant pour section principale transversale une petite ellipsc i axes 2a,

1
[k ] " . » l |
2¢.L'intégrale placce sous le radical, dans (66), devient s—@ [ T,
V1i—7

c'est-d-dirve ———( \/u T—7), on -——; Et la formule (66) cst alors, vu

d’abord la \aleur de k, puis, finalement, la définition (4%) et la va-

leur (49) de l’integmle I considérée au n°22 (p. 315),

E]

. A . 3
(67) MmyE =2 m§[<sl"?)’d°=— b

Il ne nous reste donc ¢u'a évaluer le produit aB. L'expression de B
(misc ici pour C) est donnée par une formule, analogue & (18) (p. 3o.
de laquelle il résulte immédiatement

(68) aB=r— [ L T
¢ Va -f-) (b’-!-)\) (c’—*-/\)'

31. Soit, en premier licu, ¢ comparable & &3 ce qui revient a con-
sidérer le cas du disque.

La fonction sous le signe f, dans (G8), est plus petite que ce qu’elle
devient quand on y supprime, au dénominateur, soit @, b*, ¢* de-
vant A, soit A devant a?, 0, ¢*. L'élément de I'intégrale se trouve ainsi

. add . dh . . . . ..
moindre que —=» et moindre que ;- D'ou il suit que, si & désigne
be

1A
une /r'és petile quantité positive, indépendante de @, mais d'ailleurs
quelconque, d'une part, les ¢léments correspondant aux valeurs de

=k ou sont mewnl—

fiants, et, d'autre part, le reste de I'intégrale cst moindre que

. , . *
A inférieures & ¢ donnent moins que la somme

®ad 20
»n \,’). 3e VI.;

ets’évanouit avec @. Donc, @ tendant ici vers zéro, le dernier terme de
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la formule (68) disparait, ct le troisitme membre de (67 ) devient
Wi e

Multiplié par 40,y=KCYV, il donune le pouvoir refroidissant cherché du
courant sur le disque clliptique :

. . . . . . 2KCV hie
(69) (disque elliptique) Pouvoir refroid. = 81 00\ [ ——

32. Dassons enfin au cas d'une aiguille. La petitesse de ¢ n'y rend
scnsibles, dans le dernier tecme de (68), que les ¢léments correspon-
dant aux valeurs trés petites de A, pour lesquelles le radical yb* +
. -vréductible & b. Or ce terme de (68) devient alors (c'est-a-dire
sauf errcur relative négligeable), A désignant toute limite (supdérieure)
trés grande devant a ct c,

— ‘_’f'.l‘ 2y _ 2a (\/m);
bl (@aeni(eeni.  H@—@AY axi/,

_ _ralea—c) 20
= T be(a—¢) T beta-rc)

La formule (68) donne donc pour I'inverse de B la valeur ab <25,

9

. 2
et, en multipliant ce que devient alors le dernier membre de (67) par
40,¢=KCV, on obtient comme pouvoir refroidissant :

+c,,
b,
2z

(70) (aiguille ellipt.) Pouv. refr.:u(‘»IOo\/KCV

Les expressions (69) ct (70) comprennent bicn, comme cas parti-
culiers, celles, ( 43)ct(47), que nous avait données, pour un disque cir-
culaire et une aiguille de révolution, I'assimilation de chaque bande
sillonnée par le courant & une bande cylindrique (p. 315 et 316). 1l
est clair que la méme assimilation nous aurait fourni sans difficulte

les formules actuelles, plus générales, (69) ct (50), dont la seconde
se trouverait méme ainsi ¢tablie, grice aux formules du n® 44 (p. 303),
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pour le cas ou le courant, toujours normal & l'aiguille, ferait des
angles quelconques avec les axes 2a, 2¢ de la section transversale.
Aurcste, cette derniére formule, (70), comprend 'autre, (6g), comme
on voit en y annulant a (').

33. On pourrait aussi, dans le cas du disque, en y employant en-
corc la méthode du n® 22 (p. 315), supposer le courant paralléle 4 un
diamétre 2¢ autre qu'un axe ou incliné d'un angle quelconque, U,
sur son conjugué 2b; ce qui introduirait au second membre de (69)
le facteur sinU, rapport de I'aire totale ¢ du disque & aw=be. Et la
division par 0,c donnerait une conductibilité fictive & treés simple en
fonction du trajet maximum 2c¢ des filets sur le corps, savoir :

1 2 /RCV _ I\LV
k=T 7V 5 =057\ 57

(') Ce Mémoire a été résumé dans quatre Notes publiées aux Comptes rendus
de I'’Académie des Sciences de Paris (t. CXXXVII, g et 16 mai 190}, p. 113
et 1189; t. CXL, 2 et g janvier 1905, p. 15 et 63).

M. Alex. Bassetti, ingénieur civil des constructions navales, a fait, d'une for-
mule et de la méthode qu'indiquaient les deux premiéres Notes, une intéressante
application aux condenseurs @ surface, dans une étude sur le Calcul rationnel
de ces appareils publiée au Bulletin de U'Association technique maritime.
1l résulte de cette étude que, sous la réserve d’expériences plus complétes i
entreprendre, les solutinns suggérées par la théorie paraissent bien d’accord avec
celles qu’indique la pratique.

En terminant, complétons la Note des pages 316 et 317, relative au cas d'un
plateau long et mince tangent au courant, mais dont le bord lui est incliné d'un

angle ¢. La proporLionnalité du pouvoir refroidissant a\/cosi y revient encore &
remplacer V par V cosi, ou & ne regarder comme efficace que la composante du
courant général V normale a l'axe du plateau. Or, ainsi inlerpréiée, cette
propomonn'\lnte s apphqne a un long cylindre de forme quelconque, pour lequel,

I'axe des 5 élant choisi suivant les génératrices, on aura toujours, dans les équa-
tions (1), (2), (3) du probléme (p. 292), v=o0 et 3 dépendant de 5 par le terme
unique, linéaire, nz, sans influence sur I'autre partie, fonction de z et de y. Car
il suffit de supposer, comme nous le faisons ici” umpemtures 0, et B indé-
pendantes de s, pour que la composanie V @ courani suicant les généra-
trices cesse entiérement de figurer dans | ~¢qu1&(onq an 0 e1 dans le calcul

des flux de chaleur. -
/




