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Mémoire sur les formes quadratiques, suivant un 

module pwtiiïpfp, invariantes par une substitution 

linéaire donnéef\ 

PAR IL. CAMILLE JORDAN. 

Introduction. 

1. Dans un précédent Mémoire ( Journal de Liouville, 1888) nous 
avons indiqué les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une 
substitution linéaire S étant donnée, il existe des formes quadratiques 
(de discriminant non nul) que S n'altère pas. 

Nous avons en outre montré que ces formes invariantes Φ appar-
tiennent à un type unique, car on peut les transformer les unes dans 
les autres par des substitutions linéaires qui n'altèrent pas l'expression 
de S. 

Si les coefficients de la substitution et de la forme, au lieu d'être des 
quantités quelconques, sont des entiers réduits à leur reste suivant un 
module premier ρ, on pourra se poser un problème analogue au pré-
cédent, mais de nature arithmétique. Il se résout à l'aide des mêmes 
principes; il est toutefois plus compliqué et les résultats sont sensi-
blement différents. 

Avant de l'aborder, il conviendra de rappeler brièvement quelques 
résultats connus dont nous aurons à faire usage. Nous les empruntons 
en partie à notre Traité des Substitutions, en partie au bel Ouvrage 
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dans lequel M. Dickson a récemment élargi et complété, sur plusieurs 
points essentiels, l'étude des groupes linéaires ('). 

2. Deux entiers congrus suivant le module ρ seront considérés 
comme égaux pour abréger le langage. Deux substitutions linéaires 
(ou deux formes) seront regardées comme identiques si tous leurs 
coefficients sont égaux. 

Elles seront dites équivalentes (ou du même type), si l'on peut 
passer de l'une à l'autre par une transformation linéaire opérée sur 
les variables. Si la substitution transformante appartient à un sous-
groupe Γ du groupe linéaire, elles seront dites équivalentes dans ce 
sous-groupe. 

t>. Les substitutions linéaires de déterminant ,^o mod/? entre η 
variables .r,,..., dérivent toutes de la combinaison des substi-
tutions fondamentales suivantes, qui n'altèrent chacune qu'une 
variable 

| Xj λχ'
{
· |, 

| J'i J'i +" xk [· 

Leur nombre A;,' est donné par la formule 

7ft i H — ii 11! M i 
I 

Si les coefficients,, au lieu d'être réels, sont des entiers complexes 
formés avec line racine d'une congruence irréductible de degré v, on 
devra, dans la formule précédente, changer ρ en />v; 011 aura ainsi 

9i# • fi1. " 
I 

(L) DICKSON*, Linear Groups. Teubner, Leipzig, tyoi. 
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4·. Une su1>s(itution linéaire 

i = i,... y n 

peut être ramenée par un changement (le variables à une expression 
canonique que nous allons indiquer. 

Formons la congruence caractéristique 

d| , ρ (If .j ... Ο.f
lt 

Δ_ <**> «■»-?··■ «2.
 so (mod/)), 

.................................................. 

('ni · · · C;;/t ~" P 

et décomposons Δ en facteurs irréductibles suivant le module p. 
Soient Ρ l'un de ces facteurs, ν son degré, p. son ordre de multiplicité. 
La congruence P~o mod/? admettra ν racines conjuguées, 

p, p', .... p"v-'. 

Parmi les nouvelles variables qui donnent à S sa forme canonique, 
il y en aura précisément ρ,ν correspondant au facteur P. 

Ce système de ρ,ν variables se partage en ν classes correspondant 
aux diverses racines conjuguées. Les p. variables x\ χ... de la pre-
mière classe C

0
 (correspondant à la racine p) seront de la forme 

xl — X|, pX', 4-...-l· pv (i— 1,..., p.), 

les X étant des fonctions linéaires réelles des variables primitives. 
Elles forment une ou plusieurs séries s.

2
, La substitution S 

remplace les variables χ·
0

, χ,, ..., x
m
 de Tune de ces séries respec-

tivement par 

px0, p(xt-hx 0), p(a? 
m
 4-+xm-1) 

Les p. variables de la classe C0
 peuvent donc être représentées par le 

symbole x", l'indice supérieur α variant d'une série à l'autre, et l'in-
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dice i représentant le rang qu'occupe la variable considérée dans la 
série s

a
. 

Les variables de la classe CA. qui correspond à la racine p,,k ont des 
expressions qui se déduisent des précédentes en y remplaçant ρ par sa 
conjuguée p''\ Les altérations que S leur fait subir sont de même 
conjuguées des altérations qu'elle fait éprouver aux variables corres-
pondantes de la classe C

0
. Elles se partagent donc en séries, A*, AJ, ... 

respectivement conjuguées des séries s,, .s\, 

«5. Si l'on exécute sur les variables de la classe C0
 une substitution 

linéaire quelconque T
0
 dont les coefficients soient des entiers com-

plexes formés avec ρ et si l'on effectue en même temps sur chacune des 
séries conjuguées la substitution conjuguée TA, l'opération résultante 

T = T
n
...T/l... 

sera une substitution réelle. 
Celles de ces substitutions qui transforment S en elle-même forment 

un groupe Γ qui peut être construit comme il suit : 
i° Croupous les séries A·,, ... de la classe C

0
 en sous-classes, en 

réunissant celles qui contiennent le même nombre m 4-1 de variables ; 
soit 

(o;
0
,..., x

m
), (.£·„,..., x

m
), ..., (α*

0
,..., x

iu
) 

une de ces sous-classes contenant l séries. 
Opérons simultanément sur les m H-1 systèmes de variables cogré-

dientes 
(•^«5 Xo) * · * J Xn)l · * * 5 (Xm » * * · 7 Xnt )> 

une même substitution linéaire quelconque 

| a?', x'\ ..., a
i
 x'-4- b

i
x' -+-... -+- a.}x ~t~ b%x"aix' -+- b(X -+-... j 

En prenant pour T
0
 cette opération, Τ sera l'une des substitutions 

du groupe Γ. 
2° On en obtiendra une autre en prenant pour T„ la substitution 

I *·£><-.>··· ' «W> · · · ' < X« + <»-. + >■»?-,.···. K-r + · · · ) < I. 
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ou λ est une indéterminée et .xf l'une quelconque des variables de C
0 

dont le rang /· est < m. 
Réciproquement toutes les substitutions de Γ résulteront de la com-

binaison des deux sortes de substitutions ci-dessus. 

6. Les formes quadratiques Φ à η variables dont le discriminant D 
n'est pas congru à ο modρ appartiennent, si ρ est impair, à deux types 
différents, correspondant aux deux valeurs db ι du caractère quadra-

tique g)· 

La forme Φ peut en efl'et se réduire à la suivante : 

X] "+" X\ "+" · · ' + Xl-i ■+■ αΧ~!ή 

où le nombre a est arbitrairement choisi parmi ceux qui satisfont à la 
relation 

(;)-©'(?> 
Il est d'ailleurs évident que le caractère est un invariant, 

qu'aucun changement de variables ne peut altérer. 
Le nombre ÛJ(D, c) des solutions de la congruence 

Φ~ c (mod ρ) 

est égal, si η = im ■+■ ι, à 

,/N%/N— I~FDP/ 

et si η = im, à 

,/N%/N— I~FDP/ si c<0, 

,/N%/N— I~FDP/ si c=0 

Ces formules nous serviront à déterminer le signe du caractère(D) 
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lorsque Φ est exprimée de telle sorte que le calcul de son discriminant 
offre quelque difficulté. 

Si ρ = 2, il n'existera de forme quadratique de discriminant impair 
que si a est un nombre pair 2m. On aura dans ce dernier cas deux 
types de formes, correspondant aux deux valeurs du caractère in va-

™ηι(β)· 
Si = 4-1, Φ sera réductible à une somme de rectangles 

Σ#*/*· 

Si = — 1, elle sera réductible à la forme 

x2+y2+Σ#*/*· 
1 

Le nombre Q2„„(D,c) des solutions de la congruence Φ^ο sera 
donné par les formules 

ÛL/D, c) = 2'""' + 2"'~1 ( 1)"' ̂  si c = o, 

=
 a2'"-· _ 2'""' (- 1 )"' si c = i. 

7. Les substitutions linéaires qui laissent invariable une forme qua-
dratique donnée Φ (de discriminant <0 modp) forment un groupe G, 
dit groupe de la forme Φ. 

A deux formes équivalentes Φ, Φ' correspondent deux groupes G, 
G' transformables l'un dans l'autre par une substitution linéaire et 
appartenant par suite au même type. 

Si le nombre η des variables est pair, on aura ainsi deux types de 
groupes répondant aux deux types de formes Φ. 

Si η est impair (d'où ρ impair), ces deux types se confondent en un 
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soul, car toute substitution qui laisse invariante une forme Φ de discri-
minant D laissera aussi invariante la forme αΦ de discriminant a11 D, 
laquelle est d'un autre type que Φ, si a est un non résidu de p. 

L'ordre Of (D) du groupe Ci qui laisse invariante une forme Φ de 
discriminant D s'obtient aisément, si ρ est impair, par la formule 
récurrente 

o;(D) = aj(D, c)o; ,0«D), 

où r, est un entier quelconque ^ ο mod ρ. 
On trouve ainsi, si η est impair = a ni 4- 1, 

°»4+,(L>) = Πί/»2* — 0 
I 

el, si n = a m, 

0J.(R) = (ΪΓ)'"0)] ΠΘ2Α - ')· 
1 

Si ρ == 2, auquel cas /«est toujours pair = 'im
f
 on aura 

°«(D)= 2"""-|;+i I)"'(B)] n(a"-')· 

Le nombre ni>i,'(D) des formes distinctes équivalentes à Φ s'obtient 
évidemment en divisant le nombre total xp

H des substitutions linéaires 
par le nombre OJ(D) de celles qui laissent Φ invariante. On aura 
par suite, si ρ est impair, 

"'"««I (D) =- 1) 

(») = \r [ρ-+G) J Π (ρ-- - ο 

et, si ρ = 2, 
/// 

<«(D) = «—'[»"+ (- g)Ι Π>" (22k-1) 
1 
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8. Les formes bilinéaires gauches 

EcikxiXk(β/Α—■ ^ki) 

à deux séries de variables cogrédientes 

x1, ....,x
n

\ X„ ..., \
;i 

n'ont leur déterminant différent de zéro que si η est un nombre 
pair 2m. lilies sont toutes équivalentes à une même forme type 

E(x2k-1X2kX2fc '^'aA-XaA·)· 

L'ordre ω'
2
',

κ
 du groupe formé par les substitutions qui laissent inva-

riante l'uned'elles est donné parla formule 

wp=pm2II(p2k-1) 

et le nombre des formes distinctes du système sera 

si,,,=^ = /"'"-"Π - ο· 

9. Ces préliminaires posés, nous donnerons, dans les trois pre-
mières Sections de ce Mémoire, la solution des questions suivantes : 

iw Une substitution S( mod ρ) étant donnée, quelles sont les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour qu'il existe des formes quadra-
tiques Φ (mod ρ), de discriminant ^o(inod/>), que S laisse invariantes? 

2° Quelle est l'expression générale de ces formes invariantes? 
3° A quels types simples peut-on les réduire par les changements 

de variables qui n'allèrent pas l'expression de S ? 
4° Quel est le nombre de ces types? 
,)(> Quel est le nombre des formes invariantes distinctes réductibles 

à chacun d'eux? 
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<)° Quel est pour chacun d'eux le signe du caractère quadratique (~) 

ou
 ©

? 

Nous établissons en particulier les théorèmes suivants : 

THÉORÈME I. — Les conditions nécessaires cl suffisantes pour 
Vexistence de formes invariantes Φ sont tes suivantes': 

i° A chaque racine ρ de la congruence caractéristique de S, 
autre que ± ι mod/?, est associée une racine p~i de la même con-
gruence, réciproque de p; 

M" Les deux classes C, C correspondant à ces deux racines con-
tiennent le même nombre de variables, dont la répartition en séries 
est identique dans les deux classes; 

3° Si la congruence caractéristique admet une racine égale 
à ±. ι mod ρ, la classe correspondante G sera dite singulière. Grou-
pons ses séries en sous-classes, en réunissant ensemble celles où le 
nombre des variables est le même. 

Si ρ est impair, chaque sous-classe dont les séries contiennent un 
nombre pair de variables sera formée d'un nombre pair de séries. 

Si ρ — 2, chaque sous-classe dont les séries contiennent un nombre 
impair de variables sera formée d'un nombre pair de séries. 

THÉORÈME 11. — Les formes invariantes Φ appartiennent toutes au 
même type, si la congruence caractéristique de S n'a, pas de racine 
égale à ± ι mod p. 

Si elle admet de semblables racines, ρ étant impair, le nombre 
des types distincts sera '±k, k désignant le nombre des sous-classes 
contenues dans les classes singulières et dont les séries sont for-
mées d'un nombre impair de variables. 

Si, ρ étant égal à 2, la congruence caractéristique admet la 
racine 1, soient, dans la classe singulière, k le nombre total des 
sous-classes, k' celui des sous-classes formées d'un nombre pair 
de séries, contenant chacune un nombre pair de variables : le 
nombre des types distincts sera 2*~'A'3A\ 

Pour la solution des autres questions posées ci-dessus, qu'il serait 
plus difficile de résumer, nous renverrons à la suite du Mémoire. 

Journ. de Math, (6° série), tome I. — Fasc. III, IÇJO5. 29 
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iO. La quatrième Section a pour objet la question suivante : 
Le groupe G des substitutions linéaires qui laissent invariante une 

forme quadratique à 2 η variables réductible à une somme de rectangles 

q=Exkyk 

est dérivé, comme on sait, des substitutions fondamentales suivantes 

L,- — | y ι y îi ό|, 
M,·, = | χ,·, y^ a',· ■+- χa, yk -+- y \ · 

Si la forme Φ est du second type 

Φ = x\ + /■+Exkyk, 
1 

les substitutions fondamentales seront les suivantes 

L„ 

M,A (I>I,/T>I), 

X ~ | χ,, y { yK, x, ~hy11j 
1 = |yy.j X| -+- yt -h x2, χ,, x, -hx2 y2 !· 

Une sul)stitution de G sera dite paire ou impaire suivant que, dans 
son expression en produit de substitutions fondamentales, le nombre 
des facteurs de l'espèce L est pair ou impair. 

Nous avons établi autrefois par des considérations indirectes que les 
substitutions paires de G forment un sous-groupe invariant Γ d'ordre 
moitié moindre. Mais nous avions inutilement cherché à établir un 
caractère, plus simple que la définition précédente, et qui permette de 
discerner les substitutions paires. M. Dickson a réussi à combler cette 
lacune dans le bel Ouvrage auquel nous avons déjà renvoyé. Il y donne, 
au n" 205, l'expression d'un invariant dont la parité ou l'imparité sert 
à fixer le genre d'une substitution quelconque de G. 

Ce critérium suppose, pour être appliqué, que la forme Φ a été 
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réduite préalablement à l'un des deutf types normaux 

Exkyk'» ·/;ί+/ί+Exkyk 

Nous montrerons que Ton peut se dispenser de cette opération, en 
assignant un nouveau critérium très simple et complètement indépen-
dant de la forme Φ que l'on considère. Il peut s'énoncer ainsi : 

TUKORKMK. — Soit S une substitution linéaire qui laisse invariante 
une forme quadratique Φ mod 2. Elle sera paire ou impaire, sui-
vant que dâns sa forme canonique le nombre des séries formées 
par les variables est pair ou impair. 

Analyse. * 

11. Supposons la substitution S ramenée à sa forme canonique 

x0, ...,· · · » * * * p ^0 5 * * · > Ρ ( I ) > · · · 

s= r*> ··· p.y.i ···. p.(r*+r*-.)i ··· · 
........................................................ 

Soient 

•S'„ — ("Co> · · ·> *'l — (.Χθί y · · ·» ym)l... 

les diverses séries entre lesquelles se répartissent les variables; p, p,, ... 
les multiplicateurs correspondants. 

Soit Φ une forme invariante : elle sera une somme de formes par-
tielles, les unes 13^ bilinéaires par rapport à deux séries différentes 
6·
β

, sp; les autres Q
a
 quadratiques par rapport aux variables d'une 

seule série s
a

. Chacune de ces formes partielles devra ctre invariante 
séparément. 

Soit d'ailleurs axiyk un terme quelconque de l'une de ces formes 
partielles, telle que B

ot
. Nous dirons que xh yk sont des variables de 

rang· i et k respectivement et que le terme est de rang i 4- k. 
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La .substitution S le transforme en 

ρ?,α(·'Λ·+.ΐ',· ,){yk+yk ,), 

somme de quatre termes dont le premier est pp, les deux sui-
vants pp, «#,·_.

 l
yk, pp, α.ΐ'ί)^._

{
 sont de rail μ* i -H Λ: — ι et le dernier 

pp, ay
A
._, de rang i -4- k — 2. (Si / oil k était égal à zéro, ceux de 

ces termes où liguicimient des variables à indice négatif sont à sup-
primer.) 

Il résulte évidemment de là que, dans la transformée B0,-t- A130, 
de 13

0
, par S, l'ensemble des termes de rang maximum s'obtiendra en 

multipliant par pp, l'ensemble des termes de rang maximum dans Bol. 
Pour que ces deux formes soient égales il est donc nécessaire, ou 

que 11
0

, soit identiquement nul, ou qu'on ait pp, 
Mais le discriminant de Φ serait nul si les variables d'une série, telle 

(pie ,v
e

, disparaissaient de son expression. Il faut doue qu'il y ait au 
moins une série (différente ou 11011 de s

0
) dont le multiplicateur soit 

égal à p~\ 
Il peut y avoir plusieurs séries s

0
, s,, ... correspondant au même 

multiplicateur p; elles formeront une classe C; les séries au multipli-
cateur ρ 1 formeront une classe C associée à la précédente; et Φ sera 
de la forme 

φ = [CC] 4- Ψ, 

[CC | désignant une forme bilinéairc par rapport aux variables de C 
et de C' et Ψ ne les contenant plus. 

i° Si ρ Ξΐττ p~~', d'où ρΞ=ι± 1 (inod/Λ (ces deux hypolbèses se con-
fondent si ]) = ·>,), la classe C se confond avec la classe C, et l'on 
aura 

Φ = [Γ.| + Ψ, 

[CJ étant quadratique par rapport aux variables de (.1, et ψ ne les 
contenant plus; 

20 Si ρ n'est pas égal à ρ- 1, les classes C et C' sont différentes et l'on 
aura 

cl» — I CC | -ι- <|>', 
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[CQ | étant bilinéaire par rapport aux variables de C et de C et Φ' ne 
les contenant plus. 

Dans ce cas ρ pourra ne pas être réel, mais racine d'une congruence 
irréductible de degré >1; C fera alors partie d'un système δ de 
classes conjuguées 

C, C ,, . . . , C*,.... 

ayant pour multiplicateurs respectifs 

p, pp, ..., ppk, ... 

Si p~' fait partie de cette suite, soit pour fixer les idées 

p'v=sp-', d'où ρ'^ΞΞΞΐ. 
Les classes 

C, C„ ..., c
k 

auront respectivement pour associées les classes 

C1, CN+1, ..., Cv+k 

et C
v
 aura pour associée C2V. Mais cette associée est C. Donc δ con-

tient av classes distinctes, et Γ011 aura 

Φ = [CC
V

1 -h fG, C
v+1

 ]+...+ [C
v

_, C
2
,_, J + Ψ = [δ] 4- Ψ, 

[δ] ne contenant que les variables du système δ et Ψ les autres 
variables. 

D'ailleurs la forme Φ étant réelle ne doit pas changer si l'on y rem-
place ρ par p'\ Donc Ψ a ses coefficients réels; d'autre part, par ce 
changement, les formes partielles [CC

V
], ... devront se 

transformer chacune dans la suivante; elles sont donc conjuguées; 
enfin la dernière [C

v
..,C

av
_,] devra se changer dans la première; ce 

qui revient à dire que [CCV] nc doit pas être altérée par le change-
ment de ρ en pp\ Cette condition implique une certaine restriction pour 
les coefficients de cette forme bilinéaire. En outre leur déterminant 
nc doit pas être nul. 

3° Supposons enfin que C" nc fasse pas partie de la suite des conju-
guées de C. Soit ν le nombre de celles-ci. Elles auront respectivement 
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pour associées les conjuguées de (7, 

G', G,, ..., C
v
 ,, 

lesquelles formeront un système s' associé à 3 et Ψ sera de la forme 

Φ — [CC' | H- [C, C, | -F·.. .4- [CV
C

V
] H- M , 

[CC], [G, C, |, ... étant des fonctions bilinéaires conjuguées et M1' ne 
contenant plus les variables de rS ni de s'. 

Les formes partielles [( :<4 4-[C , C, | 4-... 4- | C
v

constituent 
par leur réunion une forme réelle [siê] bilinéaire par rapport aux 
variables des deux systèmes associés -s et s'. Dans chacun de ces sys-
tèmes les variables complexes peuvent être remplacées parles variables 
réelles dont elles dépendent. 

On remarquera que le déterminant de la forme bilinéaire | CC], 
entrant en facteur dans le discriminant de Φ, ne doit pas être nul. 11 
faut pour cela (pic les classes associées (1, (1' contiennent le même 
nombre p. de variables. 11 en était évidemment de même dans le cas 
précédent où Ton supposait ces deux classes conjuguées. 

Nous pouvons donc énoncer une première condition nécessaire pour 
qu'il existe des formes Φ (de déterminant non nul) invariantes par la 
substitution S. C'est qu'à chaque racine ρ de sa congruence caractéris-
tique, autre que ± i, corresponde une racine associée ρ du même 
ordre de multiplicité; autrement dit : 

La congruence caractéristique de S doit être réciproque. 

Il résulte d'ailleurs de l'analyse précédente que, si l'on joint à chaque 
classe ses conjuguées et leurs associées pour les réunir en une même 
famille, toute forme invariante Φ sera une somme de formes par-
tielles Φ,, ΦΟ, ... contenant chacune les variables d'une seule famille. 
Chacune de ces formes partielles sera : 

i° Ou une fonction bilinéaire 

[^']=2[ctc;] 

par rapport aux variables de deux systèmes associés; 
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2° Ou une fonction 

K1 = [C<,v] -f- J (C
V4

_, ]+···+[^ ν-» 02V
„|] 

des variables d'un seul système contenant un nombre pair av de séries 
associées deux à deux ; 

3° Ou enfin une fonction [C] quadratique par rapport aux variables 
d'une série au multiplicateur dz ι, laquelle sera associée à elle-même. 

La substitution S de son coté est le produit de substitutions par-
tielles S,, S

2
, ... effectuées chacune sur les variables d'une seule 

famille. Il en est de même des substitutions qui la transforment en 
elle-même. 

La détermination des formes Φ invariantes par la substitution S 
revient donc à celle des formes partielles Φ,, Φ2, ... respectivement 
invariantes par les substitutions partielles S,, S

2
, — 

Pour les réduire à des formes types, il faudra réduire séparément 
ces formes partielles. 

Le nombre des formes distinctes réductibles à chaque type sera le 
produit des nombres de formes distinctes pour Φ,, pour Φ

2
, etc. 

Enfin, le caractère quadratique du discriminant D delà forme Φ est 
le produit des caractères des discriminants des formes partielles Φ,, 

Les problèmes que nous nous sommes posés se trouvent ainsi réduits 
au cas où les variables ne forment qu'une seule famille. 

Trois cas seront à considérer : 

1. 

12. Supposons d'abord qu'il existe deux systèmes associés mais 
différents s, s'. 

La forme 

q1=[ss']=E[CkC'k] 

est une somme de ν formes bilinéaires complexes [CC'], [C, C'J, ..., 
conjuguées les unes des autres, et invariantes séparément. Il suffira de 
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déterminer l'expression de l'une d'elles [CO], Celle de Φ, s'obtiendra 
en y ajoutant ses conjuguées. 

Soient ... les séries qui constituent la classe C; A·,, A\,, ... 

celles qui constituent la classe C; on aura évidemment 

icc]=2r«is]. 

[αβ] désignant l'ensemble des termes de [CC'| qui contiennent les 
produits des variables de s

a
 par celles de Sp. Chacune de ces formes 

partielles doit évidemment être invariante. 11 suffira donc de construire 
l'une d'elles [αβ]. 

Soient 
x0, x1, ...., xm 

les variables de la série sa, 

y0, y1, ..., ym, 
celles de la série A-p. 

Soit enfin 
i = cikx*yl 

l'un quelconque des termes de la forme [αβ] ; il aura pour rang i -+- k. 
En lui appliquant la substitution S il sera changé en 

«»(*?+·<-·,* ,)(yl+yt
x
)· 

Son accroissement At se composera de trois termes, dont deux, 
C/*a? ,yï, Ciktfyl ,, sonl de rang i + A--iet le dernier, c

it
xf., y? ,, 

de rang i -\-k — 2. 
La forme [αβ] étant invariante, son accroissement total Δ[αβ] = ΣΔ/ 

devra être identiquement nul. 
Cela posé, considérons ceux des termes de |αβ] dont le rang est le 

plus élevé; soit r ce maximum. L'ensemble de ces termes sera 

Cortfyl + e,+· ·· + Cr^-yl 

(On devra toutefois considérer a priori comme nuls tous ceux des coef-
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ticients c qui multiplieraient soit des variables χ d'indice > soit 
des variables y d'indice > Mp, puisqu'il n'existe pas de semblables 
variables.) 

Les termes de rang le plus élevé dans Δ[αβ] seront de rang r— ι et 
exclusivement fournis par les termes de rang r écrits ci-dessus. Leur 
ensemble est le suivant : 

(C„R"+- , ■+" (C.,R-L + C
2

,
R

 H-... H- (C
R

_
{J

 -H C„)X*
R

_
%
Y\. 

Il doit être identiquement nul; les coefficients c sont donc égaux et de 
signes alternatifs. Mais ils ne peuvent être tous nuls, puisqu'on admet 
l'existence dans [αβ] de termes de rang r. Donc aucun d'eux ne le 
sera. 

, On en conclut que r ne peut surpasser le plus petit des deux nombres 
mx,mf, car s'il était > m

a
, par exemple, la variable x

r
 étant inexis-

tante, r
n serait nul. 

L'ensemble des termes de rang maximum sera donc 

ar[xnyr-x1yr-1+···+(- OX'rSl-

a1xbétant un entier complexe constant. 
On voit par là que la forme [αβ], si elle n'est pas identiquemënt 

nulle, contient nécessairement les variables y% au moins dans ses 
termes de rang maximum. Elle sera donc complètement déterminée 
par la connaissance de ceux de ses termes qui contiennent x* en fac-
teur. L'ensemble de ces termes sera de la forme 

x0Earyr 

r variant depuis ο jusqu'au plus petit des deux nombres ma,mb 
Or on vérifie aisément que la forme 

Mr=xïyl- x'yt, π- (χ;++... 
+ (— Ο'Κ+ c;_, *«_, ι- c;_, +...++... 
+ (- Or(a?-t- +...+<)yj, 

ou le multiplicateur de χJ se réduit à y\, est invariante. En effet, par 
Journ. de Math (6* SÉRIE), TOME I. — FASC. III, 1905. 3θ 
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la substitution S, le coefficient du terme en yl_
k
 se trouve accru de 

(- 0* Κ-, + +··■-+- <] 
+ (- I)^*[eî_, + , +...+ <| 
+ (— ι)Λ"' Cj. . + aj], 

quantité identiquement nulle, car, en remplaçant les indices des Λ* par 
des exposants, elle prend la forme symbolique 

(— |)A(l +//"' -h ( — l)*-'Α,α(ΐ -h X*y~2 -4- (— l)A ' (i-f- xa)A_a = o. 

La forme la plus générale des fonctions [αβ] invariantes sera donc 

[*?]=2<7^ 

et celle des fonctions [CC] invariantes sera 

EbEarfxbr, 

les a étant des entiers complexes arbitraires assujettis à la seule restric-
tion que le déterminant de la forme bilinéaire [CC'] ne soit pas nul. 

15. Nous allons montrer que toutes les formes invariantes ainsi 
obtenues peuvent être ramenées à un type unique par les substitutions 
du groupe Γ (formé des substitutions échangeables à S), et du même 
coup nous déterminerons leur nombre. 

Continuons à désigner par s
n
 s

a
, s

a
, ... les séries qui consti-

tuent la classe C; et soient 

x0, ..., xma 

les variables en nombre m
a
 -h ι de la sériesx 

Soient de même s\, ..., «J, ... les séries de la classe C' et 

y0, ...., ym 

les variables de la série «p. 
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On peut admettre que les séries aient été ordonnées de telle sorte 

qu'on ait 
m1>m2>m3.... 

et 
m1'>m2'>m3' 

Admettons, pour fixer les idées, que l'on ait 

m
t
 = m2 = ... = nii = m, mais m si α > /, 

m\ = m'
2
 = ... = m\. = m\ mais < ni' si pl > /'. 

On aura nécessairement 

m = ni, l — /'. 

Supposons en effet [CC] ne contenant aucun terme de 
rang > ni ne pourrait contenir aucune des variables x'

m
, ..., x\

n
 et 

son déterminant serait nul. 
Si m était < m', on n'aurait qu'à permuter les χ et les y dans ce 

raisonnement. 
Soit donc m = m'\ [CC'] pourra contenir des termes de rang m, 

mais seulement dans celles des formes partielles [«β], où α</, β</'; 
et dans celles-ci ..., xl

m
 ne figurent que multipliées par les 

variables γ'
0

, ..., y[. Si donc / était > /', les dérivées de [CC'] par 
rapport aux l variables x'

m
, ..., xl

m
, ne dépendant que de l variables 

ne seraient pas linéairement distinctes, et le déterminant serait 
encore nul. (De même si l était </', les dérivées par rapport aux 
I' variables y'

ni
, ..., yl

m
 ne seraient pas distinctes.) 

14. Cela posé, les termes de [CC' ) qui contiennent les l variablesyn 
(β = ιseront ceux de la forme binaire 

?=2X?*:/L (5=i;l) 

Il faudra, pour que les dérivées par rapport à ces variables soient 
linéairement distinctes, que le déterminant de cette forme ne soit 
pas nul. 
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Il existe (n° 3) A£
v
 systèmes de valeurs des entiers complexesam 

qui satisfont à cette condition. 
Nous allons vérifier que tous ces systèmes de valeurs sont également 

admissibles. 
Le groupe Γ contient une substitution Τ qui remplace les va-

riables y'
m%
 ..., yl

m
 respectivement par 

Eqdev Eaerfk 

sans altérer les variables χ (n° 3). 
En transformant [CC] par T~4, on réduira φ à la forme plus simple 

?=2<y« («='.···. 0·) 
χ 

lo. Après cette première opération, les termes en ..., .v[ que 
contient [CC] seront de la forme 

Κ [ym +?·]+-··· + [y1,η -+- ?/] » 

9,, ..., 9; étant des fonctions linéaires de celles des variables dont 
le rang est < m, lesquelles sont en nombre p. — / si p. est le nombre 
des variables de la classe C. Leurs coefficients, au nombre de 
l([i — /), pourront prendre chacun ρΊ valeurs, soit en tout pviw-1) 
systèmes de valeurs également admissibles. 

On pourra en effet, quels que soient ces coefficients, les faire dispa-
raître successivement en commençant par ceux dont le rang est le plus 
élevé, en opérant sur [CC] les substitutions de Γ. 

Soit en effet cyl un des termes de 9, dont le rang r soit maximum; 
il sera <m. Donc Γ contient une substitution Τ qui remplace y'

ni
, 

y',,,-,, ···_> yL-r par yL-i-cyt» ···. y'm-
r
-cy\sans 

altérer ni les autres variables y ni les variables x. Par cette substi-
tution on fera disparaître de 9, le terme cyOn pourra, à la vérité, 
en introduire d'autres, tant dans 9, que dans 93, ..., 9/, mais tous 
seront de rang moins élevé que celui qu'on a détruit. 

En répétant cette réduction, on fera disparaître totalement les fonc-
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tions φ, de manière à réduire ceux des termes de [CC'] qui con-
tiennent #J,, ..., x' en facteur à 

x'„y,u+---+x'«yL· 

On aura par suite, à ce moment de la réduction, 

[CC] — f\ 1 wi-H/jam-H · · ··+///«+ Ψ» 

Ψ étant une forme invariante qui ne contient plus a?'
u

, ..., &·£, ni, par 
suite, aucune des variables des séries 5,, ..., s{. 

Les termes en ..., y\ dans 

fi !/«■+" · · · film 

sont 
(-1)mI·1'-»/. + X"m/« + · · · + xiyib 

et dans Ψ ils seront de la forme 

q1y0+q2y0+...+q1y0 

q1, ......, 9/ étant des fonctions linéaires des ρ/ == α — l(m -h 1) va-
riables χ qui appartiennent aux séries s

i+n
 — 

Leurs coefficients seront susceptibles de ρν/η4-,<Β,·*·,ιι systèmes de 
valeurs également admissibles. On pourra, en effet, quels que soient 
ces coefficients, les faire disparaître progressivement par le même 
procédé que tout à l'heure, en altérant les χ de la même manière que 
nous l'avions fait pour les y. 

16. Reste à réduire la fonction Ψ qui, à l'heure actuelle, ne contient 
plus ni les variables des séries s,, ni celles des séries s\, ..., s'r 
C'est un problème tout semblable à celui de la réduction de [CC], 
mais le nombre des variables est diminué. Soient ..., sM> les 
séries les plus longues parmi celles qui restent dans la classe C; 
m' -l· 1 le nombre des variables de chacune d'elles : on verra que C" 
doit contenir aussi l séries s^.,, ..., s'M, de m' + ι variables, et 
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que Ψ peut se réduire à la forme 

ψ = //+1 ,ΛΜ. m' ■+■ · · · + /Μ',Μ', m + Ψ' 

Ψ' ne contenant plus les variables des séries 

S/-H, ···> Si+ti ···' &1+1' 

Poursuivant cette réduction on voit que [CC'] peut se réduire à la 
forme parfaitement définie 

2/**/« +Σ/**"»' ' *»+... 

et nous trouvons cette nouvelle condition pour l'existence de formes 
invariantes par la substitution S. 

Dans deux classes associées C, C' les séries entre lesquelles se 
répartissent les variables doivent être en même nombre et de même 
longueur. 

Cette nouvelle condition, dont nous venons d'établir la nécessité en 
supposant que les deux classes associées C, C' appartiennent à des 
systèmes différents, est satisfaite d'elle-même dans les deux cas qui 
nous restent à examiner, à savoir ceux où les séries C, C sont conju-
guées ou coïncidentes. 

17. Soient, d'ailleurs, Ο (m, /; m', le nombre des formes 
invariantes f CC'] ; Ο (m', ...) celui des formes invariantes de l'es-
pèce Ψ ; il résulte évidemment de notre analyse qu'on aura la formule 
récurrente 

0(/m, /; m',/'; ...) = Λ'/^πο(m',/'; . ..) 
= Λί

ν
ρ^ΐ^~·*,]0(/Λ', f; ...). 

18. Il reste enfin à déterminer le caractère des formes [SS' ] que 
nous venons de construire et de réduire. La chose ne présente aucune 
difficulté; car [SS'] est bilinéaire par rapport aux variables χ et à 



MÉMOIRE SUR LES FORMES QUADRATIQUES. 239 

leurs conjuguées en nombre (AV d'une part, aux variables/ et à leurs 
conjuguées d'autre part. Elle restera bilinéaire si l'on remplace les 
deux systèmes de variables complexes par les variables réelles X,, .. 
Χμν; Y

n
 Υμν dont elles dépendent. Par un changement de va-

riables qui n'altère pas son caractère on la ramènera à la forme 

EXk Yk, 

dont le discriminant est (— 1)^. 
On aura donc, si ρ est impair, 

("Ht)"· 
et, S1J0=2, 

(d) = (-0"v· 

II. 

19. Supposons maintenant qu'il existe un système S formé de 
2ν classes, C, C,, ..CJV_, associées deux à deux. La forme corres-
pondante [S] sera encore ici la somme de ν formes partielles conju-
guées 

[CC
V
] H- [C, C

v+
, ]+...+ [C^C^, ], 

et il suffira de construire la première. 
Soient s

4
, s.

2
, ... les séries qui constituent C; s\, s!;, ... les séries 

conjuguées contenues dànsC
N

; et désignons par AJ, A*, . ..,A*
b
 les 

variables de s
a

, par/J, ..., les variables correspondantes de s'
Λ

. 
On verra comme dans le cas discuté précédemment que [CC

V
] est 

une somme de formes partielles contenant respectivement les produits 
des variables d'une des séries de C, telle que ί

β
, par celle d'une des 

séries de C
v
, telle quésp. Chacune de ces fonctions partielles [αβ] sera 

séparément invariante. 
La fonction [αβ] ne peut contenir aucun terme de rang supérieur 

au plus petit des deux nombres τ??
α

, m$, et l'ensemble des termes de 
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rang r maximum sera ici encore de la forme 

arx[<yl—x'yl iYxïyl]· 

On pourrait en conclure que [αβ] peut être mis sous la forme 

Earfabr 
r 

Mais les formes invariantes élémentaires f^
r
 n'étant pas symé-

triques par rapport aux variables x, y, la condition que [CCV] ne soit 
pas altérée par le changement de ρ en ppv s'exprimerait par des rela-
tions linéaires assez complexes entre les coefficients a*?. Il est donc 
préférable de substituer aux f^

r
 de nouvelles fonctions élémentaires 

qui échappent à ce défaut. 

20. Soit d'abord r pair = 2/1. Considérons la fonction 

xnyn-xnyn+1+xnyn+2-....+(-1)x0y2n 

-yn,xn+1+yn2xn+2-...+(-1)y0x2n 

b0xn-1yn-b1xn-2+b2xn-3yn+2 

+b0yn-1xn-b1yn2xn+1+b2yn-3xn+2 

Fxb.2= c0xn-2yn-c1 xn 3yn+1 + c2 xn-4yn+2 

+c0yn-2 xn-c1 yn-3 xn+1 +c2 yn-1 xn+2 - .... 

( d„ < *yï-
! +dÎyl

a
xl- ) 

+ 

Par le changement de ρ en p^, qui permute les χ avec les y, elle se 
change en Fp

a 2ll
. Cherchons à déterminer les coefficients c, ... de 

telle sorte qu'elle soit invariante par la substitution S. 
Soit Δ l'accroissement qu'elle éprouve par cette substitution. Les 

termes de rang m — ι s'y détruisent d'eux-mêmes. Pour annuler ceux 
de rang m — 2 on aura les équations de condition 

] - b, — ΞΞΞ O, -l-b
9
 -hb

i
 =Ξ0, I -h — £

a
==0, ..., 

— 1 —-hb^ ~o, n-6f_£f=o, .... 
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La première de ces congruences admet ρΊ racines qui sont des poly-
nômes en p, car b\|Y H- — ι est un diviseur de — b». Prenons pour 
bc l'une d'elles choisie arbitrairement. Les autres relations de la pre-
mière ligne donneront généralement 

bk=bk-\ ■+■ ι '-==· · ·== b
0
 -l· k, 

et celles de la seconde ligne, conjuguées des précédentes, seront satis-
faites en môme temps. 

Pour annuler les termes de rang 2/1 — 3, on aura les relations 

è, Ή c»— o, b ι ~f~ Cq c | — o, b% Cf -l— — o, .« ·, 

Κ -+- c; - <==o, - b£-<+o,..., 
d'où 

ck=C

k-i -H b
k
~. . .ΞΞΞ />„ -h Ù, +-b

k
~[ï\ -h l)Ù

0
-f- ^

 2
 ^ * 

On trouvera de même 

dk=c0+...+ck=«A- C«+. . .-+- CA=0Q Hy 

etc. 

21. Supposons maintenant r = 2 η — ι. La congruence e7" 4- ΞΞΞ O 

admettra comme racines des polynômes en p, car son premier membre 
divise e*,v — e. Soit e l'une d'elles choisie à volonté et formons l'ex-
pression 

_ ι ΚxUyl-yL+■■■+{-0"_IVXrL* 

_ ι ΚxUyl-yL+■■■+{-0"_IVXrL* 

Fab.2n-1=e_ ι ΚxUyl-yL+■■■+{-0"_IVXrL* 
! - Kyl-^l+Kyi-i<^ ι)*-*bn-2 y0x2n-2 

+1 ] 

Par le changement de ρ en pp\ elle se transforme en Fp
et2n-I

. Elle 
sera d'ailleurs invariante par la substitution S si l'on y détermine les 

fourn. de Math. (S·série), tome I. — Fasc. III, 190ό. 3ί 
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coefficients b, e, ... par les relations 

r — ο, ~ ι — />„ -+- b
{
 o, ..., 

~ />„ ■+■ ''o °Ï A, + '■» — 'Ί ■" · · ·» 
· · » · · · ι 

d'où Γοη tire 

/'a A- H- Î , 

y , , ι ( /· -Η ι ) ( Α -ι- Ό 
............................................................. 

22. L'expression la plus générale de la fonction invariante [χβ| 
(pie nous cherchons sera évidemment 

ι*?] = Σ"*' 'ν· 

les a étant des entiers complexes constants; et celle de [CC
V
] sera, par 

suite, 

ι*?] = Σ"*' 'ν·EEarFabr 

D'ailleurs, le changement de ρ en pp'' dans cette expression la 
transforme en 

2Σ«ρ)ρ'ν=ΣΣ("'ί")",ι'ν· 

Comme elle doit rester invariable, on aura les relations de condition 

(1)(<$*y==a?. 

En particulier, si β = α, on voit que les coefficients de la forme [αα] 
sont assujettis à la relation 

(2) (<$*y==a?.-aarx 

Ceux des formes [αβ] où β < α sont déterminés complètement par 
les relations précédentes en fonction de ceux des formes où β > α ; ces 
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derniers restent indéterminés, à la seule condition que le discriminant 
de [CC

V
] ne soit pas nul. 

25. L'expression de |_CC
V
] étant ainsi déterminée, proposons-nous 

de la réduire à une forme normale en la transformant par les substitu-
tions de Γ, et de déterminer du même coup le nombre des formes 
distinctes de discriminant non nul, comprises sous cette expression 
générale. 

Supposons, pour fixer les idées, que, parmi les séries s
n

 s.
Jf
 ..., il y 

ait /, à savoir sn qui contiennent m -+-1 variables, les autres 
séries , ... étant moins longues. 

Les variables de rang maximum, ..., xl
m

 \ y
m1 y^ ne figu-

reront dans [CC
V
] que dans les termes de la forme bilinéaire 

(3) q=AEam[x0y'm+--1)xmy'b|..fi\? = | .···,'/ 

le coefficient A ayant une valeur constante, égale à (— i)n si m — ·±η, 
et à (— i)"~* e si m = in — 1. 

D'ailleurs, les dérivées de [CC
V

] par rapport à y'
m

, ..., yl
m
 devant 

être linéairement distinctes, le déterminant des coefficients ne sera 
pas nul. En particulier, les coefficients de la première ligne, a", ..., 
amne seront pas nuls à la fois. 

Si le coefficient est nul, supposons, pour fixer les idées, queque am 
ne le soit pas. Transformons [CCV] par la substitution Τ qui remplace 

*'«> x"rn-o ■■· par + + ..., 

et leurs vièmei conjuguées 

y"m> ■■■ par x<-y„_ 

Le coefficient a'J sera remplacé dans la transformée par un nou-
veau coefficient 

am + kam + a12+a22 

qui ne pourra s'annuler que pour p' -+-1 valeurs de X. Cette indéter-
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minée étant susceptible de p2v valeurs distinctes pourra être choisie de 
telle sorte que le premier coefficient ne s'annule pas. 

Supposons donc o. Opérons la substitution Τ qui multiplie 
<»><-.»··· par λ,et leurs conjuguées ... par λ''; le pre-
mier coefficient deviendra 

If'*'a" 

et pourra être rendu égal à l'unité; car, en vertu de la relation (2), on 
aura (e/V)'v~< = * et, par suite, la congruence 

λ>-< -Ο 

aura ρv -ι- ι racines, car son premier membre divise 

(λ^· -1=λ'57-· -1. 

Le premier coefficient a*
;|

4 étant ainsi réduit à l'unité, on fera dispa-
raître les autres coefficients ej®, ... de la première ligne par la substi-
tution Τ qui remplace 

3?', X') . . ., Ct x x" ..., x' χ -f-. . ., ... 

3?', X') . . ., Ct x x" ..., x' χ -f-. . ., ... 

Les coefficients α2,', ... de la première colonne, liés aux précédents 
par la relation (1), disparaîtront en même temps. 

Par des opérations analogues, on réduira le second coefficient dia-
gonal a" à l'unité, et les autres coefficients de la seconde ligne et de 
la seconde colonne à zéro, et ainsi de suite. Finalement, φ se trouvera 
réduit à la forme canonique 

? K/<» +(- ')'"<y*,\· 

24. Le nombre (ô£
v
 des fonctions distinctes φ réductibles à cette 

forme type s'obtiendra évidemment en divisant le nombre total x'
t
\
 îv 

des substitutions de la forme 

3?', X') . . ., C
t
 x x" ..., x' χ -f-. . ., ... 

(4 ) 
y, y",..., C'Y-h dry </ ... 
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par le nombre N/(V de celles de ces substitutions qui transforment 
l'expression canonique ci-dessus en elle-même. 

Cherchons à déterminer ce dernier nombre. 
Les coefficients c, of, ... devront satisfaire aux relations suivantes : 

Cr-H
 +et>+c

p ==1, 

Cyd^ ·+- d{ -f- c
a
 tίζ -H. . .ΞΞΞ ο, 

Déterminons d'abord le nombre M
/>v des solutions de la première 

de ces congruences. 
On peut y satisfaire de Μ/_

1ν
 manières en posant 

cfH-K..+ cp-, = i, c, = o. 

On aura d'autre part 
p2x(l-1)-Ml-1 

manières de déterminer c
2

, ..., c
h de telle sorte que l'on ait 

- c;,+,+...+ cf+,<i. 

A chacun de ces systèmes de valeurs correspondront py ·+■ 1 valeurs 
de c

t
 qui seront des polynômes en p; car la congruence proposée, 

élevée à la puissancepv, donnera, en remarquant que cj5,= c
2

, ..., 
cp2=c1 

c1p+p2-f- -h... -h c£v< == 1 
et, par suite, 

cf^~c\+P\ ou cfv=Ci. 

On a donc la formule récurrente 

Μ/ι,= Μ|...
ι
,
ν
+[/»1^-,)-Μ/-<ιν

](/Η-ι)=^·) + ̂ ι-.,_^
Μ/

.
ι
,
¥

. 

D'ailleurs 
M,

)V
 = ρν-+-1 

et, par suite, 
M „,ν=ρ'ν —/>', 
M2,v=p3v+p2v, 
.................., 
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et généralement 

M/
i

v=/>v(a/",)-h(— ι/ = pv/- —(— ιyj. 

2S. Ce premier point établi, supposons qu'on ait assigné à c,, cp 
l'un quelconque des M/ v

 systèmes de valeurs précédents. Il existera 
des substitutions de l'espèce (4) où les c ont ce système de valeurs. 
Elles seront toutes le produit de l'une d'elles, Ί\, par des substitutions 
de la forme 

χ , χ', X x'-\-(L\X -\~€^X -h..., d
2
x" -f- c2xm ·+··.·) ... 

U= 
~ y,y>y y+<%y+<y+-<> - ' 

La substitution T, transforme φ en une fonction φ, où le coefficient 
du terme en x'

Q
 y'

m
 n'a pas changé. On peut déterminer une substi-

tution U, de la forme 

^ x' ;c'H- d
r

c -f- (\x"' 
~ y,y>y y+<%y+<y+-<> - ' 

qui transforme φ, en une nouvelle fonction ne contenant plus de 
termes en x*y

m
, x'0ylt, et par suite se réduisant à la forme 

AK/„,+(- 1 + V'» 

Ψ' ne contenant plus les variables x\ y'. On peut déterminer une 
substitution U2 de la forme 

x", xm

y ... d2 x" -f- e2 x"-j- ..., ... 
2a= y\ ... ... ' 

qui ramène Ψ' à sa forme normale 

αΣ[<λ+(- »)°Ό;]· 

La substitution T,U,U
2
 transforme ainsi φ en elle-même; et les 

substitutions de la forme T, U qui jouissent de cette propriété seront 
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le produit de cette substitution particulière par une nouvelle substi-
tution U' de la forme U qui transforme φ en elle-même. 

Or, pour que cette substitution opérée sur φ n'y introduise aucun 
terme en x

0
y"

nn
 x„y"

tl
, ..., il faut évidemment que les coefficients d

n 

en ... soient nuls : U7 se réduira donc à la forme 

x'\ χ", ... (li x"-+- e% ..., ... 

et les coefficients cf,, c3, ... devront être choisis de telle sorte que 
cette substitution n'altère pas la forme 

A2l<r»-i-(- 'TKyt\-

Le nombre des systèmes de valeurs qu'on peut leur assigner sera 
doncNi-1,v 

Nous obtenons donc la formule récurrente 

N/., = M,iV N;_,iV = jqM»t, = ρ ' Π[ρ,<-(-')Ί. 

et par suite 

N/., = M,iV N;_,iV = jqM»t, = ρ ' Π[ρ,<-(-')Ί. 
ι 

26. La forme ^ étant ainsi réduite, les termes de rang maximum 
dans la fonction [CC

V
] seront les suivants : 

A+ ··· + (- (a = t, 2, ■■■,!■)■ 

D'ailleurs [CQ] peut contenir des termes de la forme 

cxlyl, où α </, β>α, /·<///. 
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Le nombre de ces termes possibles sera 

/[μι — (m -h i)l] + ^ m — — m — (m H- 2)/], 

et le coefficient de chacun d'eux sera susceptible de valeurs dis-
tinctes. Ces 

pVi[î[L-»<—(»1-4-3}/] 

systèmes de valeurs sont tous également admissibles. Car nous allons 
voir que, quelle que soit l'hypothèse adoptée, on pourra, par des sub-
stitutions qui n'altèrent pas l'expression de S, détruire successive-
ment tous ces coefficients. 

En effet, supposons que nous nous soyons déjà débarrassé de tous 
ceux de ces termes dont le rang est > /·. 

Nous ferons disparaître à son tour l'un quelconque cx*yfi
r
 des 

termes de rang r sans rétablir aucun des termes déjà détruits en 
opérant une substitution de la forme 

T = y",,, ···> yl-n y"„+λ'>?> · · ·. yi-,+ 

Cette opération accroîtra φ de certains termes tous de rang < r, 
sauf une partie de ceux qui proviennent des termes de rang m écrits 
ci-dessus. Parmi les nouveaux termes de rang r ainsi introduits, deux 
seulement 

A&px0yr et (~ ΐ)"'~ΆλΛ^, 

provenant respectivement des deux termes 

A<yi el (-
 r

y
r

, 

contiendront une variable χ avec l'indice zéro ; le second n'est pas de 
ceux que nous cherchons à faire disparaître; et le premier viendra 
détruire le terme cx\y\ si l'on détermine λ par la condition 

Αλ^-b c = o, d'où λ = (— A~) c)p\ 

Après cette nouvelle réduction, celles des fonctions bilinéaires par-
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tielles[αβ], où α = ιet β> α ne contenant plus la variable zj, 
seront identiquement nulles. Les fonctions conjuguées [βα] auront 
disparu en même temps, de sorte que l'expression de [CC

V
] sera 

réduite à 

[<χ
ν
]=2[Η+Ψ, 

ι 

Ψ étant une nouvelle fonction où ne figurent plus les variables x\ ..., 
x1 ; y, --■>/' 

27. Achevons la réduction de la fonction partielle [αα]. Elle est 
de la forme 

ur L ««ri 
r 

et le premier coefficient α*β a déjà été réduit à l'unité. Chacun des 
autres, en nombre m, satisfaisant à la relation sera sus-
ceptible de p* valeurs distinctes, et comme nous avons l fonctions [αα]» 
nous pourrons faire en tout p41"1 hypothèses sur les valeurs de leurs 
coefficients. Elles sont également admissibles, car nous allons montrer 
qu'en toute hypothèse on pourra, en opérant sur [CC

V
] une substi-

tution convenable de l'espèce T, rendre nuls successivement tous les 
coefficients α"α, où r<^m. 

Supposons, en effet, que nous ayons déjà réussi à annuler les coef-
ficients β",, ..., α™, de telle sorte que [αα] se réduise à la forme 

* aoLnt ~ "y x ααr ' · · · · 

Pour détruire le coefficient a"" opérons la substitution 

r». · · · · Xl-r yl + · · · , ïm-r + ^Xl-r 

r». · · · · Xl-r yl + · · · , ïm-r + ^Xl-r 

λ étant indéterminée. 
L'accroissement Δ de [αα] sera une nouvelle forme invariante dont 

aucun terme ne sera de rang > /·; il sera donc de la forme 

br Laot/· ^/·— « Ε
ΧΛ) f
_. 

Journ. de Math. (6· série), loine I. — Fasc. III, ■ c^o5. >1-
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et la réduction demandée sera obtenue si b
r
 — — α*Λ. Or on peut tou-

jours arriver à ce résultat. 
i° En effet, supposons en premier lieu m pair, m = 2 m' et r pair, 

r = 9/'', et comparons les coefficients de x*y* dans a*xFaar et dans Δ. 
Le premier sera égal à a""; dans Δ nous aurons deux termes de ce 
genre, provenant de la variation des deux termes (— 1)m'-r' xrym 
et (— La somme de leurs coefficients est 

(_ι γ-'(y+&) 

On aura donc à déterminer λ par la congruence 

(-1)m'-r'(λ'ν4-λ)-Η-<βΕ-ο. 

2° Si m = 1 m' — 1 cl /'= ir\ le terme en dans Δ proviendra 
de la variation des deux termes 

<>(- 1 ' -■''et - <>(- 1 '-'>,*·xm-r 

et Ton aura la congruence 

( - λ) =0. 

3° Si r —■ iv' — 1, on comparera les coefficients des deux termes 
en x*_

x
y*. Dans a**F

a<in
 il sera égal à ea**; et, dans Δ, le terme cor-

respondant proviendra de la variation des deux termes enxr-1ym-r+1 
et en y* et aura pour coefficient, si m = 2 m', 

(_ ''X
? 

et, si m = 2m'-1. 

e( - iV"'-'' X',v-h c(- 1 X, 

On aura donc dans le premier cas la congruence 

(._ (Χ/>Ν_|_ X) _J_ EA**==O} 

et dans le second celle-ci : 

( — 1 " ''' ο( λ/,ν -h λ) -+- e«*aο, 
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Or, chacune des quatre congruences ci-dessus admet pour racines 
des entiers complexes formés avec p. En effet, considérons la der-
nière, par exemple; élevons-la à la puisssance pv; il viendra, en tenant 
compte des relations <<= — c, 0^=0, 

(_ iy*-*- « e(\P^ + >#») _
 fM

u
 = (h 

et, en ajoutant cette équation à la primitive et supprimant un facteur 
commun, 

λ'"-λ==0. 

On opérera de même sur chacune des trois autres congruences. 

28. Il est donc établi que [CC
V

] peut se réduire à la forme 

[CCv]=EFaxm + W, 
1 

Ψ étant une nouvelle forme ne contenant plus les variables des 
séries s

t
, ..., s(y ni leurs conjuguées. On la réduira de même; cl si C 

contient /' séries àm'+i variables, l" séries à ///"-+- 1 variables, etc., 
on trouvera finalement 

[ (Xv ] = m ■+■ 2 ^ W"' ~1~ Σ ^ "·"···» 

expression réduite entièrement déterminée. Toutes les formes [CC
v
j 

sont donc équivalentes dans le groupe Γ. 
Leur nombre résulte d'ailleurs immédiatement de l'analyse précé-

dente. En le désignant par Ο (m, /; ni', et appelant de même 
Ο (m', ...) celui des formes invariantes de l'espèce on aura la 
formule récurrente : 

Ο (m, /; m', ..) =pn [2u-(m+2)l] O(m', l ;..). 

29. Il nous reste à déterminer le caractère quadratique de la forme 

[s] = [CC
V

] -h [C.C
V+1

] -h... 4- [CV-|C2V-|] 



252 CAMILLE JORDAN. 

que nous venons d'apprendre à construire. En désignant par Fg
a

,,„ 
F"

eew
 les expressions qui se déduisent de F

aew
 par le changement de ρ 

en pp, p''\ ..., l'expression 

«a L asm ~ A asm ~···~-«· aam 

sera une forme invariante réelle où ne figure qu'une série de variables 
de chacune des classes conjuguées, [Λ] étant une somme de formes de 
ce genre, son caractère sera le produit de leurs caractères. 

Cherchons donc le caractère de la forme partielle âf
e

. 
Soit γ l'ensemble des termes de rang m que contient la forme F

#em
. 

On pourrait évidemment transformer F
afltm

 en γ en opérant sur les 
variables y une substitution de la forme 

y m y m + ^m,,n t + · · · -+~ ο /î 

y m-1 y m j -h · · · -+-,
 ç
 ̂  » 

................................................... 

dont le déterminant est l'unité. Opérant une transformation analogue 
sur les formes conjuguées, on voit que la forme $a

 a le même discri-
minant que la forme 

9 = γ-+-γ,4-... + γν""1 

obtenue en ajoutant à γ ses diverses conjuguées γ', ..., γν~', laquelle 
est également réelle. 

30. Supposons d'abord m impair, m = ι η — ι. En posant 

yk=e(-1)k[xn-1-k yn+k - yn-1-k xn+k], 
on aura 

v=Eykr, 

et par suite 

? = Τ + γ' + · · · +- y'"' = Σ[γ* + γ; +... + γΓ1] =2?»· 

Chacune des formes partielles est réelle et a pour discriminant 
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l'unité. Elle est, en effet, bilinéaire par rapport à scJ_,_A et ses conju-
guées d'une part étant la viéme de ces conjuguées), à x*

n+h
 et ses 

conjuguées d'autre part. Or on a 

xn-1-k=Χο-4-Χ,ρ 4-. ..-t-X2v-iPav 

xn+4=Y0+Ypp -+-··· + Y2V-|paV_,> 

les X, Y étant des variables réelles. En substituant aux variables 
complexes qui figurent dans φΑ leurs expressions en fonctions des X 
et des Y, les imaginaires disparaîtront et φΑ restera bilinéaire. Par un 
changement de variables opéré sur les Y on pourra la transformer 
dans la forme équivalente 

X<>Yo Xj»v-| YJV-J· 

Or, le discriminant de cette dernière est ( — i)av = -+- ι. 

31. Si m est pair, m = 2/i, nous poserons 

r*= (- ')*[<-» "-»<»*]» 
d=xnyn, 

et nous aurons 

γ--=δ + 2γ». 

d'où 

? = e + e'+"-+2[Tt + Ti+···]· 
1 

Les formes partielles γ*4-γ*+·.· sont comme dans le cas pré-
cédent de discriminant ι. Mais il reste à déterminer le caractère du 
discriminant de la forme 

0 -h o' +-

En remplaçant et ses conjuguées par leurs expressions· 

X* — X
0
 H- Χ, ρ 4- ... H- X

av
.., pav~ 1, ..., 
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nous obtiendrions une forme réelle Ψ(Χ
β

, X,,...) dont on pourra 
reconnaître le type en cherchant le nombre des solutions de la con-
gruence 

ψ = ο (modp). 

Or, si nous donnons à X
0

, Xav < des valeurs réelles quel-
conques, le kifme conjugué de 

X* = X„ -h Χ ι Ρ -h ... H- X3V I ?av ' 
sera 

χ. -η χ,γ+... -h xlv-, p,2V- ,,/,4=(Xo -+■ χ,ρ +....)pk=(x)pk 

En particulier, son vie,ne conjugué y][ sera(xn)p4. 
Donc X

0
, ..., X

JV
, devront être choisis de telle sorte que l'entier 

complexe χ" satisfasse à la relation 

{<Y*X + {<Y*X + ....+{<Y*X +=0 

Celle-ci peut se décomposer en deux autres 

(■o^· 5, 

Z + Z1'"1 O. 

En élevant la première à la puissance/>v et remarquant que 

(xn)p2v=xn, 

on trouve que ζ doit satisfaire à la relation 

xp'=0 

Réciproquement, à chaque solution ζ de cette congruence corres-
pondent p*-h ι valeurs de .r", sauf à la solution ζ = ο à laquelle cor-
respond la valeur unique x*~o. 

Reste à trouver les solutions de la seconde congruence. Soit i une 
racine d'une congruence irréductible de degré ν 

(S) ? + λ, «·*-'+.. = υ. 
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Les racines de la congruence ζ auront pour forme générale 

a -(- a{ i -Κ . + rt
v
_,iy-1, 

les a étant des entiers réels. Les quantités conjuguées zp, zpi s'en dé-
duiront en remplaçant dans cette expression la racine ι par ses con-
juguées. La congruence 

ζ -h zp-h zp ' — Ο 
devient donc 

(β) as„-harsi H- a2S2-h. . .·+■ av-i«?v-i^O, 

.9A désignant la somme des puissances /rieniM des racines de la con-
gruence (5). La congruence (6) ne peut être identiquement satisfaite, 
quelles que soient les valeurs des a, car la relation Ψ^ο serait alors 
satisfaite pour toutes les valeurs des variables X, ce qui esl inadmis-
sible. Donc elle déterminera un des ν nombres a en fonction des 
autres, qui resteront arbitraires. On aura donc pour ζ solutions 
parmi lesquelles la solution ζ = ο. 

Le nombre des valeurs correspondantes de x* sera 

(ρ*~* — ι)(/?v+ i) 4-i = /?av~' — p" + ps i. 

Or, si D est le discriminant de la forme ψ, ce même nombre est dé-
terminé (n° 6) par la formule 

Ρ"'' + (pv - ρ) (y-)' (j)' si ρ est impair ; 

22v~' — 2V"'(— l)v SI ρ = 2. 

La comparaison de ces formules donne la relation 

(^) = — (-y-) ' si ρ est impair 

(β) = (->Γ'. si ρ = 2. 
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32. A chaque série de la classe C qui contient un nombre impair 
de variables correspond dans l'expression réduite [S] une forme par-
tielle de ce genre. Or le nombre des séries à un nombre impair de va-
riables est évidemment de même parité que le nombre total p. des va-
riables de la classe. Le caractère quadratique de [S] sera donc 

<-Hf )""·
 si ρ est impair; 

(— ι)μν+ι), si ρ = 2. 

lit. 

55. Soit enfin C une classe dont le multiplicateur ρ soit égal à ± ι 
(modjo). Elle sera sa propre associée. 

Soient encore s
n
 s

2
,... les séries qui forment la classe C; x

0
, ..., x

m α 
les variables en nombre m

%
-h ι de la série s

e
; soient enfin, comme pré-

cédemment, 

m1 = ... .= //>, m,
+ { =.. .= ntl+l-— w'< m, — 

La forme invariante [C] que nous nous proposons de construire 
aura pour expression 

[C] = E[aB] + E[xx], 

[αβ] étant une fonction bilinéaire des variables de deux séries diffé-
rentes .?

a
, sp, et [αα] une forme quadratique par rapport aux variables 

d'une seule série s
e

. 
Chacune des fonctions [ αβ], [αα] devra être invariante séparément. 
On trouvera, comme dans lepremier cas, l'expression générale des 

formes [αβ] 

[«?] /«?'·> 
Γ 

les a étant des constantes réelles, car ρ est ici réel. 
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34. Passons à la considération des formes quadratiques. 

Le rang r de Vune quelconque d'entre elles [αα] sera un nombre 
pair et ne pourra surpasser m

a
 si ρ est impair, ma

 -f-1 si ρ = a. 

Supposons, en effet, r impair = 2Λ + 1. L'ensemble des termes de 
rang r dans [ αα] sera 

(a, + a, )xlx"„ + (a, + α2)#χ+....+ aux"nxl 

(en supposant identiquement nuls les coefficients de ceux de ces 
termes ou figureraient des variables d'indice > ιηΛ). 

La substitution S transforme [αα] en [αα] -H Δ, Δ devant être iden-
tiquement nul. Or les termes de rang maximum dans Δ proviennent 
exclusivement des termes de rang r écrits ci-dessus : ils sont les sui-
vants : 

(a, + a, )xlx"„ + (a, + α2)#χ„ , + a
u

x"
n
xl 

et ne pourraient disparaître qu'en supposant nuls tous les coefficients a. 
Soit r pair = 1 n. Les termes de rang maximum seront dans [αα] 

(a, + a, )xlx"„ + (a, + α2)#χ„ , + aux"nxl 
et dans Δ 

(cr
0
 4- «,)«,-< H- (α, H- αι)ΰήα%, -f- (an_, +- 2α

η
)χ%1xn. 

Pour qu'ils disparaissent, il faut qu'on ait 

'■ia
n
— û/j-i — *'«—2—···—( ι) ®o· 

Donc, si ρ est impair, aucun des coefficients a ne sera nul, car tous 
le seraient. D'ailleurs, si an était >m«, la variable x*

n
 ne figurant 

pas dans s
a

, il faudrait poser a
0
 = o; donc r = 2 n<m

a
. 

Les termes de rang maximum dans [αα] seront, par suite (siρ est 
impair), 

«»[«- 2*»-,·«'»« +··.+ (- l)"2«,]· 

On voit par là que la forme [αα], si elle n'est pas identiquement 
nulle, contient au moins un terme où est multiplié par une autre 
variable cc*

fl
 de rang pair. 

Journ. de Math. (6* série), tome I. — Fasc. III, 1905. 33 
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Si ρ = 2, les relations précédentes donneront 

a0 = ο (mod 2), 

et les termes de rang maximum in se réduiront à un seul 

anxnsu 

Passons, dans ce cas, à la considération des termes de rang in — ι 
contenus dans [αα], à savoir 

x0X, - 2X^,X^, -4- b
t
x*x*„ -h x*_,a?;. 

Dans Δ les termes de rang m — 2 dériveront exclusivement de ces 
termes et du terme a

n
x\x*

n
 et seront les suivants : 

(4>, + +■ (b, ·+- ij)«, (A„_, + a„)a£_,<1. 

Pour qu'ils s'annulent, il faut poser 

6
0

E= ΞΞΞ. . .== = a
n
 (mod 2), 

de sorte que l'ensemble des termes de rang 2 η ou m — 1 dans [αα j 
sera 

a
n

+ < X+. + · · · + |. 

D'ailleurs, r = 2η <m
a
4-1, sans quoi le terme en x\

n
 _

t
 ne pourrait 

exister. 

55. Cela posé, il est facile de construire une forme invariante par-
ticulière G

a
„, telle que parmi ses termes de rang maximum figure le 

carré x*x% avec le coefficient 1. Si ρ est impair, on pourra prendre 

(i
a
„ = xfX, - 2X^,X^_,i)*2;r«X 

+ Σ( - ·)Α+ί'(2λ· + +
 χ

^
χ

^_ 

(k>o, k + k'~rt), 
et, si ρ = 2, 

Gxn = «X + K-I*£+ Ο + H- Ο + ·.· 

+ K-i-i \<*k + «Ï+»-. +...+xn]+.... 
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Pour vérifier l'invariance de ces formes, il suffit de remarquer que 
dans l'accroissement Δ que leur fait subir la substitution S, un terme 
en#"a?" peut provenir de trois termes de G

an
;ceux en en 

xixi+1ou en a?"
+l

#"
+1

, et son coefficient sera la somme de leurs coeffi-
cients; or on constate sans peine que cette somme est nulle, quels que 
soient i et k. 

On aura évidemment 
[αα]=za

n
GM 4 R, 

R étant une nouvelle forme invariante de rang moindre qu'on pourra 
réduire de même. On aura ainsi finalement l'expression générale des 
fonctions [αα], à savoir 

[««] =2
a
"

G

««> 
η 

la sommation s'étendant à toutes les valeurs de η qui ne surpassent 
pas ^(/we 4-1). 

On aura donc, pour l'expression générale de la forme [C], 

[ ci=Σ Σ a?u - Σ Σβ"°·» 

les a étant des entiers réels. 

56. Il reste à réduire les fonctions que cette expression représente 
à leurs formes types, et à déterminer leur nombre. 

Nous avons supposé que les séries les plus longues s,, ..s( étaient 
au nombre de l et contenaient chacune m 4-1 variables. 

Nous traiterons d'abord le cas où ρ est impair. 
Il se subdivise en deux autres suivant que m est pair ou impair. 

57. PREMIER CAS : ρ impair, m = 2η. — Considérons les termes 
de [αα] qui contiennent les carrés et les rectangles des variables x'n, ..., 
χι

Λ
. Ils constituent une forme quadratique φ que nous réduirons tout 

d'abord par une substitution de la forme 

| aKx'btx" + ..., a2#'4- b2x"-h..... |. 



2Ô0 CAMILLE JORDAN. 

On la ramène à une forme équivalente 

x'„ «; + a' D^y, 

qui présente deux types distincts suivant que (^j est égal à ι ou à — ι. 

Le nombre tR>f (D) des formes distinctes φ réductibles à chacun de ces 
types a été indiqué au n° 7. 

Nous avons laissé de côté le cas où le discriminant D de ο serait J 
nul; mais cette hypothèse est à rejeter; car φ pourrait alors être trans-
formé en une autre forme où l'une des variables, x*

n
 par exemple, aurait 

disparu. 
Mais il résulte de l'expression des fonctions /, G que, si figu-

rait dans la forme [αα], x,l

H
 devrait y figurer aussi au moins dans les 

termes de rang 2u. Donc [αα] ne contiendra pas.r',
M
, et son discrimi-

nant sera nul. 

58. A cet instant de la réduction, les seuls termes du rang maximum 
qui contiennent les variables ..., x

iu
 sont les suivants : 

a2n(xnx'n-XX, ,+·--+ XX )> 

ri\
l t

 étant égal à 1 si l > 1, a 2'D si / = τ. 
Mais [αα] peut encore contenir des termes où x'

Q
 soit multiplié par 

quelqu'une des [A — / — 2 n variables de rang <2/2 et qui n'appar-
tiennent pas à la série s

{
. Ces termes peuvent ctre détruits aisément 

quels que soient leurs coefficients (dont chacun est susceptible de 
ρ valeurs distinctes). 

Soit en effet cx
0
xf. l'un de ces termes. En opérant la substitution 

κ„> ···> *M-r x,+x> ···· χ,+χι. 

le coefficient c sera changé en 2α^λπ- c, et s'annulera par un choix 
convenable de l'indéterminée λ. La substitution aura pu introduire 
d'autres termes en x\

s
, mais leur rang sera < /·. En répétant la réduc-

tion on fera disparaître tous les termes en question, en commençant 
par ceux dont le rang est le plus élevé. 
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39. A ce moment, dans l'expression générale de [C] tous ceux des 
coefficients a*? où α = ι, β^α ont déjà disparu, de sorte que les varia-
bles x'

oi
 ..., x

m
 ne figureront plus que dans la fonction partielle 

fu] = Sa;,G
4r

. 

Les carres des variables x'
in

 x'
0
 figurent dans cette expres-

sion avec les coefficients 

an > an-1»un-'ll* * ·> * 

Le premier de ces coefficients est déjà égal à l'unité. Les autres sont 
susceptibles de pn systèmes de valeurs également acceptables, car on 
peut les faire disparaître à volonté. 

Effectuons en effet la substitution 

Τ — |j?
m
, ..., x„ -+- ..., #

a
A + λα?

β
|. 

Le terme en x'£ dans la fonction transformée aura pour coefficient 
(— ι)η_ΑΓ2λ -f- a" et s'annulera par un choix convenable de λ, les termes 
de rang plus élevé n'étant pas modifiés. On pourra donc annuler pro-
gressivement tous les coefficients en question en commençant par ceux 
dont le rang est le plus élevé. 

40. La partie de [G] qui contient les variablesx'
0

, ..., χ
ΛΗ

 est ainsi 
réduite à G,„. On réduira de même celle qui contient les variables 
x\ χ'

ΛΝ
 à G

2/i
, etc.; enfin celle qui contient les variables xl

tt
 à 

2'DGj„; cl l'on aura à ce moment 

[G] — G
tJl

-h G
a
„-f-...-ha'DG^-f- Ψ, 

Ψ étant une forme invariante qui ne contient plus les variables des 
/ premières séries et qui restera à réduire. 

Le nombre 0(/, 2«: m', ..,) des formes distinctes [C] réduc-
tibles à la Forme ci-dessus sera d'ailleurs égal à celui 0(/', m', ...) des 
formes distinctes de l'espèce Ψ, multiplié par tfî>?(D) et par le nombre 
des valeurs dont sont susceptibles les coefficients arbitraires qu'on a pu 
faire disparaître dans les dernières phases de la réduction, à savoir 

pu-l-2npnpu-(l-1)-2npn...=...=pl(u-n)-l(l+1) 
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On a ainsi la formule suivante 

0( /, 2«; /', m'; ...) = Ρ ' " 3 0(/', m'; ...). 

41. DEUXIÈME CAS : ρ impair, m impair = 2/1-1. — Les 

formes G, où le rang maximum des termes est pair et J m, ne pourront 

contenir les variables χ'
ηή

 La partie de [C] qui les contient 

sera la forme bilinéaire 

q=Eamxdxm, 

dont le déterminant n'est pas nul. 11 est d'ailleurs gauche, en vertu des 

relations 
m \ / m m 

Donc l sera nécessairement un nombre pair. 
Ecrivons donc 2/ au lieu de /. 
L'expression de φ pourra représenter (n°8) ©J, formes distinctes, 

mais toutes réductibles à la forme type unique 

\ 0 m « m )' 

42. Après cette première réduction, les termes de rang maximum 
dans [C] seront les suivants : 

m Λ | '"m- ι"· ··· 'L m |· 

Mais [C] pourra contenir encore : i° des termes contenant les carrés 
de celles des variables x* où α < 2/, ρ < n \ 20 des termes en où 
aJ3a/, ji>aetp<2ft — 1. 

. Le nombre total des termes de ce genre est évidemment 

2/2/1 -t- 2/([A — i\ln) 

+ îl^'~')(2n
 - ') = 't

2
!* - (

2n
 + 0(

ai
 —01. 
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et leurs coefficients seront susceptibles chacun de ρ valeurs distinctes. 
Mais, quelque hypothèse que l'on fasse sur les valeurs initiales de ces 
coefficients, il sera aisé de les annuler successivement. 

Supposons, en effet, qu'on ait déjà fait disparaître de [C] tous les 
termes de l'espèce considérée dont le rang est > r, et aussi tous ceux 
de rang r où α < ik — 1. Nous pourrons faire disparaître ceux dont le 
rang est r et où α = ik — 1 ou ik. 

i° En effet, si [C] contient un terme cx\k~{ xl, appliquons la sub-
stitution 

A —I x/«» ···> m-r /m ·'·> ^m-r ^ol) 

[G] se trouvera accru de termes tous de rang < /*, sauf ceux prove-
nant de l'accroissement des termes de rang τη, lesquels seront de rang r. 
Parmi ceux-ci, un seul — cx\k~{xl (provenant du terme sera 
de l'espèce considérée, et viendra détruire celui dont nous avons sup-
posé l'existence. 

20 Si r est un nombre pair 2p, et que [CJ contienne un terme 

cxp2k-1xp2k-1 

on appliquera la substitution 

t=K:, -, -, <i-(- 1)cx02k-1| 

Les termes dont elle accroît [G] seront de rang < /·, sauf ceux 
fournis par les termes de rang /w, lesquels seront de rang r. Un seul 
de ces derniers, 

— cxf-'xf'1 

[provenant du terme (— i)p^pA_1^JÎLp] sera de l'espèce considérée, et 
détruira celui dont nous avons supposé l'existence. 

3° Pour détruire ensuite successivement les termes de l'espèce 
considérée dont le rang est égal à r et où α = a&, on emploiera avec 
le même succès les substitutions 

I m > ! iri-r m ? ' m-r ο1 
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ou,»si /' = 2p, 

k» -·. SÏ-V *«"' - (- 0Pca·""' ···> X*m-
r
- (- ')'<··^Ί· 

45. A ce moment la fonction [αα] (si a<2Î) ne contenant plus le 
carré d'aucune des variables χ" sera identiquement nulle. 

Les fonctions [αβ] oùa = i, ..., 2/ et β > α sont également nulles 
comme ne contenant pas la variable à moins qu'on n'ait à la fois 
α = ik — ι, β = 2k. 

Enfin la fonction [2k — 1, 2/r] ne contenant x\k~' que dansle terme 

xn2k-1x2n1-se réduira à f
2k
-
t
,
2k

,
2n
-

t 
On aura donc 

[C] = ^/2A-t,2A,2tt-i "+■ 

Ψ étant une nouvelle fonction invariante qui ne contient plus les 
variables des 2/ premières séries. 

Le nombre Ο(2Λ — τ, a/; m', ...) des fonctions distinctes [C] 
sera lié à celui Ο (///', ...) des fonctions distinctes de l'espèce Ψ par 
la formule 

0(2/?- 1, 2/, ro', /?', ...)= Ζζ(ρ1[ίν-[-'"^2ΐ-*»0(ηϊ,l',...). 

44. La réduction de la forme [C] est ainsi ramenée, dans le cas de 
m = 2/ι — ι comme dans celui de m = 2n

%
 à la réduction d'une nou-

velle forme Ψ ne contenant plus qu'une partie des variables primi-
tives. En lui appliquant les mêmes procédés de réduction, on ramè-
nera finalement [C] à une somme de fonctions partielles n'ayant 
aucune variable commune et dont les unes, de l'espèce /, seront bili-
néaires par rapport aux variables de deux séries, contenant chacune 
un même nombre pair de variables; les autres de l'espèce G conte-
nant les variables d'une seule série en nombre impair. 

Si donc on groupe les séries en sous-classes en réunissant ensemble 
celles de même longueur, chacune des sous-classes où le nombre des 
variables est pair devra contenir un nombre pair de séries. Cette 
condition est nécessaire pour l'existence de formes invariantes [C]. 

Dans l'expression réduite de [C] figure, d'ailleurs, pour chaque 
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sous-classe à un nombre impair de variables, un coefficient 2'D, mul-
tipliant la dernière des fonctions partielles G qui correspondent à 
cette sous-classe; et D peut être pris égal soit à l'unité, soit à un non-
résidu quadratique de ρ choisi à volonté. Il existe donc 2p types de 
formes [C], ρ désignant le nombre des sous-classes où le nombre des 
variables est impair. 

45. Le caractère de la forme [C| est le produit des caractères des 
formes partielles qui la composent. 

Or les formes bilinéaires f peuvent être ramenées, par un change-
ment de variables, à une somme de rectangles 

2x*Y*. 

Le nombre de variables de chaque série étant pair, elles ont le carac-
tère Η- I. 

(Juant aux formes G, une transformation linéaire opérée sur les 
variables x

0
 les ramène immédiatement à la forme équiva-

lente 
xnxu+-f- ^ η -1 ~t~ · · ·+x2nxu 

dont le discriminant est (— i)"2. Leur caractère est donc 

\~P~ ) \?J 

Knlin, le nombre des variables étant impair dans les formes G, le 
discriminant de a'DG,,, aura pour caractère 

(t)'©(7> 

Par suite la forme partielle 

G,„-+-...-+- G/_,,
tt
 4- 2<DG„, 

aura pour caractère 

\~P~ ) \?J 

Journ. de Math. (<>' série), tome I. — Kasc. III, KJO.V ^4 
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et le caractère de [C] sera 

π(τΓ(3-(τ)·π(?> 
? désignant le nombre des séries où le nombre m -h r des variables est 
de la forme \n -+- ι. 

i6. Passons au cas où ρ = 2. 
Ici encore nous aurons à séparer les deux cas : m pair, ou 

m impair. 

TROISIÈME CAS : ρ = 2, mpair = 2η. — Parmi les termes de rang 
maximum, ceux qui contiennent les variablesx'

2n1
 ... xl.

ln
 sont ceux de 

la forme bilinéaire 

S»»-·"?. «■) 

dont le déterminant ne sera pas 0 mod 2. 
Ce déterminant est congru mod 2 au discriminant de la forme qua-

dratique 

9=Σα^χ'^ + 9=Σα^χ'^ 

constituée par ceux des termes de rang maximum qui contiennent les 

variables x
H

, ..., xl
u

. 
Donc ce discriminant D n'est pas ο mod 2, et / est nécessairement 

pair. Ecrivons donc 2 / à la place de l. 
Par une substitution convenable opérée sur les χ', x", ..., x2/, nous 

pourrons, suivant le signe du caractère quadratique ramener ç 

à l'une ou à l'autre des deux formes normales 

9=Σα^χ'^ 

ou 

9=Σα^χ'^+9=Σα^χ'^ 
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et le nombre des formes distinctes φ réductibles à chacun de ces types 

sera aft)^(D) (n° 7). 
Les termes de rang maximum dans [G] seront dans le premier cas 

(en remarquant que 4- i = — 1 (mod 2) 

E(x0 x2n+x1 x2n-1+...+x2nx0) 
1 

Dans le second cas, les deux termes 

X„ ~+" J- /, 

devront être ajoutés aux précédents. 

47. A ce moment [C j peut encore contenir : 
I° Les carrés de celles des variables jyJoù Α J2/, Ρ < Λ; 2° les pro-

duits de celles des variables a?Joù α J 2 / par des variables x\ où κ, 
p<2W. 

Les le unes de ce genre sont au nombre de 

•2 In: 4- 21\Ρ — 2/(2// 4- I)| 4- '1—~—- 2/Y = 2/(A — 2in — 2/), 

et chacun d'eux est susceptible des deux valeurs ο, 1. Mais, quelles 
que soient leurs valeurs, on pourra lès détruire successivement par 
les mêmes substitutions qu'au n° 42. 

Après leur disparition, suivant que 4-u/^ ligure ou non dans 
l'expression réduite de <p, [(J] sera ramenée à la forme 

Ci,. -Mi m I, 'lk, 'lu 

ou à celle-ci 

Ci,. -Mi m I, 'lk, 'lu 

Ψ étant une nouvelle fonction invariante, qui ne contient plus les 
variables des 2/ séries les plus longues. 
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Le nombre 0(2/*, il\ m, ...) des formes distinctes [C| sus-
ceptibles d'être ramenées à Γιιη des deux types précédents sera lié au 
nombre Ο (m', l' ; ...) des formes distinctes de l'espèce ψ par la for-
mule récurrente 

0(2//, 2/; m', /'; ...) = 2ln*{)Q(m', ...). 

48. QUATRIÈME CAS : ρ = 2; /// impair = 2// — 1. — Les termes 
de [C] où figurent les variables x

m
, . constituent une forme 

bilinéaire symétrique 

í=2‘,'!«i+2«íjí-4 a:: : ? 'i»' r ■»••••AV 

de déterminant Jο mod2 et que nous allons réduire d'abord. 
Supposons que l'un des coefficients diagonaux du déterminant, par 

exemple b\ soit — 1 mod2. Par la substitution 

<+! ~.< + 2 f.i + 2 ,.(+ ( 

on ramènera 9 à la forme 

Κ*'» + ?'» 

9' ne contenant plus les variables x'
0

, x\
n

. Si l'un de ses coefficients dia-
gonaux n'est pas nul (mod 2) on la réduira de même. On continuera 

ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à une forme 9' où tous les coefficients 

diagonaux soient nuls. Le déterminant de 91 pourra être considéré 

comme gauche par rapport au module 2. Le nombre / — i des couples 

de variables xj, x* que contient φ' sera donc pair, et en réduisant 9' à 

sa forme type (n° 8) on aura facilement 

_ / ' . . i A . /.„<+! ~.< + 2 f.i + 2 ,.(+ ( \ , 

_ / ' . . i A . /.„<+! ~.< + 2 f.i + 2 ,.) 

On peut, d'ailleurs, supposer *< 3. Considérons, en effet, la forme 

A,A
m
 + x\x'

m
 + x"

0
x"

m
 (mod 2). 
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Far le changement de variables suivant 

| χ', χ"
 )
 xm x' 4- χ" 4- χ'", x' 4- x"y x' 4- x" |, 

elle serait transformée dans la suivante 

* A + OX, — ®X.) (mocl a), 

où l'on n'a plus qu'un coefficient diagonal au lieu de trois. 
Le nombre l ~ i étant pair, et / < 3, il faudra nécessairement sup-

poser I = I si / est impair; on n'aura donc dans ce cas qu'une réduite 
unique. Mais, si l est pair, on en aura deux, correspondant aux deux 
hypothèses *' = o, i = 2. 

49. On obtiendra le nombre c'
ml

 de formes distinctes φ réductibles à 

chacun de ces types en divisant le nombre total X, = 2 * Π(2*- ') 
t 

des substitutions linéaires à / variables par le nombre i\ des substitu-
tions linéaires qui transforment la forme réduite en elle-même. 

i° Soit d'abord 1 = 0; / étant pair, remplaçons-le par il. On 
aura (n" 8) Ν = ω^, d'où 

.*•— il/ — o-•1* 1,2/ to3 w2/# 

2° Soit i = 1 ; / est impair, remplaçons-le donc par 2/4-1. La 
forme réduite sera 

? = +2C
a,
î'

a,
iÎ

M
 -*?*'*ï) (mod2). 

Pour qu'une substitution 

χ' a
K
x'+ bsx"-\- c<#'"4- . . . 

Σ =
 t

 χ" Α
2
 x' 4- b3 x" 4- Ο

2
 x'" 4- . . . 

........................................... 

n'altère pas cette forme, il faut que l'on ait 

a;4- 2FL
1
«

3
4-...= I, a3bs-i- a3b2+ a4b5 4- a5bh 4- .. .==Ο, 

/>; 4- 2b2b3 -Κ ..~O, A
2

C, 4- A3C2 4- ahc3 4- a^aA 4-.. .ΞΞΟ, 
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Des premières équations on déduit 

#1—1, ,. = o, 

et le déterminant de la substitution se réduira à 

b# ca. .... 

b3 ci · · · · 
.......... 

Il ne doit pas être nul. On déduira donc des équations de droite 

a., = a^ = .. . -- o, 

de sorte que la substitution σ laisse x' invariable et se réduit à la forme 

x" b2x" -h c.,x" -h.. . 

x'" Aj.r"-h <\χ'" . . . 

.......................... 

Elle devra laisser invariante la partie de φ indépendante des χ'. On 
aura donc, comme dans le cas précédent, Λ = ω:,,, et par suite 

1.2/4-1 to2 ) ■' w2/* 

3" Soit enfin i — 2; / est pair, remplaçons-le par 2/. La forme cano-

nique de <p sera 

·<·>;„ -+-■<-·>·:,+2 (-<-·Γ'^+2 - -C·^)· 

Par la transformation 

| χ x -+- x | 

nous la changerons dans la suivante, qui se prête mieux au calcul, 

+*; +Σ («γό - *1 )·+E+*; +Σ («γό - *1 )· 
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Cherchons à quelles conditions une substitution 

x' asx'+ bKx"+- ct
xm+ ·. . 

χ" a2x' -f- />a x" -+· c2
x'" 4-.. . 

........................................... 

n'altère pas cette forme. 
On trouvera comme tout à l'heure que l'on doit avoir 

a
{
 = 1, ft, = c, —. .. =0. 

D'ailleurs la substitution 

x" x" 4-α2Λ·'4-2(α2A·^-J5
2

*
+a

-+■α^+2^
,
) 

x'" x'" H- OL3X' 

X,V Xk-}-OLmX' 

................................................... 

où les 2/— 1 quantités α sont arbitraires, n'altère pas la forme; les 
autres substitutions inaltérantes résultent évidemment de celles-ci, en. 
nombre a2'"1, combinées avec des substitutions de la forme plus simple 

| χ", . .. b.^x ·+· c2x -f-. .., ftx' -+■ c
:
,x"*, ... |. 

Celles-ci sont au nombre de ω^. On aura donc ici Ν = 22/~' ω2^, 
et par suite 

4,-,,/- = <>"-·)(**" - , = (32'- .)«J. 

50. La réduction de la forme ψ étant actuellement terminée, ache-
vons celle de [C]. 

Soit en premier lieu i = 0. Nous pourrons, parles mêmes procédés 
qu'au n° 41, faire disparaître de φ : i° les carrés des variables xj 
où α < 2 /, ρ < η ; 2° les produits x*x^ où α < 2 /, β > α, ρ < 2/ι — ι. 
Par là [C] sera réduit à la forme 

[^] l,î*,2NH + Ψ 
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et Ton aura en Ire le nombre 0°(2/J — i, 2/; m', ri',...) des formes |Cj 
réductibles à ce type et le nombre 0(m\ ...) des formes Ψ la 
relation 

<.)0(2// — 1, 2/; m', ri', ...) = a'^2/ia|A (m, l' ; ...) 

«51. Soit i = 2. Les termes de [CJ dont le rang égale ou surpasse 
m — in~\ seront les suivants 

• Vn H" X'n X'n lX'n±\ + · ' · "+" Xm l·*« 

"+" XnXn "+" Xn ι Xn + Xu A+ , 4- . . . +x2n,x0 

a- V ( rih 1 Y·3* ->.a* I . ..a*· I r.2*\ 

Si [C] contient un terme en x* ,, on pourra le faire disparaître par 
une substitution de la forme 

I X,iu 1 ' ' ' ' ' Xit' ' ' · 1 ·+■ C'l2„ -<1 · · · > /1 ^xH -11 ' * · ! · 

On détruira de même, par les procédés du n° 42, tous les termes 
de la forme .rj.ïp, où a< 2/, β > α et ρ < 2//— ι et aussi les termes 
quadratiques xjx'j, où α <2/ et ρ < /«, à l'exception toutefois du 
terme en .r'

w

2Car, par suite de la présence dans [C] du terme oc'*, 

la substitution 

| Xti) Xn- 1J · * * Xn~^~ Xn -1' X/t -1 Xn 2' * " * i 

n'altère pas le coefficient de ce terme, el les autres substitutions qui 
pourraient le détruire feraient reparaître quelqu'un des autres termes 
que nous voulons supprimer. 

Suivant qu'à la fin de nos opérations le terme x\f t sera absent ou 
non de la fonction |C], elle aura la forme réduite 

[CJ = G,„4- G2„4-^/2a <,2/1,2/i 1 4~ Ψ 
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OU 

[C] = (G|n + G()M) -4- Gr2»H-2/2A-<,sA,an-l ■+■ Ψ, 

Ψ ne contenant plus les variables des il premières séries. 
Le nombre Ο*(2τι — ι, il\ m', des formes [G] réductibles 

à chacun des deux types ci-dessus sera évidemment donné par la for-
mule 

02(2/i — 1,2/; m',n' \...) = 0(ra',n'\ ...). 

52. Soit enfin i = 1. On pourra toujours, comme au n° 41, faire 
disparaître successivement de [C] : i° les termes en x^x\ où 
aj2/n-i, β>α, ρ<2Λ —ι; 20 et les termes quadratiques x*x* 
où aj2/-M, ρ<Λ, à l'exception toutefois du terme en

 i
 dont 

on ne peut disposer. Suivant que ce terme existera ou non à la fin de 
la réduction, [C] sera ramené à la forme 

[C] = (G|n + G()M) -4- Gr2»H-2/2A-<,sA,an-l 

ou à celle-ci 

GI// ~4— ^^,/2*,2λ+1,2Λ- 1 ? 

Ψ ne contenant plus les variables des il -4- 1 premières séries. 
Le nombre des termes à coefficients arbitraires que l'on a fait 

évanouir étant ici égal à 

(2/ + 1) [p. — in(il~h 1)] -4- {in — 1) + (2/-h i)n — 1 

= (2/-h ι )(α — iln — ri — l) — 1, 

on aura pour le nombre 0'(2/ι — 1, 2/+1; m\ des formes [C| 
réductibles à chacun de ces types la formule 

O' (2/1— 1, il -h 1 ; m\ l'\...) =
 t a/+l0(m', n'\...). 

Journ. de Math. (6· série), tome I. — Fasc. Ill, 190ό. 3θ 
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ο5. En appliquant à la forme Ψ les mêmes procédés de réduction 
qui ont servi pour [C], nous arriverons finalement aux résultats sui-
vants : 

Le nombre ρ étant supposé égala 2 et la classe C sa propre associée, 
groupons dans une môme sous-classe celles de ses séries qui contiennent 
le même nombre de variables. 

i° Il ne peut exister de fonction invariante que si le nombre des 
variables est pair dans chaque sous-classe. 

20 Toute fonction invariante [C] peut être ramenée à une somme 
de fonctions partielles ne contenant chacune que les variables d'une 
seule sous-classe. 

Soient (x'
0

, ..., x'
m

), ..., les variables d'une sous-
classe, formée de / séries, de m H- 1 variables chacune, et désignons 
par /«p,,,, G

ar
 les expressions suivantes : 

/«βin = H- χζ, -h (X* ■+■ X*)xl
t

 . , -+- · . . 

+
 [

X
A-H ~+- k

x
'k -· "

 X
k-\ + · . · -H xf

H

 ,
Λ
 , + ···, 

G
ar

 = xa
r
xî-+-X*-h x*_

2
(x*^ -T-xr)+... 

+ X%r-k-\ (K+k H" &Xr+k-\ H- .··-+- a£) -H 

La forme canonique partielle correspondant à cette sous-classe 
'aura l'une des expressions suivantes : 

i° Si m = 111 (d'où l pair), 

f12m+f3w« fl-ι,Ι,m 
OU 

(/u.wi-r- G,
n
+ G

2n
) -h f.

iSm
 H- ... -f+fi-1,l,m, 

20 Si m = m — 1 et / impair, 

G1n+ f23m - f f.iSm H- ... -f+fi-1,l,m, 
ou 

(G,
B

-t- G
i(n

_
t
)-+-fUm-+-...

i/tW
; 

3° Si m = 2« - 1 et / pair, 

f tint fmm · · · "h fl-\ t,m 
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Oil 

Gln4- Ga7l
H-/

34m
 4- ... 4-//_,

f
/,

m 

ou enfin 

G1n+H- G<>?1_, 4" G2„ 4- fum 4~ · · · 4" J 

Si donc on désigne par k le nombre total des sous-classes, par k' 

celui des sous-classes où le nombre des séries ainsi que celui des 

variables de chaque série sont tous les deux pairs, le nombre des 

types canoniques distincts sera 2k~k"6k\ 

iî4. Le caractère quadratique de chacun de ces types canoniques 

est aisé à déterminer. Il est, en effet, le produit des caractères des 

formes partielles des espèces 

,/αβ/Mj ,/αβ, 2n 4~ G
A

„ -h GP
FL

, GG
N

, G
M

 + G
ÏIB

., 

qui y figurent. 
Or, la forme /

α
β,„ étant bilinéaire par rapport à deux systèmes 

de m 4- 1 variables est équivalente à une somme de m 4- 1 rectangles. 
Son caractère est donc H- 1. 

La forme G
ejt

 peut également se transformer par le changement de 
variables suivant 

^«-1 + Xn —Xn 

xn+1 + xn =χ;.». 

Xn+k + 4- . . . = Xj_*_,, 
■ * 

en une somme de rectangles 

xl X« "+■ 2 X"_
2
 4- ... 4- XJ, 

son caractère sera donc 4-1. 
La forme Ga„4- Οβ(Λ

_, se transforme de même en posant 

ΛΛ+Ι 3Ί, + = Χί-3 5 

«* + 2x;
+l

 4- a£) 4- (a£ -h a£_.) = x;_, 
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en la suivante 

/y»® I /y»® /y»® t /y%® /y»® I y»® V ® I Ι /y® ® 

formée de deux carrés et d'une somme de rectangles. Son caractère 
est donc — 1. 

Enfin, dans la forme 

Λβ , 2« GjJ„, 

les multiplicateurs des variables a?", ..., sont 
des fonctions linéairement distinctes par rapport aux variables a?J

n
, 

#2«-<> · · · » ^S+i i ^2//» · · m #«+<· En les prenant comme variables indé-
pendantes à la place de ces dernières et les désignant par XJJ,..., X*_, ; 
X{|, ..., XJ_, la forme deviendra 

Kx'„+xlxî+x'xî+Σ Κ+xl X*J-

Elle a pour caractère — 1. 

IV. 

*>«$. Soit enfin S une substitution linéaire qui laisse invariante une 
forme quadratique Φ ; proposons-nous de déterminer si elle est paire 
ou impaire dans le groupe G correspondant à cette forme. 

i° Si l'ordre q de la substitution S est impair, S sera paire, car elle 

est le carré de la substitution S * , laquelle appartient à G. 

2° Si Φ est de la forme ̂ x
k
y

k
 et que S soit le produit de deux 

substitutions partielles S
x

, S^. opérées respectivement sur les χ et sur 
les y, S sera paire. Car en combinant les substitutions fondamentales 
paires M,·* (n° 10) on peut obtenir une substitution Σ qui opère sur 
les χ la substitution S

x
. La substitution 8Σ~' laissera ces variables 

inaltérées; comme elle laisse Φ invariante, elle ne pourra altérer lesy ; 
donc elle se réduit à l'unité. Donc S = Σ, substitution paire. 

I>6. LEMME. — Si Φ est une somme de fonctions partielles Φ,, 

Φ2, ... contenant des variables différentes, et si G, est le groupe 
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des substitutions qui, opérées entre les variables de Φ
η
 la laissent 

invariable, toute substitution de G, appartiendra évidemment au 
groupe G ; de plus elle aura dans ce groupe la même parité que 
dans le groupe G,. 

Ramenons, en effet, par un changement de variables, chacune des 
deux formes Φ, et Ψ = Φ — Φ, à son expression normale. Si l'une au 
inoins des deux est du premier type (réductible à une somme de rec-
tangles), Φ sera elle-même ramenée à la forme normale, et les substi-
tutions fondamentales d'où dérivent toutes celles de G, feront encore 
partie du système des substitutions fondamentales de G, de sorte que 
la proposition est évidente. 

Mais si Φ, et Ψ sont toutes deux du second type, soit, par exemple, 

ψ=ξ;+η?+· ξ, *1, + 2*; ri, 

ψ=ξ;+η?+· ξ, *1, + 2*; ri, 

il faudra, pour ramener Φ à sa forme normale, opérer une nouvelle 
transformation, par exemple la suivante : 

a-, = ξ + η·, ** = ; +η H--Η η,, 

a-, = ξ + η·, ** = ; +η H--Η η,, 

Φ sera transformé en 

x1y1 -+-tfj/s+24r<"t-24.>v 

Cela posé, G, est dérivé (10) des substitutions fondamentales 

L.· = l4»r< ><»41» 

M«=]4»ri 4+4»y>+ril» 
L. = | ξ, η η, ξ I, 

Ν = | ξ, η η, ξ Η- η I, 

Ρ =|5»Ί»/. 5 + η + 4>ΐι5 + 4+/ιΙ» 
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les substitutions Le, L/ étant impaires et les substitutions M^, Ν, Ρ 
paires dans le groupe G

t
. Elles conserveront ce même caractère dans 

le groupe G ; car, en les rapportant aux nouvelles variables, L
0
 prendra 

la forme 
L

e
=|x„y

t
y1,x1| 

cl sera une substitution fondamentale impaire du groupe G; L
n

 M,A 
ne changent pas d'expression et sont, la première impaire, la seconde 
paire dans le groupe G. Enfin les substitutions Ν, Ρ étant d'ordre 
impair (on vérifie immédiatement que ÎNS= P3= 1) sont nécessaire-
ment paires. 

Notre proposition étant établie pour les substitutions fondamentales 
de G

n
 le sera pour toutes celles qui en dérivent. 

57. THÉORÈME. — Pour que la substitution S soit paire, il faut 
et il suffit que les variables γ forment un nombre pair de séries. 

Soient 2η le nombre des variables entre lesquelles la substitution S 
est opérée, / le nombre des séries qu'elles forment. Nous pouvons sup-
poser la proposition établie pour les nombres 111', /', si n'<C.n ou 
//'= η, mais /']>/. 

Soit 
x'0,x'1 ·■· uÇL-+- .r«), ... 

^ x*
0

, X',, ... bx
n

, ^(^*1 "Ι- ·*ο)'.... 
........................................... 

Celte substitution est le produit de la substitution 

x'0, χ·,, ... ax'y, ax\, ... 
S1 = x'

0
,x*

t
, ... bx^, bx

t
, ... ' 

........................................ 

d'ordre impair, par la substitution 

A'o, X,, ... X'0» X{ -+· X0, . . . 
S2 = 

Xv, X{, . . . X0, Xt -h X'0, . . . ' 
• · > · * « » · · · 
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dont l'ordre est une puissance de 2. Chacune d'elles sera donc une 
puissance de S et appartiendra à G; la substitution S' étant paire, S 
aura la môme parité que S"; d'ailleurs, le nombre des séries y est le 
même. Il suffira donc d'établir le théorème pour S'. 

La démonstration est donc ramenée au cas où toutes les séries ont 
l'unité pour multiplicateur. 

38. Toute forme invariante Φ est, d'ailleurs, réductible, ainsi que 
nous l'avons vu, à une somme de formes partielles Φ 4- Φ'-f-... con-
tenant chacune les variables d'une seule série, ou de deux séries au 
plus. La substitution S est, de son coté, le produit de substitutions 
partielles S', S", ..., opérées respectivement entre les variables de Φ', 
de Φ", ..., et dont chacune laisse Φ invariante. 

Le théorème étant établi par hypothèse pour S' et Φ', S" οΐΦ", le 
sera, en vertu du lcmme précédent, pour S' et Φ, pour S" et Φ, ... et, 
par suite, pour S = S'S"... et Φ. 

Il ne reste donc à démontrer le théorème que dans le cas où S con-
tient une série ou deux au plus. 

ΐ>9. Supposons d'abord qu'il y ait deux séries, de m 4-1 variables 
chacune, et soit 

g *^0 > > · * · ^O» X l ^0» · * · 
x"0,x"1,... x"0, x"1 + x"0,... 

Si Φ n'est pas réductible à une somme de deux fonctions par-
tielles φ' + φ" contenant chacune les variables d'une seule série, elle 
le sera à l'une des deux expressions suivantes : 

f \ 2m 

ou (si m est un nombre pair in) 

f i2,2Β "t~ £*2«· 

I° Dans le premier cas, f
i2m

 étant bilincaire par rapport aux x' et 
aux x'\ une transformation opérée sur ces dernières variables la ramè-
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ncra à une somme de rectangles 

x'0X"0+...+x'mX'm 

et S étant le produit de deux substitutions partielles effectuées res-
pectivement sur les x' et sur les X" sera paire. Le théorème est donc 
vérifié. 

2° Soient, en second lieu, 

m = ι η 
et 

Φ =/<2,2/1·+· G
2

„ 

= x\x\„ + -t- <x + +■ ■ ■ 
+1X+...+χ\ +C·., x

M
_,+...+ x„) 

+«+■■■ 

= + ·νι,,-ι + t·»-, -+* ·· ·+ ^,1 + ̂  > 

Ψ ne contenant plus les variables a/
0

, x"
in

. 
Changeons x"

2n
 en Λ·^Η-Λ?'

0
; l'expression de S ne sera pas altérée 

par cette transformation, et Φ deviendra 

Κ + a",» + <·„-, + 2 + ·..+ x'n] + y) 

*;χ;+ψ, 

en posant, pour abréger, 

Χ'ό = X0 +~ XiU +" X'iU-l +" X'iH-2 +" · · · +" XW 

La substitution Τ qui remplace x\ par X], sans altérer les autres 
variables x, n'allcre pas Ψ et permute évidemment les deux fonc-
tions a/

0
, X"

0
. C'est donc une des substitutions qui laissent Φ inva-

riante; elle est, d'ailleurs, impaire; car, si l'on prenait pour variable 
nouvelle X„ au lieu de ar"

/Jt
 elle serait la substitution fondamentale 

impaire qui laisse invariante la fonction partielle x'0X'0. 
Cela posé, pour vérifier le théorème, il nous faut établir que la 

substitution S (où le nombre des séries est 2) est paire ou, ce qui re-
vient au même, que la substitution ST est impaire. 
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Or cette dernière substitution remplace 

,X2//' ···' X\ Par X'in Xin-\'> ·*·» x\~)~Xol 

'T2«» ·*·» ΡηΓ ^2« ^2Μ-< > ·*·» *X0» 

cl enfin o?'u par 

Xit (,X2ft X'2H-\ ) X2H-'i) 
"+" (·Χ''2/»-2 + X2«-3 ) ~+" · · · + (XH "+" X'n- Κ ) 

= <*-. + CX« 2 + · · · + *«-, + < + «W + x"m-r 

Son déterminant caractéristique Δ est évidemment égal à ( 1 — p)3a+'J$, 
£ désignant celui de la substitution partielle 

X-JH I» "·> Xl X2/t-t X*2«-2> ·*·' X
t+X0 

x'o xm-\ ■+" ^«·Χ2«-2 H" · · · + Λ'«_, -+" ·χ 1 

( >r on a 

1 — ρ ο ο ... ο ο ... ο ο 

Ο Ι — ρ 1 ...οο... ο ο 

^ Ο Ο I — ρ..·, οο... ο ο 

...................................................... 

Ο Ο Ο ...ΟΟ... ί — ρ I 

ι C* ...10... ο ι — ρ 

et, en développant suivant les coefficients de la dernière ligne, 

« = I + CJ(r — f>)+c;(i — ρ)» + ..+(ι — ρ)»+(ι_ p)'" 

= (i + '-p)"+(|-p)'=?"+(I-p)"· 

Soit η = 2xy, q étant impair, on aura 

Δ = [ p» + ( 1 - p )a']al ( 1 — p )»«■». 

Les racines distinctes de ο seront au nombre de 2q -h 1, car lepoty-
Journ. de Math. (6· série), tome I. — Fasc. III, 1906. 36 
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nome p? + (r — p)s* n'ayant pas de racine commune avec sa dérivée, 
<jui se réduit à qf'x (mod 2), a iq racines distinctes. 

A chacune de ces iq + 1 racines de la congruence caractéristique 
correspond d'ailleurs une seule série dans l'expression canonique 
de ST, car les premiers mineurs de Δ n'ont pas de diviseur commun. 
L'un d'eux est, en effet, égal à (1 — et un autre est égal à £. Or 
0 n'admet pas la racine p = 1. Donc ST, sous sa forme canonique, 
aura un nombre impair 2*7 + 1 de séries et sera impaire. 

60. Supposons enfin que les variables de S ne forment qu'une série. 
Elles seront en nombre pair 2/1, et l'on aura, soit 

Φ = G1,n 
soit 

Φ = G,t„+ G1n-1 

Supposons d'abord η > ι. En changeant &
tH

_
x
 en on 

n'altérera pas l'expression de S, et Φ sera accru du terme .v*. 
On aura alors 

Φ = x'« (·*'« + 9) + Τ, 

Ψ ne contenant plus les variables x'
0

, et φ étant égal, dans le 
premier cas, à 

Xin i // - ί ^itl i+....+x'n 

et, dans le second, à 

x:!«-r+ Ci., +... + J:'„ 

+ x'2n-3 Xn i// - ί ^itl i+...+x'n+4 

La substitution T, qui remplace x'
0
 par x'

{)
 + φ sans altérer les 

autres variables x\ remplacera réciproquement ·£,',+φ para?,',; elle 
laissera donc Φ invariante et sera impaire. 

11 nous faut démontrer que S est impaire ou, ce qui revient au 
rncme, que ST est paire. 

Or, cette substitution remplace 

Xin i // - ί ^itl i+....par x'n+x2n-2, ..., x'1+x'0 
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et, quant à χ·'0, elle le remplace dans le premier cas par 

Xί. + (<X2/,-i ■+" 2) |(,Χ2« 2 "+" Χ·ΐη »)"+*·· · 
= x'

u 4- χ'2ιι., 4- Ο,' χ'νι^ 4-... 4- χ„_,. 

Dans le second cas, on devra ajouter à cette expression les termes 

(·''·.// :i ■+■ 'V-2H %) "+■ Ci 4 4- x
â
„_,,) 4- : 3 "+■ Ci-, ·*·3« -» -+-···· 

Formons le déterminant caractéristique de ST. Il sera, dans le pre-
mier cas, identique au déterminant 0 du numéro précédent. Il aura 
iq racines distinctes et à chacune d,elles correspond une seule série 
dans la forme canonique de ST; car les mineurs de S n'ont pas de 
diviseur commun, l'un d'eux étant égal à l'unité. Le nombre des séries 
dans ST est donc pair et cette substitution sera paire. 

Dans le second cas, formons de même le déterminant 0 caracté-
ristique de ST et développons-le suivant les éléments de la dernière 
ligne. On trouvera 

à — p"4-(l — ρ )'" 4- ( I — ρ)2 [ι 4-Ci_,(l — p)4-C;_,(l — ρ)2 4-... | 
= p" + (1-p)2n + (1-p)2 pn-1 

La congruence 0^—0 a ses m racines toutes distinctes, car 3 n'a 
aucune racine commune avec sa dérivée, celle-ci se réduisant à 

(1 — ρΥρ"~' (mod 2), si η est pair; 

pn l (mod 2), si η est impair. 

Donc le nombre des séries dans ST est pair, et cette substitution 
sera paire. 

Soit enfin 11 — 1, on aura 

S — | Λ?
0

, x
t
 x

0
, X, 4" x

0
 j 

et 
Φ = G, = x; -h xQxx = x·, (xt 4- x0) 

ou 
Φ — G, 4- G0

 = x~i 4- x\x\ 4- xjj. 
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Dans le premier cas, posons x
y
 -+· x

0
 == ; il viendra 

Φ — ^ - | ^'η/ι Υ\ι^\ I» 

S sera une substitution fondamentale impaire. 
Dans le second cas, S sera le produit des deux substitutions fonda-

mentales : 

L :— | J'
0

, x
n

 j?
0
 |, Ν — | u?

0
, .V

t
 H- j 

dont la première* est impaire et la seconde paire. Donc ici encore S est 
impaire. 
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