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Mémoire sur les ﬁ)rmes qmulratiq ues, suivant un

Introduction.

1. Dans un précédent Mémoire (Journal de Lioucille, 1888) nous
avons indiqué les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
substitution linéaire S étant donnée, il existe des formes quadratiques
(de discriminant non nul) que S n’altére pas.

Nous avons en oulre montré que ces formes invariantes ¢ appar-
tiennent & un type unique, car on peut les transformer les unes dans
les autres par des substitutions linéairves qui n’altérent pas I'expression
de S.

Si les coefficients de la substitution et de la forme, au licu d’¢tre des
quantités quelconques, sont des entiers réduits & leur reste suivant un
module premier p, on pourra se poser un probléme analogue au pré-
cédent, mais de nature arithmétique. Il se résout & l'aide des mémes
principes; il est toutefois plus compliqueé et les résultats sont sensi-
blement différents.

Avant de I'aborder, il conviendra de rappeler briévement quelques
résultats connus dont nous aurons & faire usage. Nous les empruntons
en parlic 4 notre Traité des Substitutions, en partic au bel Ouvrage

Journ, de Math. (6° série), tome I. — Fasc. 11, 1905, 28
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dans lequel M. Dickson a récemment élargi et complété, sur plusieurs
points cssenlicls, P'¢tude des groupes linéaires (*).

2. Deux entiers congrus suivant le module p scront considérés
comme égaux pour abréger le langage. Deux substitutions linéuires
(ou deux formes) seront regardées comme identiques si tous leurs
coeflicients sont égaux. '

Elles scront dites équicalentes (ou du méme type), si I'on peul
passer de I'une & Pautre par une transformation lin¢aire opérée sur
les variables. Si la substitution transformante appartient i un sous-
groupe I' du groupe linéaire, clles seront dites dquivalentes dans ce
sous-groupe.

3. Les substitutions linéaires de déterminant Zo modp entre n
variables «,, ..., x, dérivent toutes de la combinaison des substi-
tutions fondamentales suivantes, qui n'altérent chacune qu'unc
variable

| e 7\*‘%’]’

l.l,'i A =+ 2y I.

Leur nombre &) est donné par la formule

min—1 M

=p I -0

Si les coeflicients,. au licu d’étre réels, sont des enticrs complexes
formés avec une racine d'une congruence irréductible de degré v, on
devra, dans la formule précédente, changer p en p¥; on aura ainsi

win 1

n
. y— , .
Ab,=p F I I(p”" — ).
1

(') Dicksos, Linear Groups. Teubuner, Leipzig, 1gos.
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4. Une substitution lincaire

. I =1y..0y0
b:l.’l}; Ea,'kxkl

N

h=1,...,n

peut ¢tre ramence par un changement de variables & une expression
canonique que nous allons indicuer.
Formons la congruence caractéristique

an"‘? a;, e a,,
a, a,, — oo a,
A= H 2P M=o (mod p),
Uy, a,, e Uyyp— P

et décomposons A en facteurs irréductibles suivant le module p.
Soient P I'un de ces facteurs, v son degré, u son ordre de multiplicité.
La congruence P =0 mod p admettra v racines conjuguces,
oy & s PPN

Parmi les nouvelles variables qui donnent a4 S sa forme canonique,
il y en aura précisément pv correspondant au facteur P.

Ce sysiéme de wv variables se partage en v classes correspondant
aux diverses racines conjuguées. Les p variables o/, 27, ... de la pre-
micre classe C, (correspondant & la racine p) seront de la forme

=X +pX+...+ XL, (i=1,...,p),

les X étant des fonctions linéaires réelles des variables primitives.
Elles forment une ou plusieurs séries s,, s,, .... La substitution S
remplace les variables x,, «,, ..., %, de I'une de ces séries respec-
tivement par

Pxoy (@i +To)y ooy P(Zm+ Tpoy)-

Les p. variables de la classe C, peuvent donc étre représentées par le
symbole z?, I'indice supérieur « variant d’une série & l'autre, et I'in-
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dice ¢ représentant le rang qu'occupe la variable considérée dans la
série s,.

Les variables de la classe C; qui correspond 4 la racine ¢ ont des
expressions qui s¢ déduisent des précédentes en y remplacant g par sa
conjuguée . Les altérations que S leur fait subir sont de méme
conjugudes des altérations qu’clle fait ¢prouver aux variables corres-
pondantes de la classe C,. Elles sc partagent donc en séries, st, s, ...
respectivement conjuguées des sérics s,, 8, . ...

5. Sil'on exéeute sur les variables de ia classe C, une substitution
linéaire quelconque T, dont les cocfficients soient des entiers com-
plexes formés avee ¢ et si 'on effectuc en méme temps sur chacune des
séries conjugudes la substitution conjuguée Ty, I'opération résultante

T-—_—To...T/‘....

sera une substitution réelle.
Celles de ces substitutions qui transforment S en elle-méme forment
un groupe I' qui peut étre construit comme il suit :
1° Groupons les sérics sy, s,, ... de la classe C, en sous-classes, en
réunissant celles qui'conticnnent le méme nombre m +1 de variables;
soil
(@hy ey @)y (&) ey @)y ooy (ahy ..,

une de ces sous-classes contenant / séries.
Opérons simultanément sur les m + 1 systémes de variables cogré-
dientes

o 4 2! Y
(Tgy Tay ooy ba)y  ovvy (W oeny @),
une méme substitution linéaire quelconque
l&, 2"y ooy @&+ 08 a0, @ + b+

En prenant pour T, cette opération, T sera 'une des substitutions
du groupe I.
2° On en obtiendra une autre en prenant pour T, la substitution

a

R & o3 0 " 8 % o) &
l xm’ ‘,Lm-i’ A xm-r’ reey .L'(' ‘Lm+ )\a’r’ wm-i + )\xr-l’ AR | 'Tm—r+ l“".o’ R xo 9
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ot1 A est une indéterminée et .2 'une quelconque des variables de C,
dont le rang r est < m.

Réciproquement toutes les substitutions de I' résulteront de la com-
binaison des deux sortes de substitutions ci-dessus.

6. Les formes quadratiques @ & 7 variables dont le discriminant D
n’est pas congru & o mod p appartiennent, si p cst impair, & deux types
différents, correspondant aux deux valeurs =+ 1 du caractére quadra-

tique (l—;-)

La forme @ peut en effet sc réduire a la suivante :

2 o 2 2
‘7"1 + ‘I"2+" * +$n—| +a.1,‘”,

ou le nombre a est arbitrairement choisi parmi ceux qui satisfont & la

B-6re)

1l est d’ailleurs ¢vident que le caractére (%) est un invariant,

qu’aucun changement de variables ne peut altérer.
Le nombre Qf (D, ¢) des solutions de la congruence

®=c (modp)

est égal,sin=2m+1, &

| Pl 3 0]
etsin=o2m,a

e GIE] 5 e
Pl -G @] 6 e

Ces formules nous serviront 4 déterminer le signe-du caractére (%)
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lorsque @ est exprimée de telle sorte que le calcul de son discriminant
offre quelque difficulté.

Si p = 2, il n’existera de forme quadratique de discriminant impair
que si a2 est un nombre pair 2m. On aura dans ce dernier cas deux
types de formes, correspondant aux deux valeurs du caractére inva-

o 2
riant (ﬁ)-

Si (%) = +1, ® sera réductible & unc somme de rectangles
m
E‘fkyk.
1
Si <%> = — 1, clle sera réductible i la forme
.Tf + _yf +E€L’kyk.
1

I.e nombre Q2 (D, ¢) des solutions de la congruence ® = ¢ sera
2m ol

donné par les formules

|

Qjm(D,c)=~2"""-*—2"‘—'(-—1)’"(]') s e=o,

\w

2 .
—_ 2i—| -1 m v —
=2 —_2 (-'—I) (——“) Sl ¢c=1I,.

7. Les substitutions linéaires qui laissent invariable une forme qua-
dratique donnée @ (de discriminant Z o mod p) forment un groupe G,
dit groupe de la forme ®.

A dcux formes équivalentes ®, @’ correspondent deux groupes G,
G’ transformables I'un dans I'autre par une substitution linéaire et
appartenant par suite au méme type.

Si le nombre n des variables est pair, on aura ainsi deux types de
groupes répondant aux deux types de formes @,

Si n est impair (d’od p impair), ces deux types se confondent en un
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scul, car toute substitution (ui laisse invariante une forme @ de discri-
minant D laissera aussi invariante la forme ¢® de discriminant a*D,
laquelle est d'un autre type que @, si @ est un non résidu de p.
L’ordre O?(D) du groupe G qui laisse invariante une forme @ de
discriminant D s’obtient aisément, si p est impair, par la formule
récurrente '

0#(D) = (D, ¢) 07 ,(2cD),

oft ¢ est un entier quelconque Zo mod p.
On trouve ainsi, si # est impair = 2m + 1,

Oi’”“l(]')‘) — 2pm: II(p’M‘ . I)

el, ston= wn,

mn—1

or. 0 == = (5 ()] Tl

Sip = 2, auquel cas n est toujours pair = =m, on aura

nm—1

O3 (D) = | 5 (= o ()| [T 2 -

Le nombre w/ (D) des formes distinctes équivalentes & @ s’obtient
¢videmment cn divisant le nombre total 4.2 des substitutions linéaires
par Ie nombre O4(D) de celles qui laissent @ invariante. On aura
par suite, si p est inpair,

Wi DT

et, si p =2,

wip(D) =27 24 (= 1y (3) 111( —0).
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8. Les formes bilinéaires gauches
Zcik‘rixk (cin=— cr:)

a deux séries de variables cogrédientes
Lyy veey  Tny X veey X,

n'ont leur déterminant différent de zéro que si 2 est un nombre
pair 2. Elles sont toutes ¢quivalentes & une méme forme type

m

2(’”2/(4 Xox— €24 Xagy )

1

L'ordre w},, du groupe formé par les substitutions qui liissent inva-

2m

riante 'une d’elles est donné par la formule

Jlll = Pm’ ]_—I (p ‘I‘

et le nombre 24, des formes distinctes du systéme sera

of — J"zm — (1) h—1 __ ‘
Sam T T,0 =p I I (P '

n

9. Ces préliminaires posts, nous donnerons, dans les trois pre-
micres Sections de ce Mémoire, la solution des questions suivantes :

1° Unec substitution S(mod p) ¢tant dounée, quelles sont les condi-
tions nécessaires et suffisuntes pour qu'il existe des formes quadra-
tiques @ (mod p), de discriminant Zo(mod p), que S laisse invariantes ?

2° Quelle est 'expression géncrale de ces formes invariantes?

3° A quels types simples peut-on les réduire par les changements
de variables qui n'altérent pas I'expression de S?

° Quel est le nombre de ces types?

5° Quel est le nombre des formes invariantes distinctes réductibles

a chacun d’eux?
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\

- . . A . D
6° Quel est pour chacun d’cux lesigne du caractére quadratique <;)—)
2
0 —
u (I))?

Nous ¢tablissons en particulier les théortmes suivants :

/

Tutoniyve 1. — Les conditions nécessaires el suffisantes pour
Pexistence de formes invariantes O sont les suivantes'

1° A chaque racine 3 de la congruence caractéristique de S,
autre que = 1mod p, est associée une racine o=' de la méme con-
gruence, réciproque de g;

20 Les deur elasses Cy C' correspondant & ees dewe racines con-
tiennent le méme nombre de variables, dont la répartition en séries
est identique dans les deur classes;

32 Si la congruence caractéristique admet une racine égale
a = 1wmod p, la classe correspondante C sera dite singuliére. Grou-
pons ses séries en sous-classes, en réunissant ensemble celles ot le
nombre des variables est le méme.

Si p est impair, chaque sous-classe dont les séries contiennentun
nombre pair de variables sera formdée d’un nombre pair de séries.

Sip =2, chaque sous-classe dont les séries contiennent un nombie
impair de variables sera formée d’un nombre pair de séries.

Tuconine L. — Les formes incariantes ® apparticunent toutes au
méme lype, si la congruence caractéristique de'S n’a pas de racine
égale a =1 mod p.

Si elle admet de semblables racines, p élant impair, le nombre
des types distinets sera 2*, k désignant le nombre des sous-classes
contenues dans les classes singulicres et dont les séries sont for-
mdes d’un nombre impair de variables.

Si, p élant égal a 2, la congruence caractéristique admet la
racine 1, soient, dans la classe singulicre, k le nombre total des
sous-classes, i’ celui des sous-classes formées d’un nombre pair
de séries, contenant chacune un nombre pair de variables : le
nombre des types distincts sera 28 3%,

Pour la solution des autres questions posées ci-dessus, qu’il serait
plus difficile de r¢sumer, nous renverrons & la suite du Mémoire.

Journ. de Math. (6° série), tome I. — Fasc. Il 1go5. 29
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10. La quatriéme Section a pour objet la question suivante :
Le groupe G des substitutions linéaires (ui laissent invariante une
forme quadratique & 22 variables réductible & uncsomine de rectangles

(1) =2.l'ky/_.,
1

est dérivé, comme on sait, des substitutions fondamentales suivantes

Li = l Liy Yi Yis “'ila
M= y4 i+ Ty Y+ Yi

Si la forme @ est du second type

O =} + ¥+ DTy
1

les substitutions fondamentales seront les suivantes
Li7
Mik (i>1’k>l),

X::I-'l'n Y Yy Xy +Y, I:
le'l'” Y )2 Ty + Y+ 2y Ly ‘1'|+‘L'2+}’2l'

Une substitution de G sera dite paire ou impaire suivant que, dans
son expression en produit de substitutions fondamentales, le nombre
des facteurs de I'espece L est pair ou impair.,

Nous avons établi autrefois par des considéralions indirectes que les
substitutions paires de G forment un sous-groupe invariant I" d’ordre
moiti¢ moindre. Mais nous avions inutilement cherché & établir un
caractére, plus simple que la définition précédente, et qui permette de
discerner les substitutions paires. M. Dickson a réussi & combler cette
lacune dans le bel Ouvrage auquel nous avons déjarenvoyé. Ity donne,
au n® 205, 'expression d’un invariant dont la parité ou I'imparité sert
a fixer le genre d’une substitution quelconque de G.

Ce critérium suppose, pour étre appliqué, que la forme @ a été
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réduite préalablement & I'un des deux types normaux

PR £+ Vi XY ke

Nous montrerons que I'on peut se dispenser de cette opcration, en
assignant un nouveau critérium tres simple et complétement indépen-
dant de la forme @ que I'on considére. 1l peut s’¢noncer ainsi :

Tutorine. — Soit S une substitution linéaire qui laisse incariante
une forme quadratique ®mod 2. Elle sera paire ou impaire, sui-
vant que dans sa forme canonique le nombre des séries formées
par les variables est pair ow impair.

Analyse. .
11. Supposons la substitution S ramenée 4 sa forme canonique

Loe seey Liy oos :J Loy ooy 9(.‘1/[-*' (L'i_‘), cee

£ = }/m coey Yy oo 9|J’o, sy Pl(}’k"")’k-a); e e

se e aese s e se #% @48 e cser s resteset s e

Soient
= ("'07 Ly oeeey "f’m)r Sy = ()’0’ Yiy oo °’.ym>’ co

les diverses séries entre lesquelles se répartissent les variables; g, ¢, ...
les multiplicateurs correspondants.

Soit ® une forme invariante : clle sera une somme de formes par-
tielles, les unes B,g bilinéaires par rapport & deux séries différentes
Say Sg; les autres Q. quadratiques par rapport aux variables d’une
seule série s,. Chacunc de ces formes partielles devra ¢tre invariante
séparément.

Soit d'ailleurs ¢,y un terme quelconque de I'une de ces formes
partielles, telle que B,,. Nous dirons que «;, y; sont des variables de
rang i et k respectivement et que le terme ax;y; est de rang i + k.
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La substitution S le transforme en

oe a( i+ xi ) (Ve+ Vi 1)

sonme de quatre termes dont le premier est gg, ax;y45 les deux sui-
Vanls gp,@x; Yy 59,0y, sont de rang i+ k —1 ot le dernier
£8,0.4, Vi derang i + k — 2. (Si 7 ou k élait dégal & zévo, ceux de
ces termes ol figurcwaient des variables & indice négatif sont & sup-
primer.)

‘Il résulte évidemment de la que, dans la transformée B,, + AB,,
de B,, par S, I'ensemble des termes de rang maximum s’ohtiendra en
multipliant par g3, I'ensemble des termes de rang maximum dans By,

Pour que ces deux formes soient égales il est done nécessaire, ou
(que By, soit identiquement nul, ou qu’on ait gg,=:=1.

Mais le discriminant de ® serait nul si les variables d’ane série, telle
que s,, disparaissaient de son expression. 11 faut doune qu'il y ait au
moins unc série (différente ou non de s,) dont le multiplicateur soit
égalag'.

Il peut y avoir plusieurs séries s, s,, ... correspondant au méme
multiplicateur ¢; clles formeront une classe C; les séries au multipli-
cateur ' formeront une classe C' associce i la précédente; et @ sera
de la forme

®=[CC] + W,

[ CC’ ] désignant une forme bilin¢aive par rapport aux variables de C
ct de C’ el ¥ nc les contenant plus.

1© Sigzzg, d’ott p====1 (modp) (ces deux hypothéses se con-
fondent si p =2), la classe (' se confond avee la classe €, ct T'on
aura

o =|Cl|+W,

[ C] étant quadratique par rapporl aux variables de €, el U ne les
contenant plus;
2° Si g n'est pas ¢gal & 571, les elasses Cel € sont différentes et 'on

aura
B = [ (] 4 Y,
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.

[CC] étant bilinéaire par rapport aux variables de C et de C’ et @ ne
les contenant plus.

Dans ce cas p pourra ne pas étre réel, mais racine d'unc congruence
irr¢ductible de degré >1; G fera alors partie d'un systéme § de

classes conjuguées
C’ ("‘l7 ey (Jk’ LI}

ayant pour multiplicateurs respectifs

k
By FFy ceen BTy eee
Si g~ fait partic de cette suite, soit pour fixer les idées

plr==p~", d’otl prHi=1.
Les classes
G, G, ..., G

auront respectivement pour associées les classes
~ gl
C"a Nty ey (—‘v+k

et C, aura pour associ¢e C,,. Mais cette associée est C. Donc 8 con-
ticnt 2v classes distinctes, ct l'on aura

O =|CC]+|CCoh ] +...+[C. Cpy | + ¥ =[8] + W,

[s] ne contenant que les variables du systéme 8 et W les autres
variables.

D’ailleurs la forme ® étant réelle ne doit pas changer si 'on y rem-
place p par ¢#. Donc V" a ses cocfficients réels; d’autre part, par ce
changement, les formes particlles [CC,], [G,C,.], ... devront se
transformer chacune dans la suivante; clles sont donc conjugudes;
enfin la derni¢re [C, ., C,,_,] devra se changer dans la premiére; ce
(qui revient & dire que [CC,] ne doit pas étre altérée par le change-
ment de g en g, Cette condition implique une certaine restriction pour
les coefficients de cette forme bilinéaire. En outre leur déterminant
ne doit pas étre nul.

3° Supposons enfin que C ne fasse pas partie de la suite des conju-
guces de C. Soit v le nombre de celles-ci. Elles auront respectivement
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pour associces les conjuguées de (¥,
C/’ C"n ceey Cv 1)
lesquelles formeront un systéme 8" associé¢ a 8 ct @ sera de la forme
O=[CU|+[CC|+...+]|CC]+ T,

[CC'][C ], ... ¢tant des fonctions bilinéaires conjugudes et 1" ne
contenant plus les vaviables de 8 ni de s'.

Les formes partielles [CC'| +[C, €] +...+ ] C,C] conslituent
par lear réunion une forme véelle [ss’] bilincaire pav rapport aux
variables des deux systeémes associés s et s'. Dans chacun de ces sys-
témes les variables complexes peuvent étre remplacées par les vaviables
réclles dont clles dépendent.

On remarquera que le déterminaut de la forme bilinéaire | CC|,
entrant en facteur dans le diseriminant de &, ne doit pas étre nul. 11
faut pour cela (ue les classes associces €, € contiennent le méme
nombre u de variables. 1l en ¢tait évidemment de méme dans e cas
preecdent ot on supposait ces deux classes conjuguées.

Nous pouvons done ¢noncer une premicre condition nécessaire pour
qu'il existe des formes @ (de déterminant non nul) invariantes par la
substitution S. C'est qu’a chaque racine g de sa congruence caractéris-
tique, autre que == 1, corresponde unc racine associéc ¢! du mémne
ordre de multiplicité; autrement dit :

La congrucnce caractéristique de S doit étre réciproque.

Il résulte d’ailleurs de 'analyse précédente que, sil'on jointa chaque
classe ses conjuguces et leurs associ¢es pour les réunir en une méme
famille, toute forme invariante @ sera une somme de formes par-
ticlles ®,, @, ... contcnant chacune les variables d’une scule famille.

Chacune de ces formes partielles sera :
1° Ou une fonction bilinéaire

V-1
[s8] =2[Ck Gil

par rapport aux variables de deux systémes associés;



MEMOIRE SUR LES FORMES QUADRATIQUES. 231

29 Ou unc fonction
5] =[CC+ |GG ]+ o+ [Cozy Caumn ]

des variables d’un seul systéme contenant un nombre pair 2v de séries
assocites deux & deux;

3° Qu enfin une fonction |(:] quadratique par rapport aux variables
d’une série au multiplicatcur == 1, laquelle sera associ¢e & elle-méme.

La substitution S de son coté est le produit de subslitutions par-
tielles S,, S,, ... effectuées chacune sur les variables d'une seule
famille. I en cst de méme des substitutions (ui la transforment en
elle-méme.

La détermination des formes @ invariantes par la substitution S
revient donc i celle des formes partielles @,, @,, ... respectivement
invariantes par les substitutions partielles S, S,, .. ..

Pour les réduire 4 des formes types, il faudra réduire séparément
ces formes particlles.

Le nombre des formes distinctes réductibles & chaque type sera le
produit des nombres de formes distinctes pour @,, pour @,, etc.

Enfin, le caractire quadratique du discriminant D de la forme ® est
le produit des caractéres des discriminants des formes partielles ®,,
O, ....

Les problémes que nous nous sommes posés se trouvent ainsi réduits
au cas ot les variables ne forment qu’une seule famille.

Trois cas seront a considérer :

L.

12. Supposons d’abord qu'il existe deux systémes associés mais
differents 8, s'.
La forme

v —1

@, = [55] = R [C:Gi]

0

est une somme de v formes bilinéaires complexes [CC'], [C,C], ...,
conjuguées les unes des autres, et invariantes séparément. I suffira de



232 CAMILLE JORDAN.

déterminer expression de 'une d'elles [ CC']. Celle de ®, s'obtiendra
en y ajoutant ses conjuguces.

Soient s, s,, ... les sérics qui constituent la classe C; s, s}, ...
celles qui constituent la classe (7’3 on aura évidemment

| CC' =X [,

a.B

[«B] désignant I'ensemble des termes de [C(Y] qui contiennent les
produits des variables de s, par celles de sg. Chacune de ces formes
particlles doit ¢videmment étre invariante. Il suffiva done de construire
'une d’elles [« ].

Soient

X & 3

x5y &y eeey T

les variables de la série sq,

¥hovh o

celles de la série s;.
Soit enfin
L= ey

I'un quelconque des termes de la forme [«3]; il aura pour rang 7 + £.
En lui appliquant la substitution S il sera changé en :

cik("’"?—" .’L‘? |)<.yg+y?~c)

Son accroisscment At se composera de tlrois termes, dont dcux,
% v p® , ; - nier. ¢..o* At
cax®  yh, cuxlyd |, sontderang i+ k — 1 et le dernier, ¢y y¥ |,

derang i + k — 2.

Laforme [«f | étant invariante, son accroissement total A[2f3 | = SA¢
devra étre identiquement nul.

Cela posé, considérons ccux des termes de [ | dont le rang est le
plus élevé; soit 7 ce maximum. L’ensemble de ces termes sera

8 . 8
CorE P €y %Y L ezt YR,

(On devra toutefois considérer a priori comme nuls tous ceux des coef-
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licients ¢ qui multiplieraient soit des variables x d’indice > m,, soit
des variables y d'indice > mg, puisqu’il n’existe pas de semblables
variables.) '

Les termes de rang le plus ¢levé dans A[«3 ] scront de rang rr — 1 et
exclusivement fournis par les termes de rang r écrits ci-dessus. Leur
cnsemble est le suivant :

(co+ci,- 1)1’:)’? (€l +Cyy —2)507}'?'--2 Foee (Comyy + c,,)a:f.‘_.yﬁ-

Il doit étre identiquement nul; les coefficients ¢ sont donc égaux et de
signes alternatifs. Mais ils ne peuvent étre tous nuls, puisqu'on admet
Pexistence dans [«8] de termes de rang r. Donc aucun d'eux ne le
sera.

.On cn conclut que 7 ne peut surpasser le plus petit des deux nombres
ey, mg; car s'il ¢tait > my, par exemple, la variable x, étant inexis-
tante, r,, serait nul.

I.’ensemble des termes de rang maximum sera donc

aPlasyt—atyt 4.+ (= 1)yl

a* ¢tant un enticr complexe constant.

On voit par la que la forme [a3], si elle n’est pas identiquement
nulle, contient nécessaircment les variables %, ¥ au moins dans ses
termes de rang maximum. Elle sera donc complétement déterminée
par la connaissance de ceux de scs termes qui contiennent z? en fac-
teur. L’ensemble de ces termes sera de la forme

"*:E af.‘"‘yf,
r variant depuis o jusqu’au plus petit des deux nombres nz,, mg.

Or on vérifie aisément que la forme

far=2yyi— 2yt (L + 23y, +. .
+ (—)M[zf+C_2p, + G wf ,+. .+ 2]yP, +. ..
+ (= ')r(x:"*' C:-—‘ w et .T)?)}’E,

ot le multiplicateur de «§ se réduit & ¥%, est invariante. En effet, par
Journ. de Math (6* série), tome 1. — Fasc. 111, 1go5. Jo
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la substitution S, le coefficient du terme en y? , se trouve accru de
(=) [z, +C zf, +...+ 2?]
+ (=) x5, + Gy, xf, 4+ + 2%
+ (= ' [@hey + Cf y&p g+ o+ 2],

quantité identiquement nulle, car, en remplacant les indices des x® par
des exposants, elle prend la forme symbolique

(—ip(+a® ) (=Dt (2P (= (14 2t ) =
La forme la plus générale des fonctions [«3] invariantes sera donc
[«B] =Y at? fus,
ct celle des fonctions [ CC'] invariantes sera
2 Zaf-‘af«(in
B r
les a étant des entiers complexes arbitraires assujettis 4 la seule restric-

tion que le déterminant de la forme bilinéaire [ CC’] ne soit pas nul.

15. Nous allons montrer que toutes les formes invariantes ainsi
obtenues peuvent étre ramenées i un type unique par les substitutions
du groupe T (form¢ des substitutions échangeables 4 S), et du méme
coup nous déterminerons leur nombre.

Continuons a désigner par s,, §,, ..., S5 ... los séries qui consti-
tuent la classe C; ct soient

(-] X3

Zgy eeey T,

es variable re m,+ 1 de la série s,.
1 bles en nombre m, 41 delas x
Soient de méme s, ..., s, ... les séries de la classe C’ ct

Y e iy

les variables de la série sé.
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On peut admettre que les séries aient été ordonnées de telle sorte
qu’on ait
mySmy3sm,...
ct

m,Sm,;Sm;....

Admettons, pour fixer les idées, que I'on ait
m=my=...=m;=m, mais me<m st oa>|,
m,=my=...=m,=n, mais  mg<<m' si B>1.

On aura nécessairement

m=m, l=1.

Supposons en effet 72> m’; [CC'] ne contenant aucun terme de
rang > i’ ne pourrait contenir aucune des variables @, ..., «j, et
son déterminant serait nul.

Si m était < m’, on n'aurait qu'a permuter les x et les y dans ce
raisonnement.

Soit donc m = m'; [ CC’] pourra contenir des termes de rang ra,
mais seulement dans cclles des formes partielles [aB], ou 2T !, B/
et dans celles-ci z),, ..., @i, ne figurent que multipli¢es par les
variables y;, ..., y;. Si donc [ était >/, les dérivées de [CC'] par
rapport aux / variables @, ..., «!,, ne dépendant que de ' variables
ne seraient pas linéairement distinctes, et le déterminant serait
encore nul. (De méme si ! ¢tait <!, les dérivées par rapport aux
I' variables y,,, ..., y, ne seraient pas distinctes.)

14. Ccla posé, les termes de [CC'| qui contiennent les [ variables y?,
(B=1,...,1) seront ceux de la forme binaire

8 a:l,---)l
?=Za,,?w0}’g; <B=l,-~)l)'

Il faudra, pour que les dérivées par rapport & ces variables soient

linéairement distinctes, que le déterminant de cette forme ne soit
pas nul.
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Il existe (n° 3) &f, systémes de valeurs des entiers complexes a%?
qui satisfont & cette condition.

Nous allons vérifier que tous ces systémes de valeurs sont également
admissibles.

Le groupe T' contient une substitution T qui remplace les va-
riables y.,, ..., ¥/ respectivement par

Zai}f)’g‘s zam)’?u’ s
3 3

sans altérer les variables z (n° 3).
En transformant [ CC’] par T~, on réduira ¢ & la forme plus simple

?=2x;‘y:‘ (a=1,...,10).

x

13. Aprés cctte premiére opération, les termes en ), ..., ., que
contient [ CC’] seront de la forme

AR TR AR

%y, ..y 7, étant des fonctions lin¢aires de celles des variables )~ dont
le rang est < m, lesquelles sont en nombre . — I'si w est le nombre
des variables de la classe C’. Leurs coeflicicnts, au nombre de
[(u — 1), pourront prendre chacun p’ valeurs, soit en tout p*‘(=%
systémes de valeurs ¢galement admissibles. .

On pourra en effet, quels que soient ces coefficients, les faire dispa-
raitre successivement en commencant par ceux dont le rang est le plus
¢levé, en opérant sur [CC'| les substitutions de T

Soit cn effet cy? un des termes de %, dont le rang r soit maximum;
il sera << m. Donc I' contient une substitution T qui remplace y,,
Vs s Ymor PAC Y= C¥Ey Yo —eyb oy ooy yn,— ey sans
altérer ni les autres variables y ni les variables «. Par cctte substi-
tution on fera disparaitre de 9, le terme cy*. On pourra, & la vérité,
en introduire d'autres, tant dans 9, que dans 9,, ..., %, mais tous
seront de rang moins élevé que celui qu’on a détruit.

En répétant cette réduction, on fera disparaitre totalement les fonc-
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tions g, de maniére & réduire ceux des termes de |CC'] qui con-
tiennent x;, ..., «) en facteur 4

/ ot
x:)ym"— cert ‘Zoym‘
On aura par suite, a ce moment de la réduction,

ICC’] =fl lm+f22'n+ v "+fllm+ Ip"

¥ élant une forme invariante qui ne contient plus |, ..., x;, ni, par
suite, aucune des variables des séries s, ..., §.
Les termesen y), ..., y, dans

fllm+ °'°+f11m

(= )" [, Yo+ T Yo+ + 25, ¥ ]

sont

ct dans W ils seront de la forme
’ ” ']
?'yo+?3yo+“'+?lyo’

Sy ++vy 9 €tant des fonctions linéaires des p'=u — I(m +1) va-
riables & qui appartiennent aux séries $.., ...

Leurs coefficients scront susceptibles de pv/®—#"+" gystémes de
valeurs également admissibles. On pourra, en effet, quels que soient
ces coefficients, les faire disparaitre progressivement par le méme
procéd¢ que tout a I'heure, en altérant les x de la méme maniére que
nous l'avions fait pour les y.

16. Reste i réduire la fonction ¥ qui, a I'heure actuelle, ne contient
plus ni lcs variables des séries s,, ..., s;, ni celles des séries s, ..., ,.
C’est un probléme tout semblable & celui de la réduction de [CC|,
mais le nombre des variables est diminué. Soient s,,,, ..., s, les
séries les plus longues parmi celles qui restent dans la classe C;
m' +1 le nombre des variables de chacune d’elles : on verra que
doit contenir aussi ! séries s),,, ..., S, de m'+1 variables, ct
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que ¥ peut se réduire a la forme

W= freiter,m+...+ .fl-o-l'.l-t-l'. w+ ¥,
Y ne contenant plus les variables des séries
’ U
814.., so ey 31“'; sl_’_" ey 8[+‘,o

Poursuivant cette réduction on voit que [ CC'] peut se réduire a la
forme parfaitement définie

(R4

{
kakm +2fkkm' +.o0
1 ]

et nous trouvons cette nouvelle condition pour l'existence de formes
invariantes par la substitution S.

Dans deux classes associées C, C' les séries entre lesquelles sc
répartissent les variables doivent étre en méme nombre et de méme:
longucur.

Cette nouvelle condition, dont nous venons d’établir la nécessité en
supposant que les deux classes associées C, C’ apparticnnent & des
systemes différents, est satisfaile d'elle-méme dans les deux cas qui
nous restent & examiner, a savoir ceux ol les séries G, C” sont conju-
guées ou coincidentes.

17. Soient, d'ailleurs, O(m, {; m', [';...) le nombre des formes
invariantes [CC'|; O(m/, l'; ...) celui des formes invariantes de 'es-
péce W'; il résulte évidemment de notre analyse qu’on aura la formule
récurrente

O(m, l; ,n', lf; .. .) — ‘—l"l’{v pvl(p_')pv.’[p. Lim+1] () (m:, /4 o )
= AL, p et O (m', Iy . L0).

18. Il reste enfin & déterminer le caractére des formes [SS'] que
nous venons de construire et de réduire. La chose ne présente aucune
difficulté; car [SS’] est bilinéaire par rapport aux variables z et a
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leurs conjuguées en nombre pv d’une part, aux variables y et a leurs
conjuguées d’autre part. Elle restera bilinéaire si I'on remplace les
deux systémes de variables complexes par les variables réelles X, ...,
Xws Yy, ..., Y, dont elles dépendent. Par un changement de va-
riables qui n'altére pas son caractére on la raménera & la forme

By
> XY
1

dont le discriminant est (— 1)¥.
On aura donc, si p est impair,

-G
)=

II.

ct,sip=2,

19. Supposons maintenant qu'il existe un systétme S formé de
2v classes, C, C,, ..., C,,_, associées deux & deux. La forme corres-
pondante [S] sera encore ici la somme de v formes partielles conju-
guées

[CC.] +[C,Con] -+ [Cos Carmi],

et il suffira de construire la premiére.

Soient s,, $,, ... les séries qui constituent C; s, s;, ... les séries
conjuguées contenues dans C,; et désignons par 2, a3, ..., 25, les
variables de s,, par y%, ..., y%, les variables correspondantes de s,.

On verra comme dans le cas discuté précédemment que [ CC,] est
une somme de formes partielles contenant respectivement les produits
des variables d'une des séries de C, telle que s,, par celle d’une des
séries de C,, telle que sg. Chacune de ces fonctions partielles [aB ] sera
séparément invariante.

La fonction [«3] nc peut contenir aucun terme de rang supérieur
au plus petit des deux nombres m,, mg, et 'ensemble des termes de
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rang 7~ maximum sera ici encore de la forme

af.‘r“‘[m:yf—x? ?__‘ . (__ I)'wf)’f].

On pourrait en conclure que [aB] peut étre mis sous la forme
2 ai“’ f afre

Mais les formes invariantes élémentaires f,g, n’élant pas symé-
triques par rapport aux variables z, y, la condition que [ CC,] ne soil
pas altérée par le changement de p en ¢#* s'exprimerait par des rela-
tions lin¢aires assez complexcs entre les coefficients a2*. Il est donc
préférable de substituer aux f,g, de nouvelles fonctions ¢lémentaires
ui échappent & ce défaut.

20. Soit d’abord r pair = 2n. Considérons la fonction

.’I,’")’a—.l,’” }’En'*'"fu .lylH-- —"'+(— l)".’L‘:)’gn

—yn |w:+4+yn 2.;6'”” '—“'+('— l)"yg"'.;u

B by @y Y= by @ Y+ by Y —
+b{:"y?‘_‘x:_bl;" nﬂ+,'fz’.yu 1‘7":“ e
Fopon = N Co L. ,y,ff— Cy T2 YE Ay X Y —.
C” yu—J n Cl,)u l‘LnH Cp)g-- Il',“_,—...

B d, xf,‘ 3y,,—
Y E e,
i TP Chi e tereeaie e Ceveeeen et e

Par le changement de p en p?, qui permute les z avec les y, elle s
change en Fg, ,,. Cherchons & déterminer les coefficients 4, ¢, . .. de
telle sorte qu’elle soit invariante par la substitution S. :

Soit A l'accroissement qu’elle éprouve par cette substitution. Les
termesde rang 22 — 1 8’y détruisent d’eux-mémes. Pour annuler ceux
de rang 2 n — 2 on aura les équations de condition

1 =by—b'=0, —1—b,+b =0, 1+b —by=0, ..,
—1—=b"+b'=0, 1+4+b -l =0, ...
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La premiére de ces congruences admet p’ racines qui sont des poly-
nomes en p, car b2 + b, — 1 est un diviseur de 62" — b,. Prenons pour
b, I'une d’elles choisie arbitrairement. Les autres relations de la pre-
miére ligne donneront généralement

bi=by., +1=..=b, + k,

et celles de la seconde ligne, conjuguées des précédentes, seront satis-
faites en méme temps.
Pour annuler les termes de rang 22 — 3, on aura les relations

—~by+cy=0, b, +¢ —¢,=0, —by—c, +¢c;,=0, ...,
W+ —cl'=o0, —b—c'+cl'=0, ...,
d’out
k(k
=i+ b= == by + by ... b= (k +1)b,+ 2D,

On trouvera de méme

di=c,+...+ ;=

(k+1)(h+12) k(k+1) (A4 a)
2 b°+ 2.3
etc.

21. Supposons maintenant r = 21 — 1. La congruence e”’ + e¢=o
admettra comme racines des polynomes en p, car son premier membre
divise e?” — . Soit e 'une d’elles choisie a volonté et formons I'ex-
pression

x:-ayg— ‘z‘z—u)’gu +ooot+ ('- 1)"—‘x:y§"_| t
(S }’5-1‘”: +}’5—z“’:+. Toeree T (— 1)""}’ 201
Fup.zn—c =e{ _ bo "";—2}’% - b, T, 3y"H +et (-' I)”_z b/:-zw:ysn 2
v bﬁ'}’s ,.’L‘ + b” yn 3 n+| ree T (— ')n—szv o 2n—2
e ol [P e ]

Par le changement de ¢ en 7, elle se transforme en Fg, j,-,. Elle
sera d'ailleurs invariante par la substitution S siI'on y détermine les

Journ. de Math. (6* série), tome I. — Fasc. TII, (903, 3t
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coefficients b, e, ... par les relations

1—b, o, —t=by+b:=0, Ceny
- /'u+ o 0 Oy /'I + Cy— ¢ T 0, veey
.............. , B ,
d’oti I'on tire
/’k ,l+ l,

('k /)" +. e + l)/{ o= MA__Q.),
2

....................................

22. L'expression la plus générale de la fonction invariante [23]
(ue nous cherchons sera évidemment

1 Al
IulB] = Za:p]‘aﬂra
les @ étant des enticrs complexes constants; ct celle de [ CC,] sera, par
suile,
[CCy] == 2 2 a®* Fog,.
af »
D’ailleurs, le changement de ¢ en g7 dans cette expression la
transforme en
3 S o= B3 (b
8 r a.ﬁ r
Comme clle doit rester invariable, on aura les relations de condition
() (af)r=az?.

En particulier, si § = «, on voit que les coefficients de la forme [ax]
sont assujettis  la relation

(2) (@ =az

Ceux des formes [a3] oi B <« sont déterminés complétement par
les relations précédentes en fonction de ceux des formes ol B> a; ces
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derniers restent indéterminés, a la seule condition que le discriminant
de [CC,] ne soit pas nul.

23. Llexpression de | CC,] ¢étant ainsi déterminée, proposons-nous
dc la réduire & une forme normale en la transformant par les substitu-
tions de T, et de déterminer du méme coup le nombre des formes
distinctes de discriminant non nul, comprises sous cette expression
geneérale.

Supposons, pour fixer les idées, que, parmi les séries s, s,, ..., il y
ait /, & savoir s, ..., 8, qui contiennent m + 1 variables, les autres
séries §;,,, ... étant moins longues.

Les variables de rang maximum, x,,, ..., &3 ¥\ -+ .y ¥4, De figu-
reront dans [ CC,] que dans les termes de la forme bilinéaire

.

‘e =1,... {
() g=AX ad[zyh+(— vyl ¥l ( 3 ’ l)’
ab LA

le coefficient A ayant unc valeur constante, égale & (—1)*si m = 2n,
eta(—1)'esim=2n—1.

D’ailleurs, les dérivées de [ CC,] par rapport a y,,, ..., ¥, devant
¢tre lindairement distinctes, le déterminant des coefficients a* ne sera

m
pas nul. En particulicr, les cocfficients de la premiére ligne, a)!, ...,

a‘! ne seront pas nuls a la fois.

m
Si le coefficient a,, est nul, supposons, pour fixer les idées, que a2

L

ne le soit pas. Transformons [ CC,] par la substitution T qui remplace

o "

[
mI Z

.'l . , .Vl !
-1 e Pal‘ a/m + )\‘1111! <X + )\.’L‘

m—A m-q? RS |

x

et leurs vi*#me conjuguées
" " " v ! " v .
ym’ )’m—n tre Pal‘ ym+7\pym’ .ym—l+7\pym-n MR

Le coefficient a,, sera remplacé dans la transformée par un nou-

vecau coefficient

11
m

a,! +Aa,' + Aa) + AP gt

n m

qui ne pourra s'annuler que pour p+ 1 valeurs de A. Cette indéter-
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mince étant suseceptible de p** valeurs distinctes pourra étre choisie de
telle sorte que le premier coefficient ne s’annule pas.

Supposons donc a,,Zo. Opérons la substitution T qui multiplie

m, z,,_, - par A, et leurs conjuguées y,,, ¥,,_,, ... par M’ lc pre-

mier coefficient deviendra
7\’ +q
I)I

et pourra étre rendu égal & I'unité; car, en vertu de la relation (2), on
aura (e,')P~* =1 et, par suite, la congruence

Ve 14 .
XP"" (lm — 120
aura p'+ 1 racines, car son premier membre divise

"

(AP all)mt — 1=

Le premier coefficient @) étant ainsi réduit a 'unité, on fera dispa-
raitre les autres coefficients a,, ... de la premiére ligne par la substi-
tution T qui remplace

! 2 "

ar S a'ty — Yt -
cee PAr W, — QST sy X, — ST, —. .,

’ .’L"
m) m-y"

' 1 ‘ y_ "
Vs Vers ove PAL Vo= (@Y = eiy i,

X

Les coefficients a/, ... de la premiére colonne, liés aux précédents
par la relation (1), disparaitront en méme temps.

Par des opérations analogues, on réduira le second coefficient dia-
gonal a3 4 I'unité, et les autres cocfficients de la seconde ligne et de
la seconde colonne & zéro, ct ainsi de suite. Finalement, 9 sc trouvera
réduit a la forme canonique

= A X [y, + (— D)"at ya].

24. Le nombre ©}, des fonctions distinctes 3 réductibles a cette
forme type s'obtiendra évidemment en divisant le nombre total &},
des substitutions de la forme

”
',z o, X +dat ..., G +dya” ..., ...

%) V¥ eeny Y +dy' v, &y +dy'+..., ...
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par le nombre N,, de celles de ces substitutions qui transforment
Pexpression canonique ci-dessus en elle-méme.

Cherchons 4 déterminer ce dernier nombre.

Les coefficients ¢, d, ... devront satisfaire aux relations suivantes :

Vope | Yo f 12 X R
el e =0,
cdV+c’d + c,dl’ +...=o0,
Déterminons d’abord le nombre M, des solutions de la premiére
de ces congruences.
On peut y satisfaire de M,_, , maniéres en posant

B Lt =1, ¢, =o.

On aura d’autre part
PHI— Mo

maniéres de déterminer c,, ..., ¢, de telle sorte que I'on ait
AR T Y s I

A chacun de ces systémes de valeurs correspondront p + 1 valeurs
de ¢, qui seront des polynomes en g; car la congruence proposée,
élevée a la puissance p*, donnera, en remarquant que c/”=c¢,, ...,
= C

¢ ——Cb
AR g =
et, par suite,
c}',27+py§ (::+P" ou Cf“_:__ C".

On a donc la formule récurrente
Ml,v= M1-4.v+ [Pw(l- H__ Ml~|,v] (pv+ ])= Pv(al—|)+Pv(al—2)__ pv Ml—c.v'

D’ailleurs
M ,=p+1t
et, par suite,

va: pav_ pv’
Ma,v= psv +P:v’

DR R IR A I
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et généralement
My Pt (= 1) ot = pr = (— .

23. Ce premier point ¢tabli, supposons qu’on ait assigné a c,, ..., ¢,
'un quelconque des M,,, sysitmes de valeurs précédents. Il existera
des substitutions de I'espéce (4) o les ¢ ont ce systéme de valeurs.
Elles seront toutes le produit de I'une d’elles, T',, par des substitutions
de la forme

U z'y &'y &7 T+dx" e, x"+..., dy’ +e,a" 4., ’

y’, yf’ ‘ym y'_*_d,:v‘yﬂ_*_(,,'w‘yd_*_”., (Igjvyu_*_c!;va;m_f_.”’ .

La substitution T, transforme 9 en une fonction ¢, ot le coefficient
du terme en x, ¥, n'a pas changé. On peut déterminer une substi-
tution U, de la forme

/ "

, ”
¥ x4d o e

U=

'),I y’+ ’],')'le+ l?l't"ym

qui transforme 9, en une nouvelle fonction ¢, ne contenant plus de
termes en Z, ¥,,, Z, ¥, ct par suite se réduisant i la forme

AlL,y,+ (— 1)@, ¥, | + ¥,

¥ ne contenant plus les variables z’, y’. On peut déterminer une
substitution U, de la forme

'y x" ... dyx'+e,"+..., ...

U2= " » P s P as*
Yy o diy'+elyT+ ., L.

qui raméne ¥ & sa forme normale
¢
o Y- & a8
A 2 [”«}’m + (— l)mwmyo]'
2

La substitution T,U, U, transforme ainsi ¢ en elle-méme; et les
substitutions de la forme T, U qui jouissent de cette propriété seront
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le produit de cette substitution particuliére par une nouvelle substi-
tution U’ de la forme U qui transforme ¢ en elle-méme.

Or, pour que cette substitution opérée sur ¢ n'y introduise aucun
terme en & ¥,y T, ¥ « .., il faut évidemment que les coefficients d,,
¢,y ... soient nuls : U’ se réduira donc & la forme

'y & .. dyx"+ e+l L

V¥ oo ANy +ely 0,

et les coefficients d,, ¢,, ... devront étre choisis de telle sorte que
cette substitution n'altére pas la forme

{
Azl‘”z}’:, + ( )m‘z.myol

Le nombre des systémes de valeurs qu'on peut leur assigner sera
donc N,_, .
Nous obtenons donc la formule récurrente

l!l -1

I}
Nl.v=Ml,vN1—c,v=HMlc.v=P H[PVk—(— ')’rla

et par suite
» I(l—u

Of=F =p II[p**+< '],

26. La forme % étant ainsi réduite, les termes de rang maximum
dans la fonction [ CC, ] seront les suivants :

AJ[asyn— i+ (= )anys] (e=1,2,...,1).
a ,

D’ailleurs [CC,] peut contenir des termes de la forme

ety on  all, B>a, r<m.
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Le nombre de ces termes possibles sera

(-
2

lp— (m+1)l]+ m=;’[2p.—m—(m+2)l],
et le coefficient de chacun d’eux sera susceptible de p** valeurs dis-

tinctes. Ces
pv (2 ~m—(m+2)!)

systémes de valeurs sont tous également admissibles. Car nous allons
voir que, quelle que soit I’hypothése adoptée, on pourra, par des sub-
stitutions qui n'altérent pas I'expression de S, détruire successive-
ment tous ces coefficients.

En effet, supposons que nous nous soyons déja débarrassé de tous
ceux de ces termes dont le rang est > r-,

Nous ferons disparaitre & son tour I'un quelconque cx?y? des
termes de rang r sans rétablir aucun des termes déja détruits en
opérant une substitution de la forme

) & & o
&y ey xt,, xb+Azb Lt A

Yoy ey Yo YRHMYE Lyl Ay

T=

Cette opération accroitra ¢ de certains. termes tous dec rang < r,
sauf une partic de ceux qui proviennent des termes de rang m écrits
ci-dessus. Parmi les nouveaux termes de rang 7 ainsi introduits, deux
sculement |

AMEYE et (—1yAdatys,
provenant respectivement des deux termes
A.’L‘:y:, et (— l)"""Ax;'”, -r.y:’

contiendront une variable x avec I'indice zéro; le second n'est pas de
ceux que nous cherchons & faire disparaitre; et le premier viendra
détruire le terme ca? ¥ si 'on détermine A par la condition

AW +c=o0, doi A=(—A"'c).

Aprés cette nouvelle réduction, celles des fonctions bilinéaires par-
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tielles[aB], ot e =1, ...,/ et >« ne contenant plus la variable «f,

seront identiquement nulles. Les fonctions conjuguées [Ba] auront

disparu en méme temps, de sorte que l'expression de [CC,] sera
réduite a
. !

[CC)] = 3 [aa] + ¥,

1

" étant une nouvelle fonction oti ne figurent plus les variables 7, ...,

iy oy

27. Achevons la réduction de la fonction partielle [2a]. Elle est

de la forme
za'a.m Far)

»

et le premier coefficient @ a déja été réduit i I'unité. Chacun des
autres, en nombre m, satisfaisant a la relation (a2*)”'=a}*, sera sus-
ceptible de p* valeurs distinctes, et comme nous avons ! fonctions [ a],
nous pourrons faire en tout p*™ hypothéses sur les valeurs de leurs
coefficients. Elles sont également admissibles, car nous allons montrer
qu'en toutc hypothése on pourra, en opérant sur [CC,] une substi-

tution convenable de I'espéce T, rendre nuls successivement tous les
coefficients a**, ou r < m.

Supposons, en effet, que nous ayons déja réussi & annuler les coef-
ficients @3 , ..., a?? de telle sorte.que [aa] se réduise & la forme
Foun + @2 Foqr+. ...

Pour détruire le coefficient a2* opérons la substitution

& N3 N-3 A o 3 &
xm’ R a’m—r a’m+ A“cr’ tr xm--r+)‘xo

(3 a a vy .0 x Y.,
ym’ et .ym—l' )’/u'.*')\p)’m M ym—r+lpym—r

A étant indéterminée.

L’accroissement A de [aa] sera une nouvelle forme invariante dont
aucun terme ne sera de rang > r; il scra donc de la forme

brFaur+ br—a Faa.r—-l + ..
Journ. de Math. (6* série), tome 1. — Fasc. II1, 1305, 3o



I3

250 CAMILLE JORDAN.

et la réduction demandée sera obtenue si b, = — a**. Or on peut tou-
jours arriver i ce résultat.

1° En effet, supposons en premier lieu m pair, m = 2m' et r pair,
r=2r’, ct comparons les coefficients de x% y% dans a® F,,, et dans A.
Le premier sera égal & a*; dans A nous aurons deux termes de ce
genre, provenant de la variation des deux termes (— 1)™=""cf 55 _,.
et (— )" ytu% .. La somme de leurs coefficients est

(— )" =" (WP 4 ).
On aura donc & déterminer A par la congruence
(—D)"" (M +N) + a**==a0.

2° Sim =an' —1 ¢t r=2s", lc lerme en % y% dans A proviendra
de la variation des deux termes

e= ) al ey et — (=) ik L,
et 'on aura la congruence
(= 0)"="e(W = 1) + a**=o.

3° Si r=2r'—1, on comparera les cocflicients des deux termes

en x¥_, y%. Dans al*l,,,, il scra égal 4 ea??; ct, dans A, lc terme cor-

respondant proviendra de la variation des deux termes en x_, y;,_,..,
et en y% .« _,., et aura pour cocfficient, si m = 2m/,

(= e (=) 7,
ety sim=om’ —1,
e(— "N 4 e(— )"
On aura done dans le premier cas la congruence
(= )" (N + N) + eat¥==o0,
et dans le second celle-ci :

(= 1) " e (M 4+ 1)+ ea’*=o.
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Or, chacune des quatre congruences ci-dessus admet pour racines
des entiers complexes formés avec p. En effet, considérons la der-
niére, par exemple; élevons-la & la puisssance p*; il viendra, en tenant
compte des relations e”'== — ¢, a”'=a,

(= 1y"="= (NP + W) — cal* = o,
et, en ajoutant cette équation & la primitive et supprimant un facteur
commun,
AP — A==o.

On opérera de méme sur chacune des trois autres congruences.

28. Il est donc établi que [ CC, | peut se réduire a la forme
!
Cvl == ZFaam + W)
t

Y* étant une nouvelle forme ne contenant plus les variables des
séries 8y, ..., §, ni leurs conjuguées. On la réduira de méme; ct si C
contient [’ séries & m’ + 1 variables, &’ séries & m” + 1 variables, etc.,
on trouvera finalement

{ i+t B
[(;CVl = 21“011 m+ 2 l“{iﬂm' + 2 l“YYln" +.
1 I+ 1+ 0+1

expression réduite entiérement déterminée. Toutes les formes [CC, |
sont donc équivalentes dans le groupe I'.

Leur nombre résulte d’ailleurs immédiatement de I'analyse préce-
dente. En le désignant par O(m Lyne,l; . ..) et appelant de méme
O(m',y ;. ..) celui des formes invariantes de I'espéce \P' on aura la
formule récurrente :

O(Ul, l; w, ll; .. ') = @}fvp"l“l""(”‘*’”“O(IN,’, [; ”_).

29. Il nous reste & déterminer le caractére quadratique de la forme

[5] = [CC.] + [C,Cori ]+ +[Crey G ]
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que nous venons d’apprendre a construire. En désignant par F,,.,
Fium les expressions qui se déduisent de F,,,, par le changement de p
en pP, o, ..., I'expression

Sa = Faum + F,aam +.ooo+ F::r:x

sera une forme invariante réclle ol ne figure qu'une séric de variables
de chacune des classes conjuguées. [5] étant unc somme de formes de
ce genre, son caractére sera le produit de leurs caractéres.

Cherchons donc le caractére de la forme partielle g,.

Soit y I'ensemble des termes de rang m que contient la forme Fyq,,.
On pourrait évidemment transformer F,,, en y en opérant sur les
variables y unc substitution de la forme

}’:, N }‘m.m«»-i yff.-. O 7‘m.o )’ff

& 1 X a
ym~| ym :'*'7\:»:--4,»:-2}’,,, 2+ vee +)\m~c,oyo ’

o0 D I I R I I I R R I R I R A A BN B R R R B A

dont le déterminant est 'unité. Opérant une transformation analogue
sur les formes conjuguées, on voit que la forme %, a le méme discri-
minant que la forme
_ ’ R
e=Y+Y+...+Y

obtenue en ajoutant & y ses diverses conjuguées Y', ..., y*~', laquelle
est également réelle.

30. Supposons d’abord m impair, e =2n—1. En posant

Tk = e(_' ')" ["’.:—1 -k.y;-»k - y2~0-kxz+l«]’

n
V= DT
[J

on aura

ct par suite
=YY+ =X ut+ v+ = Yo
0 0

Chacune des formes partielles ¢, cst réelle et a pour discriminant
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I'unité. Elle est, en effet, bilinéaire par rapport & x3_,_, et ses conju-
guées d’une part (y5_,_, étant la viéme de ces conjuguées), a x;,, et ses
conjuguées d’autre part. Or on a

.’l‘” 1~k X +X|P -+ +X2v_'P2v—
.Z':;-k = Y., -+ Y,P T Y”_‘Fav—c’

les X, Y étant des variables réelles. En substituant aux variables
complexes qui figurcnt dans g, leurs expressions en fonctions des X
et des Y, les imaginaires disparaitront et 9 restera bilinéaire. Par un
changemcnt de variables opéré sur les Y on pourra la transformer
dans la forme ¢quivalente

XY, +...+X,, Y,
Or, le discriminant de cette derniére est (— 1) = +1.
31. Si m est pair, m = an, nous poserons
Y= (= O [Z Y+ Vi@l

8"—‘“’:}'2’

n
=0 + EYI:’
1

n

el nous aurons

d’ol

=0+ +...+ Xlne+vi+...].

1

Les formes partielles yx+ y,+ ... sont comme dans le cas pré-
cédent de discriminant 1. Mais il reste 4 déterminer le caractére du

discriminant de la forme

0+ +....

En remplacant «% et ses conjuguées par leurs expressions.

wz=X0+XcP+---+Xnv~qu"
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nous obtiendrions une forme réelle W'(X,,X,,...) dont on pourra
reconnaitre le type en cherchant le nombre des solutions de la con-

gruence

Y=o (modp).

Or, si nous donnons & X,, ..., X,,., des valeurs réelles quel-
conques, le k*me conjugué de

xz=xu+xl‘3+...+xnv ‘Pﬂv-l
sera

Xo+XipP+ .o+ Xy g2 0P = (X, + Xy g+ )P = (a2)

< art 101 e 1 VAP AP &

En particulier, son vic™ conjugué y; sera (£ ).

Donc X,, ..., X,y devront étre choisis de telle sorte que l'entier
complexe x% satisfasse i la relation

(.La P+ -+ (x:)‘l"*"”’-i- e (.l‘:)‘py'*' .),,s—ns____:“.

Celle-ci peut se décomposer en deux autres

("‘./1; et S
s+ + 5.
En élevant la premiére i la puissance p* et remarquant que
o —_—
(‘I’ l) ’_—'Lm

on trouve que 5 doit satisfaire a la relation

v

p

I

- -
- -

Réciproquement, & chaque solution 5 de cette congruence corres-
pondent p* + 1 valeurs de «j, sauf & la solution 5 = o & laquelle cor-

respond la valeur unique z;=o.
Reste a trouver les solutions de la seconde congruence. Soit ¢ une

racine d’une congruence irréductible de degré v

() 4N+ =0.



MEMOIRE SUR LES FORMES QUADRATIQUES. 255
Les racines de la congruence z#'= z auront pour forme générale

a+ai+.. + a0,

les @ étant des enliers réels. Les quanutes conjuguees 3P, 3 yen dé-
duiront cn remplacant dans cette expression la racine i par ses con-
juguées. La congruence

v—1

43P+ 3 =0
devient donc

(6) asy+ A\S, + @y Sy~+. ..+ Ay, $y_, == 0,

sy désignant la somme des puissances k' des racines de la con-
gruence (5). La congruence (6) ne peut étre identiquement satisfaite,
quelles que soient les valeurs des &, car la relation W ==0 serait alors
satisfaite pour toutes les valeurs des variables X, ce qui esl inadmis-
sible. Donc elle déterminera un des v nombres a en fonction des
autres, qui resteront arbitraires. On aura donc pour 5 p*=' solutlons
parmni lesquelles la solution 5 = o.
Le nombre des valeurs correspondantes de % sera

(pv—l__ |)(pv+ I)+[=P2v-l _Pv_‘_Pv--l.

Or, si D est le discriminant de la forme {, cc méme nombre est d¢-
terminé (n° 6) par la formule

P+ (pt—pY) (1;)—')v (g), si p est impair;
2Pt — ¥ (=) (%), sip=a2.
La comparaison de ces formules donne la relation
D —1\V . . .
(;) = - <T) ) sip est impailr

(%):(—1)‘*‘, sip=-2.
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32. A chaque série de la classe C qui contient un nombre impair
de variables correspond dans I'expression réduite [S] une forme par-
tielle de ce genre. Or le nombre des séries 4 un nombre impair de va-
riables est évidemment de méme parité que le nombre total u des va-
riables de la classe. Le caractére quadratique de [S] sera donc

(=1 (._I;_'>W, si p est impair;
(= iy, sip=

1.

33. Soit enfin C une classe dont le multiplicateur ¢ soit égal & == 1
(mod p). Elle sera sa propre associée.

Soient encore s,, s, ... les séries qui forment la classe C; =, ..., T
les variables en nombre m, + 1 de la série s, ; soient enfin, comme pr¢-
cédemment,

m,=...=ny=m, ny,=...=m p=mm,

La forme invariante [C] que nous nous proposons de construire
aura pour expression

[Cl=X[of] + X[z],

[28] étant une fonction bilinéaire des variahles de deux séries difté-
rentes $,, Sg, ¢t [aa ] une forme quadratique par rapport aux variables
d’une scule série s,.
Chacune des fonctions [« ], [«a] devra étre invariante séparément.
On trouvera, comme dans le premier cas, 'expression générale des
formes [a]

[ap] = zafafaﬂr,

les a étant des constantes réelles, car g est ici réel.
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34. Passons & la considération des formes quadratiques.

Le rang r de Uune quelconque d’entre elles [2a] sera un nombre
pair et ne pourra surpasser m, si p est impair, m,—+ 1 st p = 2.

Supposons, en effet, 7 impair = 22 + 1. L'ensemble des termes de
rang r dans [aa] sera

ATy T3, + a2y, .+ AT
(en supposant identiquement nuls les coefficients de ceux de ces
termes ou figureraient des variables d'indice > m,).

La substitution S transforme [«a] en [aa] + A, A devant étre iden-
tiquement nul. Or les termes de rang maximum dans A proviennent
exclusivement des termes de rang r écrits ci-dessus : ils sont les sui-
vants :

(aﬂ + a, )x:xglt + (al + aﬁ)x:‘w:n [ +..+ a'lwzw:

et ne pourraient disparaitre qu’en supposant nuls tous les coefficients a.
Soit 7 pair = 2n. Les termes de rang maximum seront dans [a« ]

& 0 & & & %
aoxoxm"’ a,x, 1‘._,"_‘+. ot a'nwnxu

et dans A

(ay+ a,)xixs,  + (a,+ ay))z5xs, ,+ (o + 2a,)25 | 22

N
Pour qu'ils disparaissent, il faut qu’on ait

A=y = Uy, = =(—1)a,.

Donc, si p est impair, aucun des coefficients a ne sera nul, car tous
le seraient. D’ailleurs, si 272 était > m,, la variable 2%, ne figurant
pas dans s, il faudrait poser @, = o; donc r = 2n 3 m,.

Les termes de rang maximum dans [aa ] seront, par suite (si p est
impair),

| ehxy — 2z, . A (— 1) 22028, ]

On voit par 14 que la forme [ax}, si elle n’est pas identiquement
nulle, contient au moins un terme ol x§ est multiplié par une autre
variable 3, de rang pair.

2n

Journ. de Math. (6 série), tome I. — Fasc. III, 1g05. 33
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Si p = 2, les relations précédentes donneront
QQ=0,=...=0, =0 (mod 2),
ct les termes de rang maximum 2 n sc réduiront a un seul
a, T,y

Passons, dans ce cas, a la considération des termes de rang 22 — 1
contenus dans [z ], & savoir

by, ,+ byxbal, \+...+ b, x5 5.

201 n A n-1

Dans A les termes de rang 22 — 2 dériveront exclusivement de ces
termes et du terme a,zix; et seront les suivants :

(bs+ 0,) 303 + (by+ 0BT, oot (Byey + a3) 2

n—4"n-q°
Pour qu’ils s'annulent, il faut poser
by=b=...=b,_,=a, (mod 2),

de sorte que l'ensemble des termes de rang 27 ou 2n — 1 dans [2x |
sera

& X

& & i 3 PR -1
a,[#hxs+ @y xh+ T, +. .+ xixd, ]

-4

D’ailleurs, 1" = 2nZ my+ 1, sans quoi le terme cn x3%, , ne pourrait
exister.

33. Cela posé, il est facile de construire une forme invariante par-
ticuliere G, telle que parmi ses termes de rang maximum figure le
carré z5xs avec le coefficient 1. Si p est impair, on pourra prendre

ot (- 1) aat, 0l

+ B (= ek ) EEDEE RN g

1.2...k'

(k>o, k+k=n),

M - & a
(’0-” =T, — 28, L),

ct, s p = 2,

M PUNRPUN: 290K 3 & -3 3 x X -1 o
(J%n - ‘Ln ‘En+ xll-d xn+ '/L‘Il—'.'(xll'ﬂ + xll) + wn-a(‘rnﬂ +2 x“ + x:) -+...

n+
k(k—-1)
+ Xk [xzu: RELL T e IRE S a'f,‘] +...



MEMOIRE SUR LES FORMES QUADRATIQUES. 259

Pour vérifier l'invariance de ces formes, il suffit de remarquer que
dans P'accroissement A que leur fait subir la substitution S, un terme
en z{zf peut provemr de trois termes de G,,; ceux en «, z%, en
xixy,, ouen x¥, xi,,, et son coefficient sera la somme de leurs coeffi-
cients; or on constate sans peine que cette somme est nulle, quels que
soient cet k.

On aura évidemment

[aa] = a,,G,,, -+ R,

R étant une nouvelle forme invariante de rang moindre qu’on pourra
réduire de méme. On aura ainsi finalement I'expression générale des
fonctions [aa], & savoir

[2a] Za““ Gi»,

-

la sommation s’étendant & toutes les valeurs de » qui ne surpassent
pas 3 (/my +1).
On aura done, pour I'expression générale de la forme [C],

[C]= 2 Za B fugr + 2 Za““(xm

aB r

les a étant des entiers réels.

36. Il reste a réduire les fonctions que cette expression représente
a leurs formes types, et a déterminer leur nombre.

Nous avons supposé que les séries les plus longues s,, ..., s, étaient
au nombre de [ et contenaient chacune m + 1 variables.

Nous traiterons d’abord le cas ou1 p est impair.

Il se subdivise en deux autres suivant que 7 est pair ou impair.

37. PreMIER cAs : p impair, m = 2n. — Considérons les termes

de [a2] qui contiennent les carrés et les rectangles des variables z/, ...,

.. lls constituent une forme quadratique ¢ que nous réduirons tout
d’abord par une substitution de la forme

| &2’y ...y @@+ b +..., a8 + b’ +..., ... |
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On la raméne & une forme équivalente

[ n_n ! VAW
x, &, + x,x,+...+ 2 D, 2,

qui présente deux types distincts suivant que (PIS) cstégalatoud —1.

Le nombre w/ (D) des formes distinctes ¢ réductibles a chacun de ces
types a été indiqué au n° 7.

Nous avons laissé de coté le cas ou le discriminant D de 9 serait
nul; mais cette hypothése est & rejeter; car @ pourrait alors étre trans-
formé en une autre forme ot I'une des variables, %, par exemple, aurait
disparu.

Mais il résulte de I'expression des fonctions f, G que, si %, figu-
rait dans la forme [aa], ), devrait y figurer aussi au moins dans les
termes de rang 24. Donc [aa] ne contlcndra pas ), et son discrimi-
nant sera nul.

38. A cetinstantdela réduction, les seuls termes du rang maximum
(ui contiennent les variables x, ..., , sont les suivants :

I
m(‘l’ x n+| n 0+”’+ ‘2.27,":1'"),

a,, étant égal a rsi{>1,a2Dsil=1.

Mais [a2] peut encore contenir des termes ot &, soit multiplié¢ par
quelqu’unc des g — ! — 2n variables de rang < 2# ct qui n’appar-
tiennent pas & la série s,. Ces termes peuvent étre détruits aisément
quels que soient leurs coefficients (dont chacun est susceptible de
p valeurs distinctes).

Soit en cffet ca, 7 'un de ces termes. En opérant la substitution

[F . Zy,+ MLk, .y x, -+ AT,

20 20-r Nn-r

le coefficient ¢ sera changé en 2a;),A + ¢, et s'annulera par un choix
convenable de l'indéterminée A. La substitution aura pu introduire
d’autres termes en x,, mais leur rang sera < 7. En répétant la réduc-
tion on fera disparaitre tous les termes en question, en commencant
par ceux dont le rang est le plus ¢leve.
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39. A cc moment, dans I'cxpression générale de [C] tous ceux des
coefficients a®® ot @ =1, B2« ont déji disparu, de sorte que les varia-

U

bles z,, ..., z,, ne figureront plus que dans la fonction partielle

[11] =Za;'G,,.

Les carrés des variables =, z,_,, ..., «, figurent dans cette expres-
sion avec les coefficients
(R} [R) (R 11
an ’ an—l’ an—a’ RS | ao *

Le premier de ces coefficients est déja égal & I'unité. Les autres sont
susceptibles de p" systémes de valeurs également acceptables, car on
peut les faire disparaitre & volonté.

Effectuons en effet la substitution

-

! ’ ’ ’ ! '
T=|t, ooy Tppp T+ ATy, oovy Ly + AT,

Le terme en x;’ dans la fonction transformée aura pour coefficient
(—1)"*2X + @' ets'annulera par un choix convenable de &, les termes
de rang plus élevé n’étant pas modifiés. On pourra donc annuler pro-
gressivement tous les coefficients en question en commencant par ceux
dont le rang est le plus éleve.

40. La partic de [ C] qui contient les variables x), ..., x,, est ainsi
réduite & G,,. On réduira de méme celle qui conticnt les variables

& ooy 25, & Gy, etc.; enfin celle qui contient les variables x| a
2‘DG,,; et'on aura & ce moment

[C] = G|,,+ G2n+. .ot alDGm“i— ‘F,

W étant une forme invariante qui ne contient plus les variables des
[ premicres séries et qui restera & réduire.

Le nombre O(Z, 2n: ', m’, ...) des formes distinctes | C] réduc-
tibles & la forme ci-dessus sera d'ailleurs égal a celui O(/, m/, ...) des
formes distinctes de I'espéce W, multiplié par & (D) et par le nombre
des valeurs dont sont susceptibles les coefficients arbitraires qu’on a pu
faire disparaitre dans les derni¢res phases de la réduction, & savoir

l(p....n)_“_l;-—u

pp.-hmpnpp.-(l—c)—znpnu == p .
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On a ainsi la formule suivante

{+1)
Hpp=—n) ———

O(Lenslym'y .. )=wl(D)p o, m...).

41. DeuxiiMe cas : p impair, m impair =2n —1. - Les
formes G, ou le rang maximum des termes est pair et Zm, ne pourront
contenir les variables «,, ..., «%,. La partie de [C] qui les conticnt
sera la forme bilinéaire

a
? Ea”?.’lf xm’

dont le déterminant n’est pas nul. Il est d’ailleurs gauche, en vertudes

relations
af=(~1yali=—adi}.

Donc ! sera nécessairement un nombre pair.

Ecrivons donc 2/ au lieu de /.

L’expression de o pourra représenter (n“ ) 8, formes distinctes,
mais toutes réductibles 4 la forme type unique

]

N  ~2h-1 2k 24 2k -1
Z(.’Do Ly — Ly Ty, )+

1

42. Aprés cette premiére réduction, les termes de rang maximum
dans [ C] seront les suivants :

!
z[xﬁ""x;‘f—— A SU A b al B

| m- | m L]
1

Mais[ C] pourra contenir encore : 1° des termes contenant les carrés
de celles des variables z% ol @ Zal, p < nj 2° des termes en wg ol

2l,B>aetp<2n—1.

Le nombre total des termes de ce genre est ev1demment

2lan + 2l(p — 4in)
+ 21(22-—-!)(2n _ ') — l[2y. — (2n+ I)(2l —l)la
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et leurs coefficients seront susceptibles chacun de p valeurs distinctes.
Mais, quelque hypothése que I'on fasse sur les valeurs initiales de ces
coefficients, il sera aisé de les annuler successivement.

Supposons, en effet, qu’on ait déja fait disparaitre de [C] tous les
termes de I'espéce considérée dont le rang est > r, et aussi tous ceux
derang r ou « < 2k — 1. Nous pourrons faire disparaitre ceux dont le
rang est r et ot @ = 2k — 1 ou 2k.

1° En effet, si[C] contient un terme cx2*'z#, appliquons la sub-
stitution

2k

_lxm’ S} \Z‘ m-r

¥ —cxb, ...,z

m—r m - C(L’gl,

[ C] se trouvera accru de termes tous de rang < r, sauf ceux prove-
nant de I'accroissement des termes de rang m, lesquels seront de ranv r.
Parmi ceux-ci, un seul — cz?*"'a:? (provenant du terme #2*~* x2* ) sera
de I'espéce considérée, et viendra détruire celui dont nous avons sup-
pos¢ l'existence.

2° Si r est un nombre pair 2p, ct que | C| contienne un terme

2k -1 2k—1
cxy
on appliquera la substitution
2k 2k-1 2h—1
I .’L'," r xm—r Ton _( I)pC.’L‘ ’ m—r - ( )ch l

Les termes dont eclle accroit [ C] seront de rang < r, sauf ceux
fournis par les termes de rang m, lesquels seront de rang r. Un seul
de ces derniers,

k-1 2k~
—cavp :L'p

[provenant du terme (— 1)P2;*""x)* ] sera de I'espéce considérée, et
détruira celui dont nous avons supposé I'existence.

3° Pour détruire ensuite successivement les termes de 'espéce
considérée dont le rang est égal & 7 et ol @ = 2k, on emploiera avec
le méme succes les substitutions

l xak—c 2k—1 2k—1 8

2k¢
m 3 x:—r Ty  —CTy vy Ty

- czh|
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ou,'sl ' = 2p,

3 = (= el ey 2 (= 1Pead]

m-r

43. A cc moment la fonction [aa] (si @Z2/) ne contenant plus le
carré d’aucune des variables z% sera identiquement nulle.

Les fonctions [af] ot & =1, ..., 2 et § > a sont également nulles
comme ne contenant pas la variable z%, 4 moins qu’on n’ait a la fois
a=2k—1,03 =2k

Enfin la fonction [ 2k — 1, 2k] ne contenant £}*' que danslec terme
a2t se réduita d far—y akan—s

On aura donc

|
[C] = 2f2k—|.2k,2n~a + W,

¥ étant une nouvelle fonetion invariante qui me contient plus les
variables des 2! premiéres séries.

Le nombre O(2n —1, 2/; m', I'; ...) des fonctions distinctes [C]
sera lié a celui O(ue, U5 ...) des fonctions distinctes de'espéce ¥ par
la formule

O(an—1, 2, m', n',...) = &b plaw-tmoal-uQ(m', I ...).

44. La réduction de la forme [C] est ainsi ramenée, dans le cas de
m = an -t comme dans celui de m = 2, a la réduction d'une nou-
velle forme W ne contenant plus qu’une partic des variables primi-
tives. En lui appliquant les mémes procédés de réduction, on rame-
nera finalement [C] a4 une somme de fonctions partielles n’ayant
aucune variable commune et dont les unes, de I'espéce f, seront bili-
néaires par rapport aux variables de deux scries, contenant chacune
un méme nombre pair de variables; les autres de I'espéce G conte-
nant les variables d'une seule série en nombre impair.

Si donc on groupe les séries en sous-classes en réunissant ensemble
celles de méme longueur, chacune des sous-classes oé le nombre des
variables est pair devra contenir un nombre pair de séries. Cette
condition est nécessaire pour I'existence de formes invariantes [C].

Dans 'expression réduite de [C] figure, d’ailleurs, pour chaque
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sous-classe 4 un nombre impair de variables, un coefficient 2D, mul-
tipliant la derni¢re des fonctions partielles G qui correspondent &
cetle sous-classe; et D peut étre pris égal soit & I'unilé, soit i un non-
résidu quadratique de p choisi & volonté. Il existe donc 2° types de
formes [ C], p désignant le nombre des sous-classes ot le nombre des
variables est impair.

45. Le caractere de la forme | C| est le produit des caractéres des
formes partielles qui la composent.

Or les formes bilinéaires f* peuvent étre ramences, par un change-
ment de variables, & une somme de rectangles

X,V

Le nombre de variables de chaque séric étant pair, elles ont le carac-
tere + 1.

Quant aux formes G, une transformation linéaire opérée sur les
variables «, .y, ..., z, les raméne immédiatement 4 la forme équiva-
lente ‘

.L',,JL',, + Ly 'Tn -4 + .04 ‘l")nwo

dont le discriminant est (— 1)*2. Leur caractére est donc
GG
2h%

Entin, le nombre des variables étant impair dans les formes G, le
discriminant de 2/ DG,, anra pour caractére

(F) G )
Par suite la forme partielle

(_}.,”‘*" LR + Gl_"n+ 2’D(]‘[,,

) G

Journ. de Math. (¢ série), tome 1. —- Fasc. 1II, 1405. 34

aura pour caractérc
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et le caractére de [C] sera

() (7)=G)TLG)

7 désignant le nombre des séries ol le nombre m + 1 des variables est
de la forme 4n + 1.

46. Passons au cas ol p = 2.
Ici encore nous aurons i sépaver les deux cas : m pair, ou
m impair.

Trowstine cas : p=2,m pair=2n. — Parmi les termes de vang
maximum, ceux (ui conticnnent les variables ), ...z, sont ceux de
la forme bilinéaire

@=1y2..,0
za'u zn (ﬁ:l,:z,...,l’ p<a>

doat le déterminant ne sera pas o mod2.
Ce déterminant est congru mod 2 au discriminant de la forme (]ll.l-

dratique
— zaas a,. _" zam X3 z,
)ll ’l

constituce pal' ceux des termes de rang maximum qul conticnnent les

variables &, ..., /.

Donc ce discriminant D n'est pas o mod 2, et [ est nécessairement

pair. Ycrivons donc 2/ & la place de 4.
Par une substitution convenable opérée sur les &', .7, ..., £*, nous

. . N . 2
pourrons, suivant le signe du caractére quadratique (ﬁ)’ ramener ¢
a I'une ou & 'autre des deux formes normales

ou
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et le nombre des formes distinctes ¢ réductibles 4 chacun de ces types
sera w3,(D) (n° 7).

Les termes de rang maximum dans [ C | scront dans le pxcmler cis
(en remarquant que + 1=—1 (mod2)

!

2k 1 k-2 25 1 ok
Z('Lo ‘c.m+ L, ‘v.m |+"'+'l"u ao )

1

Dansle second cas, les deux termes
/2 o2
£, + Ly
devront ¢étre ajoutés aux précédents.

47. A cc moment [ C ] peut encore conteni :

1° Les carrés de celles des variables «f ot a 22/, z < 15 2° les pro-
duits de celles des variables 7} ot a Z 2/ par des variables £ 01 § > 2,
s an.

[Les termes de ce genve sont au nombre de

aln +20fp —20l(2n+1)| +

2_‘&1}—_‘2 _.,[(u,—-2lll——2l)7

et chacun d'cux est susceptible des deux valeurs o, 1. Mais. quelles
que soient leurs valeurs, on pourra les détruire successivement par
les mémes substitutions quan n° 42.

Aprés leur disparition, suivant que &) + &7 figure ou non dans
I'expression réduite de g, [ C] seva ramenée & la forme

!
0 . -l -
G+ Gy, “"Zf:zk 1ok o+ 4
1

ou a celle-ci

!
Zf;zls 1,24, 20 -+ 1F1
1

Y" ¢tant une nouvelle fonction invariante, qui ne contient plus les
variables des 2/ séries les plus longues.
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Le nombre O(2n, 205 m', I'; ...) des formes distinctes [C] sus-
ceptibles d'¢tre ramences & 1'un des deux types précédents sera lié au
nombre O (m’, I'; ...) des formes distinctes de I'espéce W par la for-

mule récurrente
O(an,2ly m', s ...) = wi, (D). 2200 (m', Uy L)
48. QuatRIEME cas @ p=2;m impair' = an —1. — Les termes

de [C] ot figurent les variables «,, . .., ., constituent unc forme
bilinéaire symétrique

!
I U ) ’
— XA, al . 2% ’ ' >
_Zb v 'Lm+zam m (g_l l 32“)
=Ty.e0y

de déterminant 2o mod 2 et que nous allons réduire d’abord.
Supposons que I'un des coefficients diagonaux du déterminant, par
exemple b, soit =1 mod 2. Par la substitution

] 7 \ 13 .
xr ——Za”" .lBI

-

1

on raménera g i la forme

+4,

lII

"ne contenant plus les variables «, «/,. Si I'un de ses coefficients dia-
gonaux n'est pas nul (mod 2) on la réduira de méme. On continucra
ainsi jusqu'a ce qu'on arrive 4 une forme 5‘ olt tous les coefficients
diagonaux soicnt nuls. Le déterminant de ¢° pourra étre considére
comme gauche p'u' rapport au modulc 2. Le nombre [ — ¢ des couples
de variables %, £%, que contient ¢ sera donc pair, ct en réduisant ¢ i
sa forme type (n° 8) on aura facilement

?= .L + +” .l;”‘ +(.LJ+‘ 14-3 ‘Ll+).”:;‘)+.

m

+ (wo —xtal).
On peut, d’ailleurs, supposer i < 3. Considérons, en effet, la forme

X, T, + Ty L, + Ty, (mod2).

m
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O

Par le changement de variables suivant
|2’y 2", " r+r+x" '+, o+,
clle serait transformée dans la suivante
x, &, + (x,z, —x, ) (mod 2),

ot 'on n’a plus qu'un coefficient diagonal au lieu de trois.

Le nombre / — 7 ¢tant pair, et £ < 3, il faudra nécessairement sup-
poser ¢ = 1 si [ est impair; on n’aura donc dans ce cas qu'une réduite
unique. Mais, si / est pair, on en aura deux, correspondant aux deux
hypothéses i = o, 1 = 2.

49. On obtiendra le nombre ¢}, de formes distinctes ¢ reductlbles
ll—lb
chacun de ces types en divisant le nombre total 4] = 2 H(z —1)

des substitutions linéaives & [ variables par le nombre N des substitu-
tions lincaires qui transforment la forme réduite en elle-méme.

1 Soit d’'abord {= o3 [ ¢tant pair, remplagons-le par 2{. On
aura (n"8) N =w;, d'ont

0 \'g( o2
Can g,207 w3, Sor

2* Soit i =13 [ est impair, remplacons-le donc par 2/+1. La
forme réduite sera

9 =y, + N(@Fa — ' 22y (nod2).

m

Pour qu'une substitution

/

x ax+bx+c "+

g=| 2" a,x’'+byx’+c,x"+ ...

..........................

n'altére pas cette forme, il faut que I'on ait
al+ 20,8, +.. =1, a,b,+ a,b,+ a,b, + a,b,+.. =o,

b3 +2b,b,+...=o0, @sCy + AyCy + A, €, + Aydt, + ... =0,
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Des premiéres équations on déduit
a, =1, by=c,=d,=...=o,

ct le déterminant de la substitution se réduira &

[l ne doit pas étre nul. On déduira donc des équations de droite
A, = Ay =..,.==0,

de sorte que la substitution ¢ laisse .r’ invariable et se réduit & la forme

”

| " by + e .

”

L byt e+

..................

Elle devra laisser invariante la partie de g indépendante des &' On
“aura done, comme dans le cas précédent, N = w3, et par suite

o1 — 30e0 — (o2 __ N,
Can paler T wi, (2 l)')‘ T

30 Soit enfin [ = 2 { est pair, remplacons-le par 2/. La forme cano-
> pair, plag I
niqque de o sera
{—-1

S ‘A ..'A+| 2k+1 ke
LX, L .Lm-}—Z(.L R i N

Par la transformation

’

£+ x

|«

nous la changerons dans la suivante, qui se préte mieux au caleul,

J J ,2k+1 zku zk+| J2k+2
€Ly ‘L' +.’L‘ 'l’m 0 ,,,+2('L 1 >
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Cherchons & quelles conditions une substitution

£ a '+ b+, 2"+ ..

T @& 4 b, + e+ .

n’altére pas cette forme.
On trouvera comme tout & I’heure que I’on doit avoir

a =1, b.:c,:...:o.
D’ailleurs la substitution

.l'” &1;” + agw’+2(a2k+|w2k+2 -+ ¢2k+2.r2k+')

L

a" 4+ oy

.,L.I\' wl\'_*_ a‘xl

ou les 2/ — 1 (uanlités a sont arbitraires, n’alt¢re pas la forme; les
autres substitutions inaltérantes résultent évidemment de celles-ci, en |
nombre 2*~', combinces avec des substitutions de la forme plus simple

"

| 7y «"y ... bya" 4+ cau” 4. .oy by" + coa” 4.0y ..l |

2/-2°

2

On aura doncici N = 2w}, _,,

Celles-ci sont au nombre de w
ct par suite

4 A2 ; ; 22 3 . .
C:.:n-a.al == w:;_,, = (2)1_ l) (2”_. - 1)221—13;?[ 2 = (221_ x)E:il'

30. La réduction de la forme ¢ étant actuellement terminée, ache-
vons celle de [(Z].

Soit en premier licu i = o. Nous pourrons, parles mémes procédés
quau n® 44, fairc disparaitre de ¢ : 1° les carrés des variables «f
ou «Z2l, < n; 2° les produits x:wg ohaZ2l, f>a, p<l2n—1.
Par 1a [C]sera réduit & la forme

[C] =2f2k—- 1,2k, 2n—1 -+ ‘If
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ct I'on aura entre le nombre O°(2n — 1, 205 m', 1’3 .. .) des formes | (]
réductibles & cc type et le nombre O(n, #';...) des formes ¥ la
relation

O(2n —1, 2l m', n'y ...) = &} 2l 2o Q (', U L),

81. Soit i = 2. Les termes de [C] dont le rang ¢gale ou surpasse
m = 21 - 1 seront les suivants

’ !

z.II~)-| + + I l.

21

L.u .’l'" ~+ "" ‘L/I —+ 'Z

n 2

n "

" " "
+.r,r,+ ., L +.l” 5" ,,”+...+.L,_,” U

Jlnl 2k-1 2k k1 ek
+) I S i e S P G

Si [C] contient un terme en z;* |, on pourra le faire disparaitee par
une substitution de la forme

|

7 ’ ” ’ "
a1y crer Ly eee Ly, (FCL,, Ly ey L, + C

| wory v e

On détruira de méme, par les procédés du n® 42, tous les termes
de la forme 2% L"Z, ot az2l,3>act g 2an—r1 et aussi les termes
quadmuqucs wgay, ol aZ2l et g < n, & l'exceplion toutefois du
terme en . Car, par suite de I présence dans [C] du terme .,
la substitution

I"v?‘l;lzn?"' ‘1'+v/a|’ III+‘LI"'7"'i

n’altére pas le coefficient de ce terme, el les autres substitutions (ui
pourraicnt le détruire feraient reparaitre quelqu’un des autres termes
que nous voulons supprimer.

Suivant qu'a la fin de nos opérations le terme z? | sera absent ou
non de la fonction [C}, clle aura la forme réduite

]
lCI = G."‘ + G2"+2f2k vokanoy gy’
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ou

|
[C] = (an+ Gd,n—c) -+ G2n+2f2k—|,2k,2n—l + W’

¥ ne contenant plus les variables des 2/ premiéres séries.

Le nombre O*(2n — 1, 245 m’, l'; . . .) des formes [ C] réductibles
a chacun des deux types ci-dessus sera évidemment donné par la for-
mule

O*(2n —1,2lym',n'y..) = &}, , 202000 O (my 0’5 . L),

52. Soit enfin i =1. On pourra toujours, comme au n° 41, faire
disparaitre successivement de [C] : 1° les termes en 2%z} ol
aZ2l+1, >0, p<2n — 13 2° et les termes quadratiques X
ow aZ2l+1, p<n, & l’exceptlon toutefois du terme en z?, dont
on ne peut disposer. Suivant que ce terme existera ou non & la fin de

la réduction, [ C] sera ramené¢ i la forme

]
<

G|n+ Gl,n—l -+ Zf:!k,zk-!-l,ﬁn—l +W
1

ou i celle-ci

4
Glll+2f2k.2k+4.2n--| + ‘F’
1

Y’ ne contenant plus les variables des 2/ + 1 premiéres séries.
Le nombre des termes a coefficients arbitraires que 1'on a fait
¢vanouir étant 1ci égal a

(2l+1)[p—2n(2l+1)]+ (20— l) (2l+1)2

=Cl+1)(e—2ln—n~1)—1,

——+(2l+1)/¢—1

on aura pour le nombre O'(2n —1, 2L+ 15m,2;...) des formes [C]
réductibles & chacun de ces types la formule

[} e’ Je N | al. —2{R-n={)-- .
O'(an—1,2l+15m' U5 )=, o, 200020200 O (' p'5..).

Journ. de Math. (6* séric), tome I. — Fasc. IIT, 1go5. 35
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83. En appliquant a la forme W les mémes procédés de réduction
qui ont servi pour [ C], nous arriverons finalement aux résultats sui-
vants :

Lenombre p étant supposé égal i 2 et la classe C sa propre associce,
groupons dans une méme sous-classe celles de ses séries qui contiennent
le méme nombre de variables.

1° Il ne peut exister de fonction invariante que si le nombre des
variables est pair dans chaque sous-classe.

2° Toute fonction invariante [C] peut étre ramende & une somme
de fonctions partielles ne contenant chacune que les variables d'une
seule sous-classe.

Soient (&, ..., &,,), ..., (xy ..., x%) les varidbles d'une sous-
classc, formée de ! séries, de m + 1 variables chacune, ct désignons
par fugm, Ga, les expressions suivantes :

f“ﬁ"':x:xgc—l"x ‘L?n 4+(‘E +‘l’“)xm 1+"'

A(k 1)
"’"[ ko Rk ———ax} |

+...+.'v] I ey
Gar = xfxf + .Z':_‘ ‘7;: + 1.:—2(‘1":4-! + ‘T:) +..
+ar (X hal o+

L.a forme canonique partielle correspondant a cette sous-classe
aura I'unc des expressions suivantes :
1° Sim =2n (d'ou ! pair),

fl:!m +f‘.nm+ e +.fl—|.l,m
ou

(fiﬂ,m':" Gm + Gzn) +f:nm+‘ e +fl—|,!,m§

2° Sim =21 —1 ct [ impair,

Gln+f23nx +fl5m +... +fl~|,l,m
ou

(G,,,—}— Gl,n—l>+f23m+ vee +f1-|,l.m;

3° Sim=2n—1 etlpair,

Srom +f:um+ vor+ S tm
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Gln -+ G2n+fatm e +fl—i.l.m
ou enfin

G+ Gy i+ Gy, + foam+ e + fr-v.me

Si donc on désigne par & le nombre total des sous-classes, par &’
celui des sous-classes ol le nombre des séries ainsi que celui des
variables de chaque série sont tous les deux pairs, le nombre des
types canoniques distincts scra 2%~ 3%,

84. Le caractére quadratique de chacun de ces types canoniques
est aisé & déterminer. Il est, en effet, le produit des caractéres des
formes particlles des espéces

faﬁlm fap. am+ Gan + Gﬂm Gam Gan -+ Ga,n—«

qui y figurent.

Or, la forme f,5, étant bilincaire par rapport a deux systemes
de m + 1 variables est équivalente & une somme de m + 1 rectangles.
Son caractére est done + 1.

La forme G, peut ¢galement se transformer par le changement de
variables suivant
% YL J— L]
Lo + Ly = Doy
&
xn“ + xn Xn 29

.--.-..u.-o.n.-..o,

n+lr+ " cm-k |+"‘_ Xu—k 1

R R R R I I I A I A R AR R Y

en une somme de rectangles
aaXd+ a8 X%+, .+ ai X3,
n-2°"n-2 0°%o

son caractére sera done + 1.
La forme G,, + Gy, ,-, se transforme de méme en posant

X3 a
n+|+‘7 +.Z‘” |“X

n-19

( +2 + 2:1;‘,,“ ) + (.Z' Il—l) = Xn—

............ . .o P R I R S A S S Y
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en la suivante

& & -] % (] 3 & % Y &
Ty, + Ty Loy + Ty Ty + Ly_o -"\n 2 +ot Ty N
forméc de deux carrés et d’'une somme de rectangles. Son caractére
est donc — 1.

Enfin, dans la forme

faﬁ. 22+ Gan + Gﬁm

les multiplicateurs des variables 2%, 2%, ..., z* ,; =%, ..., z8 | sont
des fonctions linéairement distinctes par rapport aux variables =%,
&8, ey T 32, ..., 2,,. En les prenant comme variables indé-
pendantes a la place de ces dernicres et les désignant par X3, ..., X7_,;
X%, ..., X?_ la forme deviendra

n—1i

22t 4 B P 2[x;‘ij_F+ =3 X2].
1

Elle a pour caractére — 1.

Iv.

83. Soit enfin S une substitution lin¢aire qui laisse invariante une
forme quadratique @; proposons-nous de déterminer si elle est paire
ou impaire dans le groupe G correspondant i cette forme.

1° Sil'ordre ¢ de la substitution S est impair, S sera paire, car clle
q+1

est le carr¢ de la substitution S *, laquelle appartient & G.
2° Si @ est de la forme Exkyk et que S soit le produit de deux

substitutions particlles S;, S opérées respectivement sur les z et sur
les y, S sera paire. Car en combinant les substitutions fondamentales
paires M; (n® 10) on peut obtenir une substitution X qui opére sur
les x la substitution S,. La substitution SE~! laissera ces variables
inaltérées; comme clle laisse @ invariante, elle ne pourra altérer les y;
donc elle se réduit & 'unité. Donc S = X, substitution paire.

86. Lenme. — Si @ est une somme de fonctions partielles ®,,
®,, ... contenant des variables différentes, et si G, est le groupe
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des substitutions qui, opérées entre les variables de ®,, la laissent
incariable, toute substitution de G, appartiendra évidemment au
groupe G; de plus clle aura dans ce groupe la méme parité que
dans le groupe G,.

Ramenons, en effet, par un changement de variables, chacune des
dcux formes @, et ¥ = ® — @, & son expression normale. Si 'une au
moins des deux cst du premier type (réductible & une somme de rec-
tangles), @ sera elle-méme ramenée & la forme normale, et les substi-
tutions fondamentales d’ou dérivent toutes celles de G, feront encore
partie du systéme des substitutions fondamentales de G, de sorte (ue
la proposition est évidente.

Mais si @, et W sont toutes deux du second type, soit, par excmple,

O =8+n+bn + D,

" "

U=5 -+ + 5, +29’k}’m

il faudra, pour ramener @ & sa forme normale, opérer une nouvelle
transformation, par exemple la suivante :

4170-’:2"*‘7]” 1‘2=5+7]+5|+"]n
r
Yi=N-+"My y2=;+7]+§|§
¢ scra transform¢ en
x.y,+x,y,+2:r}y}+2m’,’,y’,'k.
Cela posé, G, est dérivé (10) des substitutions fondamentales

Li =\ y; Yo %il;
Mu=|2 yi &+ 20 Yit+yil;
L, =|E’7] "]agiv

N =|&n n5+7),
P =|§ .y, E+n+x’,,2,5+x',+y’,

>
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les substitutions L, L; étant impaires et les substitutions M, N, P
paires dans le groupe G,. Elles conserveront ce méme caractére dans
le groupe G car, en les rapportant aux nouvelles variables, L, prendra
la forme

Lo=lwn}’4 Vi, &, |

ct sera une substitution fondamentale impaire du groupe G; L;, M
ne changent pas d’expression et sont, la premicre impaire, la scconde
paire dans le groupe G. Enfin les substitutions N, P> étant d’ordre
impair (on vérific immédiatement que N*= P’*= 1) sont nécessaire-
ment paires. _

Notre proposition ¢tant établic pour les substitutions fondamentales
de (i, lc sera pour toutes celles qui en dérivent.

57. Tutonkme. — Pour que la substitution S soit paire, il faut
et il suffit que les variables y forment un nombre pair de séries.

Soient 27 le nombre des variables entre lesquelles la substitation S
est opérée, Ile nombre des séries qu’elles forment. Nous pouvons sup-
poser la proposition ¢tablie pour les nombres 2/, I’y si n'<< n on
n'=n, mais "> L.

Soit
Koy Ly on @y, @+ ),

<
p— "

" " " "
Ty &y oon b, O(L, 4+ ay), o |t

Cey e ey see vy ee e s se e ) .

Cette substitution est le produit de la substitution

’

’ [ ’
Lyy Lyyove AL, AL, .0

SIS Lyy &y oo D, b, L

I""" s vee g vre s g s

d’ordre impair, par la substitution

’ ’ ' ' '
Loy Ly eve Ty T +Tyy o0
S, =

" ” ” ” "
Ly Loy voe Tyy Ty Ty oo |0

9 e e sy ere e seey e
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dont I'ordre est une puissance de 2. Chacunc d’clles sera donc une
puissance de S et appartiendra 4 G; la substitution S ¢étant paire, S
aura la méme parit¢ que S”; d'ailleurs, le nombre des séries y est le
m¢me. Il suffira done d’établir le théoréme pour S”.

La démonstration cst donc ramenée au cas ot toutes les séries ont
I'unité pour multiplicateur.

58. Toute forme invariante @ est, d'ailleurs, réductible, ainsi que
nous I'avons vu, 4 unc somme de formes partielles @'+ ®”+... con-
tenant chacune les variables d'une seule séric, ou de deux séries au
plus. La substitution S est, de son coté, le produit de substitutions
particlles 8, 8, ..., opérées respectivement entre les variables de @,
de @, ..., ct dont chacune laisse @ invariante.

Le théor¢me étant établi par hypothése pour S’ et @', S” et @7, le
sera, cn verlu du lemme précédent, pour 8 et @, pour §” et @, ... ct,
par suite, pour S =8'S"... et .

Il ne reste done & démontrer le théoréme que dans le cas o S con-
tient une séric ou deux au plus.

89. Supposons d’abord qu’il y ait deux scrics, de m + 1 variables
chacune, ct soit
. .I , 'I , ' 'I ’ {
§— Lyy Lyy oo LyXy+ Ty .o

" 7 o o "
Ty X'y eer Xy Ty Tyy ons

Si ® n'est pas réductible 4 une somme de deux fonctions par-
ticlles @'+ ®” contenant chacune les variables d’une seule série, elle
le sera & l'une des deux expressions suivantes :

fc 2m

ou (si m cst un nombre pair 2n)
f42,2n+ Gcn+ Gnu'

1° Dans le premier cas, f,,,, étant bilinéaire par rapport aux x’ et
aux z”’, une transformation opérée sur ces dernicres variablesla rame-
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nera & une somme de rectangles
’ [3 S
ono +..+ wmxmi

ct S étant le produit de deux substitutions partielles effectuées res-
pectivement sur les z’ et sur les X” sera paire. Le théoréme est donc
vérific.

2° Soient, en second lieu,

m=2an
et

’=f42:'n+Gm+G2n
=X, &y, + &\ &y, + (T, + )Ty, +

+ .1‘"1'” Feeet :I,'o (‘7’.%4 + Cl.l*l z ;m-z+ C2 m—a +..o+ wn)
+ X, X+
= 10[‘1 2n + ',L)Il ] + (“I‘l ] '),4_3+ oo + x:‘] + \I’P,

Y’ ne contenant plus les variables =, 2., .
o) “Yan*
Changeons ', en a,,+ x,; I'cxpression de S ne sera pas altérée
par cette transformation, et ® deviendra

!

.’L‘; [‘1":) + "L"-;n + x;u-i -+ Cl‘l---lx'lll- Sk -+ .'L':,] + q"
«, X+ W,

0‘0

cn posant, pour abréger,

el i
X,=x,+x,,+%,, +C_ Tyot+...+ 7,

La substitution T qui remplace z;, par X sans altérer les autres
variables a, n’altére pas W' et permute évidemment les deux fone-
tions z;, Xj. C'est donc une des substitutions qui laissent @ inva-
riante; elle est, d’ailleurs, impaire; car, si I'on prenait pour variable
nouvelle X; au licu de «,, elle scrait la substitution fondamentale
impaire qui laisse invariante la fonction partielle z, X|.

Cela pos¢, pour vcrifier le théoréme, il nous faut établir que la
substitution S (oi1 le nombre des séries est 2) est paire ou, ce qui re-
vient au méme, que la substitution ST est impaire.
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Or cette derniére substitution remplace

’

r !
.vm, ey I, par .z,,,+.zm REEETRTINE . o

"

Lypy ooy I, par z,,+ T,

"
! PSR A | Tyy

et enfin 2, par

’) ! /0” Y ! !
‘L'u -+ (“’.m + a"zn-t) + (wzn-o -+ xwp-:r)
[] o ! 1 '
+Cn— ("an 2+’1'm ,)+...+(z-,,+x,, I)
- “
‘L'znl'*-(" M- 2+"'+xn1+m +m2n+‘1’ml

Son déterminant caractéristique A est évidemment égala (1 —p)*™*+3,
3 désignant celui de la substitution partielle

’

»o’ <3
Lyp 4y eony &, Ty, +12,, 2y cc ey w +.L‘
!
Ly Lon- l+(‘nl’2n z+"'+‘zn— +7"
Orona
1—p 0 0 e O O ... 0 0
0 1—p 1 eee 0O ... o 0
“ o) o I—f ... 0 0 ... o 0
o=
() W) 0 N N N 1
I C, G, ... 1 0 ... o0 1—3

e, en développant suivant les coefficients de la derniére ligne,

=1+ Ci(1—p)+ Cl(1 —p)*+.. +(1 —p)"+ (1—p)"
=(]+1_P) +(I_P)2nEP +(I_—P)m'

Soit n = 2*¢, ¢ élant impair, on aura
A=[pt+ (1 — )] (1 —p)™.

Les racines distinctes de ¢ seront au nombre de 2¢ + 1, car le poly-
Journ. de Math. (6¢ série), tome I. — Fasc. III, 1903. . 36
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nome gf+ (1 — ¢)* n'ayant pas de racine commune avec sa dérivée,
(qui sc réduit & ¢27-' (mod 2), a 24 racines distinctes.

A chacune de ces 2¢ + 1 racines de la congruence caractéristique
correspond d'aillcurs unc scule série dans I'expression canonique
de ST, car les premiers mineurs de A n'ont pas de diviseur commun.
I.’un d’cux est, en effet, égal a (1 — )2 et un avtre est égal 4 8. Or
¢ n'admet pas la racine p=1. Donc ST, sous sa forme canonique,
aura un nombre impair 2¢ -+ 1 de sérics et sera impaire.

60. Supposons enfin que les variables de S ne forment qu'une série.
Llles seront en'nombre pair 22, ct I'on aura, soit

=0,
soit
=G, ,+ G, ,,.
Suppoesons d’abord n > 1. En changeant x,, , en ., , + &/, on
n'altérera pas expression de S, ¢t @ sera accru du terme o2
On aura alors
4 .
¢ =u,(£+7)+ ¥,

Y’ ne contenant plus les variables ), &), ,, et % étant ¢gal, dans lo
ey Tan - b gal,
premier cas, &
o ~ _' g
Loy + (-‘,,,..-L._,,, s e+,

ct, dans le second, a

1 _' J
.,,,+L_ I e
-n 3+Cn "cgll—|+ +‘l -4

La substitution T, qui remplace x, par &)+ % sans altérer les
autres variables x’, remplacera réciproquement &), + ¢ par x,; clle
laissera donc @ invariante ct sera impaire,

1l nous faut démontrer que S cst iinpaire ou, cc qui revient au
méme, que ST est paire.

Or, cette substitution remplace

’ 1 / !

7 (4 l o’
Lyy_yy ooy Ly par Ly Ty ay ooy £+,



MEMOIRE SUR LES FORMES QUADRATIQUES. 283

ct, quant a x,, clle le remplace dans le premier cas par

ol o' ! ' S g
‘Zu+<"’w |+'L.m z)""cu |<’LG z+'cm :|)+"‘

. \j .I
= +v.m' ( .m )+"'+“cn|‘

Dans le second cas, on devra ajouter A cette expression les termes
( 2w l+ £, 20 s) + (“n '("L’gmm + "'.:n—.‘») RalERESR L an-s + ( Lan-s RalRRE

Formons le déterminant caracu"risliquc de ST. II sera, dans le pre-
micr ecas, 1dcnnque au déterminant ¢ du numéro prcccdcnt Il aura
2q racines distinctes et & chacune d’elles correspond une scule série
dans la forme canonique de ST; car les minears de 8 n’ont pas de
diviseur commun, 'un d’cux ¢tant égal a 'vnité. Le nombre des séries
dans ST est donc pair ct cette substitution sera paire.

Dans le second cas, formons de méme le déterminant ¢ caracté-
ristique de ST et développons-le suivant les éiéments de la dernicre
ligne. On trouvera

N

S= g (1= (1= P [+ Gl (1= )+ G = )]

n—i

=g+ =)+ (=)

L.a congruence ¢-=o0 a ses 2n racines toutes distinetes, car ¢ n'a
aucune racine commune avee sa dérivée, celle-ci se réduisant &

(1—g)*e"*(mod 2), sin est pair;

¢" ! (mod 2), si n est impair.

Donc le nombre des séries dans ST est pair, et cette substitution
scra paire.
Soit enfin 2 =1, on aura

S=|x,z, x,2,+zx,]|
cl '
O=0G,=a]+z,x,=w,(r,+ x,)
ou
=G, + Gy =a}+x,7, + x}.
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Dans le premier cas, posons x, + x,= y,; il viendra
e=uy,, S=|x,y Yol

S sera une substitution fondamentale impaire.

Dans le second cas, S sera le produit des deux substitutions fonda-
mentales :

Il = l .'1-'0’ .l/" -ZC,, .L‘o l, N = lwoy 'L.| .'0” ~l;|+-7;q| l

dont la premicre est impaire ct la seconde paire. Donc ici encore S est
impaire.



