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EXTENSION DU THEOREME DE CARNOT. 29

Extenston du théoreme de Carnot au cas ot ceriaines liaisons

dépendent du temps;

Pir M. BEGHIN,

Ltant donné un systéme soumis & des liaisons sans frottement et ne
dépendant pas du temps, si 'on introduit brusquement des liaisons
é¢galement sans frottement et ne dépendant pas du temps, le théoréme
de Carnot s’applique et peut s'énoncer ainsi :

St les liaisons antérieures et les liaisons brusquement introduites
subsistent apres les percussions, la force vive perdue est égale d la
Jforce vive que posséderaii le systéme si chaque point était anime
de la vitesse qu'il @ perdue.

Nous nous proposons d’étendre ce théoréme, en le modifiant, aux
systtmes dans lesquels les liaisons peuvent dépendre du temps, mais
sont toujours assujetties & étre sans frottement,

Pour Iétablir, nous reproduirons, en la modifiant, la démonstration
donnée par M. Appell (Journal de Mathématiques, 1896, premier
fascicule). . .

Boit un systéme holonome ou non, dépendant de & paramétres
indépendants. Supposons que, pendant l'intervalle trés court ¢, ¢,, on
introduise de nouvelles liaisons, les unes exprimables par des relations
en termes [inis pouvant dépendre de ¢, les antres par des relations



3o : BEGHIN.

différentielles non intégrables pouvant contenir dt. Nous venons
de montrer, M. Rousscau et moi, que les équations de Lagrange
peuvent s’appliquer & ce probléme de percussions. Pour plus de sim-
plicité, nous supposerons elfectué le changement de variables qu'on
doit faire pour écrire ces ¢quations; de sorte que le systéme dépendra
avant la percussion des k paramétresindépendants ¢,,¢,, ..., ¢x, pen-
dant la percussion des n paramétres g,, ¢a, ..., §,(n < k), les liaisons
introduites étant représentées les unes par

Gnry =0y In+r2= 0, crey Grnar = 0,

les autres par
dq::-o-rﬂ = 0, coey CZQI.= 0.

Dans ces conditions, si I'on remarque que les seconds membres des
¢quations de Lagrange sont nuls, ces ¢quations sont

aT oT
) (07]:>1 <()q‘,) 0 (v=1,2,...,0).

La force vive 2T du systéme estune forme quadratique non homo-
géne des variables ¢}, 4., ..., ¢}, et I'on peut poser

2T =204, @by s ¢1) + V(g4 Tus -5 1) + 1,

o étant un polynome homogéne du deuxiéme degré cn ¢, A
\P un polynome homogéne du premier degré, f étant indépendant de
v Gor o1 Qi

Nous nous proposons de montrer que le théoréme de Carnol
s apphquc au probléme que nous étudions, pourvu qu’on remplace la
‘force vive 27T par la fonction 20, de sorte que le théoréme sera : La
perte subie par la fonction 29 esi égale a la force vive duc aux
vitesses perdues.

Si P'on demgne par 2T la force vive due aux vitesses perdues, le
théoréme s'exprimera par la relation

201(q, Jos (Fa)os ++ s (Zdo) = 28[(g)r o+ (g0 ] = 2T
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ou, en simplifiant les notations,
29, — 29, =2T".

1° Calcul de 29,— 29,. — D’aprés le théoréme des fonctions
homogénes, on a évidemment

e sn= 260 ().~ 260 (),
=S (), 2(% [(2).-(2)]

Posons, comme le fait M. Appell,
Pv=(g)o— (g

ct remarcuons que I'on a, d’aprés une propriété connue des formes
quadratiques,

va("“) 2( gt

Remarquons de plus que %:? étant linéaire et homogeéne, on a
v
(8- ().
aps — \dqy, oqv /4
On aura donc

(2) 2%, i (9§)o+(93)']{<«%>0_ (??0—7>1]

: d9 JT . » . o
Remarquons enfin que, o, ¢ 3g ne différant que par un terme

indépendant de ¢;, 4., ..., ¢;, on a

(5.~ (3).= ()~ ()
09/ o9y ) kdqv 0 dqy /4
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Mais, en sc reportant aux équations (1), on voit que les diffé-
T oT
rences <()Tf,>o— (55?): sont nulles pour v=ru,2,...,2; de plus
comme toutes les liaisons sont persistantes, on a (¢;),=o pour
V=n+41,n+2, ...,k de sorte quela relation (2) se.réduit &

k
, JT aT
29, — 2%, =E(9v>°(<’07a>o— <W> ]
n+1 )

2° Calcul de 2T'. — Il est facile de constater que la force vive duc
aux vitesses perducs 2T a pour valeur 2¢(p,, pay - -+, Pi)-

En effet, les composantes z’,y’, 5" de la vitesse du point z, y, z ont
des expressions de la forme:
r=a,q, +...+ aq, + a,
y=>bqg +. ..+ bg.+ 0

’
4

’

S =c| (]'|+---+ C/¢q;+ C.

La vitesse perdue a donc pour composanles

r ’
Ly—= X, =@ Py ...+ Qg
!

I

Yo—=)=bipit oo bepsy
3:) - 5'. = C Pt Cr e

La force vive 21" a pour cxpression
2 T'= Y m[(w, — @) + (ry— 1)+ (5= 3,)],

on la déduit de la force vive réelle 2T en supprimant dans &/, y', 5" les
termes a, b, ¢ et remplacant ¢, ..., ¢, par p,, p,, ..., Pxj on oblicnt
ainsi, évidemment, 29 (P, Pa, -+, Pr).

On peut alors écrire

2T/ = ipv;)dl—f; = :ﬁ [(gv)o = (gi)i] [(37},)0 - (%)4]

d’aprés une remarque précédente.
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En raisonnant de la méme maniére que pour le calcul de 2. ¢, — 29,

on obtient
k ’
L 2(94)0 [(gq%)o - <f%/’£z)|:|’ .

/
n4t

2T’ a donc bien méme expression que 2¢, — 2 ¢,, et le théoréme est
démontre. '

Remarque.— On sait que lorsqu’un systéme quelconque est soumis
a des percussions, la perte de force vive est égale a la force vive due
aux vitesses perdues diminuée de deux fois la somme des travaux des
percussions, chaque point d’application étant suppos¢ avoir une
vitesse égale & sa vitesse finale. — Le théoréme précédent permet
d’avoir une expression de ce travail &, on a

2(Ty—T,)=2T —28¢
ou, en remplacant 27" par 24, —29,, on a

26==2T,—2¢,—(2T,—29,)

262'4&,-—'410'.

Dans le cas particulier ou les percussions peuvent se réduire 4 une
seule de direction connue, cette relation permettra de trouver sa
valeur. ' '

ou
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