JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

GORDAN

Les invariants des formes binaires

Journal de mathématiques pures et appliquées 5¢ série, tome 6 (1900), p. 141-156.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1900_5_6__141_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1900_5_6__141_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

~ LES INVARIANTS DES FORMES BINA(RES, I.‘l

Les invariants des formes binaires;

Piax M. GORDAN.

Le systéme des formes binaires est fini. J'ai démontré ce théoreme
et M. Hilbert I’a étendu aux formes de n variables.
Dans cette Note, un théoréme est donné, dont les autres découlent.

CHAPITRE PREMIER.

LES SYSTEMES RLEMENTAIRES DES PRODUITS.

I. — Les systémes des produits.
Les produits de n variables
by ke

n

forment un systéme S si les exposants sont liés par des relations
(l ) 94; ®21

Ces relations définissent S. o
Journ. de Math. (5 série), tome VI. — Fasc. 11, 1goo. 19
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Premier exemple. — La formule

ky=0  (mod3)
définit le systéme

(S) @, @, @
Deuziéme exemple. — La formule

ki+ki+ky+k;=0  (mod3)
définit le systéme

3 4.2 T 2
(S) Ly &TyTyy Ty,
Troisiéme exemple. — Les formules

ky+k~+ky+ k=0  (mod3),
kiky+ Kk ky+ Kk ky+ koky+ kyky+ ko k>0

définissent le systéme

2 A 2,8
(S) XL, T,T,T,, T X%,

II. — Les systdmes élémentaires.

Il peut arriver que les produits T de S soient divisibles les uns par
les autres. Si l'on néglige les produits T, qui sont divisibles par
d’autres T, il reste un systéme partiel Z; il est appelé le systéme élé-
mentaire, défini par les relations (1). Il contient les produits

(2) : Pn Pz’ ceey

qui ont les propriétés suivantes :
1° Les exposants k satisfont aux relations (1);
2° Aucun P n’est divisible par un autre;
3° Chaque produit T de S est divisible par un au moins des P.



LES INVARIANTS DES FORMES BINAIRES. 143
Premier exemple. — La formule

k,=o (mod 3)
définit le systéme élémentaire

(%) z.
Deuxiéme exemple. — La formule
ki+k+k+k,=o0 (mod 3)
définit le systéme élémentaire

3 2 2 2 2 2 2
(2) (@) T\%yy BTy TXyy BTy X TyTyy Ty, T\Ty, LT:%5 TiT,
3 .2, 2 2 2 3 2 a 3
(B) | z3y, @5, 2,324 Xak;, Talyly, TaX,, Ty, T3T,, L%, X,
Ce sont les termes d’une forme quaternaire cubique dans I'ordre
usuel. Je considére chacun d'eux comme compligué par rapport &
ceux qui le suivent et ces derniers comme plus simples; ainsi x} est

le terme le plus simple et z? le terme le plus compliqué.

Troisiéme exemple. — Les formules

ki+ky+ky+ky=0  (mod3),
ki ky+k kg + k ko kykg+ koky + kgky >0

définissent le systéme élémentaire

2 2 2 o 2 2
(3) ( Zi@yy Xi@yy Ty, TEL, BETyy B XyXyy BT, B XyXyy BT,

2 2 2 2 2 2
(Z) | 2ixy, 2)xyy Xokyy Ty&y®yy, X%, TyTyy  T,T.

III. — Les indices des systémes élémentaires.

Le nombre des produits, contenus dans le systéme élémentaire X,
est appelé l'indice de Z. Si ces produits sont composés par n va-
riables, je représente cet indice par A,. Si 'on a plusieurs systémes

élémentaires
L, &, %, ...,
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je représente leurs indices par

. "'n,n hnm I"n,n-
Sin=1,0na

(4) hy<.
Premier exemple. — Le systéme élémentaire défini par la for-
mule '
k=0  (mod3)

alindice b, =1.
Deuziéme exemple — Le systéme élémentaire défini par la for-
mule
ki+ky+ky+k=o0  (mod3)
a I'indice A, = 20.
Troisiéme exemple. — Le systéme élémentaire défini par les for-
mules
ky+ky+ky+k,=o (mod 3),

koky K Fey + K Ky + Kok, + Kok + Kok, >0

a l'indice &, = 16.

IV. — Des systdmes pai'tiels du systéme élémentaire 3.

Si le produit

x’-u

L) n

P | = .L).' :c)_,

est contenu dans le systéme élémentaire X, on peut former les sys-
témes partiels

Lo P|7
A v N -
L, af whal .. b =28Q,
. ou
gg)\u
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ol
ML gSN+ Ay
L3 w"’l x;’ wg—ll—)‘t mﬁ" Ve w;n — w%"‘)-l—)-t Q’
ou
M+ gSN+ R+
WKy ke Kn—1 S R TS W —)q-)\g-...—).,-‘
L, LT By T = 3 Q,
ou
M4+ 4+ A, L8

Leur nombre est
LA+ A A, =1+ .

Premier exemple. — Le systéme élémentaire défini par la formule

k=0  (mod3)

n’a pas de systémes partiels.

Deuxiéme exemple. — Le systéme élémentaire défini par la for-
mule

ki +ky+ky+ k=0 (mod 3)

a les systémes partiels

— ¥ .
L, P,=xi,
L, Ly XXy Ly,
2 , ' 2 . JP
L, TyLyy LT3y T, Xydyy LTy, XXy, LTy,

L 3 2 2 2 2 3 3 a8
4 .’L‘ﬁ, xgwa’ m2x4, w2w3’ xzwax*’ xnxd, xa, xawi’ xaw_‘, a/"- )

Troisiéme exemple. — Le systéme élémentaire défini par les for-
mules ‘ .
ky+ky+ky+k,=o (mod 3),

kko+k kg +kky+ kyky+ koo + kyky >0
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a les systémes partiels

2
L, P, =iz,

2 \ 2 2
\ XLy, BTy Ty, T\XyTyy T,Ty XXy, T,X

L

2 2 2 2 9 2
L, TyXyy Xydyy Xylyy X3y Tylyy T2, T2,
L

2 2 2 2 2 2
3 T Tyy XLy X\Tyy ZT3%y T,T,, T;X; X;7,.

V. — Relation pour lindice 2,.
'Si le produit

i

P=uafak.. o
est contenu dans X et différe de
P=alah... 2,
il n’est pas divisible par P, ; il a du moins un exposant
ke <A
et est contenu dans le systéme partiel L, ot

S W VR

Tous les P de X sont contenus dans les L. Si l'on représente le
nombre de produits contenus dans L, par /;, on a

(5) hlv+ b+ L+ L+ .+,
Premier exemple. |

(%) his1, lL=o.
Deuxiéme exemple.

(5) hy=20, ,=3, l,=6, l,=10, 20=1+3 +6+10.
Trois?'éme exemple.

(5) k=16, L,=6, bL=9, =9, 16<1+6+7+7.
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VI. — Les systdémes correspondants.

Les produits situ¢s dans le systéme partiel L, sont de la forme

L, 26Qi 25Qy 2Qy ..
et aucun d'eux n'est divisible par un autre. Le systéme
zg Qn Qz’ Qay v

correspond au systéme Lg.
Les Q ne sont composés que par les n — 1 varlables

Zyy Lay ovvy Tgoyy Lgggy <00y Ly

aucun d’eux n'est divisible par un autre. Les exposants k des Q sont
assujettis a des relations

('a) H,, H.'u
dérivées des relations
([) 8, 0, ...

Les X, sont des systémes élémentaires, définis par les relations (1,,).
Premier exemple. — Comme il n’y a aucun L, il n'y a pas non
plus de systémes correspondants Z,.
Deuxiéme exemple. — Aux systémes partiels
2 2 2
L, X T2y T, Ty X)Xy
2 2
L, T\Tyy Ty ®yy BTy Ty, Ty Tyy T T3&yy Ty T5,
2 W 2 2 .3 2 2
Ly @y 3®yy Ty%ay T3@yy TaZyTay Ta®yy Tyy TyTyy Tydyy L
correspondent les systémes élémentaires
Z, Tay Xgy Ty,
2 2 2
Z, Tar XTalyy Ta&yy Ty Lydyy Ty,

3 2 .2 2 2 3 2 2 E
L, T, T,Xsy X,y Loy, Tallyd,, L%, Xy, T3y, L,2), 27,
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ils sont définis par les relations

z, par ky+ Ry + k=1 (mod 3),
z, » ky+ by+ k=2 (mod 3),
z, » ky+hky+ k=0 (mod 3).

Troisiéme exemple. — Aux systémes partiels

2 2 2

L, Ly Xy XyTylyy XyTaZyy T\Xy TTylyy T4y,
2 2 2 2 2 2
L, TyTyy, X3y Loy, XTyTy®yy L&y TyTy, Ty,

2 2 2 2 2
L, XLy, X Ly, L\T, XyTyTyy T\ Ty TyTyy Ty,

correspondent les systémes élémentaires

o 2 2 . 2
z, Xyy XpXgy Xgllyy Tyy Tykyy X,
2 pl 2 . 4 2 2
Z, LyZys Eglyy Xalyy TyT3Tyy, TaTy, XyXyy Ty,
2 2 2 2 2 2,
z, X\ Tyy XLy, XLy XTy4T3%yy T\Ty, TyTy, TT55

ils sont définis par les relations

z, par ky+ ky + ky =2 (mod3),
5 ‘ ky+ ky, + ky =0  (mod3),
* | koky+koky+ bk, >0

5 ki+ ky, + k, =0 (mod3).
3 »

kiky,+k ki+kk, >0

VII. — Relations entre les indices de plusieurs systémes.

Le nombre des produits P contenus dans L, égale celui des pro-
duits Q contenus dans Z,

lg= by

8"
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Aux formules (5) correspondent les formules

h,
h,
20 =143 + 06 + 10,
161 +64+7+7.

I R e e h’n-—i,p’

WA IA

I

(6)

VIII. — Les indices des systémes élémentaires sont des nombres finis.
Démonstration. — h,S1 est un nombre fini. Les nombres

S ,L2,<-:I -+ /L,,. + ]‘|,2+' i h"P"
(7) | B0t b bt et gy

...............................

sont aussi des nombres finis.

Lesnombres psont définis § IV par les degrés de produits quelconques
contenus dans les Z.

CHAPITRE II.

LES SYSTEMES ELEMENTAIRES DES FONCTIONS HOMOGRNES.

I. — L’ordre des termes d’une fonction homogéne.

Les termes d’une fonction homogéne f de z variables sont des pro-
duits

> ok ke 3
P =uahal..  at

Nous les supposons écrits dans un ordre tel que chacun d’eux pré-
céde ceux qui sont plus simples. Le premier terme P, est le plus com-
pliqué. SiTon pose

f=c¢P,+7,

les termes de y sont plus simples que P,.
Journ. de Math. (3 série), tome VI. — Fasc. II, 1goo. 20
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II. — L’ordre des fonctions homogénes.

Nous classerons les fonctions homogénes

.fl? ,f2, e

d’aprés leurs degrés, les f des degrés inférieurs précédant celles des
degrés supérieurs. Les formes du méme degré sont arrangées d’aprés
leurs premiers termes.

Celles dont les premiers termes sont simples précédent celles dont
les premiers termes sont plus compliqués.

Cet ordre est inverse de 'ordre des termes dans une fonction homo-
géne. Les formes f étant ainsi ordonnées, nous considérerons chacune
d’clles comme plus simple que celles qui la suivent.

III. — Le systéme S de fonctions homogénes.

Des relations

qui lient les coefficients des fonctions homogénes, définissent un sys-
téme (S) constitué par 'ensemble des fonctions homogénes

(8) S Se

dont les coefficients satisfont 2 ces relations. Les £ de (S) sont arran-
gées d’apres le n° II. Des systémes dont les fonctions homogénes sont
simples sont appelés simples.

IV. — Des systémes dérivés.

D’un systéme donné de fonctions homogénes

(S) Py Pay Pyy ceey
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on peul faire dériver d’autres systémes

M=
N2 = Azl?l + @a
(8) 7]:;=Aal?|+Aaﬂ?2+?:n

Ny = Au?l + Ayt Aus+ 94

...................................

Les A sont des fonctions quelconques, qui font les fonctions n homo-
gencs.
e}

V. — Réduction des systémes dérivés.
Il peut arriver que, parmi les v d’'un systéme dérivé M
Ny My Ny ey
il y ait deux fonctions (n°I)
n=0oP, + T
e = CuPut Ly

telles que le premier terme P, de v soit divisible par le premier
terme P, de v,
P, =RP,.

Dans ce cas je forme 'agrégat
(9) m=m— 2 Rny=yp— 2Ry,

et je le substitue au lieu de 1, dans le systéme M.
Soit M, le systéme qui résulte de cette substitution.

m, et M, sont plus simples que », et M. M est réduit a M, par la sub-
stitution (9). Sil'on a

(IO) ﬁ;: o,

le systeme M, contient une fonction de moins que M.
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Dans ce cason a, d'aprés (8),
(Il) 0=A)_,<P.+Ahq),+...-i- A;,;..'—i-?)_'%—cp)‘,

c’est-a-dire g, est un agrégat de fonctions ¢ plus simples.

VI. — Le systéme irréductible N.

Si I'on continue le procédé de réduction, on arrive & un systéme
irréductible

(N) ./l’ f”

Les premiers termes des fonctions f sont des produils
h]
Pn I 29 cery

dont aucun n’est divisible par un aulre. Ils forment un systéme élé-
mentaire X. Soit % son indice. Le systtme N contient 2 fonctions

(N) .fl, f?’ L f'lp

VII. — Le systéme élémentaire L.

Si le nombre /4 est inférieur au nombre des fonctions ¢, on peut
réduire par la formule (11) tous les ¢ &4 des fonctions plus simples,
excepté k& fonctions. Représentons par @ ces fonctions qui restent. Le
systéme

(L) o, @, .. @

est appelé le systéme élémentaire défini par les relations
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VIII. — Le thdordme de Hilbert.

Tous les ¢, excepté les @, sont des agrégats de fonctions ¢ plas
simples. En continuant cette réduction, on arrive a la formule

(12) p=c¢,B, +c,D,+...4 ¢,

CHAPITRE IIL

APPLICATION AUX INVARIANTS.

1. — Transformation des formes binaires.
La forme binaire
[f=a,x|+ (':)a‘w’,'"wg—i— (';)a._,w""-’wi +...
\
est transformée par la substitution

=85y, + N2
X, = 52}/1 + 1)

(13)

dans la forme

f=Ay + (’:)A,y""'yr}- (’;)Ag‘yﬁ""yg-f-. -

Le déterminant de la substitution est

A=

AN N

47]||
2 M2

et les coefficients A sont les polaires de f par rapport aux va-
riables &, 1.
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Il. — Développement en séries.

Chaque fonction homogéne F(x,y) de deux séries de variahles
cogrédientes

Tyy Ty et Yy I

peut étre développée en une série dont les termes sont des produits
des puissances de
Ly Y

(zy)=

Lz Ya

et des polaires des covariants élémentaires de F. En posant symboli-
quement, si z et y ont le méme degré dans F,

F(.L y)_’m /u

on a la série

(14) =2 (»,,,Q +r)<7-:z->.:f:““<.ry>f--.

/‘.

III. — Le systéme &lémentaire des invariants.

Les invariants i de f sont des fonctions entiéres homogénes ¢ des
coefficients
Qyy Ay Ay voey Q.

Les coefficients de ¢ satisfont aux relations

@n @._., ceey

qui sont dérivées des équations partielles différentielles des invariants.
Supposons le systéme élémentaire L des ¢ formé des invariants

(L) L, L, ..., L.
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Chaquelinvariant { a, d’aprés le théoréme de Hilbert, la forme
(15) i=c, ()], +cy(a)l, +...+ ¢ (a)Ls

Les ¢(a) sont des fonctions des a, qui font I'expression homogeéne.

IV. — Transformation de la formule (15).

Les invariants ¢ de f obtiennent par la substitution (13) des puis-
sances de A en facteurs.
Si les invariants

ont les poids

Yy Viy Yoy Vyy  eeey Vay
ils obtiennent les facteurs
A, AN, Ah AN .., A
La formule (15) est transformée par la substitution (13) en

(16)  Ai=rc,(A)A 4+ c,(A)A%:L 4. .+ ¢, (A) A%,

V. — Simplification de la formule (16).

Les c,(A) sont des fonctions des polaires A et ils sont des covariants
de f. En posant symboliquement

‘ C‘,’,(A) = ’-;;"%Vg s;-;\'g,

i ' i
(17) ? (l‘g,sg)v_'g-:Bgy

V—Vg

la formule (16) devient
Ni=rrnsi gV A 4 rp sy s AL 4 s T AN,
En substituant, au lieu des

V=Y qu—Y
s 3
Tet “Sgn %
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leurs séries (14), on obtient une équation identique en A de degré v.-
En comparant les coefficients de A%, on obtient

(18) A=DB,i,+ Byi,+...+ B,i,.

V1. — Les invariants / sont des fonctions entiéres des I.

Démonstration. — En arrangeant les invariants ¢ selon leurs de-
grés, les invariants des degrés inférieurs précédent et les invariants
des degrés supérieurs succédent.

En voulant représenter i en fonction entiére des I, les invariants B,
sont déja exprimés

B,=TF,(l).

Si nous substituons ces valeurs dans (18), nous obtenons

i=F (DL +Fo (Dl 4.+ By (D)= F().



